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Основные обозначения

:= — знак равенства по определению;

N — множество всех натуральных чисел;

Z — множество всех целых чисел;

n,m — множество целых чисел вида n, n+ 1, n+ 2, . . . ,m;

R — множество всех действительных чисел;

Rn — n-мерное действительное евклидово пространство;

C — множество всех комплексных чисел, комплексная плос-
кость;

C — расширенная комплексная плоскость;

|z| =
√
x2 + y2 — модуль комплексного числа z = x+ iy;

z = x− iy — число, комплексно-сопряженное числу z = x+ iy;

Re z = x — действительная часть числа z = x+ iy;

Im z = y — мнимая часть числа z = x+ iy;

Br(z0) = {z
∣∣ |z − z0| < r} — открытый круг радиуса r > 0 с

центром в точке z0;

Br(z0) = {z
∣∣ |z − z0| 6 r} — замкнутый круг радиуса r > 0 с

центром в точке z0;
◦
Br(z0) = {z

∣∣ 0 < |z− z0| < r} — проколотая окрестность точки
z0;
◦
Br(∞) = {z

∣∣ |z| > r} — проколотая окрестность бесконечно-
сти;

Br(∞) =
◦
Br(∞) ∪∞ — окрестность бесконечности;

arg z — произвольное значение аргумента числа z 6= 0;

argгл z — главное значение аргумента числа z 6= 0, т.е. из ин-
тервала (−π, π];

Arg z = {argгл z+ 2πk
∣∣ k ∈ Z} — множество значений аргумен-

та числа z 6= 0;
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Основные обозначения

λψ0 := {z
∣∣ arg z = ψ0} ∪ {0} — луч, выходящий из точки 0, со-

стоящий из точек с аргументом ψ0 ∈ [0, 2π);

γab — ориентированная кривая с началом в точке a и с концом
в точке b;

γ−1 — ориентированная кривая, обход которой производится
в обратном направлении по сравнению с направлением кривой
γ;
◦γ — простая замкнутая ориентированная кривая;

f : G→ C — функция f задана на множестве G со значениями
в расширенной комплексной плоскости C;
f(G) = {f(z)

∣∣ z ∈ G} — множество значений функции f , за-
данной на множестве G;

ux(x, y) = ∂u
∂x (x, y), uy(x, y) = ∂u

∂y (x, y) — частные производные
первого порядка функции u(x, y);

{ n
√
z} — многозначная функция корня n-й степени z;

Ln z — многозначная функция логарифма z, аналитическая
функция логарифма z;

{zn}, {fn(z)} — числовая и функциональная последовательно-
сти;

C[0, 1], (C1[0, 1]) — пространство действительных непрерывных
(непрерывно дифференцируемых) функций, заданных на от-
резке [0, 1];

C2(G) — пространство действительных дважды непрерывно
дифференцируемых функций, заданных на области G ⊂ R2;

res
a
f — вычет функции f в точке a;

dist(z, γ) = inf{|z − ζ|
∣∣ ζ ∈ γ} — расстояние от точки z до кри-

вой γ;

diamG = sup{|z − ζ|
∣∣ z, ζ ∈ G} — диаметр множества G ⊂ C.

7



Е. С. Половинкин

Предисловие

Настоящая книга является достаточно полным конспек-
том курса лекций по теории функций комплексного пере-
менного, читаемого автором студентам Московского физико-
технического института. Это — полуторасеместровый курс в
объеме 45 академических часов лекционных занятий.

Эта книга является учебным пособием для студентов выс-
ших учебных заведений с углубленным изучением курса мате-
матики.

В настоящей книге мы будем изучать свойства функций ком-
плексного переменного. Такие функции нашли многочислен-
ные применения как в различных разделах чистой математи-
ки, таких как: алгебра, аналитическая теория чисел, диффе-
ренциальные уравнения, так и в различных прикладных ма-
тематических дисциплинах, таких как: теоретическая физика,
небесная механика, гидродинамика, теория упругости и др.

Чтобы понять важность теории функций комплексного пе-
ременного, отметим лишь некоторые примеры использования
этой теории, которые встречаются студентам младших курсов
при изучении ими алгебры, математического анализа и диф-
ференциальных уравнений. Так, утверждение о том, что вся-
кое алгебраическое уравнение имеет по крайней мере один ком-
плексный корень, является основным в алгебре. В интеграль-
ном исчислении большое значение имеет тот факт, что рацио-
нальная функция представима в виде элементарных дробей с
комплексными коэффициентами. Понятие комплексного числа
и экспоненциальной функции комплексного переменного име-
ет важное значение при решении линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. Только изу-
чив теорию функций комплексного переменного, можно по-
нять, почему такая хорошая на всей числовой оси функция
f(x) = 1/(1 + x2) может быть представлена в виде степенного

ряда f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n лишь при значениях x, удовлетворя-

ющих условию −1 < x < 1.
8



Предисловие

Несколько слов о плане настоящего курса. В первых пара-
графах мы будем заниматься развитием в комплексной обла-
сти известных из действительного анализа основных понятий
и операций: предела, производной, интеграла. Опираясь на
указанный аналитический аппарат, в основной части курса мы
будем изучать свойства регулярных (= голоморфных) функ-
ций, т. е. функций комплексного переменного, определенных и
непрерывно дифференцируемых в некоторой области на ком-
плексной плоскости. В §§ 9–11 и § 19 будут изучены условия
представления таких функций в виде степенных рядов, в виде
рядов Лорана, а также рядов из элементарных дробей.

В книге изложены свойства обратных многозначных функ-
ций. В §§ 14–17 приведено подробное исследование условий су-
ществования и вид однозначных функций, называемых «ре-
гулярными ветвями» многозначного корня или многозначного
логарифма от регулярной функции. В §§ 27–29 рассмотрены
понятия аналитических продолжений и аналитической функ-
ции.

В курсе также изложены геометрические принципы регуляр-
ных функций, такие как: принцип аргумента, принцип сохра-
нения области, принцип максимума модуля и другие. На их
основе построена геометрическая теория конформных отобра-
жений, осуществляемых регулярными функциями.

В книге приведены некоторые прикладные аспекты теории
функций комплексного переменного. В § 13 и § 18 c помощью
теории вычетов показаны эффективные методы вычисления
интегралов, в том числе несобственных интегралов от действи-
тельных функций. В § 26 на примере задачи Дирихле проде-
монстрированы возможности комплексного анализа при реше-
нии уравнений математической физики.

В книге имеются некоторые упражнения, призванные закре-
пить теоретический материал. Эти упражнения имеют разный
уровень сложности, и поэтому студентам не стоит огорчаться,
если они не сразу смогут найти решение некоторых из них.

Для данного курса написан и опубликован в 2006 году
«Сборник задач по теории функций комплексного перемен-

9



Е. С. Половинкин

ного» в издательстве «БИНОМ. Лаборатория знаний», авто-
ры М.И.Шабунин, Е.С. Половинкин и М.И.Карлов [11]. Этот
сборник задач содержит не только большое количество задач
по курсу ТФКП, но также формулировки основных теорем
курса и решения многих наиболее типичных задач.

Первое издание книги вышло в 1999 году. Во втором из-
дании (2003 год) и в третьем издании (2015 год) устранены
опечатки и сделаны небольшие изменения в доказательствах
некоторых теорем. В настоящем четвертом издании в опре-
делении регулярной функции убрано условие непрерывности
производной, добавлены лемма Гурса и частный случай тео-
ремы Жордана для многогранника, изменены доказательства
интегральной теоремы Коши и леммы об открытости. Мате-
риал, связанный с понятиями аналитического продолжения и
аналитической функции, перенесен в конец курса.

Считаю своим долгом выразить признательность своим
коллегам — профессорам А.А. Болибруху, В.В. Горяйнову,
В.К. Захарову, В.Б. Лидскому, Б.В. Пальцеву, Ю.В. Сидоро-
ву, М.И. Шабунину и Г.Н. Яковлеву за полезные обсуждения
первого и второго издания книги, а также выражаю большую
благодарность А.В. Полозову за помощь в подготовке рукопи-
си к печати. Особую признательность выражаю моим слуша-
телям — студентам физтеха, которые помогли исправить опе-
чатки в первом издании и сделали ряд интересных замечаний
по данному курсу лекций.
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§ 1. Комплексные числа

§ 1. Комплексные числа

Рассмотрим двумерное линейное евклидово пространство
R2, состоящее из векторов z = (x, y) с двумя действительны-
ми компонентами x, y, в котором как обычно заданы

0) равенство векторов (покомпонентное), т.е.
z1 = z2 ⇐⇒ x1 = x2, y1 = y2

1) операция сложения векторов
z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2),

где zk = (xk, yk), k ∈ 1, 2;
2) операция умножения вектора z на действительное число

λ:
λz = (λx, λy);

3) расстояние и норма:
ρ(z1, z2) = ‖z1 − z2‖ =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Общие свойства приведенных выше операций Вам должны
быть хорошо известны из курса математического анализа.

Обозначим базисные векторы из R2 следующим образом:
1 := (1, 0), i := (0, 1). (1.1)

В силу (1.1) всякий вектор z = (x, y) ∈ R2 можно записать в
виде z = x · 1 + y · i, или проще: z = x+ iy.

Теперь определим в R2 операцию произведения следующим
образом

z1z2 := (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1), (1.2)
где zk = xk + iyk.

Определение 1.1. Евклидово пространство R2, в котором
определено произведение по формуле (1.2), называется множе-
ством (или пространством) комплексных чисел C. Элементы
множества C называются комплексными числами.

Комплексное число i называется мнимой единицей. В силу
определения произведения (1.2) получаем, что i2 = −1.

Множество комплексных чисел вида x+ i0 изоморфно мно-
жеству действительных чисел, так как взаимно однозначное
соответствие x+ i0→ x сохраняется при выполнении операций
сложения и умножения. Поэтому мы не будем различать ком-
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плексное число x+ i0 и действительное число x. Соответствен-
но, x = Re z называется действительной (или: вещественной)
частью, а y = Im z — мнимой частью числа z = x+ iy.

Величина |z| :=
√
x2 + y2 называется модулем комплексного

числа z = x+ iy.
Число z := x− iy называется комплексно-сопряженным чис-

лом к числу z = x+ iy.
Очевидно, что zz = |z|2.
Легко проверить справедливость следующих свойств:

1) z1z2 = z2z1 (коммутативность умножения),
2) (z1z2)z3 = z1(z2z3) (ассоциативность умножения),
3) (z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3 (дистрибутивность),
4) обратимость операции умножения (1.2), т. е. для любых z1 6=
6= 0 и z2 уравнение

z1z = z2 (1.3)
имеет, и притом единственное, решение, которое будем обо-
значать z := z2/z1 и называть результатом деления числа
z2 на число z1.
Докажем последнее свойство. Уравнение (1.3) эквивалентно

в силу определения произведения (1.2) системе линейных урав-
нений {

x1x− y1y = x2,

y1x+ x1y = y2.
(1.4)

Определитель этой системы равен

∆ =

∣∣∣∣∣∣ x1 −y1

y1 x1

∣∣∣∣∣∣ = x2
1 + y2

1 = |z1|2 6= 0,

т. е. по правилу Крамера решение системы (1.4) (т.е. уравнения
(1.3)) существует и единственно.

Решение уравнения (1.3) можно получить иначе, домножая
это уравнение на z1. Тогда получаем

z1z1z = z1z2, |z1|2z = z1z2,

z =
z1z2

|z1|2
=
x1x2 + y1y2

x2
1 + y2

1

+
−y1x2 + x1y2

x2
1 + y2

1

i. (1.5)

Решение уравнения z1z = 1, z1 6= 0 называют обратным чис-
лом к z1 и обозначают z−1

1 = 1
z1
.
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§ 1. Комплексные числа

Множество комплексных чисел C удобно рассматривать как
множество точек, принадлежащих евклидовой плоскости, вы-
брав базисные векторы 1 и i из (1.1) (см. рис. 1.1). Эту плос-
кость будем называть комплексной плоскостью.

x

y

0 x

y
z = x+ iy

ϕ

Рис. 1.1

Перейдем в этой плоскости к полярной
системе координат{

x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

(1.6)

В новых обозначениях получаем, что
r = |z|, т. е. r есть модуль числа z, а ϕ называется аргументом
комплексного числа z 6= 0 и обозначается arg z. В силу пери-
одичности тригонометрических функций аргумент числа z 6=
6= 0 нельзя определить однозначно, лишь с точностью до 2πk.
Поэтому введем специальные обозначения. Аргумент числа z,
выбираемый в интервале (−π, π], назовем главным значением
аргумента z и обозначим

argгл z ∈ (−π, π]. (1.7)
Тогда множество всех значений аргумента числа z выражается
формулой

Arg z := {argгл z + 2πk
∣∣ k ∈ Z}, (1.8)

где через Z обозначено множество всех целых чисел. Через N
будем обозначать множество всех натуральных чисел.

Отметим, что для числа z = 0 аргумент не определен.
Для всякого числа z = x+ iy 6= 0, используя переменные

(r, ϕ) (1.6), получаем его представление в виде
z = |z| (cosϕ+ i sinϕ) , где ϕ ∈ Arg z, (1.9)

которое называется тригонометрической (или полярной) фор-
мой задания комплексного числа.

Отметим, что два комплексных числа, записанные в триго-
нометрической форме, равны между собой тогда и только то-
гда, когда равны их модули и множества значений аргумента.

Произведение чисел, заданных в форме (1.9), в силу форму-
лы (1.2) принимает вид
z1z2 = |z1|(cosϕ1 + i sinϕ1)|z2|(cosϕ2 + i sinϕ2) =

13
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= |z1||z2|((cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2)+

+i(sinϕ1 cosϕ2 + sinϕ2 cosϕ1)),

откуда в силу известных формул тригонометрии получаем
z1z2 = |z1||z2| (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)) . (1.10)

Таким образом, показали, что при перемножении комплексных
чисел модули этих чисел перемножаются, а аргументы склады-
ваются, т. е.

|z1z2| = |z1||z2|, (1.11)
Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2. (1.12)

В формуле (1.12) записано равенство множеств, причем под
суммой множеств A и B понимается сумма Минковского, т.е.
множество вида A+B := {a+ b

∣∣ a ∈ A, b ∈ B}.
Аналогично тому, как это делалось для действительных чи-

сел, для комплексных чисел определяется понятие натураль-
ной степени n числа z, а из формулы (1.10) получаем так на-
зываемую формулу Муавра вида

zn = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ). (1.13)
Введем обозначение

eiϕ := cosϕ+ i sinϕ, (1.14)
называемое формулой Эйлера. В силу (1.14) тригонометриче-
ская форма комплексного числа принимает вид

z = |z|eiϕ. (1.15)
В силу формулы (1.10) получаем равенство eiϕ1 · eiϕ2 =

= ei(ϕ1+ϕ2), а формула Муавра (1.13) принимает вид
zn = |z|neinϕ. (1.16)

Также легко проверить, что при z1 6= 0 справедлива следу-
ющая формула деления комплексных чисел

z2

z1
=
|z2|
|z1|

ei(ϕ2−ϕ1), ϕk ∈ Arg zk. (1.17)

Для нахождения операции, обратной к операции возведения
в натуральную степень, рассмотрим уравнение относительно z
вида

zn = a, (1.18)
где число a ∈ C и натуральное число n > 2 заданы, причем a 6=
6= 0.
14



§ 1. Комплексные числа

Для решения уравнения (1.18) представим числа z и a в фор-
ме (1.15), т. е. a = |a|eiα и z = |z|eiϕ, где α ∈ Arg a. Тогда, учи-
тывая (1.16) и неоднозначность выбора аргумента комплексно-
го числа, получаем
(1.18) ⇐⇒ |z|neinϕ = |a|eiα ⇐⇒

{
|z|n = |a|
nϕ = α+ 2πk, ∀ k ∈ Z

⇐⇒

⇐⇒ |z| = n
√
|a|; ϕk =

α

n
+

2πk

n
, k ∈ Z. (1.19)

Множества решений (1.19) уравнения (1.18) будем обозна-
чать { n

√
a} и называть корнем n-й степени комплексного чис-

ла a. Итак, мы получили формулу
{ n
√
a} =

=

{
n
√
|a|
(
cos

(
α

n
+

2kπ

n

)
+ i sin

(
α

n
+

2kπ

n

))∣∣k ∈ 0, n− 1

}
. (1.20)

В формуле (1.20) мы учли, что множество решений (1.19) со-
стоит ровно из n различных комплексных значений. Так, на-
пример, при k = n в (1.19) получается то же комплексное чис-
ло, что и при k = 0, и т. д.

Пример 1.1. Найти { 4
√
i}.

По формуле (1.20) получаем

{ 4
√
i} =

{(
cos

(
π

8
+

2kπ

4

)
+ i sin

(
π

8
+

2kπ

4

)) ∣∣ k ∈ 0, 3

}
.

x

y

0

π
8

1

ei
π
8

ei(
π
8 +π

2 )

ei(
π
8 +π)

ei(
π
8 + 3π

2 )

Рис. 1.2

Изобразим эти значения в виде точек
на комплексной плоскости C (см. рис.
1.2). Видно, что все значения корня ле-
жат на единичной окружности, так как
их модули равны 1 и являются вершина-
ми квадрата. В общем случае множество
(1.20) образует вершины правильного n-
угольника, вписанного в окружность ра-
диуса n

√
|a|.

Упражнение 1.1. Подумайте, чем определение произведе-
ния комплексных чисел по формуле (1.2) на ваш взгляд лучше,
чем, например, следующее определение произведения: z1z2 =
= x1x2 + iy1y2?
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§ 2. Пределы. Ряды.
асширенная комплексная плоскость. Функции

Чтобы определить сходимость последовательности точек на
комплексной плоскости C, нужно уточнить понятие окрестно-
сти точки. Так как C является евклидовым пространством R2,
то в качестве простейшей окрестности произвольной точки z0 ∈
∈ C выбираем круг с центром z0 произвольного радиуса r > 0,
который обозначаем:

Br(z0) :=
{
z
∣∣ |z − z0| < r

}
. (2.1)

При этом проколотой окрестностью точки z0 ∈ C называем
множество вида

◦
Br(z0) :=

{
z
∣∣ 0 < |z − z0| < r

}
. (2.2)

Будем обозначать

Br(z0) :=
{
z
∣∣ |z − z0| 6 r

}
замкнутый круг с центром в точке z0 радиуса r > 0.

Остаются в силе основные понятия математического анали-
за, связанные со сходимостью в R2. Напомним их.

Пусть z1, z2, . . . , zn, . . . — последовательность комплексных
чисел, где zn := xn + iyn, n ∈ N, которую кратко записываем
как {zn} или {zn}+∞n=1.

Определение 2.1. Число A = a+ ib ∈ C называется преде-
лом последовательности {zn}, если ∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N такое,
что ∀n > N(ε) справедливо включение zn ∈ Bε(A). Обознача-
ем A = lim

n→∞
zn или zn → A.

Предложение 2.1.

A = lim
n→∞

zn ⇐⇒

 lim
n→∞

xn = a,

lim
n→∞

yn = b.
(2.3)

Доказательство следует из очевидных неравенств:

|zn −A| 6 |xn − a|+ |yn − b|;
|xn − a| 6 |zn −A|; |yn − b| 6 |zn −A|.
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§ 2. Пределы. Ряды. Расширенная комплексная плоскость. Функции

Упражнение 2.1. Докажите, что если zn → A, то |zn| →
→ |A|, и что обратное верно при A = 0, однако при A 6= 0 из
|zn| → |A|, в общем случае не следует сходимость zn → A.

В силу предложения 2.1 для последовательностей комплекс-
ных чисел сохраняются известные свойства последовательно-
стей действительных чисел и их пределов (о сумме, произведе-
нии, частном, критерий Коши).

Определение 2.2. Скажем, что последовательность {zn}
сходится (стремится) к бесконечности (обозначаем: zn →∞
или lim

n→∞
zn =∞), если

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N, ∀n > N(ε) |zn| > ε.

Это определение будет следовать из определения 2.1 при A =
=∞, если окрестность бесконечности определить как дополне-
ние круга Bε(0), т. е. множество вида

◦
Bε(∞) :=

{
z
∣∣ |z| > ε

}
. (2.4)

Определение 2.3. Комплексная плоскость C, пополнен-
ная присоединением к ней единственной бесконечно удаленной
точки ∞ и системой ее окрестностей (2.4) (т. е. сходимостью к
∞ по определению 2.2), называется расширенной комплексной
плоскостью и обозначается C.

При этом обозначим Bε(∞) :=
◦
Bε(∞) ∪ {∞}.

Замечание 2.1. В силу определений сходимости в C по
определениям 2.1 и 2.2 следует, что C есть компактное про-
странство, т. е. из любой последовательности {zn} ⊂ C можно
выделить сходящуюся подпоследовательность.

В самом деле, если {zn} ограничена, то наличие сходящей-
ся подпоследовательности — известное свойство ограничен-
ной последовательности на плоскости R2 (теорема Больцано–
Вейерштрасса). Если {zn} не ограничена, то для всякого числа
k ∈ N существует номер nk такой, что |znk | > k, т. е. мы выде-
лили подпоследовательность {znk} такую, что znk →∞.

Расширенную комплексную плоскость C и ее компактность
наглядно иллюстрирует так называемая сфера Римана . Да-
дим строгие определения.
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Поместим комплексную плоскость C в действительное трех-
мерное евклидово пространство R3 = {(ξ, η, ζ)}, совместив ее с
плоскостью ζ = 0 (т. е. для всякой точки z = x+ iy ∈ C име-
ем ξ = x, η = y, ζ = 0). Рассмотрим в R3 сферу S, касающу-
юся комплексной плоскости C в точке O = (0, 0, 0), радиуса 1

2 .
Уравнение такой сферы S имеет вид

ξ2 + η2 + ζ2 = ζ. (2.5)
Обозначим через P точку на сфере S, диаметрально противо-
положную точке O = (0, 0, 0), т. е. P = (0, 0, 1). Каждому чис-
лу z = x+ iy ∈ C сопоставим некоторую точку Z ∈ S, а имен-
но, точку пересечения сферы S с отрезком прямой с концами
в точках P и (x, y, 0) (см. рис. 2.1).

Уравнение этого отрезка, очевидно, следующее:
ξ = tx, η = ty, ζ = 1− t, t ∈ [0, 1]. (2.6)

y = η

ζ

0

x = ξ

C

S
P

z = x+ iy

Z

Рис. 2.1

Найдем точку Z пересечения отрезка со сферой как решение
системы уравнений (2.5), (2.6):

t2|z|2 + 1− 2t+ t2 = 1− t,
т. е.

t =
1

1 + |z|2
,

откуда координаты точки Z = (ξ, η, ζ) находим по формулам

ξ =
x

1 + |z|2
, η =

y

1 + |z|2
, ζ =

|z|2

1 + |z|2
, (2.7)

18



§ 2. Пределы. Ряды. Расширенная комплексная плоскость. Функции

и обратно по точке Z = (ξ, η, ζ), принадлежащей сфере S, мо-
жем вычислить точку z = x+ iy на плоскости C из выражений

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ
. (2.8)

В силу формул (2.7), (2.8) всякой точке z ∈ C взаимно одно-
значно сопоставлена точка Z ∈ S \ P . Для любой последова-
тельности {zn}, стремящейся к бесконечности, на сфере Рима-
на S получаем последовательность {Zn}, стремящуюся к точке
P . Поэтому условимся считать, что точке P ∈ S соответствует
точка ∞ ∈ C. В итоге мы получаем взаимно однозначное со-
ответствие между расширенной комплексной плоскостью C и
сферой S, которое называется стереографической проекцией C
на S. В дальнейшем мы будем отождествлять C со сферой S,
которую и называют сферой Римана. Это вызвано еще и спра-
ведливостью следующих свойств стереографической проекции,
которые мы приводим без доказательства.

1) Любая прямая или окружность на комплексной плоско-
сти C при стереографической проекции переходит в окруж-
ность на сфере S.

2) Углы между любыми двумя пересекающимися кусочно-
гладкими кривыми на C при стереографической проекции со-
храняются, т.е. равны углам между их образами на S.

Упражнение 2.2. Докажите приведенные выше свойства
1) и 2).

Аналогично случаю действительных чисел определяется по-
нятие числового ряда с комплексными членами.

Определение 2.4. Числовым рядом, образованным после-
довательностью комплексных чисел {zn}, называется последо-

вательность {SN}, где SN :=
N∑
n=1

zn. Говорят, что этот ряд схо-

дится, если существует конечный предел последовательности
{SN}∞N=1, который называется суммой числового ряда и обо-
значается

+∞∑
n=1

zn. (2.9)
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Члены последовательности SN называются частичными сум-
мами числового ряда.

Для краткости символом (2.9) принято обозначать не только
сумму числового ряда, но и сам числовой ряд, образованный
последовательностью {zn}+∞n=1.

Из предложения 2.1, очевидно, следует

Предложение 2.2. Числовой ряд
+∞∑
n=1

zn сходится тогда и

только тогда, когда сходятся два действительных числовых

ряда
+∞∑
n=1

xn и
+∞∑
n=1

yn, где zn = xn + iyn.

В силу предложения 2.2 для таких рядов справедлив крите-
рий Коши, а именно:

ряд
+∞∑
n=1

zn сходится тогда и только тогда, когда

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀ p,m : p > m > N(ε)

∣∣∣∣∣
p∑

n=m

zn

∣∣∣∣∣ < ε. (2.10)

Центральным понятием нашего курса является понятие
функции комплексного переменного.

Определение 2.5. Говорят, что определена функция f на
множестве G ⊂ C, если указан закон, по которому каждому
z ∈ G ставится в соответствие определенное w ∈ D ⊂ C. Функ-
цию обозначают

f : G→ D или w = f(z). (2.11)
Когда задана функция w = f(z), говорят, что задано отобра-
жение множества G во множество D. Множество всех значе-
ний f(z) при z ∈ G обозначают f(G).

Так как каждое значение функции w = f(z) имеет две ком-
поненты w = u+ iv ∈ C, то задание функции f равносильно за-
данию двух действительных функций u = u(x, y) и v = v(x, y)
на плоскости R2, т.е.

f(z) := u(x, y) + iv(x, y), где z = x+ iy. (2.12)

Определение 2.6. Точка z0 ∈ C называется внутренней
точкой множества G ⊂ C, если существует число ε > 0 такое,
что справедливо включение Bε(z0) ⊂ G.
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Определение 2.7. Точка z0 ∈ C называется предельной
точкой множества G ⊂ C, если для любого числа ε > 0 в про-
колотой окрестности

◦
Bε(z0) имеется по крайней мере одна точ-

ка (а потому и бесконечно много точек) из G (т. е.
◦
Bε(z0)∩G 6=

6= ∅, ∀ε > 0).

Определение 2.8. Пусть заданы функция f : G→ C и точ-
ка z0, предельная для множества G ⊂ C. Число A ∈ C назы-
вается пределом функции f в точке z0 по множеству G, если
∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 такое, что справедливо включение f(z) ∈
∈ Bε(A), ∀ z ∈

◦
Bδ(z0) ∩G.

Обозначается:
A := lim

z
G→z0

f(z). (2.13)

В случае, когда точка z0 является внутренней точкой мно-
жества G, то множество G не влияет на значение предела и
обозначение (2.13) может быть записано проще: A = lim

z→z0
f(z).

Из предложения 2.1 следует

Предложение 2.3. Пусть G ⊂ C и A = a+ ib ∈ C. Тогда

A = lim
G

z→z0

f(z) ⇐⇒


a = lim

(x,y)
G→(x0,y0)

u(x, y),

b = lim
(x,y)

G→(x0,y0)

v(x, y).

Определение 2.9. Функция f : G→ C называется непре-
рывной в точке z0 ∈ G, если точка z0 является предельной
точкой множества G и ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 такое, что ∀ z ∈
∈ Bδ(z0) ∩G справедливо включение f(z) ∈ Bε(f(z0)).

Определение 2.10. Функция f : G→ C называется непре-
рывной на множестве G, если она непрерывна в каждой точке
множества G.

Из предложения 2.3 получаем

Предложение 2.4. Пусть заданы множество G ⊂ C и
функция f : G→ C, где f(z) := u(x, y) + iv(x, y). Функция f
непрерывна в точке z0 ∈ G тогда и только тогда, когда функ-
ции u, v непрерывны в точке (x0, y0) ∈ R2.
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Замечание 2.2. В силу предложения 2.4 в комплексном
анализе сохраняются все свойства непрерывных функций из
действительного анализа (о непрерывности суммы, произведе-
ния и т. д.).

Пример 2.1. Функция w = zn, n ∈ N, непрерывна в C.
Пример 2.2. Функция w =

Pn(z)
Qm(z)

, n,m ∈ N, где

Pn(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0,

Qm(z) = zm + bm−1z
m−1 + · · ·+ b0,

непрерывна в G = {z
∣∣ Qm(z) 6= 0}.

Пример 2.3. Функция w = |z| непрерывна в C.
Пример 2.4. Функция w = z непрерывна в C.
Пусть на множестве G ⊂ C задана последовательность

функций {fn(·)}∞n=1, где fn : G→ C. Аналогично определе-
нию 2.4 вводится понятие функционального ряда, порожденно-
го этой последовательностью и понятия сходимости и суммы
этого ряда. Сумма ряда обозначается как

+∞∑
n=1

fn(z). (2.14)

Аналогично действительному анализу определяются поня-
тия абсолютной и равномерной сходимости функционального
ряда (2.14). Напомним последнее.

Определение 2.11. Пусть функции fn : G→ C, n ∈ N,
определены на множестве G и пусть Sn(z) :=

n∑
k=1

fk(z). Функ-

циональный ряд (2.14) называется равномерно сходящимся на
множестве G, если он сходится в каждой точке z ∈ G к неко-
торому значению S(z), и для любого ε > 0 найдется номер
N(ε) такой, что при любом n > N(ε) справедливо неравенство
|Sn(z)− S(z)| < ε для всех точек z ∈ G.

В силу предложений 2.2 и 2.3 функциональные ряды облада-
ют всеми свойствами, известными для действительных функ-
циональных рядов. Например, справедлив критерий Коши
равномерной сходимости функционального ряда (2.14). Как
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и в действительном анализе доказываются следующие утвер-
ждения.

Предложение 2.5. Сумма равномерно сходящегося на G
функционального ряда, порожденного последовательностью
непрерывных функций комплексного переменного, есть непре-
рывная на G функция.

Предложение 2.6 (признак Вейерштрасса). Пусть
существует числовая последовательность {an} ⊂ R+ такая,
что |fn(z)| 6 an для ∀n ∈ N и ∀ z ∈ G и пусть числовой ряд
+∞∑
n=1

an сходится. Тогда функциональный ряд
+∞∑
n=1

fn(z) сходит-

ся абсолютно и равномерно на G.
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§ 3. Дифференцирование функции
омплексного переменного

Зафиксируем точку z0 ∈ C и ее окрестность Br(z0) = {z
∣∣∣∣ |z − z0| < r}, где r > 0.

Определение 3.1. Если функция f : Br(z0)→ C такова,
что существует конечный предел отношения

f(z)− f(z0)

z − z0
при z → z0, (3.1)

то этот предел называется производной функции f в точке z0

и обозначается f ′(z0).
Пусть ∆z := z − z0 и ∆f := f(z)− f(z0). Определение 3.1

означает, что ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 такое, что для всех ∆z: 0 <
< |∆z| < δ справедливо неравенство∣∣∣∣∆f∆z

− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε. (3.2)

Отсюда следует, что

∆f = f ′(z0)∆z + α(∆z), (3.3)

где функция α(∆z), определяемая из равенства (3.3), в си-
лу (3.2) удовлетворяет условию:

lim
∆z→0

α(∆z)

∆z
= 0. (3.4)

Замечание 3.1. Функция α, удовлетворяющая условию
(3.4), называется o-малой функцией, что обозначается как
o(∆z).

Определение 3.2. Говорят, что функция f : Br(z0)→ C
дифференцируема в точке z0 ∈ C, если справедливо представ-
ление

∆f = A ·∆z + α(∆z), ∀∆z : 0 < |∆z| < r, (3.5)

где A не зависит от ∆z, а функция α(∆z) является o(∆z).
В силу изложенного выше очевидно справедлива следующая
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Лемма 3.1. Функция f : Br(z0)→ C дифференцируема в
точке z0 тогда и только тогда, когда существует производ-
ная f ′(z0), причем в формуле (3.5) число A = f ′(z0).

Распишем определение 3.1 через действительные и мнимые
компоненты чисел и функции f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Пусть z0 = x0 + iy0, z = x+ iy, ∆z = ∆x+ i∆y, ∆x = x− x0,
∆y = y − y0, ∆u = u(x, y)− u(x0, y0), ∆v = v(x, y)− v(x0, y0),
∆f = ∆u+ i∆v.

Теорема 3.1. Для того, чтобы функция f : Br(z0)→C бы-
ла дифференцируема в точке z0 = x0 + iy0 ∈ C, необходимо и
достаточно, чтобы
1) функции u(x, y) и v(x, y) были дифференцируемы в точке

(x0, y0) ∈ R2 (как функции двух действительных перемен-
ных x и y);

2) в точке (x0, y0) были выполнены следующие условия (назы-
ваемые условиями Коши–Римана):
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0). (3.6)

При этом

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0). (3.7)

Доказательство.
1. Пусть существует производная f ′(z0), т. е. справедливы

выражения (3.4), (3.5), где A = f ′(z0).
Обозначим A := a+ ib, α(∆z) := α1(∆x,∆y) + iα2(∆x,∆y) и

получим из (3.5) равенства его действительных и мнимых ча-
стей, т. е.

∆u = a∆x− b∆y + α1(∆x,∆y),

∆v = b∆x+ a∆y + α2(∆x,∆y).

 (3.8)

Из выражения (3.4) и того, что |α1| 6 |α| и |α2| 6 |α|, получаем

lim
(∆x,∆y)→(0, 0)

α1(∆x,∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

=

= lim
(∆x,∆y)→(0, 0)

α2(∆x,∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

= 0, (3.9)
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откуда равенства (3.8) означают дифференцируемость (по
определению) функций u(x, y) и v(x, y) в точке (x0, y0) ∈ R2,
причем

∂u

∂x
(x0, y0) = a,

∂u

∂y
(x0, y0) = −b,

∂v

∂x
(x0, y0) = b,

∂v

∂y
(x0, y0) = a,

 . (3.10)

Используя равенства (3.10) убеждаемся, что выполнены усло-
вия Коши–Римана (3.6), причем

f ′(z0) = a+ ib =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

=
∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0).

2. Пусть функции u(x, y), v(x, y) дифференцируемы в точке
(x0, y0) и выполнены условия Коши–Римана (3.6). Тогда

∆f = ∆u+ i∆v =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + α1(∆x,∆y)+

+i

(
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + α2(∆x,∆y)

)
=

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(∆x+ i∆y) + α1(∆x,∆y) + iα2(∆x,∆y) =

= A ·∆z + α(∆z),

где число A = ∂u
∂x (x0, y0) + i ∂v∂x (x0, y0), функция α = α1 + iα2,

причем компоненты α1 и α2 удовлетворяют условию (3.9). То-
гда получаем, что∣∣∣∣α(∆z)

∆z

∣∣∣∣ 6 |α1(∆x,∆y)|√
(∆x)2 + (∆y)2

+
|α2(∆x,∆y)|√
(∆x)2 + (∆y)2

→ 0

при (∆x,∆y)→ (0, 0), т. е. функция f дифференцируема в точ-
ке z0, и верна формула (3.7). �

Аналогично действительному случаю доказываются следу-
ющие свойства дифференцируемости функций.
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Предложение 3.1. Если функции f и g дифференцируемы
в точке z0, то в точке z0:
a) функция f + g дифференцируема и (f + g)′ = f ′ + g′,
б) функция fg дифференцируема и (fg)′ = f ′g + fg′,
в) функция f

g дифференцируема, если g(z0) 6= 0, и(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
.

Разберем простейшие примеры вычисления производных.

Пример 3.1. Рассмотрим функцию w = z2. Исходя из опре-
деления 3.1, для произвольной точки z0 ∈ C запишем ∆f =
= (z0 + ∆z)2 − z2

0 = 2z0 ·∆z + (∆z)2. Очевидно, что ∆f/∆z =
= 2z0 + ∆z → 2z0 при ∆z → 0, т. е. функция дифференцируема
и f ′(z0) = 2z0.

Проверим дифференцируемость этой же функции с помо-
щью теоремы 3.1. Здесь u(x, y) = x2 − y2 и v(x, y) = 2xy. Вы-
числяя частные производные

∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −2y = −∂v

∂x
,

убеждаемся в том, что условия теоремы 3.1, в том числе усло-
вия Коши–Римана (3.6), выполнены всюду, т. е. функция w =
= z2 дифференцируема при каждом z ∈ C, причем по форму-
ле (3.7) получаем, что w′ = 2x+ i2y = 2z.

Пример 3.2. Рассмотрим функцию w = |z|2. У нее u(x, y) =
= x2 + y2 и v(x, y) = 0. Вычисляя частные производные, полу-
чаем

∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
≡ 0,

∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂x
≡ 0.

Отсюда видим, что условия Коши–Римана (3.6) будут выпол-
нены лишь при условии, что x = y = 0, т. е. функция w = |z|2
дифференцируема лишь в точке z0 = 0, несмотря на то, что
функции u(x, y) и v(x, y) являются бесконечно дифференциру-
емыми в R2.
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Пример 3.3. Рассмотрим функцию w = z = x− iy. Для
нее u(x, y) = x и v(x, y) = −y. Вычисляя частные производные,
получаем

∂u

∂x
= 1,

∂v

∂y
= −1,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0.

Убеждаемся, что условия Коши–Римана (3.6) не выполнены ни
в одной точке z ∈ C, т. е. функция всюду не дифференцируема.

Более сложные примеры дифференцируемых функций раз-
берем позже.

Следствие 3.1. Условия Коши–Римана (3.6) очевидно эк-
вивалентны следующим трем условиям на векторы gradu =

=
(
∂u
∂x ,

∂u
∂y

)
и grad v =

(
∂v
∂x ,

∂v
∂y

)
из R2:

1) эти векторы имеют одинаковую длину, т. е.

| gradu| = | grad v|;
2) эти векторы ортогональны, т. е. (gradu, grad v) = 0;
3) вектор grad v повернут на угол π

2 против хода часовой
стрелки по отношению к вектору gradu.
Геометрические условия 1–3 позволяют найти другие фор-

мы представления условий Коши–Римана (3.6). Рассмотрим
два взаимно перпендикулярных единичных вектора n и l на
плоскости R2 с той же взаимной ориентацией, что и базисные
векторы e1 = (1, 0) и e2 = (0, 1), идущие по осям 0x и 0y.

Раскладывая векторы gradu и grad v по новому базису из
векторов n и l, получаем

gradu =
∂u

∂n
n +

∂u

∂l
l, grad v =

∂v

∂n
n +

∂v

∂l
l; (3.11)

Условия 1)–3) в силу формул (3.11) эквивалентны общей
форме условий Коши–Римана вида

∂u

∂n
=
∂v

∂l
,

∂u

∂l
= −∂v

∂n
. (3.12)

Для демонстрации формул (3.12) в плоскости R2 зададим
полярные координаты (см. формулы (1.6) в § 1), вследствие
чего получаем функции ũ(r, ϕ) = u(x, y) и ṽ(r, ϕ) = v(x, y). Для
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любой фиксированной точки z0 = r0e
iϕ0 , где r0 > 0, определим

нормальный вектор n = (cosϕ0, sinϕ0) и касательный вектор
l = (− sinϕ0, cosϕ0) к окружности {z

∣∣ |z| = |z0|} в точке z0 и
придем к выражениям:

∂u

∂n
= (gradu,n) =

∂u

∂x
cosϕ0 +

∂u

∂y
sinϕ0 =

∂ũ

∂r
,

∂u

∂l
= (gradu, l) =

∂u

∂x
(− sinϕ0) +

∂u

∂y
cosϕ0 =

1

r

∂ũ

∂ϕ
,

откуда в силу (3.12) получаем условия Коши–Римана в поляр-
ных координатах вида

∂ũ

∂r
=

1

r

∂ṽ

∂ϕ
,

∂ṽ

∂r
= −1

r

∂ũ

∂ϕ
. (3.13)

Замечание 3.2. В дальнейшем, как правило, будем упо-
треблять сокращенную форму записи частных производных
функций, например, будет писать ux вместо ∂u

∂x , или uy вме-
сто ∂u

∂y .
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§ 4. Регулярные функции.
Гармонические функции

Так как множество комплексных чисел C есть евклидово
пространство R2 с дополнительной операцией умножения, то
и основные понятия множеств в R2 можно перенести на ком-
плексную плоскость C. Аналогично вводятся понятия окрест-
ности точки z0 (что уже сделано в § 2), открытого множества
(для каждой его точки найдется ее окрестность, принадлежа-
щая этому множеству), замкнутого множества (оно содержит
все свои предельные точки), области (т. е. открытого и связно-
го множества), односвязной области (т. е. области, у которой
любой простой замкнутый контур, целиком лежащий в ней, мо-
жет быть непрерывной деформацией стянут в точку, оставаясь
внутри области).

Приведем простейшие примеры областей.
Круг B1(0) = {z | |z| < 1} есть односвязная область в C.
Окрестность бесконечности

◦
B1(∞) = {z | |z| > 1}, проколо-

тая окрестность нуля
◦
B1(0) = {z | 0 < |z| < 1} и кольцо {z | 1 <

< |z| < 2} суть примеры неодносвязных областей в C.
В расширенной комплексной плоскости C эти определения

сохраняются, за исключением того, что здесь появляется до-
полнительная возможность непрерывной деформации через∞,
осуществляемой на сфере Римана, что приводит к расшире-
нию в C понятия односвязной области. Так, например, область
B1(∞) в плоскости C является односвязной.

Замечание 4.1. Мы не приводим строгого определения од-
носвязной области в C, которое при желании можно найти, на-
пример, в книге Б.В. Шабата [10].

Определение 4.1. Пусть G — область в C. Функция f :
G→ C называется регулярной (или голоморфной или анали-
тической) в области G, если она дифференцируема в каждой
точке области G. Говорят, что функция f регулярна в точ-
ке z0, если она определена и регулярна в некоторой окрестно-
сти этой точки. Говорят, что функция f : D → C регулярна на
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множестве D ⊂ C, если функция f регулярна в каждой точке
множества D.

Как показано в примере 3.1, функция w = z2 всюду диффе-
ренцируема, т.е. w = z2 регулярна во всей комплексной плос-
кости C.

Функция же w = |z|2 не регулярна ни в какой области и ни
в какой точке.

Аналогично рассмотрим функцию w = zn, n ∈ N, n > 2. По
определению производной получаем

w′(z) = lim
∆z→0

(z + ∆z)n − zn

∆z
=

= lim
∆z→0

n ·∆z · zn−1 + (∆z)2(. . . )

∆z
= nzn−1,

т. е. производная всюду существует, поэтому w = zn регулярна
во всей плоскости C.

Рассмотрим более сложные примеры регулярных функций.
Определение 4.2. Определим экспоненциальную функцию

комплексного переменного по формуле

ez := ex(cos y + i sin y), (4.1)

где z = x+ iy.
В стандартных обозначениях компонент функции f = u+ iv

получаем следующие действительную и мнимую части экспо-
ненциальной функции: u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y, при-
чем |ez| = ex, y ∈ Arg ez.

Очевидно, что функция (4.1) непрерывна и является перио-
дической с периодом 2πi.

Легко проверить равенства частных производных

ux = ex cos y = vy, uy = −ex sin y = −vx,

т. е. эти частные производные непрерывны и выполнены усло-
вия Коши–Римана (3.6) всюду. По теореме 3.1 существует про-
изводная функции ez, причем по формуле (3.7) она равна

(ez)′ = ux + ivx = ex cos y + iex sin y = ez, (4.2)

т. е. w = ez регулярна во всем пространстве C.
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Аналогично, с помощью теоремы 3.1 легко показать спра-
ведливость равенства

(eiz)′ = i eiz. (4.3)

Определение 4.3. Определим тригонометрические функ-
ции sin z и cos z комплексного переменного по формулам

sin z :=
eiz − e−iz

2i
, cos z :=

eiz + e−iz

2
. (4.4)

Заметим, что при z = x (т. е. когда z является действитель-
ным числом) равенства (4.4) непосредственно следуют из фор-
мулы Эйлера (1.14).

В силу определения 4.3 из регулярности экспоненты (4.1)
очевидно следует регулярность функций sin z и cos z как суммы
регулярных функций.

Из формул (4.1)–(4.4) легко получить формулы для произ-
водных

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z. (4.5)

Более того, из определений 4.2 и 4.3 легко доказать справед-
ливость основных элементарных свойств тригонометрических
функций, известных в действительном анализе. Например,

sin2 z + cos2 z = 1,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1.
(4.6)

Из периодичности экспоненты получаем, что функции sin z и
cos z также являются периодическими с периодом 2π.

Упражнение 4.1. Проверьте равенства (4.3), (4.5) и (4.6).
Однако в отличие от действительного случая функции sin z

и cos z не ограничены на C. В самом деле, найдем, например,
действительную и мнимую части функции sin z:

sin z = sin(x+ iy)
(4.6)
= sinx cos iy + cosx sin iy =

= sinx ch y + i cosx sh y.
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Отсюда

| sin z| =
√

sin2 x ch2 y + cos2 x sh2 y =

=

√
(1− cos2 x) ch2 y + cos2 x(ch2 y − 1) =

√
ch2 y − cos2 x,

т. е. | sin z| ∼ | ch y| при y →∞, а поэтому функция sin z не огра-
ничена.

Упражнение 4.2. Рассмотрим функцию w= f(z) = e−1/z4 ,
при z 6= 0 и f(0) = 0. Покажите, что данная функция f удо-
влетворяет условиям Коши–Римана (3.6) в точке z0 = 0, но тем
не менее не дифференцируема в точке z0 = 0. Не противоре-
чит ли это теореме 3.1?

Определение 4.4. Функция u = u(x, y) действительных пе-
ременных x и y, определенная и дважды непрерывно диффе-
ренцируемая в области G ⊂ R2 (т. е. u ∈ C2(G)), называется
гармонической в области G, если ∀ (x, y) ∈ G справедливо ра-
венство ∆u(x, y) = 0, где по определению оператор Лапласа ∆u
равен

∆u(x, y) :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
. (4.7)

Теорема 4.1. Пусть функция w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
регулярна в области G и функции u(x, y), v(x, y) ∈ C2(G). То-
гда функции u(x, y) и v(x, y) суть гармонические функции в G.

Доказательство. В самом деле, из условий Коши–Римана
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (4.8)

получаем по определению оператора Лапласа (4.7):

∆u =
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
(4.8)
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0. (4.9)

Аналогично из условий Коши–Римана (4.8) следует, что ∆v =
= 0, т. е. u, v суть гармонические функции. �

Замечание 4.2. В § 8 покажем, что всякая регулярная в
области функция f дифференцируема в этой области любое
число раз, и поэтому ее компоненты, т. е. функции u и v, явля-
ются бесконечно дифференцируемыми функциями. Поэтому
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условие теоремы 4.1 о гладкости функций u и v можно бы-
ло бы опустить, так как оно следует из условия регулярности
функции f .

Определение 4.5. Две гармонические функции u(x, y) и
v(x, y), связанные соотношениями Коши–Римана (4.8), назы-
ваются сопряженными.

Итак, мы показали, что из регулярности в области функции
f = u+ iv следует гармоничность ее действительной и мнимой
частей u и v.

Обратное утверждение имеет место при дополнительном
условии односвязности области определения функции. А имен-
но

Теорема 4.2. Пусть в односвязной области G ⊂ C задана
гармоническая функция u(x, y). Тогда существует регулярная
в области G функция f , для которой u(x, y) = Re f(z).

Доказательство. Для заданной функции u определим
функции

P (x, y) := −∂u
∂y
, Q(x, y) :=

∂u

∂x
. (4.10)

Для нахождения функции f достаточно найти функцию
v(x, y) = Im f(z). Эта функция вместе с функцией u(x, y) обя-
зана удовлетворять условиям Коши–Римана (4.8), т. е. ищем
функцию v(x, y), решая систему уравнений

∂v

∂x
= P (x, y),

∂v

∂y
= Q(x, y).

Так как функция u является гармонической, то для определен-
ных в формуле (4.10) функций P (x, y) и Q(x, y) получаем

−∂P
∂y

+
∂Q

∂x
=
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂x2
= 0, ∀ (x, y) ∈ G. (4.11)

Равенство (4.11) и односвязность области G ⊂ R2 являются до-
статочными условиями того, что непрерывно дифференцируе-
мое векторное поле (P (x, y), Q(x, y)) является потенциальным
в области G (см., например, [1] §20.5, теорема 3, [6] том 2, гла-
ва 13), т. е. выражение

dv = P dx+Qdy

34



§ 4. Регулярные функции. Гармонические функции

представляет собой полный дифференциал некоторой непре-
рывно дифференцируемой (потенциальной) функции v(x, y) в
области G, которую можно описать формулой:

v(x, y) =

(x, y)∫
(x0, y0)

P dx+Qdy + C,

т. е. в нашем случае в силу (4.10) эта функция равна

v(x, y) =

(x, y)∫
(x0, y0)

(
−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

)
+ C, (4.12)

при этом интеграл в (4.12) является криволинейным интегра-
лом второго рода вдоль некоторой ориентированной кривой,
лежащей в области G, с началом в некоторой произвольно вы-
бранной начальной точке (x0, y0) ∈ G и концом в точке (x, y) ∈
∈ G. Очевидно, что полученная в (4.12) функция v(x, y) яв-
ляется гармонической в силу выполнения (4.8), (4.9), а в силу
теоремы 3.1 функция f(z) := u(x, y) + iv(x, y) является регу-
лярной в области G. �

Замечание 4.3. Аналогично доказательству теоремы 4.2
доказывается утверждение о том, что для всякой гармоничес-
кой функции v(x, y), заданной в односвязной области G, суще-
ствует регулярная функция f такая, что v(x, y) = Im f(z).

Пример 4.1. Пусть задана функция u(x, y) = xy. Очевидно,
что она гармоническая, т. е. ∆u = 0. Найдем функцию v из
условий Коши–Римана (4.8).

Из первого условия получаем

vy = ux = y, откуда v(x, y) =
y2

2
+ ϕ(x) ∀ϕ(·). (4.13)

Из второго условия и формулы (4.13) получаем

vx = −uy = −x, т. е. ϕ′(x) = −x, откуда ϕ(x) = −x
2

2
+ C.

В итоге

v =
y2 − x2

2
+C; f(z) = xy+ i

(
y2 − x2

2
+ C

)
= − iz

2

2
+ iC.
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§ 5. Теорема об обратной функции

Сначала отметим следующую теорему о сложной функции.
Теорема 5.1. Пусть заданы две области D и H в ком-

плексной плоскости C, две регулярные функции f : D → C и
g : H → C, причем выполнено условие, что f(z) ∈ H для всех
z ∈ D (т. е. f(D) ⊂ H). Тогда сложная функция ζ = g(f(z))
определена и регулярна в области D и справедлива формула
дифференцирования

ζ ′(z) = g′(f(z))f ′(z), ∀ z ∈ D. (5.1)

Доказательство теоремы сводится к проверке формулы (5.1).
Для этого возьмем произвольную точку z0 ∈ D и пусть w0 :=
:= f(z0). Приращения функций ∆f и ∆g по определению диф-
ференцируемости функций принимают вид

∆f = f ′(z0)∆z + o(∆z); ∆g = g′(w0)∆w + o(∆w).

Подставляя во второе равенство в качестве ∆w значение ∆f

из первого равенства, переходя к пределу в выражении ∆ζ
∆z =

= g′(w0) ∆f
∆z +

o(∆f)
∆f

∆f
∆z , в итоге получаем формулу (5.1).

0

g(H)

u

v

0

f(G)

H

x

y

0

G

f g

Рис. 5.1
Теорема 5.2 (об обратной функции). Пусть на обла-

сти G заданы точка z0 ∈ G и регулярная функция f : G→ C,
производная которой f ′(z) является непрерывной функцией на
области G. Пусть точка w0 := f(z0) и пусть выполнено усло-
вие f ′(z0) 6= 0. Тогда существуют круги Bδ(z0) ⊂ G и Bε(w0)
такие, что
a) f ′(z) 6= 0 ∀ z ∈ Bδ(z0);
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б) для любой точки ŵ ∈ Bε(w0) уравнение f(z) = ŵ имеет
единственное решение ẑ в круге Bδ(z0), т. е. на круге Bε(w0)
существует обратная к функции f функция g: Bε(w0)→
→ Bδ(z0) (т. е. функция, для которой f(g(w)) = w при лю-
бом w ∈ Bε(w0));

в) обратная функция g: Bε(w0)→ Bδ(z0) регулярна, причем ее
производная вычисляется по формуле

g′(w) =
1

f ′(g(w))
, ∀w ∈ Bε(w0). (5.2)

u

v

0

w0

Bε(w0)
x

y

0

z0

Bδ(z0)

f −→
g ←−

Рис. 5.2
Доказательство.
Пусть z0 = x0 + iy0, w0 = u0 + iv0, f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Задание функции f : G→ C эквивалентно заданию отображе-
ния {

u = u(x, y)

v = v(x, y)
: G→ R2. (5.3)

Якобиан отображения (5.3) в силу условий Коши–Римана ра-
вен

J(x, y) :=

∣∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ ux −vx
vx ux

∣∣∣∣∣∣ = u2
x + v2

x = |f ′(z)|2. (5.4)

Отображение (5.3) по условию теоремы непрерывно диффе-
ренцируемо, и в силу формулы (5.4) получаем, что J(x0, y0) 6=
6= 0, т. е. для отображения (5.3) выполнены условия теоремы
об обратном отображении (см., например, [1], § 12.1, теорема 1,
или [9], § 28, теоремы 2–3), в силу которой существуют круги
Bδ(z0) и Bε(w0), δ > 0, ε > 0, такие, что J(x, y) 6= 0, ∀ (x, y) ∈
∈ Bδ(z0), и для каждой фиксированной точки (û, v̂) ∈ Bε(w0)
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система уравнений

{
û = u(x, y),

v̂ = v(x, y)
имеет в Bδ(z0) единствен-

ное решение (x(û, v̂), y(û, v̂)), т. е. существует отображение{
x = x(u, v),

y = y(u, v),
∀ (u, v) ∈ Bε(w0), (5.5)

обратное к отображению (5.3). Более того, по той же теоре-
ме функции x(u, v) и y(u, v) непрерывно дифференцируемы в
круге Bε(w0).

Отображению (5.5) на комплексной плоскости C соответ-
ствует комплекснозначная функция g : Bε(w0)→ Bδ(z0) вида

z = g(w) := x(u, v) + iy(u, v), (5.6)

которая в силу задания является обратной к функции f , т. е.

w ≡ f(g(w)), ∀w ∈ Bε(w0). (5.7)

Покажем, что функция (5.6) регулярна в Bε(w0).
Проверим по определению еe дифференцируемость в кру-

ге Bε(w0). Выберем произвольную точку ŵ ∈ Bε(w0). Пусть
ẑ ∈ Bδ(z0) такова, что f(ẑ) = ŵ, т.е. ẑ = g(ŵ). Выберем произ-
вольную последовательности {wk} ⊂ Bε(w0) такую, что wk 6= ŵ
и wk → ŵ, при k → +∞. Покажем, что существует предел

lim
k→+∞

g(wk)− g(ŵ)

wk − ŵ
,

не зависящий от выбора последовательности {wk}. Определим
zk := g(wk), k ∈ N. Тогда zk ∈ Bδ(z0), f(zk) = wk и zk 6= ẑ. Из
непрерывности функции g следует, что zk → ẑ, при k → +∞.
Так как у функции f существует производная в точке ẑ, то

f ′(ẑ) = lim
k→+∞

f(zk)− f(ẑ)

zk − ẑ
= lim

k→+∞

wk − ŵ
zk − ẑ

6= 0.

Поэтому существует предел

lim
k→+∞

g(wk)− g(ŵ)

wk − ŵ
= lim

k→+∞

zk − ẑ
wk − ŵ

= lim
k→+∞

1
wk − ŵ
zk − ẑ

=
1

f ′(ẑ)
,
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который не зависит от выбора последовательности {wk}, т.е.
существует производная g′(ŵ) и справедлива формула (5.2). �

Определение 5.1. Функция f : G→ C называется одно-
листной (или взаимно однозначной) на множестве G ⊂ C, если
для любых точек z1, z2 из G, z1 6= z2, справедливо неравенство
f(z1) 6= f(z2).

Иными словами, функция f : G→ C однолистна тогда и
только тогда, когда на множестве G∗ = f(G) существует об-
ратная ей функция g : G∗ → C. Из теоремы 5.2 получаем оче-
видное следствие.

Следствие 5.1. Пусть функция f : G→ C регулярна, име-
ет непрерывную производную и однолистна на области G ⊂ C,
причем f ′(z) 6= 0 при всех z ∈ G. Тогда множество G∗ = f(G)
есть область, и обратная функция g: G∗ → G регулярна на
области G∗.

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку ŵ ∈
∈ G∗. Тогда существует точка ẑ ∈ G такая, что f(ẑ) = ŵ. Так
как по условию f ′(ẑ) 6= 0, то по теореме 5.2 существует число
ε > 0 такое, что Bε(ŵ) ⊂ f(G) = G∗, т.е. множество G∗ откры-
то. Для любых точек w1, w2 ∈ G∗ существуют точки z1, z2 ∈ G
такие, что f(zk) = wk при k = 1, 2. Так как множество G явля-
ется областью, то существует гладкая кривая γz1z2 ⊂ G с кон-
цевыми точками z1, z2. Тогда ее образ f(γz1z2) ⊂ G∗ является
гладкой кривой, с концевыми точками w1, w2 ∈ G∗. Таким об-
разом доказали, что множество G∗ является областью. Так как
по теореме 5.2 функция g: G∗ → G регулярна в каждой точке
ŵ ∈ G∗, то функция g регулярна на G∗. �

Замечание 5.1. В § 21 покажем, что в следствии 5.1 усло-
вие f ′(z) 6= 0 при всех z ∈ G можно специально не оговаривать,
так как это условие будет следовать из условия однолистности
заданной функции f на области G.

Рассмотрим некоторые примеры элементарных функций и
областей их задания, на которых эти функции будут однолист-
ными.
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Пример 5.1. Рассмотрим функцию w = zn, n ∈ N, n > 2. В
§ 1 мы показали, что функция w = zn на всей плоскости C не
однолистна. А именно, показали, что для любого заданного
числа w 6= 0 уравнение w = zn относительно величины z имеет
ровно n различных решений:

z ∈
{
n
√
w
}

:=
{

n
√
|w|ei(

argw+2πk
n ) ∣∣ k ∈ 0, n− 1

}
. (5.8)

Определение 5.2. Пусть задано множество G ⊂ C. Если
каждой точке z ∈ G поставлено в соответствие некоторое непу-
стое подмножество из C, то говорят, что на G задана много-
значная функция. Многозначные функции будем обозначать
заглавными буквами, например, F : G→ 2C, где 2C означает
множество всех подмножеств из C.

В частности, функция ζ = F (w) := { n
√
w} в силу (5.8) есть

многозначная функция, определенная на всей плоскости C.
Рассмотрим угловую область вида Gα, β := {z

∣∣ z 6= 0, α <
< arg z < β} при условии, что 0 < n(β − α) 6 2π.

Очевидно, что угловая область Gα, β при отображении w =

= zn отобразится на угловую областьGnα, nβ , так как число z =

= reiϕ отобразится в число w = rneinϕ. При этом луч lϕ0 := {z
∣∣∣∣ z = reiϕ0 , r > 0}, где угол ϕ0 ∈ (α, β) зафиксирован, отобра-

зится на луч lnϕ0 := {w
∣∣ w = teinϕ0 , t > 0}. Дуга окружно-

сти {z
∣∣ z = r0e

iϕ, ϕ ∈ (α, β)}, где радиус r0 > 0 зафиксирован,
отобразится на дугу {w

∣∣ w = rn0 e
iψ, ψ ∈ (nα, nβ)}. При этом

w′(z) = nzn−1 6= 0 в угловой области Gα,β .
Покажем, что при выбранных условиях на α, β функция w =

= zn однолистна на области Gα, β . Это означает, что нет пары
чисел z1, z2 из Gα, β таких, что z1 6= z2 и zn1 = zn2 . Последнее
равенство означало бы, что rn1 e

inϕ1 = rn2 e
inϕ2 , т. е. r1 = r2 и

nϕ1 = nϕ2 + 2πk при некотором k 6= 0. Последнее невозможно,
так как 0 < n|ϕ2 − ϕ1| < n(β − α) 6 2π.

Таким образом, функция zn однолистна на области Gα, β при
заданных условиях.
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Выберем α = − π
n , β = π

n . Как показано выше, функция w =
= zn однолистно отображает область G−π

n
, π
n
на область G∗ :=

:= C/(−∞, 0] (см. рис. 5.3).
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Рис. 5.3

Следовательно, существует обратная функция вида

z = g0(w) := |w|
1
n ei

argгл w
n , где − π < argглw < π. (5.9)

По следствию 5.1 функция g0(w) (5.9) является регулярной
функцией на области G∗.

Определение 5.3. Пусть F : G→ 2C — многозначная
функция и f : G→ C — функция (которая по определению од-
ноточечная) такая, что для любого z ∈ G значение f(z) содер-
жится во множестве F (z). Тогда говорят, что функция f есть
ветвь многозначной функции F . Если к тому же функция f
непрерывна (или регулярна) на G, то говорят, что функция f
есть непрерывная (или регулярная) ветвь многозначной функ-
ции F .

Таким образом, функция g0(w), определенная формулой
(5.9), дает пример регулярной ветви многозначной функции
{ n
√
w} на области G∗ = C \ (−∞, 0]. По теореме об обратной

функции (по формуле (5.2)) можно вычислить производную
этой регулярной ветви (5.9) многозначной функции { n

√
w} в

каждой точке w ∈ G∗, а именно:

(g0(w))′ =
1

nzn−1

∣∣∣∣
z=g0(w)

=
1

n (g0(w))n−1 . (5.10)

Так как впоследствии будем изучать различные регулярные
ветви многозначной функции { n

√
w}, то функцию (5.9) назовем

главной регулярной ветвью многозначной функции { n
√
w}.
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Пример 5.2. Рассмотрим функцию

w = w(z) = ez := ex(cos y + i sin y).

Как показано в § 4, эта функция w(z) регулярна на плоско-
сти C. Так как |ez| = ex > 0 ∀ z ∈ C и w′(z) = w(z), то w′(z) 6=
6= 0 в каждой точке z ∈ C.

Решая уравнение w = ez относительно z при фиксирован-
ном w 6= 0, из того, что w = |w|eiα и z = x+ iy, получаем |w| =
= ex, y = α+ 2πk ∈ Argw, т. е.

z ∈ ln |w|+ iArgw.

Определение 5.4. Множество решений уравнения w = ez

относительно z называется логарифмом w и обозначается

Lnw := ln |w|+ iArgw. (5.11)

Итак, мы получили еще одну многозначную функцию Lnw.
Для однолистности функции ez в некоторой области G нуж-

но, чтобы ∀ z1, z2 ∈ G, z1 6= z2 следовало, что ez1 6= ez2 . Из
равенства ez1 = ez2 получаем ez1−z2 = 1 = e2πki, т. е. z1 = z2 +
+ 2πki, k ∈ Z. Отсюда для однолистности в области G функ-
ции ez необходимо и достаточно, чтобы ∀ z ∈ G следовало, что
z ± 2πi /∈ G.

Например, рассмотрим область G0 := {z
∣∣ −π < Im z < π}, в

которой функция w = ez по доказанному однолистна.
Определим образ G∗ области G0 при отображении w = ez.

Для этого рассмотрим образы простейших кривых.
1) Всякая прямая {z

∣∣ z = x+ iy0, −∞<x<+∞}⊂G0 функ-
цией w = ez отображается на луч ly0 := {w

∣∣ w = ex(cos y0 +
+ i sin y0), −∞ < x < +∞}, причем граничные для области G0

прямые {z
∣∣ z = x± iπ, −∞ < x < +∞}, отображаются в один

луч (−∞, 0).
2) Всякий интервал {z

∣∣ z = x0 + iy, −π < y < π} отобража-
ется на дугу окружности {w

∣∣ w = ex0eiy, −π < y < π}.
В итоге получаем, что полоса G0 однолистно отображает-

ся функцией w = ez на область G∗ := C \ (−∞, 0] (см. рис. 5.4).
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Следовательно, ее обратная функция h0, действующая из обла-
сти G∗ на полосу G0, такова, что Imh0(w) ∈ (−π, π), ∀w ∈ G∗.
Учитывая формулу (5.11), отсюда получаем, что

h0(w) = ln |w|+ i argглw, w ∈ C \ (−∞, 0], (5.12)

где argглw ∈ (−π, π).
По следствию 5.1 функция h0(w) регулярна на G∗, т. е. h0(w)

есть регулярная ветвь многозначной функции Lnw. Будем на-
зывать ее главной регулярной ветвью многозначной функции
Lnw. По теореме 5.2 вычислим ее производную

h′0(w) =
1

ez

∣∣∣∣
z=h0(w)

=
1

w
. (5.13)

Упражнение 5.1. С помощью теоремы об обратной функ-
ции и следствия 5.1 покажите, что функция

h1(w) = ln |w|+ i argw, argw ∈ (0, 2π),

также является регулярной ветвью многозначной функции ло-
гарифма Lnw в области C \ [0,+∞).
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§ 6. Интегрирование функции
омплексного переменного

Напомним некоторые определения из математического ана-
лиза на плоскости R2.

Определение 6.1. Непрерывной кривой (или просто: кри-
вой) обычно называют геометрическое место точек z комплекс-
ной плоскости C, удовлетворяющих некоторому уравнению z =

= z(t) = x(t) + iy(t), где x(t) и y(t) — непрерывные функции
действительного параметра t на некотором отрезке [t0, t1], t0 <

< t1. Но при этом кривая определяется не только положением
на плоскости C, но и тем, что ее точки упорядочены возраста-
нием параметра t.

Таким образом, кривая состоит более чем из одной точек.
Одна и та же кривая может быть задана различными пара-

метрами, поэтому замена одного параметра t ∈ [t0, t1] другим
параметром τ ∈ [α, β] должна быть эквивалентной, т.е. долж-
на существовать непрерывная и строго возрастающая функция
g : [α, β]↔ [t0, t1], при которой кривая γ = {z(t)

∣∣ t ∈ [t0, t1]}
будет задана в виде γ = {ζ(τ)

∣∣ ζ(τ) = z(g(τ)), τ ∈ [α, β]}.
Таким образом, отображение z = z(t), t ∈ [t0, t1], называют

параметризацией кривой γ, а под самой кривой γ понимают
класс ее эквивалентных параметризаций.

При изменении параметра t на отрезке [t0, t1] в одном на-
правлении (от t0 к t1 или обратно) точка z(t) совершает обход
кривой γ. Выбор направления обхода кривой γ называется
ориентацией кривой γ.

Скажем, что на кривой γ выбрана ориентация, индуциро-
ванная заданной параметризацией z(t), t ∈ [t0, t1], если на кри-
вой выбрано направление движения, соответствующее возрас-
танию параметра t. Точки z(t0) и z(t1) называются концевы-
ми точками кривой, или, более точно, начальной и конечной
точками кривой γ соответственно. Параметризация z = z(−t),
−t1 6 t 6 −t0, имеет тот же образ на плоскости C, что и пара-
метризация z = z(t), t0 6 t 6 t1, кривой γ, но не эквивалентна
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ей. Соответствующую кривую будем обозначать γ−1 и гово-
рить, что эта кривая получена из кривой γ сменой ориентации
на противоположную.

Кривая γ называется простой (или жордановой кривой), ес-
ли для любой ее параметризации z = z(t), t ∈ [t0, t1], различ-
ным значениям параметра t соответствуют различные значе-
ния z(t). Кривая называется замкнутой или контуром, если
z(t0) = z(t1). Кривая называется замкнутой жордановой кри-
вой, если z(t0) = z(t1), но z(t′) 6= z(t′′) при t′, t′′ ∈ [t0, t1) и t′ 6=
6= t′′.

По теореме Жордана любая замкнутая жорданова кривая
делит расширенную комплексную плоскость C на две одно-
связные области, ограниченную и неограниченную (содержа-
щую точку z =∞)). Приведем доказательство теоремы Жор-
дана для частного случая замкнутой жордановой кривой, яв-
ляющейся замкнутой ломаной.

Теорема 6.1 (Жордан). Пусть γ ⊂ C — замкнутая ло-
маная, образующая жорданову кривую. Тогда кривая γ раз-
бивает C на две области, одна из которых ограничена и од-
носвязна, а другая неограничена и содержит бесконечность.
Более того, ограниченную область можно разбить на конеч-
ное число непересекающихся треугольных подобластей с ори-
ентированными границами (т.е. провести «триангуляцию»)
путем построения непересекающихся отрезков, соединяющих
некоторые вершины ломаной. При этом ориентация (направ-
ление обхода) границы каждой из треугольных подобластей
совпадает с ориентацией (направлением обхода) ломаной γ на
отрезках их пересечения, а каждый внутренний отрезок, по-
лученный при триангуляции, обходится дважды в противо-
положных направлениях.

Доказательство. Докажем теорему методом математи-
ческой индукции по числу вершин (концов отрезков) ломаной
γ. Пусть число вершин ломаной равно трем, тогда эта ломаная
ограничивает треугольную (односвязную) область и утвержде-
ние теоремы очевидно. Пусть задано натуральное число n >
> 3 и допустим, что утверждение теоремы доказано для слу-
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чая произвольной замкнутой жордановой ломаной, имеющей
не более чем n вершин.

Рассмотрим произвольную замкнутую ориентированную
жорданову ломаную γ0, которая имеет n+ 1 вершин. Среди
всех вершин ломаной γ0 выберем вершину, обозначаемую бук-
вой A, значение которой имеет наибольшую действительную
часть (или одну из таких вершин, если их несколько). Пусть
B и C — соседние с A вершины ломаной γ0. Прямая, прове-
денная через точку A и параллельная мнимой оси, разбива-
ет плоскость C на две полуплоскости, причем замкнутая по-
луплоскость H := {z ∈ C

∣∣ Re z 6 ReA} содержит ломаную γ0.
Поэтому треугольник 4ABC также лежит в полуплоскости H
и его внутренний угол ∠BAC < π. Так как ломаная γ0 явля-
ется жордановой, то возможны два случая:
1) на замкнутом треугольнике 4ABC нет других (кроме A, B,
C) вершин ломаной γ0 (см. рис. 6.1а),

2) на интервале (B,C) или внутри треугольника 4ABC суще-
ствует отличная от A, B, C вершина ломаной γ0 (см. рис.
6.1б ).
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C
x
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Рис. 6.1а Рис. 6.1б
В первом случае интервал (B,C) не пересекается с ломаной

γ0, поэтому проводим отрезок [B,C], который разбивает ори-
ентированную ломаную γ0 на ориентированный треугольный
контур γ1 := ∂4ABC и ориентированную ломаную γ2 с n вер-
шинами, у которых ориентация по общим участкам с ломаной
γ0 совпадает, а по общей части ломаных γ1 и γ2, т.е. по отрезку
[B,C], обход производится в противоположных направлениях.

Во втором случае выберем вершину D ∈ γ0 такую, что вер-
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шинаD имеет максимальную действительную часть среди всех
вершин ломаной γ0, находящихся на интервале (B,C) или
внутри треугольника 4ABC (или одна из ближайших, если
таких вершин несколько). Тогда интервал (A,D) не пересека-
ется с ломаной γ0, поэтому проводим отрезок [A,D], который
разбивает ориентированную ломаную γ0 на две ориентирован-
ные ломаные γ1 и γ2 (причем B ∈ γ1, C ∈ γ2), у которых ориен-
тация по общим участкам с ломаной γ0 совпадает, а по общей
части ломаных γ1 и γ2, т.е. по отрезку [A,D], обход произво-
дится в противоположных направлениях.

В обоих случаях каждая из полученных замкнутых жорда-
новых ломаных γ1 и γ2 имеет число вершин 6 n, откуда по
индуктивному предположению существуют соответствующие
ограниченные односвязные области G1 и G2, для которых ло-
маные γ1 и γ2 являются ориентированными границами. Более
того, по предположению для каждой из указанных областей
существует свое разбиение на непересекающиеся треугольные
подобласти с ориентированными границами, ориентация кото-
рых совпадает с ориентацией ломаной γ0 на их общих отрезках.
Так как по условию теоремы границы областей G1 и G2 (кроме
отрезка [B,C] в первом случае и [A,D] во втором) не пересека-
ются, то либо области G1 и G2 не пересекаются, либо одна из
областей содержится в другой.

Докажем, что области G1 и G2 не пересекаются.
Рассмотрим первый случай. По условию замкнутая тре-

угольная область 4ABC не содержит других вершин лома-
ной γ0, то есть она не содержит области G2. Допустим, что
область G2 содержит треугольную область G1. Тогда точка A
может быть либо граничной, либо внутренней для области G2.
Первое невозможно, так как ломаная γ0 без самопересечений,
второе противоречит тому, что ломаная γ2, являющаяся грани-
цей ограниченной области G2, содержится в полуплоскости H,
откуда следует, что и сама область G2 содержится в полуплос-
кости H. Итак, доказали, что в первом случае G1 ∩G2 = ∅.

Во втором случае внутренний для треугольника4ABC угол
∠BAC по построению разделен на два непересекающихся внут-
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ренних угла ∠BAD и ∠DAC. Так как ломаная [B,A] ∪ [A,D]
принадлежит границе γ1 области G1, то найдется такое чис-
ло ε > 0, при котором область G1 содержит либо пересечение
ε-окрестности точки A с внутренностью угла ∠BAD, либо пе-
ресечение ε-окрестности точки A с внутренностью дополнения
этого угла. Но в последнем случае получаем противоречие с
тем, что ломаная γ1, являющаяся границей ограниченной об-
ласти G1, содержится в полуплоскости H, откуда следует, что
и сама область G1 содержится в полуплоскости H. Поэтому
в области G1 содержится пересечение ε-окрестности точки A
с внутренним углом ∠BAD. Аналогично доказывается, что в
области G2 содержится пересечение некоторой ε-окрестности
точки A с внутренним углом ∠DAC. Так как эти углы не име-
ют общих внутренних точек, то получаем, что G1 ∩G2 = ∅.

Доказали, что области G1 и G2 не пересекаются и имеют об-
щий участок границ — отрезок [B,C] в первом случае, или от-
резок [A,D] во втором. В итоге получаем, что G0 := G1 ∪G2 ∪
∪ [B,C] (или G0 := G1∪G2∪ [A,D]) является ограниченной од-
носвязной областью с границей γ0, при этом триангуляции на
G1 и на G2 вместе с отрезком [B,C] (или отрезком [A,D]) за-
дают триангуляцию на полученной области G0. �

Замечание 6.1. При доказательстве теоремы 6.1 мы два-
жды использовали то, что если замкнутая ломаная γ является
границей ограниченной области G и эта кривая содержится в
некотором замкнутой полуплоскости H, то и все точки обла-
сти G также содержатся в этой полуплоскости.

Покажем это. Рассмотрим любую треугольную область
∆A1A2A3 с вершинами в точках A1, A2, A3 ∈ C, которые со-
держатся в некоторой полуплоскости вида H0 := {z

∣∣ Re z 6
6 α}. Как следует из аналитической геометрии для любой точ-
ки z ∈ ∆A1A2A3 найдутся действительные числа λ1 > 0, λ2 >

> 0, λ3 > 0 такие, что
3∑

k=1

λk = 1 и справедливо равенство z =

=
3∑

k=1

λkAk. Отсюда следует, что Re z =
3∑

k=1

λk ReAk 6 α, т.е.
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z ∈ H0 и вся замкнутая треугольная область ∆A1A2A3 также
содержится в H0.

Вернемся к доказательству теоремы 6.1, в котором для каж-
дого k = 1, 2 получили ломаную γk, которая содержится в по-
луплоскости H := {z ∈ C

∣∣ Re z 6 ReA} и является границей
некоторой ограниченной области Gk. При этом область Gk в
силу триангуляции содержится в объединении треугольных за-
мкнутых ограниченных подобластей, вершины которых лежат
на кривой γk, т.е. содержатся в полуплоскости H. Отсюда и
из приведенного выше утверждения для треугольника следует,
что область Gk содержится в полуплоскости H.

Продолжим исследование кривых.
Определение 6.2. Кривая γ называется гладкой, если су-

ществует ее параметризация z(t) = x(t)+ iy(t), t ∈ [t0, t1] такая,
что функции x(t) и y(t) имеют непрерывные производные x′(t)
и y′(t) и z′(t) = x′(t) + iy′(t) 6= 0 всюду на отрезке [t0, t1], при-
чем если кривая замкнута, то справедливо равенство односто-
ронних производных z′(t0 + 0) = z′(t1 − 0).

При этом для гладкой кривой эквивалентной заменой па-
раметра будем называть замену t = g(τ), τ ∈ [α, β], t0 = g(α),
t1 = g(β), при которой дополнительно потребуем, чтобы функ-
ция g была непрерывно дифференцируемой на [α, β] и g′(τ) > 0
при всех τ ∈ [α, β].

Определение 6.3. Пусть задана кривая

γ = {z(t)
∣∣ t ∈ [t0, t1]}.

Пусть существует конечное разбиение {θk}mk=0 отрезка [t0, t1],
т. е. t0 = θ0 < θ1 < . . . < θm = t1 такое, что дуги γk := {z(t)

∣∣∣∣ t ∈ [θk−1, θk]}, являются различными гладкими кривыми с той
же, что и у кривой γ, ориентацией. Тогда кривая γ называет-
ся кусочно-гладкой кривой,или объединением гладких кривых
{γk}, т. е. γ = γ1 ∪ γ2 ∪ . . . ∪ γm.

Замечание 6.2. Далее, если не оговорено противное, будем
считать, что ориентация кривой γ совпадает с ориентацией,
индуцированной ее параметризацией z(t).

Пусть задана кусочно-гладкая кривая γ = {z(t)
∣∣ t ∈ [t0, t1]},

49



Е. С. Половинкин

где z(t0) — начальная, а z(t1) — конечная точки кривой γ.
Пусть выбрано конечное разбиение отрезка [t0, t1] вида
λ := {τk

∣∣ k ∈ 0,mλ, t0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · < τmλ = t1}. (6.1)

x

y

0

z(t0)

z(t1)

zk−1

zk ζkz1

z2
z3

Рис. 6.2

Мелкостью разбиения λ назовем
величину

|λ| := max {τk − τk−1

∣∣ k ∈ 1,mλ}.
Пусть при каждом k ∈ 1,mλ произ-
вольно выбрана точка

ζk ∈ γk := {z(t)
∣∣ t ∈ [τk−1, τk]}, (6.2)

т. е. точка ζk принадлежит дуге
γk ⊂ γ (см. рис. 6.2).

Определение 6.4. Пусть на
кусочно-гладкой кривой γ задана непрерывная функция f :
γ → C. Определим выражение

σ(λ) :=

mλ∑
k=1

f(ζk)∆zk, где ∆zk := z(τk)− z(τk−1), (6.3)

которое будем называть интегральной суммой функции f
вдоль кривой γ, соответствующей разбиению λ.

Если существует конечный предел интегральных сумм (6.3)
при |λ| → 0, не зависящий от выбора разбиения λ (6.1)) и точек
{ζk} 6.2, то этот предел называется интегралом от функции f
по кривой γ,который обозначается∫

γ
f(z) dz. (6.4)

Теорема 6.2. При сделанных выше в определении 6.4 пред-
положениях интеграл (6.4) существует и справедлива форму-
ла∫
γ
f(z) dz =

=

∫
γ
(u(x, y) dx− v(x, y) dy) + i

∫
γ
(v(x, y) dx+ u(x, y) dy), (6.5)

где f(z) = u(x, y) + iv(x, y), и стоящие справа в формуле (6.5)
два интеграла являются криволинейными интегралами вто-
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рого рода от действительных функций действительных пе-
ременных по кривой γ на евклидовой плоскости R2.

Доказательство. Записав интегральную сумму (6.3) че-
рез действительные и мнимые части, получаем

σ(λ) =

mλ∑
k=1

(u(ξk, ηk) + iv(ξk, ηk)) (∆xk + i∆yk) =

=

mλ∑
k=1

(u(ξk, ηk)∆xk − v(ξk, ηk)∆yk) +

+i

mλ∑
k=1

(u(ξk, ηk)∆yk + v(ξk, ηk)∆xk) := σ1(λ) + iσ2(λ). (6.6)

В итоге показали, что σ(λ) может быть представлена фор-
мулой (6.6) в виде двух интегральных сумм σ1(λ) и σ2(λ), со-
ответствующих криволинейным интегралам второго рода дей-
ствительных функций от действительных переменных x, y по
кривой γ на плоскости. Как показано в курсе математическо-
го анализа (см., например, § 20.2 [1] или § 50 [9]), условий тео-
ремы 6.2 (т. е. функции u, v непрерывны на кусочно-гладкой
кривой γ) достаточно, чтобы существовали пределы этих ин-
тегральных сумм при |λ| → 0, откуда и следует утверждение
теоремы и формула (6.5). �

Следствие 6.1. В условиях теоремы 6.2 справедлива фор-
мула ∫

γ
f(z) dz =

∫ t1

t0

f(z(t))z′(t) dt, (6.7)

где в правой части равенства (6.7) стоит интеграл от ком-
плекснозначной функции действительного переменного, кото-
рый определяется по формуле∫ t1

t0

(u(t) + iv(t)) dt :=

∫ t1

t0

u(t) dt+ i

∫ t1

t0

v(t) dt. (6.8)

Доказательство непосредственно следует из формулы (6.5) и
из формулы представления криволинейного интеграла второго
рода через интеграл по параметру:∫
γ
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

=

∫ t1

t0

(
P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)

)
dt.
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Из теоремы 6.2 и свойств криволинейного интеграла второго
рода действительных функций от действительных переменных
по кривой на плоскости следуют свойства интеграла (6.4):

1◦. Линейность:∫
γ

(λf(z) + µg(z)) dz = λ

∫
γ
f(z) dz + µ

∫
γ
g(z) dz, ∀λ, µ ∈ C.

2◦. Обозначим через γ−1 кривую, полученную из кривой γ
заменой ориентации на противоположную. Тогда∫

γ−1

f(z) dz = −
∫
γ
f(z) dz.

3◦. Пусть кривая γ является объединением двух кусочно-
гладких кривых γ1 и γ2 (т. е. γ = γ1 ∪ γ2 по определению 6.3).
Тогда ∫

γ
f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz.

4◦. Справедлива оценка интеграла∣∣∣∣∫
γ
f(z) dz

∣∣∣∣ 6∫ t1

t0

|f(x(t) + iy(t))|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt :=

:=

∫
γ
|f(z)| |dz|, (6.9)

где справа в неравенстве стоит криволинейный интеграл пер-
вого рода от действительной функции |f(z)| действительных
переменных x, y по кривой γ.

Доказательство. Из формулы (6.3) получаем оценку

|σ(λ)| =

∣∣∣∣∣
mλ∑
k=1

f(ζk)∆zk

∣∣∣∣∣ 6
mλ∑
k=1

|f(ζk)||∆zk|. (6.10)

Справа в неравенстве (6.10) стоит интегральная сумма кри-
волинейного интеграла первого рода, и так как функция |f(z)|
непрерывна на кусочно-гладкой кривой γ по переменным x, y,
то, как известно из курса математического анализа (см., на-
пример, § 50 [9]) криволинейный интеграл первого рода от дей-
ствительной функции |f(z)| существует. Слева в (6.10), в силу
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равенства lim
|λ|→0

|σ(λ)| = | lim
|λ|→0

σ(λ)|, в пределе получаем левую

часть неравенства (6.9). �

5◦. Инвариантность. Интеграл (6.3) не зависит от выбора
параметризации z(t) кривой γ при условии, что все парамет-
ризации эквивалентны между собой.

Доказательство следует из аналогичного свойства для кри-
волинейных интегралов второго рода от действительных функ-
ций, определенных на R2, и из формулы (6.5).

Пример 6.1. Пусть a ∈ C, k ∈ Z, r > 0. Пусть γr есть
окружность {z

∣∣ |z− a| = r}, ориентированная движением про-
тив хода часовой стрелки. Нужно вычислить интеграл

Ik =

∫
γr

(z − a)k dz. (6.11)

Выберем параметризацию окружности γr вида z(t) = a+
+ reit, где t ∈ [0, 2π]. Тогда по следствию 6.1 имеем

Ik =

2π∫
0

rkeik trieit dt = irk+1

2π∫
0

ei(k+1)t dt.

В итоге

1) при k = −1 получаем I−1 = i
2π∫
0

dt = 2πi;

2) при k 6= −1 получаем

Ik = irk+1

 2π∫
0

cos(k + 1)t dt+ i

2π∫
0

sin(k + 1)t dt

 = 0.

Теорема 6.3. Пусть в области G заданы непрерывные
функции fn: G→ C, n ∈ N и кусочно–гладкая кривая γ. Пусть

функциональный ряд
+∞∑
n=1

fn(z) сходится к своей сумме S(z)

равномерно на кривой γ. Тогда этот ряд можно почленно ин-
тегрировать по кривой γ, т. е. справедливо равенство∫

γ

S(z) dz =

+∞∑
n=1

∫
γ

fn(z) dz. (6.12)
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Доказательство. Определим частичные суммы ряда че-
рез

SN (z) :=
N∑
n=1

fn(z), N ∈ N.

Они очевидно непрерывны на G, и в силу равномерной сходи-
мости ряда на кривой γ, аналогично утверждению 2.5, получа-
ем, что сумма S(z) данного ряда также непрерывна на кривой
γ, т. е. интегрируема на кривой γ. Так как данный ряд схо-
дится равномерно на γ, то для любого ε > 0 существует номер
N(ε) такой, что для всех номеров N > N(ε) справедливо нера-
венство

sup
z∈γ
|S(z)− SN (z)| 6 ε

l(γ)
,

где l(γ) =
∫
γ
|dz|— длина кривой γ. Поэтому при всехN > N(ε)

в силу оценки (6.8) получаем∣∣∣∣∣∣
∫
γ

S(z)dz −
N∑
n=1

∫
γ

fn(z)dz

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
γ

∣∣ S(z)− SN (z)
∣∣ |dz| < ε,

что по определению суммы ряда означает равенство (6.12). �

Определение 6.5. Пусть функция f : G→ C определена
на области G. Функция g: G→ C называется первообразной
функции f на G, если функция g регулярна и g′(z) = f(z) при
всех z ∈ G.

Определение 6.6. Говорят, что выражение f(z) dz являет-
ся полным дифференциалом в области G, если в этой области
G существует первообразная g функции f , т.е. дифференциал
функции g удовлетворяет равенству dg = f(z)dz.

Теорема 6.4. Пусть в области G задана непрерывная
функция f : G→ C.
1) Если f(z) dz является полным дифференциалом в области
G, то для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой γ ⊂ G
справедливо равенство ∫

γ

f(z) dz = 0. (6.13)
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2) Если равенство (6.13) выполняется для любой замкнутой
жордановой ломаной γ ⊂ G, то f(z) dz является полным
дифференциалом в области G.
Доказательство. 1) Пусть f(z) dz является полным диф-

ференциалом в области G, т.е. существует регулярная функ-
ция g: G→ C такая, что g′(z) = f(z) при всех z ∈ G. Тогда для
произвольной кусочно-гладкой кривой γ = {z(t)

∣∣ t ∈ [t0, t1]} по
формуле (6.7) и по формуле Ньютона–Лейбница из действи-
тельного анализа получаем∫
γ

f(z) dz =

t1∫
t0

f(z(t))z′(t)dt =

t1∫
t0

d

dt
g(z(t))dt = g(z(t1))− g(z(t0)).

Если кривая γ замкнута, то z(t0) = z(t1) и выполняется равен-
ство (6.13).

a

z

G

γaz

γ̃az

a

z0

G z

γ̃az0

Рис. 6.3а Рис. 6.3б

2) Зафиксируем произвольную точку a ∈ G. Для произ-
вольной точки z ∈ G существует жорданова ломаная γaz ⊂ G
с началом в точке a и концом в точке z (так как G область).
Определим выражение ϕ(z) :=

∫
γaz

f(ζ) dζ и покажем, что это
функция концевой точки z, т.е. не зависит от вида ломаной
γaz. Рассмотрим две произвольные ломаные γaz ⊂ G и γ̃az ⊂
⊂ G, по которым построим замкнутую ломаную γ := γaz ∪ γ̃−1

az

(см. рис. 6.3а). В силу равенства (6.13) и свойств интеграла
получаем равенство

0 =

∫
γ

f(ζ) dζ =

∫
γaz

f(ζ) dζ −
∫
γ̃az

f(ζ) dζ,
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т.е. ϕ(z) не зависит от выбора ломаной и является функцией
точки z. Покажем, что функция ϕ(z) является первообразной
функции f(z) в области G. Выберем произвольную точку z0 ∈
∈ G и некоторую ломаную γ̃az0 ⊂ G (см. рис. 6.3б ). Так как
функция f(z) непрерывна в точке z0, то для любого числа ε >
> 0 существует число δ > 0 такое, что Bδ(z0) ⊂ G и для любого
z ∈ Bδ(z0) имеем |f(z)− f(z0)| < ε.

Кроме того, для любой точки z ∈ Bδ(z0) в силу независимо-
сти значения ϕ(z) от выбора ломаной справедливо равенство
ϕ(z) =

∫̃
γaz

f(ζ) dζ, где γ̃az := γ̃az0 ∪ [z0, z] ⊂ G. Отсюда следует,

что ϕ(z)− ϕ(z0) =
∫

[z0,z]

f(ζ) dζ (т.е. интеграл берется по отрез-

ку). Кроме того, очевидно равенство
∫

[z0,z]

dζ = z − z0. В итоге

получаем∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1

z − z0

∫
[z0,z]

(f(ζ)− f(z0)) dζ

∣∣∣∣∣∣∣ <
<

ε

|z − z0|

∫
[z0,z]

|dζ| = ε.

Это значит, что существует ϕ′(z0) = f(z0) для произвольной
точки z0 ∈ G, т.е. f(z) dz — полный дифференциал в области
G. �

В качестве иллюстрации теоремы 6.4 рассмотрим обобщение
примера 6.1.

Пример 6.2. Пусть a ∈ C, k ∈ Z \ {−1}, f(z) := (z − a)k и
g(z) := (z − a)k+1/(k + 1). Тогда функция g(z) будет первооб-
разной функции f(z) во всей комплексной плоскости C при
k > 0, или в области C \ {a} при k < −1. По теореме 6.4 спра-
ведливо равенство ∫

γ

(z − a)kdz = 0,

для любой замкнутой кривой γ ⊂ C, причем при k < −1 с до-
полнительным условием a /∈ γ.
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§ 7. Интегральная теорема Коши

В этом параграфе мы докажем интегральную теорему Ко-
ши — основную теорему теории регулярных функций, и ее
обобщения. Сделаем это в три этапа.

Лемма 7.1 (Гурса). Пусть функция f : G→ C регулярна в
области G ⊂ C и замкнутая треугольная область (треуголь-
ник) 4 содержится в G. Тогда∫

∂4

f(z) dz = 0, (7.1)

где ∂4 — положительно ориентированная граница треуголь-
ника 4.

A

B

C

D E

F

∆1

∆2∆3
∆4

Рис. 7.1

Доказательство. Допустим
противное, т.е. существует тре-
угольник 4ABC ⊂ G такой, что
J :=

∫
∂4ABC

f(z) dz 6= 0.

Проведя средние линии в тре-
угольнике 4ABC, разобьем этот
треугольник на четыре треугольника 4k, k ∈ 1, 4. Тогда спра-
ведливо равенство

J =

4∑
k=1

∫
∂4k

f(z) dz,

так как справа в сумме при интегрировании обход каждой сред-
ней линии треугольника 4ABC будет совершаться дважды в
противоположных направлениях. Отсюда следует, что суще-
ствует номер k0 ∈ 1, 4 такой, что справедливо неравенство∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂4k0

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ >
1

4
|J |.

Введем обозначение 41 := 4k0 .
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Проведем аналогичные рассуждения для треугольника 41 и
получим, что, внутри него существует треугольник 42 такой,
что ∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂42

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ >
1

42
|J |.

Продолжая рассуждения, получаем последовательность тре-
угольников {4n}, для которых4n ⊃ 4n+1 и справедливо нера-
венство ∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂4n

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ >
1

4n
|J |, ∀n ∈ N.

Заметим, что если периметр исходного треугольника 4ABC
равен P0, то периметр треугольника 4n удовлетворяет равен-
ству Pn = P0/2

n. Так как треугольники вложены друг в друга
и lim
n→∞

Pn = 0, то существует точка z0 ∈ G такая, что для лю-
бой последовательности {zn}, где zn ∈ 4n, имеем lim

n→∞
zn = z0.

Так как функция f дифференцируема в точке z0, то спра-
ведливо выражение

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(z − z0).

При этом для любого ε > 0 найдется δ = δ(ε) > 0 такое, что
Bδ(z0) ⊂ G и при любом z ∈ Bδ(z0) справедливо неравенство
|o(z − z0)| 6 ε|z − z0|. Вычислим интеграл∫
∂4n

f(z) dz = (f(z0)− z0f
′(z0))

∫
∂4n

dz + f ′(z0)

∫
∂4n

z dz +

∫
∂4n

o(z − z0) dz.

Так как справа первые два интеграла равны нулю (см. при-
мер 6.2), то для всех n, для которых 4n ⊂ Bδ(z0) получаем
оценки ∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂4n

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6 ε
∫

∂4n

|z − z0| |dz| 6 εP 2
n = ε

P 2
0

4n
.
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Сравнивая две оценки интеграла, получаем неравенство
1
4n |J | 6 ε

P 2
0

4n , т.е. |J | 6 εP
2
0 . В силу произвольности ε > 0 по-

лучаем, что |J | = 0. Полученное равенство доказывает равен-
ство (7.1). �

Теорема 7.1 (Коши). Для всякой регулярной функции f :
G→ C, заданной в односвязной области G, справедливо равен-
ство ∫

γ

f(z) dz = 0, (7.2)

где интеграл берется по любой простой замкнутой кусочно-
гладкой кривой γ, принадлежащей области G.

Dγ
G

Рис. 7.2

Доказательство. Рассмотрим произ-
вольную замкнутую жорданову ломаную
γ̃ ⊂ G. По теореме Жордана (теорема 6.1)
ломаная γ̃ является границей ограниченной
области D, принадлежащей односвязной об-
ласти G. По теореме 6.1 область D может
быть разбита на конечный набор треугольных областей {4n},
n ∈ 1, N . Справедливо равенство∫

γ̃

f(z) dz =

N∑
n=1

∫
∂4n

f(z) dz,

так как при интегрировании по треугольным кривым ∂4n каж-
дый полученный при триангуляции областиD дополнительный
отрезок обходится дважды в противоположных направлениях,
т.е. интегралы по ним в правой сумме уничтожаются. По лем-
ме 7.1 Гурса

∫
∂4n

f(z) dz = 0 при любом n ∈ 1, N . В итоге полу-

чаем, что
∫̃
γ

f(z) dz = 0. Из второй части утверждения теоре-

мы 6.4 следует, что выражение f(z)dz есть полный дифферен-
циал в области G. Поэтому из первой части утверждения тео-
ремы 6.4 для любой простой замкнутой кусочно-гладкой кри-
вой γ ⊂ G следует равенство (7.2). �
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Замечание 7.1. Условие односвязности области G в тео-
реме 7.1 существенно, что показывает пример функции f(z) =

= 1/z, заданной на неодносвязной области C \ {0}, интеграл от
которой по единичной окружности равен 2πi (см. пример 6.1).

Однако можно изменить формулировку теоремы, допускаю-
щую распространение теоремы 7.1 на случай интегрирования
по границе неодносвязной области определенного ниже типа.

Определение 7.1. Областью с кусочно-гладкой границей
будем называть областьG ⊂ C, границу Γ которой можно пред-
ставить в виде объединения конечного числа гладких ограни-
ченных кривых Γ1, . . . , Γm (ненулевой длины), пересечение ко-
торых возможно лишь в концевых точках. Эти кривые Γ1, . . . ,
Γm будем называть гладкими компонентами границы Γ обла-
сти G. Эти компоненты могут быть двух типов:

1) Кривая Γk такова, что в каждой окрестности каждой точ-
ки z0 ∈ Γk находятся как точки из области G, так и из C \ (G∪
∪ Γ). Такая кривая Γk называется правильной гладкой компо-
нентой границы Γ.

2) Кривая Γk такова, что для каждой точки z0 ∈ Γ0
k (обозна-

чение Γ0
k означает кривую Γk без концевых точек) существует

окрестность Bε0(z0) такая, что Bε0(z0) \ Γk ⊂ G. Такая компо-
нента Γk называется разрезом, причем каждая точка z0 ∈ Γ0

k

называется внутренней точкой разреза.
Γ1

Γ2

Γ3

Γ4 Γ5

Γ6

Рис. 7.3

Определение 7.2. Пусть G —
область с кусочно-гладкой грани-
цей Γ (см. определение 7.1). Ска-
жем, что граничная кривая Γ по-
ложительно ориентирована, если
при движении по всем правиль-
ным гладким компонентам область
G остается слева, а каждый разрез
обходится дважды в противопо-
ложных направлениях. При этом

обходе разрез представляется в виде двух берегов, при движе-
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нии по каждому из них область G должна оставаться слева
(справа будет находиться другой берег разреза) (см. рис. 7.3).

В соответствии с этим уточним понятие непрерывности
функции f : G→ C на замыкании области G = G ∪ Γ, а имен-
но, в точках границы Γ.

Для всякой точки, принадлежащей лишь одной из правиль-
ных гладких компонент границы Γ, или являющейся концевой
точкой лишь одного разреза, непрерывность функции в этой
точке определяется через совпадение ее значения в этой точке
с пределом функции в этой точке по области G.

Для любой внутренней точки z0 произвольного разреза Γk,
не являющейся концевой точкой никакого другого разреза, в
силу определения 7.1 найдется достаточно малая окрестность
Bε(z0) такая, что множество Bε(z0) \ Γk ⊂ G делится разре-
зом Γk на две подобласти, которые обозначим B+ и B−. При
этом считаем, что точка z0 разбилась на две точки z+

0 и z−0
такие, что точка z+

0 принадлежит одному берегу разреза, на
границе области B+, а точка z−0 принадлежит другому бере-
гу разреза, на границе области B−. Тогда говорят, что функ-
ция f непрерывна в граничной точке z+

0 (или точке z−0 ), если
значение функции в этой точке z+

0 (z−0 ) совпадает с пределом
функции f в точке z0 по множеству B+ (по множеству B−).

Если же концевая точка одного из разрезов принадлежит
и другим компонентам границы, то малая окрестность этой
точки компонентами границы может быть разбита на три и
более подобластей, в каждой из которых непрерывная функция
в этой концевой точке определяется через предельное значение
в соответствующей подобласти.

Теорема 7.2. Пусть задана ограниченная односвязная об-
ласть G с положительно ориентированной кусочно-гладкой
границей Γ (см. определения 7.1 и 7.2). Пусть функция f :
G→ C регулярна на области G и непрерывна на замыкании
области G = G ∪ Γ. Тогда∫

Γ

f(z) dz = 0. (7.3)
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Доказательство теоремы 7.2 приведем лишь для специально-
го класса областей G, когда добавлением к границе Γ такой об-
ласти G конечного числа разрезов оставшиеся точки области G
можно представить в виде объединения конечного числа, так
называемых, звездных областей. При этом в силу того, что
интегралы по дополнительным разрезам в сумме равны нулю,
интеграл по Γ равен сумме интегралов по границам звездных
областей. Отсюда следует, что в этом классе областей доста-
точно доказать теорему для одной звездной области.

Определение 7.3. Ограниченная область G называется
звездной областью, если граница Γ области G может быть за-
дана в виде

Γ = {z
∣∣ z = z0 + z1(t), α 6 t 6 β, z1(α) = z1(β)}, (7.4)

где z0 ∈ G называется центром звездной области, z1: [α, β]→
→ C — кусочно-гладкая функция, причем для каждой кривой

Γλ := {z
∣∣ z = z0 + λz1(t), α 6 t 6 β}, λ ∈ (0, 1), (7.5)

справедливо включение

Γλ ⊂ G, ∀λ ∈ (0, 1).

Приведем примеры некоторых звездных областей.

z0

Γλ

Γ

γ

Рис. 7.4а Рис. 7.4б

Пример 7.1. Каждое ограниченное выпуклое открытое
множество с кусочно - гладкой границей является звездной об-
ластью, причем ее центром может служить любая точка этого
множества.

Замечание 7.2. Примеры, приведенные на рисунках 7.4а и
7.4б , показывают, что класс областей, являющихся звездными
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или представимых в виде объединения конечного числа звезд-
ных подобластей, достаточно большой.

Доказательство. Покажем, что без ограничения общно-
сти доказательство теоремы 7.2 достаточно провести для слу-
чая, когда область G является звездной с центром в точке z0 =
= 0.

В самом деле, допустим, что ее центр z0 6= 0. Сделав замену
z̃ = z − z0, Γ̃ = Γ− z0, G̃ = G− z0, получим звездную область
G̃ с центром в точке 0, причем∫

Γ

f(z) dz =

∫
Γ̃

f(z̃ + z0)dz̃ =

∫
Γ̃

f̃(z̃)dz̃,

где f̃(z̃) := f(z̃ + z0) также является регулярной функцией, и
если покажем, что последний интеграл равен нулю, то и исход-
ный будет равен нулю.

Итак, считаем, что центр области G есть точка z0 = 0. Тогда
кривая Γλ из (7.5) принимает вид:

Γλ = {z
∣∣ z = λz1(t), α 6 t 6 β}, λ ∈ (0, 1).

Так как по определению 7.3 звездной области справедливы
включения Γλ ⊂ G, то по теореме 7.1 справедливо равенство∫

Γλ

f(ζ) dζ = 0, ∀λ ∈ (0, 1). (7.6)

Выберем произвольное число λ ∈ (0, 1) и сделаем замену пе-
ременного ζ на z из выражения ζ = λz. Тогда включение ζ ∈
∈ Γλ эквивалентно включению z ∈ Γ. В силу этого равенство
(7.6) принимает вид∫

Γ

f(λz)λ dz = 0, откуда
∫
Γ

f(λz) dz = 0, ∀λ ∈ (0, 1). (7.7)

Так как функция f непрерывна на ограниченном замкнутом
множествеG, то по известному свойству непрерывной функции
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на компакте она равномерно непрерывна на G. Это значит, что

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0, ∀ z′, z′′ ∈ G, |z′ − z′′| < δ ⇒
⇒ |f(z′)− f(z′′)| < ε.

Кроме того, для любого z ∈ Γ получаем |z−λz| = (1−λ)|z| 6
6 (1− λ)C0, где C0 := max {|z|

∣∣ z ∈ Γ} < +∞.
Выбрав λε ∈ (0, 1), удовлетворяющее неравенству (1− λε) <

< δ(ε)/C0, получаем, что |z − λεz| < δ(ε), ∀ z ∈ Γ. Поэтому из
(7.7) следует:∣∣∣∣∫

Γ
f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Γ
(f(z)− f(λεz)) dz

∣∣∣∣ 6
6
∫

Γ
|f(z)− f(λεz)| |dz| 6 ε

∫
Γ
|dz|.

В силу произвольности ε > 0 получаем равенство (7.3). �

Теорема 7.3 (обобщённая теорема Коши). Пусть за-
дана ограниченная область G с кусочно-гладкой положитель-
но ориентированной границей Γ. Пусть функция f : G→ C
регулярна на области G и непрерывна на замыкании области
G = G ∪ Γ. Тогда ∫

Γ

f(z) dz = 0. (7.8)

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

γ2

γ3

γ4

Рис. 7.5

Доказательство.
В силу ограниченности области

G одна группа компонент образует
внешний кусочно-гладкий замкну-
тый контур, который отделяет точ-
ки области G от бесконечной точ-
ки и поэтому ориентирован про-
тив хода часовой стрелки (для про-
стоты рассуждений будем считать,
что это одна компонента Γ1). Все
другие компоненты границы Γ бу-

дут внутренними, соответственно обход их (для разрезов — об-
ход по их берегам) будет проводиться по направлению движе-
ния часовой стрелки.
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Построим положительно ориентированную многокомпонент-
ную кривую Γ̃, включающий в себя границу Γ, добавлением к
каждой внутренней компоненте границы Γk дополнительного
разреза γk ⊂ G, соединяющего Γk с внешней компонентой Γ1,
причем так, чтобы все дополнительные разрезы попарно не пе-
ресекались, и каждый обходился дважды в противоположных
направлениях (см. рис. 7.5).

Так как дополнительные разрезы находятся в области регу-
лярности функции f , то интеграл от функции f по каждому
дополнительному разрезу (обойденному дважды в противопо-
ложных направлениях) равен нулю.

Поэтому интеграл по ориентированной кривой Γ̃ совпадает с
интегралом по границе Γ. Но построенная нами кривая Γ̃ огра-
ничивает некоторую односвязную область G̃ ⊂ G, и по теоре-
ме 7.2 интеграл по ее границе Γ̃ равен нулю, то есть справед-
ливо равенство (7.8). �
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§ 8. Интегральная формула Коши

Получим представление функций, регулярных в ограничен-
ной области, при помощи интеграла по границе этой области.
С помощью этого представления покажем, что всякая регуляр-
ная в области функция бесконечно дифференцируема.

Теорема 8.1. Пусть G — ограниченная область в C с
кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ.
Пусть функция f : G→ C регулярна на G и непрерывна на
G = G ∪ Γ. Тогда для любой точки z ∈ G справедлива инте-
гральная формула Коши вида

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ. (8.1)

Gr

γ−1
r

z

Рис. 8.1

Доказательство. Зафиксируем
произвольную точку z ∈ G. Функция
ζ → f(ζ)

ζ − z регулярна в области G \ {z}.
Выберем число r0 > 0 такое, что вы-
полнено включение Br0(z) ⊂ G.

Для каждого r ∈ (0, r0) обозначим
через γr := {ζ

∣∣ |ζ − z| = r} окруж-
ность с центром в точке z радиуса r,
ориентированную против хода часовой

стрелки. Также обозначим множества Gr := G \ Br(z) и Γr :=
:= Γ ∪ γ−1

r . По построению каждое множество Gr является об-
ластью с кусочно-гладкой положительно ориентированной гра-
ницей Γr.

По теореме 7.3 получаем

0 =

∫
Γr

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ. (8.2)

Итак,

J :=
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

(8.2)
=

1

2πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ, ∀ r : 0 < r < r0. (8.3)
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Как показано в примере 6.1, справедливо равенство
1 = 1

2πi

∫
γr

1
ζ − z dζ, откуда

J − f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ, ∀ r ∈ (0, r0).

Так как f(ζ) непрерывна в точке z ∈ G, то для каждого ε >
> 0 существует δ(ε) ∈ (0, r0) такое, что для ∀ ζ: |ζ − z| < δ(ε)
следует |f(ζ)− f(z)| < ε. Поэтому, выбирая r ∈ (0, δ(ε)), полу-
чаем

|J − f(z)| 6 1

2π

∫
γr

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

|dζ| 6 ε

2πr

∫
γr

|dζ| = ε. (8.4)

Так как ε > 0 произвольное число, то из (8.3), (8.4) следует
J = f(z), т. е. доказана формула (8.1). �

Определение 8.1. Пусть γ — кусочно-гладкая кривая в
комплексной плоскости C и пусть w = q(z) — непрерывная на γ
функция. Тогда интеграл вида

I(z) :=
1

2πi

∫
γ

q(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ γ (8.5)

называется интегралом Коши по кривой γ от функции q.
Теорема 8.2. При сформулированных в определении 8.1

условиях интеграл Коши (8.5) определен и дифференцируем
бесконечное число раз на C \ γ, причем для производных спра-
ведлива формула

I(n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

q(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, n ∈ N. (8.6)

z

γ

z + ∆z
ζ

Рис. 8.2

Доказательство. 1. Докажем фор-
мулу (8.6) индукцией по n ∈ N, опираясь
на то, что при n = 0 формула (8.6) верна
в силу определения интеграла Коши (8.5).
Фиксируем n ∈ N и полагаем, что при n−
− 1 формула (8.6) уже доказана. Так как функция q(ζ) непре-
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рывна на контуре γ, то существует число M < +∞ такое, что
|q(ζ)| 6M при ζ ∈ γ.

Зафиксируем точку z /∈ γ. Пусть d := inf{|z − ζ|
∣∣ ζ ∈ γ} —

расстояние от точки z до кривой γ. Очевидно, что d > 0. Вы-
берем произвольное число ∆z ∈ C так, чтобы 0 < |∆z| < d

2 . То-
гда для ∀ ζ ∈ γ получаем

|ζ − z| > d, |ζ − (z + ∆z)| > |ζ − z| − |∆z| > d− d

2
=
d

2
. (8.7)

Оценим выражение

I(n−1)(z + ∆z)− I(n−1)(z)

∆z
− n!

2πi

∫
γ

q(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ =

=
(n−1)!

2πi

∫
γ

q(ζ)

[(
1

(ζ−z−∆z)n
− 1

(ζ−z)n

)
1

∆z
− n

(ζ−z)n+1

]
dζ.

Легко показать (например, методом математической индук-
ции), что для любого n ∈ N и фиксированного z справедливо
равенство

(ζ − z)n − (ζ − z −∆z)n = ∆z n(ζ − z)n−1 + (∆z)2 ϕ(ζ,∆z),

где ϕ(ζ,∆z) — многочлен переменных ζ и ∆z. Поэтому суще-
ствует число C1 > 0 такое, что |ϕ(ζ,∆z)| 6 C1 при всех ζ ∈ γ
и ∆z: |∆z| < d/2. Упростим выражение в прямых скобках под
интегралом, дважды применяя последнее равенство:

[. . . ] =
(ζ − z)n − (ζ − z −∆z)n

(ζ − z)n(ζ − z −∆z)n
· 1

∆z
− n

(ζ − z)n+1
=

=
nψ(ζ,∆z) ∆z

(ζ − z)n+1(ζ − z −∆z)n
,

где ψ(ζ,∆z) := n(ζ − z)n−1 + ϕ(ζ,∆z)((1/n)(ζ − z) + ∆z), при-
чем очевидно существует число C2 > 0 такое, что |ψ(ζ,∆z)| 6
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6 C2 при всех |∆z| < d/2 и ζ ∈ γ. В итоге получаем оценку∣∣∣∣∣∣∆I
(n−1)

∆z
− n!

2πi

∫
γ

q(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

∣∣∣∣∣∣ 6 n!

2π

∫
γ

|q(ζ)|C2|∆z| |dζ|
|ζ− z|n+1|ζ− z−∆z|n

6

6 |∆z| C2 n!

2πdn+1(d2 )n

∫
γ

|q(ζ)| |dζ| 6 |∆z|C2Mn!2n−1

πd2n+1

∫
γ

|dζ| → 0,

при ∆z → 0.

Таким образом, в пределе получаем равенство (8.6). �

Теорема 8.3. Пусть функция f : G→ C регулярна в обла-
сти G ⊂ C. Тогда эта функция имеет в G производные всех
порядков, т. е. является бесконечно дифференцируемой функ-
цией в области G.

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку z0 ∈
∈ G, тогда существует число r0 > 0 такое, что Br0(z0) ⊂ G.
Пусть окружность γr0 := {z

∣∣ |z − z0| = r0} ориентирована по-
ложительно относительно внутренности круга (т. е. движением
против хода часовой стрелки). Тогда по теореме 8.1 справед-
лива интегральная формула Коши

f(z) =
1

2πi

∫
γr0

f(ζ)

ζ − z
dζ, ∀ z ∈ Br0(z0). (8.8)

Так как в формуле (8.8) функция ζ → f(ζ) непрерывна на
γr0 , то интеграл в (8.8) удовлетворяет определению интеграла
Коши, и по теореме 8.2 он бесконечно дифференцируем в кру-
ге Br0(z0), т. е. в силу равенства (8.8) функция f бесконечно
дифференцируема в этом круге Br0(z0), при этом из (8.6) сле-
дует формула:

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γr0

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, ∀ z ∈ Br0(z0). (8.9)

Так как точка z0 ∈ G была произвольной, то функция f беско-
нечно дифференцируема во всей области G. �
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§ 9. Ряд Тейлора. Теоремы Вейерштрасса

Опираясь на интегральную формулу Коши, в этом парагра-
фе покажем, что функция регулярна в окрестности некоторой
точки тогда и только тогда, когда в этой окрестности она пред-
ставима в виде суммы степенного ряда.

Определение 9.1. Степенным рядом называется функци-
ональный ряд вида

+∞∑
n=0

cn(z − a)n, (9.1)

где точка a ∈ C и коэффициенты cn ∈ C заданы.
Теорема 9.1 (Абель). Если степенной ряд (9.1) сходит-

ся в точке z0 6= a, то ряд (9.1) сходится абсолютно в любой
точке из круга B|z0−a|(a), а в любом замкнутом круге Br(a),
где 0 < r < |z0 − a|, этот ряд сходится равномерно.

Доказательство.
Так как по условию числовой ряд

+∞∑
n=0

cn(z0−a)n сходится, то

из критерия Коши следует, что lim
n→∞

|cn(z0 − a)n| = 0, поэтому
существует число α > 0 такое, что |cn(z0 − a)n| 6 α для всех n.

1) Пусть точка z ∈ B|z0−a|(a). Тогда

|cn(z − a)n| = |cn(z0 − a)n| ·
∣∣∣∣ z − az0 − a

∣∣∣∣n 6 αqnz ,
где qz :=

∣∣∣ z − az0 − a
∣∣∣ < 1. Так как числовой ряд

∞∑
n=0

qnz очевидно

сходится, то по признаку сравнения ряд (9.1) сходится и абсо-
лютно в точке z.

2) Определим q0 := r
|z0 − a|

. Аналогично пункту 1 получаем

оценку: |cn(z−a)n| 6 αqn0 для всех z ∈ Br(a). Так как числовой

ряд
∞∑
n=0

qn0 очевидно сходится, то по признаку Вейерштрасса

(см. утверждение 2.6) ряд (9.1) сходится равномерно на круге
Br(a). �

Эта теорема 9.1 позволяет получить представление об обла-
сти сходимости степенного ряда (9.1).
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Определим для степенного ряда (9.1) понятие радиуса схо-
димости:

R := sup

{
|z − a|

∣∣ +∞∑
n=0

cn(z − a)n сходится

}
. (9.2)

Тогда, если 0 < R < +∞, то в силу теоремы 9.1 в каждой точке
круга BR(a) ряд (9.1) сходится, а в каждой точке z /∈ BR(a) ряд
(9.1) расходится. Круг BR(a) называется кругом сходимости
ряда (9.1).

Радиус сходимости R степенного ряда (9.1) может быть вы-
числен по известной формуле Коши–Адамара

R =
1

lim
n→∞

n
√
|cn|

. (9.3)

Доказательство этой формулы можно найти, например, в
книгах [12] или [10].

Пример 9.1. Рассмотрим ряд вида
+∞∑
n=0

zn, являющийся сум-

мой бесконечной геометрической прогрессии. Этот ряд очевид-
но сходится при |z| < 1 к функции 1

1− z . В самом деле, преоб-
разовав частичную сумму к виду:

SN (z) :=

N∑
n=0

zn =

(
N∑
n=0

zn

)
1− z
1− z

=
1− zN+1

1− z
,

убеждаемся, что SN (z)→ 1
1− z при N →∞.

Определение 9.2. Пусть у функции f : Br(a)→ C сущест-
вуют в точке a производные f (n)(a) любого порядка n ∈ N. То-
гда степенной ряд вида

+∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (9.4)

называется рядом Тейлора функции f с центром в точке a.
Теорема 9.2. Если функция f регулярна в круге Br(a), где

a ∈ C, r > 0, то она представима в этом круге Br(a) в виде
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суммы сходящегося ряда Тейлора, т. е.

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, ∀ z ∈ Br(a), (9.5)

где
cn =

f (n)(a)

n!
. (9.6)

x

y

0

z
a

Br(a)

γr1

Рис. 9.1

Доказательство. Зафиксиру-
ем произвольную точку z ∈ Br(a). То-
гда существует число r1 > 0 такое, что
|z − a| < r1 < r.

Пусть γr1 := {ζ
∣∣ |ζ−a| = r1} — ори-

ентированная движением против хода
часовой стрелки окружность (см. рис.
9.1). Запишем интегральную формулу

Коши:
f(z) =

1

2πi

∫
γr1

f(ζ)

ζ − z
dζ. (9.7)

Преобразуем функцию ζ → 1
ζ − z , где ζ ∈ γr1 , к виду

1

ζ − z
=

1

(ζ − a)− (z − a)
=

1

(ζ − a)
(

1− z − a
ζ − a

) .
Здесь

∣∣∣z − aζ − a

∣∣∣ =
|z − a|
r1

:= q, q < 1. Как и в примере 9.1, полу-
чаем разложение в сходящийся ряд

1

ζ − z
=

1

ζ − a

(
1 +

z − a
ζ − a

+

(
z − a
ζ − a

)2

+ . . .

)
=

+∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
.

В итоге, подынтегральная функция в (9.7) представима сходя-
щимся на γr1 рядом

f(ζ)

ζ − z
=

+∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ), ∀ζ ∈ γr1 . (9.8)

Так как для членов ряда (9.8) справедлива оценка∣∣∣∣ (z − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ)

∣∣∣∣ 6 M

r1
· qn, где M := sup

ζ∈γr1
|f(ζ)| < +∞,
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а ряд
∞∑
n=0

qn сходится, то по признаку Вейерштрасса функци-

ональный ряд (9.8) сходится равномерно на окружности γr1 .
Поэтому в силу теоремы 6.3 ряд (9.8) можно почленно инте-
грировать по окружности γr1 . В результате из формул (9.7),
(9.8) получаем равенство

f(z) =

+∞∑
n=0

1

2πi

∫
γr1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ · (z − a)n, (9.9)

т. е. степенной ряд вида (9.1) с коэффициентами

cn :=
1

2πi

∫
γr1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ. (9.10)

Эти коэффициенты cn не зависят от выбора точки z или
окружности γr1 , так как, воспользовавшись формулой для про-
изводной (8.9), получаем для cn формулу (9.6). Таким образом,
ряд (9.9) есть ряд Тейлора функции f . В силу произвольности
z ∈ Br(a) ряд (9.9) сходится во всем круге Br(a), а поэтому его
радиус сходимости R удовлетворяет неравенству R > r. �

Следствие 9.1. Пусть функция f регулярна в области G
и пусть выбрана точка a ∈ G. Тогда функция f представима
в виде ряда Тейлора

f(z) =

+∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n,

который сходится по крайней мере в круге BR(a) максималь-
ного радиуса R > 0, при котором этот круг содержится в об-
ласти G (см. рис. 9.2).

Пример 9.2. Пусть w = ez. По формуле (4.2) имеем w′(z) =
= · · · = w(n)(z) = ez. Так как функция ez регулярна в круге
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BR(0) при любом R > 0, то, вычисляя непосредственно коэф-
фициенты ряда по формуле (9.6), получаем ряд

w = ez = w(0) +
1

1!
w′(0)z + · · · =

+∞∑
n=0

zn

n!
. (9.11)

При этом в силу следствия 9.1 ряд (9.11) сходится всюду в C,
т. е. R = +∞.

x

y

0

R
G

a
x

y

0−1 1

Рис. 9.2 Рис. 9.3

Пример 9.3. Функция w = sin z := eiz − e−iz
2i регулярна в

C (см. § 4). По теореме 9.1, вычисляя коэффициенты (9.6),
получаем формулу

sin z =

+∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
(−1)k, R = +∞. (9.12)

Аналогично для регулярной в Cфункции w = cos z := eiz + e−iz
2

получаем формулу

cos z =

+∞∑
k=0

z2k

(2k)!
(−1)k, R = +∞. (9.13)

Пример 9.4. Пусть w = h0(z) := ln |z|+ i argгл z, где argглz ∈
∈ (−π, π), т.е. h0(z) — главная регулярная ветвь многозначной
функции Ln z в области G = C \ (−∞, 0].

По теореме 5.2 об обратной функции (см. формулу (5.13))
имеем

w′ = h′0(z) =
1

z
∀ z ∈ G. (9.14)

Сделаем замену z на z + 1. Получим, что функция w = h0(z +
+ 1) регулярна в области G̃ = C \ (−∞,−1], т. е., в частности,
функция h0(z + 1) регулярна в круге B1(0) (см. рис. 9.3).
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Из формулы (9.14) получаем выражения для производных

(h0(1 + z))′ =
1

1 + z
; (h0(1 + z))′′ = − 1

(1 + z)2
; . . . ;

(h0(1 + z))(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + z)n
.

Вычисляя по формуле (9.6) коэффициенты cn, в силу теоре-
мы 9.2 получаем сходящийся в круге B1(0) ряд Тейлора для
регулярной ветви h0(1 + z):

h0(1 + z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn = z − z2

2
+
z3

3
− . . . ; z ∈ B1(0). (9.15)

Определим в области G̃ = C \ (−∞,−1] функцию f(z) = −z +
+ (1 + z)h0(1 + z). Из формулы (9.15) получаем для нее сходя-
щийся в круге B1(0) ряд Тейлора

f(z) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)
zn+1. (9.16)

Этот ряд (9.16) интересен тем, что он сходится абсолютно на
границе своего круга сходимости, а именно, в каждой точке
окружности |z|= 1.

Перейдем к рассмотрению функциональных рядов

S(z) =

+∞∑
n=1

fn(z), z ∈ G, (9.17)

членами которых являются регулярные функции fn : G→ C,
заданные в некоторой области G. Ослабим понятие равномер-
ной сходимости ряда (9.17) на области G (ср. определение 2.11).

Определение 9.3. Говорят, что функциональный ряд
(9.17) сходится локально равномерно на области G, если для
каждой точки z ∈ G существует круг Br(z), r > 0, содержа-
щийся в области G, на котором ряд (9.17) сходится равномер-
но.

Отметим, что в силу свойства компактности любого замкну-
того ограниченного множества на плоскости C, из локально
равномерной сходимости ряда (9.17) на области G следует, что
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ряд (9.17) сходится равномерно на любом замкнутом ограни-
ченном подмножестве области G.

Теорема 9.3 (Вейерштрасс). Пусть функциональный
ряд (9.17), составленный из регулярных функций fn: G→ C,
сходится локально равномерно на области G. Тогда
1) сумма S(z) ряда (9.17) есть тоже регулярная функция на

области G (Первая теорема Вейерштрасса);
2) ряд (9.17) можно почленно дифференцировать на G любое

число раз, т. е. для ∀ k ∈ N имеет место формула

S(k)(z) =

+∞∑
n=1

f (k)
n (z), z ∈ G, (9.18)

причем каждый ряд (9.18) сходится локально равномерно на
области G (Вторая теорема Вейерштрасса).
Доказательство. Зафиксируем произвольную точку

z0 ∈ G и возьмем произвольные r > 0, r1 > 0 такие, что
Br+r1(z0) ⊂ G. Пусть

γ1 :=
{
ζ
∣∣ |ζ − z0| = r + r1

}
(9.19)

окружность, ориентированная положительно (т.е. против хода
часовой стрелки). Обозначим через SN (z) частичную сумму
ряда (9.17), т. е.

SN (z) :=

N∑
n=1

fn(z). (9.20)

Так как ряд (9.17) по условию теоремы сходится локально рав-
номерно на области G, то он сходится равномерно на Br+r1(z0).
Это значит, что

∀ ε > 0∃N(ε) ∈ N, ∀N > N(ε) : sup
ζ∈γ1
|SN (ζ)− S(ζ)| 6 ε. (9.21)

1. Докажем регулярность суммы S(z) ряда на круге Br(z0).
Так как для всякого N ∈ N функция SN (z) регулярна в G, то
согласно интегральной формуле Коши имеем

SN (z) =
1

2πi

∫
γ1

SN (ζ)

ζ − z
dζ, ∀ z ∈ Br(z0), (9.22)
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В силу локально равномерной сходимости функционального
ряда (9.17) на G и непрерывности функций fn(z) из утвержде-
ния 2.5 следует, что и сумма ряда S(z) также есть непрерывная
функция на G.

Для любой точки z ∈ Br(z0) и натурального числаN > N(ε),
где N(ε) из (9.21), получаем∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ1

SN (ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
γ1

S(ζ)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣∣∣ 6 1

2π

∫
γ1

|SN (ζ)−S(ζ)|
|ζ − z|

|dζ| 6

6
ε

2πr1
· 2π(r+ r1) = ε · r+ r1

r1
. (9.23)

В силу произвольности числа ε > 0 из (9.22) и (9.23) следует,
что

lim
N→∞

SN (z) =
1

2πi

∫
γ1

S(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Br(z0),

т. е.
S(z) =

1

2πi

∫
γ1

S(ζ)

ζ − z
dζ, ∀ z ∈ Br(z0). (9.24)

Выражение справа в равенстве (9.24) является интегралом Ко-
ши (определение см. в § 8) от непрерывной функции S(ζ). По
основному свойству интеграла Коши (теорема 8.2) этот инте-
грал как функция от параметра z является бесконечно диффе-
ренцируемой функцией, т. е. в силу равенства (9.24) сумма ря-
да S(z) есть регулярная функция в окрестности произвольной
точки z0 из G, откуда следует, что сумма ряда S(z) регулярна
во всей области G.

2. Опять зафиксируем произвольную точку z0 ∈ G и произ-
вольный круг Br(z0), r > 0, такой, что Br(z0) ⊂ G. Это значит,
что найдется число r1 > 0 такое, что Br+r1(z0) ⊂ G. По форму-
ле (8.9) из теоремы 8.3 для любого k ∈ N и регулярных функ-
ций SN (z) и S(z) получаем равенства (где γ1 см. (9.19))

S
(k)
N (z) =

k!

2πi

∫
γ1

SN (ζ)

(ζ − z)k+1
dζ, z ∈ Br(z0), (9.25)
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S(k)(z)
k!

2πi

∫
γ1

S(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ, z ∈ Br(z0). (9.26)

Отсюда для всякого ε > 0, выбирая N(ε) в силу (9.21), при
любом N > N(ε) получаем оценку∣∣∣S(k)
N (z)− S(k)(z)

∣∣∣ =
k!

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
γ1

SN (ζ)− S(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

∣∣∣∣∣∣ 6
6

k!

2π · rk+1
1

· sup
ζ∈γ1
|SN (ζ)− S(ζ)| · 2π(r + r1) <

<
k!(r + r1)

rk+1
1

ε, ∀ z ∈ Br(z0).

Таким образом, последовательность частичных сумм S
(k)
N (z)

равномерно на Br(z0) сходится к функции S(k)(z). В силу про-
извольности выбора z0 ∈ G и круга Br(z0) последнее означа-
ет, что последовательность S(k)

N (z) сходится к S(k)(z) локально
равномерно на области G. �

Из теоремы 9.1 Абеля и теоремы 9.3 Вейерштрасса получаем
Следствие 9.2. Сумма степенного ряда (9.1) в круге его

сходимости BR(a) представляет собой регулярную функцию,
причем степенной ряд (9.1) в круге его сходимости можно
почленно дифференцировать произвольное число раз.

Следствие 9.3. Регулярность функции f : G→ C в обла-
сти G и возможность представления этой функции f на вся-
ком круге Br(a) ⊂ G в виде сходящегося степенного ряда (9.1)
по степеням (z − a) эквивалентны.
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§ 10. Некоторые свойства регулярных функций

Продолжим изучение свойств регулярных функций.
Теорема 10.1 (единственности). Пусть функция f :

G→ C регулярна в области G ⊂ C. Пусть существует по-
следовательность различных точек {zn} ⊂ G, сходящаяся к
некоторой точке a ∈ G и такая, что f(zn) = 0 ∀n ∈ N. Тогда
f(z) = 0 при всех z из области G.

Доказательство. 1) Пусть Γ — граница области G и чис-
ло ρ0 := inf{|a− z|

∣∣ z ∈ Γ} — расстояние от точки a до грани-
цы Γ. Тогда очевидно, что 0 < ρ0 6 +∞. Так как функция f
регулярна на круге Bρ0(a) ⊂ G, то по теореме 9.2 функция f
представима в этом круге в виде сходящегося ряда Тейлора

f(z) =
+∞∑
n=0

cn(z − a)n. (10.1)

Покажем, что коэффициенты cn = 0 при всех n = 0, 1, . . . .
Прежде всего в силу непрерывности f в точке a из условия
теоремы следует, что c0 = f(a) = lim

n→+∞
f(zn) = 0. Допустим,

что найдется наименьший индекс m > 1, при котором cm 6= 0.
Тогда ряд (10.1) принимает вид

f(z) = (z − a)m (cm + cm+1(z − a) + . . . ) , (10.2)
т. е. функцию f можно представить в виде

f(z) = (z − a)mh(z), (10.3)
где функция h как сумма сходящегося степенного ряда (в силу
следствия 9.2) регулярна в круге Bρ0(a), причем h(a) = cm 6=
6= 0. В силу этого и в силу непрерывности h существует число
r0 ∈ (0, ρ0) такое, что h(z) 6= 0 ∀ z ∈ Br0(a). Так как (z − a)m 6=
6= 0 при любом z ∈

◦
Br0(a), то из равенства (10.3) получаем, что

f(z) 6= 0 при всех z ∈
◦
Br0(a). Но это противоречит условию, со-

гласно которому f(zn) = 0, причем zn ∈
◦
Br0(a) при достаточно

больших n. Следовательно, все коэффициенты cn = 0 в ряде
(10.1), а потому f(z) ≡ 0 на круге Bρ0(a).

2) Докажем, что f(b) = 0 в произвольной точке b ∈ G \
\Bρ0(a). Соединим точки a и b произвольной кусочно-гладкой
кривой γ ⊂ G.

79



Е. С. Половинкин

a

b

G

ζ1

ζ2

ζ3

Рис. 10.1

Пусть ρ := inf{|z − ζ|
∣∣ z ∈ γ, ζ ∈ Γ}.

Очевидно, что ρ > 0, ρ 6 ρ0. Рассмот-
рим конечное множество кругов B0, B1,
. . . , Bk одинакового радиуса ρ > 0, т.е.
Bk := Bρ(ζk) ⊂ G таких, что их центры
ζk принадлежат кривой γ, ζ0 = a, ζK =
= b, и справедлива оценка |ζk − ζk−1| 6
6 ρ/2 ∀ k ∈ 1,K. По построению оче-
видно включение ζk+1 ∈ Bk ∩ Bk+1 для
всех k ∈ 0,K − 1.

Так как ρ0 > ρ, то по доказанному
в пункте 1 функция f(z) = 0 на круге
B0 = Bρ(a).

Рассмотрим функцию f на круге B1.
Так как f(z) = 0 при всех z ∈ B0 ∩ B1, и так как очевидно су-
ществует нестационарная последовательность {z1

n} ⊂ B0 ∩ B1

такая, что z1
n → ζ1 при n→∞, т. е. f(z1

n) = 0 ∀n ∈ N, то от-
сюда аналогично пункту 1) следует, что f(z) ≡ 0 в круге B1.
Продолжая аналогичные рассуждения, из того, что при лю-
бом k ∈ 1,K: f(z) ≡ 0 в круге Bk−1, и справедливо включение
[ζk−1, ζk] ⊂ Bk−1 ∩Bk, получаем, что f(z) ≡ 0 в круге Bk, что в
итоге на последнем шаге дает равенство f(b) = 0. �

Следствие 10.1. Пусть заданы область G и множе-
ство E ⊂ G, содержащее последовательность различных то-
чек, сходящуюся к некоторой точке из G. Пусть функции f и
g: G→ C регулярны в области G и f(z) = g(z) при всех z ∈ E.
Тогда f ≡ g в области G.

Доказательство. Введем функцию h(z) := f(z)− g(z),
она регулярна в области G и по условию h(z) = 0 ∀ z ∈ E. То-
гда по теореме 10.1 функция h(z) ≡ 0 на G, что и влечет тре-
буемое равенство. �

Замечание 10.1. Утверждение теоремы 10.1 может ока-
заться несправедливым, если предельная для последователь-
ности {zn} точка a не принадлежит области G. Например,
рассмотрим функцию f(z) = sin 1

z , определенную на области
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C \ {0}. Она регулярна, а при zn = 1
2πn функция f(zn) = 0, но

очевидно, что sin 1
z 6= 0 в C \ {0}.

Пример 10.1. Рассмотрим две функции

f(z) = sin z :=
eiz − e−iz

2i
и g(z) :=

+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
(−1)n.

Еще раз докажем их равенство, опираясь на теорему 10.1.
В самом деле, функции f и g регулярны в C, причем, как

было показано в математическом анализе, f(x) = g(x) при всех
действительных x. Тогда по теореме единственности f ≡ g на
плоскости C.

Пример 10.2. Докажем равенство sin2 z + cos2 z = 1 при
всех z ∈ C. Определим функцию f(z) := sin2 z + cos2 z − 1.
Она, очевидно, регулярна, и так как f(x) ≡ 0 для любого дей-
ствительного значения x, то по теореме 10.1 f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ C.

Пример 10.3. Докажем формулу

cos(z + ζ) = cos z cos ζ − sin z sin ζ ∀ z, ζ ∈ C.
1) Зафиксируем произвольное действительное значение ζ.

Функция f(z) := cos (z + ζ)− cos z cos ζ + sin z sin ζ такова, что
она регулярна в C, и f(x) = 0 для любого действительного x.
Следовательно, по теореме единственности f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ C.

2) Зафиксируем далее произвольное комплексное значение z.
Функция h(ζ) := cos(z+ζ)−cos z cos ζ+sin z sin ζ регулярна в C
и при каждом действительном значении ζ = y в силу доказанно-
го в пункте 1) h(y) = 0. По теореме единственности получаем,
что h(ζ) ≡ 0 ∀ ζ ∈ C. Это и доказывает требуемое равенство.

Приведем еще один критерий регулярности функции, яв-
ляющийся в определенной степени обратным утверждением к
лемме 7.1 Гурса.

Теорема 10.2 (Морера). Пусть функция f : G→ C непре-
рывна в области G и для любой замкнутой треугольной об-
ласти (треугольника) 4, принадлежащей области G, удовле-
творяет условию ∫

∂4

f(ζ) dζ = 0, (10.4)
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где ∂4 — положительно ориентированная граница треуголь-
ника 4. Тогда функция f регулярна в области G.

Доказательство. Зафиксируем произвольные точку a ∈
∈ G и круг Br(a) ⊂ G. Из условия (10.4) для любой замкнутой
жордановой ориентированной ломаной γ ⊂ Br(a) следует ра-
венство

∫
γ
f(ζ) dζ = 0. Отсюда и из теоремы 6.4 следует, что

выражение f(z)dz есть полный дифференциал в области Br(a).
Это значит, что существует первообразная g: Br(a)→ C функ-
ции f , т.е. функция g регулярна и g′(z) = f(z) при всех z ∈
∈ Br(a). В силу теоремы 8.3 регулярная функция g бесконечно
дифференцируема. Поэтому функция f как производная бес-
конечно дифференцируемой функции g также является диф-
ференцируемой (т.е. регулярной) на Br(a). В силу произволь-
ности точки a ∈ G функция f регулярна на всей области G. �

Теорема 10.3 (о стирании разреза). Пусть односвяз-
ная область G интервалом (A,B) ⊂ G (где точки A и B при-
надлежат границе области G) разделена на две односвязные
подобласти G1 и G2, т. е. G = G1 ∪G2 ∪ (A,B), G1 ∩G2 = ∅.
Пусть для каждого k ∈ 1, 2 задана функция fk: Gk ∪ (A,B)→
→ C, регулярная в области Gk и непрерывная на множестве
Gk ∪ (A,B). Пусть справедливо равенство f1(z) = f2(z) при
всех z ∈ (A,B). Тогда функция f , равная f1(z) при z ∈ G1 ∪
∪ (A,B) и равная f2(z) при z ∈ G2, регулярна на всей обла-
сти G.

Доказательство. Так как функция f очевидно непрерыв-
на на области G, то для доказательства регулярности функ-
ции f воспользуемся теоремой 10.2 Морера, по которой доста-
точно проверить равенство∫

∂∆

f(z) dz = 0 (10.5)

для любого треугольника ∆ ⊂ G.
Выберем произвольный треугольник ∆DEC ⊂ G, границей

которого является треугольный контур ∂∆DEC. Если контур
∂∆DEC целиком лежит в одном из множеств Gk ∪ (A,B), то
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равенство (10.5) следует из интегральной теоремы Коши (тео-
рема 7.2) для регулярной в односвязной области Gk функции
fk. Пусть ∆DEC ∩Gk 6= ∅, ∀k ∈ 1, 2.

P Q
A B

C

D E

G1

G2

Рис. 10.2

Пусть C ∈ G1, [D,E] ⊂ G2, и пусть
отрезок [P,Q] := ∆DEC ∩ (A,B). Тогда
для многоугольников ∆PCQ и PQED
(см. рис. 10.2) выполнены условия теоре-
мы 7.2, из которой следует, что∫
∂∆PCQ

f(z) dz = 0,

∫
∂(PQED)

f(z) dz = 0.

Отсюда, складывая эти интегралы, в сум-
ме получаем равенство (10.5). �

Отметим еще одно полезное свойство
первообразной.

Лемма 10.1. Любые две первообразные регулярной функ-
ции f : G→ C в области G отличаются друг от друга на по-
стоянную.

Доказательство. Пусть g1 и g2 — две первообразные
функции f на области G. Тогда функция h(z) := g1(z)− g2(z)
регулярна и h′(z) = f(z)− f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ G. Выберем произ-
вольную точку a ∈ G и пусть число r > 0 такое, что справед-
ливо включение Br(a) ⊂ G. По теореме 9.2 представим функ-
цию h в круге Br(a) в виде степенного ряда Тейлора. Так как
h′(z) ≡ 0, то получаем, что все коэффициенты ряда Тейлора
равны нулю, кроме c0. Следовательно, h(z) = c0, ∀z ∈ Br(a),
откуда по теореме 10.1 получаем, что h(z) = c0, ∀z ∈ G. �
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§ 11. Ряд Лорана

Определение 11.1. Рядом Лорана с центром в точке a ∈ C
называется выражение вида

+∞∑
n=−∞

cn(z − a)n, (11.1)

понимаемое как сумма двух рядов:
+∞∑
n=0

cn(z − a)n (11.2)
и −1∑

n=−∞
cn(z − a)n =

+∞∑
m=1

c−m(z − a)−m. (11.3)

Ряд (11.2) является обычным степенным рядом и в силу тео-
ремы 9.1 Абеля областью его сходимости является некоторый
круг BR(a), где R — радиус сходимости ряда (11.2). Ряд (11.3)

заменой 1
z − a = ζ приводится к степенному ряду

+∞∑
m=1

c−mζ
m,

и по той же теореме Абеля его область сходимости — тоже
некоторый круг |ζ| < α0. Следовательно, ряд (11.3) сходится в
области |z − a| > 1

α0
:= ρ > 0. Если ρ > R, то суммарный ряд

(11.1) не сходится ни в одной точке, если же ρ < R, то ряд (11.1)
сходится в кольце:

Kρ,R(a) := {z
∣∣ ρ < |z − a| < R}. (11.4)

В последнем случае кольцо Kρ,R(a), где R — радиус сходи-

мости ряда (11.2), а 1
ρ — радиус сходимости ряда

+∞∑
m=1

c−mζ
m,

называется кольцом сходимости ряда Лорана (11.1).
По теореме Абеля и по определению 9.3 ряд (11.2) сходится

локально равномерно на круге сходимости BR(a), в частности,
равномерно на BR1(a) при любом R1 ∈ (0, R), а ряд (11.3) схо-
дится локально равномерно в кольце |z − a| > ρ, в частности,
равномерно на множестве |z − a| > ρ1 при любом ρ1 > ρ. Сле-
довательно, ряд Лорана (11.1) сходится локально равномерно
в его кольце сходимости Kρ,R(a) (см. (11.4)), в частности, рав-
номерно в любом кольце вида
Kρ1,R1(a) = {z

∣∣ ρ1 6 |z − a| 6 R1}, где ρ < ρ1 < R1 < R.
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Так как к тому же каждый член ряда (11.1) в кольце сходимо-
сти является регулярной функцией, то по теореме 9.3 Вейер-
штрасса сумма ряда Лорана в кольце сходимости также явля-
ется регулярной функцией, причем ряд Лорана в этом кольце
можно почленно дифференцировать любое число раз.

Имеет место и обратное утверждение, а именно,

Теорема 11.1 (Лоран–Вейерштрасс). Всякая функ-
ция f : Kρ,R(a)→ C, регулярная в кольце Kρ,R(a) = {z

∣∣ ρ <
< |z−a| < R}, где 0 6 ρ < R 6 +∞, представима в этом коль-
це суммой сходящегося ряда Лорана

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

коэффициенты которого определяются формулой

cn =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, n ∈ Z, (11.5)

при любом r ∈ (ρ,R), где γr := {ζ
∣∣ |ζ − a| = r} — окружность

с положительной ориентацией, т. е. ее обход производится
против хода часовой стрелки.

Доказательство. 1. Прежде всего покажем, что каждый
коэффициент cn в формуле (11.5) не зависит от выбора r ∈
∈ (ρ,R). Функция ζ → f(ζ)

(ζ − a)n+1 регулярна в кольце Kρ,R(a).
Для любых чисел r1, r2: ρ < r1 < r2 < R определим окружно-
сти γk с центром в точке a и радиуса rk, k ∈ 1, 2, ориентиро-
ванные положительно. Множество Γ := γ2 ∪ γ−1

1 является по-
ложительно ориентированной границей кольца Kr1,r2(a) и по
обобщенной теореме Коши (теорема 7.3) получаем, что∫

γ2∪γ−1
1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ = 0,

откуда следует равенство∫
γ2

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

∫
γ1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ,
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которое и требовалось для доказательства независимости ин-
теграла (11.5) от выбора значения r ∈ (ρ,R) при каждом n ∈ Z.

2. Зафиксируем произвольную точку z0 в кольце Kρ,R(a).
Выберем числа r1, r2 такие, что ρ < r1 < |z0 − a| < r2 < R, и
окружности γk := {z

∣∣ |z − a| = rk} при k ∈ 1, 2, ориентирован-
ные положительно. Тогда множество Γ := γ2 ∪ γ−1

1 , является
положительно ориентированной границей кольца Kr1,r2(a) :=
:= {z

∣∣ r1 < |z − a| < r2}, в котором содержится точка z0 и по
интегральной формуле Коши (теорема 8.1) получаем

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z0
dζ =

=
1

2πi

∫
γ2

f(ζ)

ζ − z0
dζ − 1

2πi

∫
γ1

f(ζ)

ζ − z0
dζ := I2 + I1. (11.6)

Рассмотрим интеграл I2 из равенства (11.6). Повторяя рас-
суждения доказательства теоремы 9.2, для всех ζ ∈ γ2 подын-
тегральную функцию представляем в виде суммы геометриче-
ской прогрессии (см. пример 9.1) вида

1

2πi

f(ζ)

(ζ − z0)
=

1

2πi

f(ζ)

(ζ − a)
(

1− z0 − a
ζ − a

) =

=
1

2πi

+∞∑
n=0

(z0 − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ). (11.7)

Из справедливости оценки∣∣∣∣f(ζ)
(z0 − a)n

(ζ − a)n+1

∣∣∣∣ 6 M

r2
· (q2)n, ∀ ζ ∈ γ2,

где q2 :=
|z0 − a|
r2

< 1,M := sup{|f(z)|
∣∣ r1 6 |z−a| 6 r2} < +∞,

и из того, что ряд
+∞∑
n=0

(q2)n сходится, по признаку Вейерштрас-

са получаем, что ряд (11.7) сходится абсолютно и равномерно
на γ2. По теореме 6.3 ряд (11.7) можно почленно интегриро-
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вать по γ2, т. е. получим, что

I2 =
1

2πi

∫
γ2

f(ζ)

ζ − z0
dz

(11.7)
=

(11.7)
=

+∞∑
n=0

1

2πi

∫
γ2

f(ζ)

(ζ− a)n+1
dζ · (z0 − a)n =

+∞∑
n=0

cn(z0 − a)n, (11.8)

где
cn =

1

2πi

∫
γ2

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, n = 0, 1, 2, . . . (11.9)

3. Рассмотрим интеграл I1 из (11.6). Представим − 1
ζ − z0

в
виде суммы ряда (см. пример 9.1)

− 1

ζ − z0
=

1

(z0 − a)
(

1− ζ − a
z0 − a

) =
+∞∑
n=0

(ζ − a)n

(z0 − a)n+1
. (11.10)

По признаку Вейерштрасса ряд (11.10) сходится равномерно по
ζ на γ1, так как∣∣∣∣ ζ − az0 − a

∣∣∣∣ =
r1

|z0 − a|
:= q1 < 1, ∀ ζ ∈ γ1.

Так как |f(ζ)| 6M при ζ ∈ γ1, то в выражении

− 1

2πi

f(ζ)

(ζ − z0)
=

+∞∑
n=0

1

2πi

f(ζ)(ζ − a)n

(z0 − a)n+1
, ζ ∈ γ1, (11.11)

ряд справа также сходится равномерно на γ1, и аналогично
случаю вычисления I2 по теореме 6.3 его можно почленно ин-
тегрировать по γ1. После интегрирования из равенства (11.11)
получаем

I1 =

+∞∑
n=0

 1

2πi

∫
γ1

f(ζ)(ζ − a)n dζ

 1

(z0 − a)n+1
. (11.12)

Заменяя в формуле (11.12) номер (n+ 1) на (−m), получаем
равенство

I1 =
−1∑

m=−∞
cm(z0 − a)m, (11.13)

где

cm =
1

2πi

∫
γ1

f(ζ)

(ζ − a)m+1
dζ, m = −1,−2, . . . (11.14)
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В силу пункта 1) в формулах (11.9), (11.14) контуры γ1, γ2 мож-
но заменить на любую окружность γr = {z

∣∣ |z − a| = r}, где
ρ < r < R, т. е. верна общая формула коэффициентов (11.5).
Так как точка z0 была выбрана в данном кольце Kρ,R(a) про-
извольно, то, складывая ряды (11.8) и (11.13), получаем ряд
Лорана с коэффициентами (11.5), сходящийся во всем кольце
Kρ,R(a) к функции f . �

Следствие 11.1. Если функция f : BR(a)→ C регулярна
на BR(a), то ее ряд Лорана с центром в точке a, полученный
в теореме 11.1, совпадает с ее рядом Тейлора с центром в
точке a.

В самом деле, при отрицательных m = −1,−2, . . . из регу-
лярности функции f следует, что функция f(ζ)(ζ − a)−m−1 бу-
дет также регулярной в круге BR(a), и по теореме Коши инте-
грал от нее по замкнутому контуру равен нулю, т. е. по фор-
муле (11.5) cm = 0 при ∀m = −1,−2, . . . . При m ∈ N для ко-
эффициентов cm формулы (11.4) и (9.10) совпадают.

Теорема 11.2 (о единственности разложения в ряд
Лорана). Представление функции f , регулярной в кольце
Kρ,R(a) := {z

∣∣ ρ < |z − a| < R}, в виде сходящегося ряда Ло-
рана с центром в точке a единственно.

Доказательство. Пусть регулярная в кольце Kρ,R(a)
функция f представлена в виде некоторого ряда

f(z) =
−1∑

n=−∞
bn(z−a)n+

+∞∑
n=0

bn(z−a)n, ∀z ∈ Kρ,R(a). (11.15)

Выберем произвольное число r ∈ (ρ,R) и окружность γr := {z
∣∣∣∣ |z − a| = r}, которая ориентирована положительно. Как по-

казано в примере 6.1, справедлива формула

Ik :=

∫
γr

dz

(z − a)k+1
=

{
2πi, k = 0,

0, k = ±1,±2, . . .
(11.16)

Как было отмечено в начале параграфа, ряд (11.15) сходится
локально равномерно на Kρ,R(a), т.е. в частности на окруж-
ности γr он сходится равномерно. Зафиксируем любое число
k ∈ Z. Умножив ряд (11.15) на ограниченную по модулю на
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окружности γr функцию 1
2πi(z − a)k+1 , получаем равномерно

сходящийся на окружности γr ряд
1

2πi

f(z)

(z − a)k+1
=

+∞∑
n=−∞

1

2πi
bn

(z − a)n

(z − a)k+1
. (11.17)

Следовательно, по теореме 6.3 его можно почленно интегриро-
вать по окружности γr, и, учитывая формулу (11.5), получаем

ck
(11.5)

=
1

2πi

∫
γr

f(z)

(z − a)k+1
dz

(11.17)
=

(11.17)
=

+∞∑
n=−∞

1

2πi
bn

∫
γr

dz

(z − a)k−n+1

(11.16)
= bk,

т. е. ряд (11.15) совпадает с рядом Лорана (11.1), (11.5). �

Из следствия 11.1 и теоремы 11.2 получаем

Следствие 11.2. Представление регулярной функции f :
BR(a)→ C в виде сходящегося степенного ряда по степеням
(z − a) единственно. Оно совпадает с рядом Тейлора этой
функции с центром в точке a.

x

y

0 21 3 4

Рис. 11.1

Пример 11.1. Разложить функцию
f(z) = 1

z(z − 1)
в ряд Лорана с центром в

точке a = 2 в кольцеK1,2(2) = {z
∣∣ 1 < |z−

− 2| < 2}.

Решение. Очевидно, что функция f
регулярна в заданном кольце, т. е. требу-
емое разложение в ряд Лорана по теоре-
ме 11.1 существует. Формула (11.5) не со-
всем удобна для вычисления коэффициентов ряда Лорана. По-
этому поступим иначе. Представим функцию f в виде элемен-
тарных дробей

f(z) =
1

z − 1
− 1

z
. (11.18)

Преобразуем второе слагаемое в (11.18) к виду

−1

z
= − 1

(z − 2) + 2
= −1

2

1(
1 + z − 2

2

) .
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Так как в заданном кольце выполнено неравенство
∣∣∣z − 2

2

∣∣∣ <
< 1, то, сделав замену ζ = − z − 2

2 и воспользовавшись приме-
ром 9.1, получаем ряд

−1

2

1(
1 + z − 2

2

) =
+∞∑
n=0

(
−1

2

)(
z − 2

2

)n
(−1)n, (11.19)

сходящийся в круге |z − 2| < 2. Аналогично преобразуем пер-
вое слагаемое в (11.18) и при |z − 2| > 1 получим сходящийся
ряд

1

z − 1
=

1

(z − 2) + 1
=

1

(z − 2)

1(
1 + 1

z − 2

) =

=
1

z − 2

+∞∑
n=0

(
− 1

z − 2

)n
=

+∞∑
n=1

(−1)n+1

(z − 2)n
. (11.20)

В итоге из рядов (11.19) и (11.20) получаем представление
функции f в виде ряда

f(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n+1(z − 2)n

2n+1
+
−1∑

n=−∞
(−1)n+1(z − 2)n, ∀ z ∈ K1,2(2),

который в силу теоремы 11.2 (единственности ряда Лорана)
является искомым рядом Лорана данной функции f в кольце
K1,2(2).

Следствие 11.3 (неравенство Коши для коэффици-
ентов ряда Лорана). Пусть функция f регулярна в кольце
Kρ,R(a) = {z

∣∣ ρ < |z − a| < R} и на каждой окружности γr =
= {z

∣∣ |z − a| = r}, где r ∈ (ρ,R), справедлива оценка |f(z)| 6
6 Ar ∀ z ∈ γr. Тогда для коэффициентов (11.5) ряда Лорана
(11.1) справедлива оценка

|cn| 6
Ar
rn
, ∀n ∈ Z. (11.21)

Доказательство. Из формулы (11.5) сразу следует

|cn| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γr

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1

∣∣∣∣∣∣ 6 Ar
2πrn+1

∫
γr

|dζ| = Ar
rn
,

что и требовалось доказать. �
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§ 12. Изолированные особые точки

Определение 12.1. Пусть функция f не регулярна в точке
a ∈ C, но регулярна в некоторой проколотой окрестности этой
точки a (т. е. на множестве

◦
Bρ(a), ρ > 0). Тогда точку a назы-

вают изолированной особой точкой (однозначного характера)
функции f .

В определении 12.1 точка a может быть как конечной точкой
(тогда

◦
Bρ(a) = {z

∣∣ 0 < |z − a| < ρ}), так и бесконечной (тогда
◦
Bρ(∞) = {z

∣∣ |z| > ρ}).
В зависимости от поведения функции f около особой точки

будем различать три типа особых точек.

Определение 12.2. Изолированная особая точка a ∈ C
функции f :

◦
Bρ(a)→ C называется

1) устранимой особой точкой, если существует конечный пре-
дел lim

z→a
f(z) ∈ C;

2) полюсом, если существует lim
z→a

f(z) =∞;
3) существенно особой точкой, если не существует конечного

или бесконечного предела lim
z→a

f(z).

В случае, когда особая точка a конечна, регулярную в кольце
◦
Bρ(a) функцию f по теореме 11.1 можно представить в виде
суммы сходящегося ряда Лорана с центром в точке a, т. е.

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − a)n, z ∈
◦
Bρ(a). (12.1)

Тогда будем различать две части этого ряда Лорана

Iпр(z) :=
+∞∑
n=0

cn(z − a)n и Iгл(z) :=
−1∑

n=−∞
cn(z − a)n,

которые называют соответственно правильной и главной ча-
стями ряда Лорана (12.1) с центром в особой точке a.

В случае, когда особая точка a =∞, функцию f можно пред-
ставить в виде суммы сходящегося в кольце

◦
Bρ(∞) ряда Лора-
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на (с центром в точке ∞)

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cnz

n, z ∈
◦
Bρ(∞), (12.2)

и теперь будем различать части ряда (12.2)

Iпр(z) :=
0∑

n=−∞
cnz

n и Iгл(z) :=
+∞∑
n=1

cnz
n,

которые называются соответственно правильной и главной ча-
стями ряда Лорана (12.2) с центром в ∞.

Теорема 12.1. Пусть точка a ∈ C есть изолированная
особая точка функции f . Пусть функция f представлена сво-
им рядом Лорана с центром в точке a.

1) Для того, чтобы точка a ∈ C была устранимой особой
точкой, необходимо и достаточно, чтобы главная часть ряда
Лорана отсутствовала (т. е. Iгл(z) ≡ 0).

2) Чтобы точка a ∈ C была полюсом, необходимо и доста-
точно, чтобы главная часть ряда Лорана Iгл(z) содержала ко-
нечное число ненулевых слагаемых.

3) Чтобы точка a ∈ C была существенно особой точкой,
необходимо и достаточно, чтобы главная часть ряда Лорана
Iгл(z) содержала бесконечное число ненулевых слагаемых.

Доказательство. I. Пусть точка a ∈ C, т.е. конечна.
1) Необходимость. Пусть a — устранимая особая точка

функции f , т. е. существует конечный предел lim
z→a

f(z). То-
гда функция f ограничена в некоторой проколотой окрестно-
сти точки a, т. е. существуют числа ρ1 ∈ (0, ρ) и A > 0 такие,
что |f(z)| < A при ∀ z ∈

◦
Bρ1(a).

Воспользуемся неравенством Коши для коэффициентов ря-
да Лорана функции f (см. следствие 11.3)

|cn| 6
A

rn
, ∀ r ∈ (0, ρ1).

Для каждого целого n < 0 следует, что |cn| 6 A · r|n| → 0 при
r → 0, т. е. cn = 0 для всех n < 0, т. е. Iгл(z) ≡ 0.
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1) Достаточность. Пусть Iгл(z) ≡ 0, т. е. cn = 0 ∀n < 0.

Тогда f(z) =
+∞∑
n=0

cn(z − a)n := S(z), ∀ z ∈
◦
Bρ(a).

Так как по первой теореме Вейерштрасса (теорема 9.3) сум-
ма сходящегося степенного ряда S(z) есть регулярная функция
на круге Bρ(a), причем f(z) = S(z) при z 6= a, то существует
предел

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

S(z) = S(a) = c0.

2) Необходимость. Пусть точка a — полюс функции f , т. е.
существует предел lim

z→a
f(z) =∞. В силу этого можно выбрать

δ > 0 такое, что при всех z ∈
◦
Bδ(a) справедливо неравенство

|f(z)| > 1. Определим функцию g(z) := 1
f(z)

при z ∈
◦
Bδ(a).

Очевидно, что функция g регулярна в проколотой окрест-
ности

◦
Bδ(a), причем g(z) 6= 0 и |g(z)| < 1 при всех z ∈

◦
Bδ(a).

Так как точка a есть полюс функции f , то существует предел
lim
z→a

g(z) = lim
z→a

1
f(z)

= 0, т. е. получаем, что точка a есть устра-
нимая особая точка функции g. Следовательно, доопределяя
g(a) = 0, получаем в силу пункта 1), что функция g предста-
вима в виде сходящегося степенного ряда

g(z) = bm(z− a)m + bm+1(z− a)m+1 + . . . , ∀ z ∈ Bδ(a). (12.3)

Так как функция g(z) 6= 0, в равенстве (12.3) существует наи-
меньший номер m > 1, при котором bm 6= 0. Таким образом,
функцию g можем представить в виде g(z) = (z − a)mh(z), где
h(z) := bm + bm+1(z − a) + . . . , причем функция h как сумма
сходящегося степенного ряда регулярна в круге Bδ(a) и h(a) 6=
6= 0. Поэтому h(z) 6= 0 при всех z из некоторой окрестности
Bρ1(a), где 0 < ρ1 6 δ. Следовательно, функция p(z) := 1

h(z)
тоже регулярна в Bρ1(a), и по теореме 9.2 она также предста-
вима в виде суммы сходящегося степенного ряда, т. е.

p(z) = d0 + d1(z − a) + d2(z − a)2 + . . . , z ∈ Bρ1(a),
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причем здесь d0 = 1
bm
6= 0. В итоге получаем в

◦
Bρ1(a)

f(z) =
1

g(z)
=

p(z)

(z − a)m
= (12.4)

=
d0

(z−a)m
+

d1

(z−a)m−1
+ · · ·+ dm−1

(z − a)
+ dm + dm+1(z − a)+ . . .

(12.5)

Таким образом, последняя часть в равенстве (12.4)–(12.5) есть
ряд Лорана функции f с центром в точке a, причем его глав-
ная часть Iгл(z), очевидно, содержит конечное число ненуле-
вых слагаемых.

2) Достаточность. Пусть справедливо представление
функции f в проколотой окрестности

◦
Bρ1(a) в виде суммы схо-

дящегося ряда Лорана (12.4)–(12.5), причем d0 6= 0. Тогда, вы-
нося за скобки общий множитель 1

(z − a)m
, получаем

f(z) =
1

(z − a)m
(d0 + d1(z − a) + . . . ) :=

p(z)

(z − a)m
. (12.6)

В формуле (12.6) функция p как сумма сходящегося степенного
ряда регулярна в круге Bρ1(a) и lim

z→a
p(z) = p(a) = d0 6= 0. С

другой стороны 1
(z − a)m

→∞ при z → a. Отсюда получаем,
что lim

z→a
f(z) =∞.

3) Эквивалентность последних условий покажем методом
исключения. Предел может существовать в C или не существо-
вать. У главной части Iгл(z) ряда может быть конечное число
ненулевых слагаемых или бесконечное. Эквивалентность су-
ществования предела в C и конечности числа ненулевых слага-
емых в Iгл(z) уже доказаны в пп. 1) и 2). Следовательно, от-
сутствие предела функции f эквивалентно бесконечному числу
ненулевых слагаемых в Iгл(z).

II. Пусть функция f имеет особую точку a =∞. Заменой
аргумента ζ = 1

z приходим к функции f̃(ζ) = f
(

1
ζ

)
, у кото-

рой особой точкой является точка ζ = 0, причем существова-
ние предела функции f̃(ζ) в точке ζ = 0 эквивалентно суще-
ствованию предела функции f(z) в ∞, т. е. тип особой точки
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a =∞ у функции f(z) и тип особой точки ζ = 0 у функции f̃(ζ)
одинаков. В свою очередь, главная часть ряда Лорана функ-
ции f(z) с центром в точке∞ при замене аргумента переходит
в главную часть ряда Лорана функции f̃(ζ) с центром в точ-
ке ζ = 0. Так как необходимое соответствие в конечной точке
ζ = 0 уже установлено в пункте I, то это влечет требуемое со-
ответствие при a =∞. �

Следствие 12.1. Точка a ∈ C является полюсом функ-
ции f тогда и только тогда, когда существуют окрестность
◦
Bρ(a), натуральное число m > 1 и регулярная в круге Bρ(a)
функция p такие, что p(a) 6= 0 и справедливо равенство

f(z) =
p(z)

(z − a)m
, z ∈

◦
Bρ(a). (12.7)

В свою очередь, точка a =∞ является полюсом функции f
тогда и только тогда, когда существуют окрестность
◦
Bρ(∞), число m > 1, регулярная в

◦
Bρ(∞) функция h, у кото-

рой существует конечный предел h(∞) 6= 0, такие, что спра-
ведливо равенство

f(z) = zmh(z), z ∈
◦
Bρ(∞). (12.8)

Доказательство. Очевидно следует из формул (12.4) и
(12.6) доказательства теоремы 12.1. �

Определение 12.3. Пусть a ∈ C — полюс функции f . То-
гда число m в формулах (12.7) или (12.8) соответственно на-
зывается порядком полюса a функции f .

Определение 12.4. Пусть a ∈ C, ρ > 0, m > 1, пусть функ-
ция g: Bρ(a)→ C регулярна и

g(a) = g′(a) = · · · = g(m−1)(a) = 0, g(m)(a) 6= 0.

Тогда говорят, что функция g имеет в точке a нуль m-го по-
рядка (или m-й кратности). Если же g(a) 6= 0, то говорят, что
точка a не является нулем функции g (или для следствия 12.2:
функция g имеет в точке a нуль нулевого порядка).
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Следствие 12.2. Пусть функции g, h: Bρ(a)→ C регуляр-
ны, причем функция h имеет в точке a нуль k-го порядка (k >
> 0), а функция g имеет в точке a нуль m-го порядка (m > 1).
Тогда, если m > k, то функция f(z) =

h(z)
g(z)

имеет в точке a
полюс (m− k)-го порядка, а если m 6 k, то функция f имеет
в точке a устранимую особую точку.

Доказательство. В силу определения 12.4 имеем для
функций h и g представление

h(z) = (z − a)kh1(z), g(z) = (z − a)mg1(z),

где функции h1, g1: Bρ(a)→ C регулярны и h1(a) 6= 0, g1(a) 6=
6= 0. Определим функцию p(z) :=

h1(z)
g1(z)

. Эта функция регу-
лярна в некоторой окрестности точки a и p(a) 6= 0. В итоге
для функции f получаем формулу (12.7) и из следствия 12.1
следует утверждение следствия 12.2. �

Пример 12.1. Рассмотрим функцию f(z) = ez − 1
z при z 6=

6= 0. Точка z = 0 есть устранимая особая точка функции f ,
так как справедливо представление функции f в виде ряда с
центром в точке 0:

f(z) =
(1 + z + z2

2! + . . . )− 1

z
= 1 +

z

2!
+
z2

3!
+ . . . , (12.9)

при всех 0 < |z| < +∞.
Точка z =∞ — существенно особая точка функции f , так

как ряд (12.9) в свою очередь является рядом Лорана функ-
ции f с центром в ∞, и его главная часть содержит бесконеч-
ное число ненулевых слагаемых.

Пример 12.2. Рассмотрим функцию f(z) = sin z
z2 при |z| >

> 0. Для нее справедливо разложение в ряд Лорана

f(z) =
z − z3

3! + z5

5! − . . .
z2

=
1

z
− z

3!
+ . . . , ∀ z 6= 0,

т. е. 0 — полюс первого порядка, а ∞ — существенно особая
точка функции f .
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Пример 12.3. Рассмотрим функцию f(z) = e1/z при |z| > 0.
Очевидно, справедливо разложение в ряд Лорана

f(z) = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+ . . . , |z| > 0,

откуда из теоремы 12.1 следует, что точка 0 есть существен-
но особая точка, а точка ∞ — устранимая особая точка функ-
ции f . То, что точка 0 является существенно особой точкой,
можно было доказать иначе, по определению 12.2, показав на-
личие различных пределов функции f в нуле справа и слева
по действительной оси.

Пример 12.4. Пусть для регулярной функции f :
◦
B1(0)→ C

установлена оценка

|f(z)| 6 A√
|z|
, где A = const > 0, z ∈

◦
B1(0). (12.10)

Какую особенность имеет функция f в точке 0?

Решение. Первый способ решения. При |z| 6 1 получаем,
что

√
|z| 6 1 и |z| 6

√
|z|, поэтому

|zf(z)| 6
√
|z| · |f(z)| 6 A, z ∈

◦
B1(0),

т. е. у функции zf(z) точка z = 0 есть устранимая особая точ-
ка. Поэтому в проколотой окрестности нуля

◦
B1(0) справедливо

ее представление в виде ряда

zf(z) =

+∞∑
n=0

cnz
n, откуда f(z) =

c0

z
+

+∞∑
n=0

cn+1z
n.

В случае, когда c0 = 0, точка z = 0 является устранимой осо-
бой точкой функции f .

Допустим, что c0 6= 0.
Тогда получаем выражение f(z) =

h(z)
z , где функция h регу-

лярна и h(0) 6= 0. Поэтому найдутся числа α > 0 и β 6 1 такие,
что |h(z)| > α при z ∈ Bβ(0). Отсюда |f(z)| > α

|z| при 0 < |z| <
< β. В силу условия (12.10) получаем, что α

|z| 6
A√
|z|

при всех

z: 0 < |z| < β, т. е.
√
|z| > α

A > 0 при всех z: 0 < |z| < β, что
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неверно. В итоге установлено, что функция f имеет в точке 0
устранимую особую точку.

Второй способ решения. Условия задачи (12.10) можно пе-
реписать в виде

Ar := max
|z|=r

|f(z)| 6 A

r1/2
, ∀ r ∈ (0, 1). (12.11)

Рассмотрим ряд Лорана функции f с центром в точке 0. По
неравенству Коши для коэффициентов этого ряда и из нера-
венства (12.11) получаем оценку

|cn| 6
Ar
rn
6

A

rn+1/2
.

Отсюда для каждого целого n < 0 получаем, что |cn| 6 A ·×
× r|n|−

1
2 → 0 при r → 0, т. е. cn = 0 для всех n < 0, т. е. Iгл(z) ≡

≡ 0. В итоге мы еще раз показали, что функция f имеет в точ-
ке 0 устранимую особую точку.

Пример 12.5. Для какой регулярной функции f :
◦
B1(0)→

→ C можно указать функцию g:
◦
B1(0)→ C, g(z) 6= 0, такую,

что
lim
z→0

(f(z)g(z)) = 0 ? (12.12)
При этом рассмотреть две возможности:
a) функция g регулярна в круге B1(0);
б) функция g регулярна в проколотой окрестности

◦
B1(0).

Решение. Отбросим тривиальный случай, когда f ≡ 0.
Для случаев а) и б) приведем различные решения.

Случай а). Имеем три возможности для особой точки z = 0
функции f .

1) Функция f имеет в точке 0 устранимую особую точку. То-
гда очевидно, что функция вида g(z) = z удовлетворяет усло-
вию (12.12) задачи, т. е. ответ положительный.

2) Функция f имеет в точке 0 полюс m-го порядка. Тогда
в силу следствия 12.1 справедливо представление функции f

в виде f(z) =
p(z)
zm , где функция p регулярна в круге B1(0) и

p(0) 6= 0. Возьмем функцию вида g(z) = zm+1 и получим, что
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f(z)g(z) = zp(z), т. е. для нее выполнено условие (12.12) и от-
вет положительный.

3) Допустим, что функция f имеет в точке 0 существен-
но особую точку. Тогда для всякой регулярной в круге B1(0)
функции g возможны два случая:

3.1) g(0) 6= 0. Тогда, так как функция f не имеет предела в
нуле, то и функция fg, очевидно, не имеет предела в нуле, что
противоречит условию (12.12).

3.2) g(0) = 0. Тогда имеет представление g(z) = zkh(z), где
k ∈ N, а функция h регулярна в круге B1(0) и h(0) 6= 0. Но то-

гда функция p(z) := zkf(z) =
+∞∑

n=−∞
cnz

n+k также в главной ча-

сти ряда Лорана имеет бесконечное число слагаемых, т. е. точ-
ка z = 0 тоже является существенно особой точкой функции p.
Следовательно, как и в случае 3.1), функция ph не имеет пре-
дела в 0, причем ph = fg, т. е. не выполнено условие (12.12).

Таким образом, в случае а) мы получили ответ, что усло-
вие (12.12) выполняется не для всякой функции f , а лишь для
функции, у которой точка 0 является устранимой особой точ-
кой или полюсом.

Случай б). По условию функция fg регулярна в окрестно-
сти

◦
B1(0), причем согласно (12.12) точка нуль для нее являет-

ся устранимой особой точкой, более того, нулем функции fg.
Поэтому существует число k > 1 (порядок нуля) и регулярная
функция h : B1(0)→ C такая, что h(0) 6= 0, для которых спра-
ведливо равенство

f(z)g(z) = zkh(z), ∀ z ∈
◦
B1(0). (12.13)

Из того, что h(0) 6= 0, следует, что существует число r > 0 та-
кое, что h(z) 6= 0, ∀ z ∈ Br(0). Отсюда из выражения (12.13)
получаем необходимое условие разрешимости задачи б):

∃ r ∈ (0, 1) такое, что f(z) 6= 0 ∀ z ∈
◦
Br(0). (12.14)

В случае, когда точка 0 является устранимой особой точкой
функции f , условие (12.14), очевидно, выполнено. (Если бы су-
ществовала последовательность {zn} → 0, для которой f(zn) =
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= 0, то по теореме единственности получили бы, что f ≡ 0). В
этом случае достаточно выбрать g(z) = z.

В случае, когда точка 0 является полюсом m-го порядка
функции f , условие (12.14) выполнено в силу следствия 12.1,
и достаточно выбрать g(z) = zm+1.

В случае, когда точка 0 является существенно особой точ-
кой функции f , условие (12.14) может как выполняться, так и
нарушаться. Покажем это.

Например, для функции f1(z) = e1/z условие (12.14) выпол-
нено. В качестве функции g можно взять g(z) = ze−1/z.

Для функции f2(z) = sin 1
z условие (12.14) не выполнено (так

как f2(zn) = 0 при всех zn = 1
πn), т. е. для такой функции не

существует регулярной в
◦
B1(0) функции g, для которой выпол-

нено условие (12.12).

Замечание 12.1. Заметим, что кроме функций с изолиро-
ванными особыми точками существуют регулярные функции с
неизолированными особыми точками. Так, например, функция

1
cos(π/z)− 1

имеет полюсы в точках zn = 1
(2n)

, n = ±1,±2, . . .

Следовательно, точка z = 0 является для нее неизолированной
особой точкой, а именно, это предельная точка последователь-
ности полюсов {zn}.

Упражнение 12.1. Пусть точка a есть полюс функции f .
Какую особенность в точке a имеют функции f2(z) и ef(z)?

Упражнение 12.2. Пусть точка a является полюсом функ-
ции f и существенно особой точкой функции g. Какую особен-
ность в точке a имеет функция fg?

Упражнение 12.3. Пусть точка a есть существенно особая
точка функции f . Что можно сказать о поведении функции

1
f(z)

в окрестности точки a?
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Определение 13.1. Пусть a ∈ C — изолированная особая
точка регулярной функции f :

◦
Bρ(a)→ C, ρ > 0. Пусть γr :=

:= {z
∣∣ |z − a| = r} — положительно ориентированная окруж-

ность, причем 0 < r < ρ. Тогда вычетом функции f в точке a
называется число

res
a
f :=

1

2πi

∫
γr

f(z) dz. (13.1)

Отметим, что в формуле (13.1) интеграл не зависит от вели-
чины r ∈ (0, ρ).

Для получения более удобных выражений вычисления вы-
чета функции, представим функцию f :

◦
Bρ(a)→ C ее рядом

Лорана с центром в точке a

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n. (13.2)

Тогда по формуле (11.5) для коэффициентов cn получаем,
что интеграл (13.1) равен коэффициенту c−1, т. е.

res
a
f = c−1. (13.3)

Приведем некоторые правила вычисления вычетов.
Лемма 13.1. Пусть a — полюс функции f порядкаm. Тогда

для любого m0 > m справедлива формула

res
a
f =

1

(m0 − 1)!
lim
z→a

dm0−1

dzm0−1
[(z − a)m0f(z)] . (13.4)

Доказательство. Представим функцию f в виде ряда Ло-
рана (13.2) с центром в полюсе a порядка m. Так как число
m0 > m, то в ряде (13.2) коэффициенты cn = 0 при всех n <
< −m0. Итак,

f(z) =
c−m0

(z − a)m0
+

c−m0+1

(z − a)m0−1
+

+ · · ·+ c−1

(z − a)
+ c0 + c1(z − a) + . . . (13.5)
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Умножая ряд (13.5) на (z − a)m0 , получаем

(z − a)m0f(z) = c−m0 + c−m0+1(z − a) + · · ·+
+c−1(z − a)m0−1 + . . . , z ∈

◦
Bρ(a). (13.6)

Так как полученный в правой части равенства (13.6) степен-
ной ряд сходится в Bρ(a), то по теореме 9.1 Абеля он сходится
абсолютно и локально равномерно в области Bρ(a). Поэтому и
по теореме 9.3 Вейерштрасса его можно почленно дифферен-
цировать (m0 − 1) раз, после чего получаем
dm0−1

dzm0−1
[(z − a)m0f(z)] =

= (m0 − 1)!c−1 +m0!c0(z − a) + . . . , z ∈
◦
Bρ(a). (13.7)

Левая часть равенства (13.7), очевидно, имеет предел при
z → a. Поэтому, переходя к пределу, в силу формулы (13.3)
получаем формулу (13.4). �

Лемма 13.2. Пусть функция f :
◦
Bρ(a)→ C представима в

виде
f(z) =

P (z)

Q(z)
, z ∈

◦
Bρ(a),

где функции P и Q регулярны в круге Bρ(a), причем
P (a) 6= 0, Q(a) = 0, Q′(a) 6= 0. (13.8)

Тогда справедлива формула

res
a
f =

P (a)

Q′(a)
. (13.9)

Доказательство. В самом деле, в силу условия (13.8) точ-
ка a — полюс 1-го порядка функции f и по формуле (13.4) (при
m0 = 1) получаем

res
a
f = lim

z→a

[
P (z)(z − a)

Q(z)

]
= lim

z→a

P (z)

Q(z)−Q(a)
z − a

=
P (a)

Q′(a)
. �

Определение 13.2. Пусть функция f :
◦
BR0(∞)→ C регу-

лярна (число R0 > 0). Тогда вычетом функции f в бесконеч-
ности называется число

res
∞
f :=

1

2πi

∫
γR−1

f(z) dz, (13.10)
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где число R > R0, а окружность γR−1 = {z
∣∣ |z| = R} ориенти-

рована движением по ходу часовой стрелки (т. е. отрицатель-
но) (см. рис. 13.1).

x

y

0 R0 R

γ−1
R

Рис. 13.1

Аналогично случаю конечной точ-
ки оценим res

∞
f через ряд Лора-

на для функции f в окрестности
◦
BR0(∞), учитывая, что его коэффи-
циенты имеют вид

cn =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζn+1
dζ, n ∈ Z, (13.11)

где окружность γR при R > R0 ориен-
тирована движением против хода ча-
совой стрелки. Сравнивая выражения (13.11) и (13.10), убеж-
даемся в справедливости формулы

res
∞
f = −c−1, (13.12)

где c−1 — коэффициент разложения функции f в ряд Лорана
с центром в бесконечности. Здесь появился знак минус за счет
различной ориентации окружности γR в формулах (13.11) и
(13.10).

Лемма 13.3. Пусть ∞ — устранимая особая точка функ-
ции f . Тогда res

∞
f можно вычислить по формуле

res
∞
f = lim

z→∞
[z (f(∞)− f(z))] . (13.13)

Доказательство. Из условия леммы следует, что ряд Ло-
рана в некоторой окрестности

◦
BR0(∞) имеет вид

f(z) = f(∞) +
c−1

z
+
c−2

z2
+ . . . ,

т. е.

z (f(∞)− f(z)) = −c−1 −
c−2

z
+ o

(
1

z

)
,

что в пределе при z →∞ дает формулу (13.13). �

Теорема 13.1 (Коши о вычетах). Пусть задана область
G ⊂ C с кусочно-гладкой положительно ориентированной гра-
ницей Γ (см. определения 7.1, 7.2), пусть G := G

⋃
Γ. Пусть
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функция f определена и регулярна на G всюду, за исключением
конечного числа изолированных особых точек a1, a2, . . . , an ∈ G
(при этом имеется в виду, что все ak различны и если ∞ ∈
∈ G, то ∞ = an) и пусть к тому же функция f определена и

непрерывна на G \ (
n⋃
k=1

ak). Тогда справедлива формула∫
Γ

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

res
ak
f. (13.14)

Доказательство.
1. Пусть область G ограничена. Так как число особых то-

чек a1, . . . , an ∈ G конечно, то существует число r > 0 такое,
что Br(ak) ⊂ G ∀ k ∈ 1, n, причем эти круги попарно не пересе-

каются. Определим множество G̃ := G \
(

n⋃
k=1

Br(ak)

)
.

Множество G̃ тоже является областью с кусочно-гладкой

положительно ориентированной границей Γ̃ = Γ ∪
(

n⋃
k=1

γk
−1

)
,

где γk суть окружности {z
∣∣ |z − ak| = r}, ориентированные

движением против хода часовой стрелки, а γk−1 — они же, но
ориентированные по ходу часовой стрелки (см. рис. 13.2). По
условиям теоремы функция f регулярна на G̃ и непрерывна на
ее замыкании G̃ := G̃ ∪ Γ̃. Тогда из теоремы 7.3 и свойств ин-
тегралов получаем

0 =

∫
Γ̃

f(z) dz =

∫
Γ

f(z) dz −
n∑
k=1

∫
γk

f(z) dz
(13.1)

=

(13.1)
=

∫
Γ

f(z) dz −
n∑
k=1

2πi res
ak
f,

откуда и следует формула (13.14).
2. Пусть ∞ ∈ G. Тогда особые точки a1, . . . , an−1 ∈ G — ко-

нечны, а an =∞. Так как по определению 7.1 граница Γ состо-
ит из ограниченных гладких компонент, то существует число

R > 0 такое, что для каждого z ∈ Γ ∪
(
n−1⋃
k=1

ak

)
справедливо

неравенство |z| < R.
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x

y

0

Γ1

G

Γ2

Γ3

γ1

γk

γn

a1

ak

an

x

y

0

γR

Γ1

Γ2

a1

a2

ak

an−1

Рис. 13.2 Рис. 13.3

Определим G̃ = G ∩ BR(0). Тогда G̃ — ограниченная об-
ласть с кусочно-гладкой границей Γ̃ = Γ ∪ γR, где γR = {z

∣∣∣∣ |z| = R} — окружность, ориентированная движением против
хода часовой стрелки (см. рис. 13.3). Для регулярной в C \
\ BR(0) функции f по определению 13.2 справедлива формула

res
∞
f = − 1

2πi

∫
γR

f(z) dz. (13.15)

Так как область G̃ ограничена, то, опираясь на результат
пункта 1), получаем∫

Γ̃

f(z) dz = 2πi

n−1∑
k=1

res
ak
f. (13.16)

С другой стороны,∫
Γ̃

f(z) dz =

∫
Γ

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz
(13.15)

=

∫
Γ

f(z) dz − 2πi res
∞
f,

откуда и из (13.16) следует (13.14). �

Следствие 13.1. Пусть функция f регулярна во всей ком-
плексной плоскости, за исключением конечного числа изоли-
рованных особых точек a1, . . . , an ∈ C. Тогда

n∑
k=1

res
ak
f = 0. (13.17)

Доказательство. Так как ∞, очевидно, является особой
точкой данной функции f , то без ограничения общности пола-
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гаем, что an =∞. Рассмотрим R > 0 такое, что все ak ∈ BR(0)
∀ k ∈ 1, n− 1. Как обычно, обозначим через γR := {z

∣∣ |z| = R}
окружность, ориентированную движением против хода часо-
вой стрелки. Тогда по теореме 13.1 для области BR(0) получа-
ем ∫

γR

f(z) dz = 2πi
n−1∑
k=1

res
ak
f. (13.18)

С другой стороны, по определению 13.2,

−
∫
γR

f(z) dz = 2πi res
∞
f,

что вместе с (13.18) дает равенство (13.17). �

Применим теорию вычетов для вычисления различных ин-
тегралов.

Пример 13.1. Вычислим интеграл J =
∫
γ

z dz
(z − 1)(z − 2)

.

Здесь контур интегрирования γ есть окружность γ = {z
∣∣ |z| =

= 3}, а функция f(z) = z
(z − 1)(z − 2)

. Особыми точками этой
функции f внутри контура γ являются точки 1 и 2, это по-
люсы 1-го порядка. Применяя теорему 13.1 и формулу (13.9),
получаем
J = 2πi

(
res
1
f + res

2
f
)

= 2πi

( z
z − 2

1

∣∣∣∣
z=1

+

z
z − 1

1

∣∣∣∣
z=2

)
= 2πi.

x

y

0−R R

CR

Рис. 13.4

Пример 13.2. Вычислим интеграл

J =

+∞∫
−∞

1 + x2

1 + x4
dx.

Чтобы применить теорему о выче-
тах выбираем число R > 1, для ко-
торого определим ориентированную

движением против хода часовой стрелки замкнутую кривую
γR := [−R,R] ∪ CR, где [−R,R] — отрезок, а CR := {z

∣∣ |z| =
= R, Im z > 0} — полуокружность в верхней полуплоскости
(см. рис. 13.4). Определим функцию f(z) := 1 + z2

1 + z4 и внача-
ле вычислим интеграл JR :=

∫
γR

f(z) dz.
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Функция f имеет полюсы 1-го порядка (нули знаменателя)
в точках zk = ei(π/4+πk/2), k = 0, 1, 2, 3, причем только точки z0

и z1 лежат внутри кривой γR.
По теореме 13.1 о вычетах и формуле (13.9) получаем

JR = 2πi

(
res
z0
f + res

z1
f

)
= 2πi

[
1 + ei

2π
4

4ei
3π
4

+
1 + e2i 3π

4

4ei
9π
4

]
=

= 2πi

[
1

2i
· e
−iπ

4 + ei
π
4

2
+

1

−2i
· e
−i 3π

4 + ei
3π
4

2

]
=

= π

(
cos

π

4
− cos

3π

4

)
= π
√

2.

С другой стороны

JR =

+R∫
−R

f(z) dz +

∫
CR

f(z) dz := I1
R + I2

R.

Очевидно, что интеграл I1
R → J при R→ +∞. Позже (см.

лемму 13.4) мы докажем, что интеграл I2
R → 0 при R→ +∞,

откуда в итоге получим, что J = π
√

2.
Обобщая пример 13.2, изучим правила вычисления интегра-

лов различных типов с помощью теории вычетов.

13.1. Вычисление интегралов вида

J =

+∞∫
−∞

Fn,m(x) dx. (13.19)

Здесь Fn,m(x) =
Pn(x)
Qm(x)

— рациональная функция, где{
Pn(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0,

Qm(x) = xm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0,

(13.20)

причем полагаем, что Qm(x) 6= 0 при всех x ∈ R1.
Из математического анализа известно, что интеграл J

(13.19) сходится при условии m > n+ 1. С помощью теории
вычетов независимо и очень просто покажем, что это условие
достаточно для сходимости интеграла (13.19) в смысле главно-
го значения.

Пусть {z+
k }

l
k=1 — совокупность всех различных нулей много-
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члена Qm(z), лежащих в верхней полуплоскости Im z > 0. Как
и в примере 13.2, для всякого числа R > R0 := max {|z+

k |
∣∣ k ∈

∈ 1, l} определим кривую γR := [−R,R]∪CR, ориентированный
движением против хода часовой стрелки, где [−R,R] — отре-
зок, а CR := {z

∣∣ |z| = R, Im z > 0} — полуокружность. Опре-
делим интеграл

JR :=

∫
γR

Fn,m(z) dz.

По теореме 13.1 о вычетах, при каждом R > R0 получаем

JR = 2πi

(
l∑

k=1

res
z+k

Fn,m

)
,

т.е. JR = const не зависит от R > R0. С другой стороны, имеет
место представление интеграла JR в виде суммы JR = J1

R +J2
R,

где

J1
R :=

+R∫
−R

Fn,m(x) dx, J2
R :=

∫
CR

Fn,m(z) dz. (13.21)

Если показать, что при условии m > n+ 1 существует
lim

R→+∞
J2
R = 0, то получим, что существует lim

R→+∞
J1
R = J и

справедлива формула:
+∞∫
−∞

Fn,m(x) dx = 2πi

l∑
k=1

res
z+k

Fn,m. (13.22)

Докажем необходимое утверждение, опираясь на следующую
лемму.

Лемма 13.4. Пусть Φ(z) — непрерывная функция на
замкнутом множестве {z

∣∣ Im z > 0, |z| > R0 > 0}. Пусть
CR := {z

∣∣ |z| = R, Im z > 0}, R > R0, — полуокружность в
верхней полуплоскости. Обозначим

ε(R) := max {|Φ(z)|
∣∣ z ∈ CR} при R > R0.

Если
lim

R→+∞
ε(R)R = 0,

то
lim

R→+∞

∫
CR

Φ(z) dz = 0.
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Доказательство. Из условий леммы получаем оценки∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

Φ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∫
CR

|Φ(z)||dz| 6 ε(R)

∫
CR

|dz| = ε(R)πR→ 0. �

Применим лемму 13.4 для случая рациональной функции
Φ(z) := Fn,m(z) (т.е. к правому интегралу в (13.21)). При до-
статочно больших |z| > R0 получаем

|Φ(z)| = |z
n|(1 + o1(1))

|zm|(1 + o2(1))
= |z|n−m(1 + o3(1)),

т.е. справедлива оценка |Φ(z)| 6 2|z|n−m, т. е. ε(R)R 6
6 2Rn−m+1 → 0 при n−m+ 1 < 0, откуда следует, что вы-
полнены условия леммы 13.4, по которой получаем равенство

lim
R→+∞

J2
R = 0.

Таким образом, сходимость интеграла (13.19) при m > n+
+ 1 в смысле главного значения и формула (13.22) обоснованы
полностью.

13.2. Вычисление интегралов вида

J =

2π∫
0

F (cosϕ, sinϕ) dϕ. (13.23)

Здесь F (x, y) :=
P (x, y)
Q(x, y)

; где P,Q — многочлены переменных x
и y.

Сделаем замену z = z(ϕ) = eiϕ, 0 6 ϕ 6 2π.
Тогда cosϕ = 1

2

(
eiϕ + e−iϕ

)
= 1

2

(
z + 1

z

)
; sinϕ = 1

2i

(
z − 1

z

)
,

dz = ieiϕ dϕ, т. е.

J =

2π∫
0

F

(
z(ϕ)

2
+

1

2z(ϕ)
,
z(ϕ)

2i
− 1

2iz(ϕ)

)
· z
′(ϕ)

iz(ϕ)
dϕ =

=

∫
|z|=1

F

(
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))
dz

iz
=

∫
|z|=1

F1(z) dz.

В итоге интеграл (13.23) свелся к интегралу по окружности
|z| = 1 от рациональной функции F1(z), который может быть
вычислен с помощью теоремы 13.1 о вычетах.
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13.3. Вычисление интегралов вида

J =

+∞∫
−∞

eiαxFn,m(x) dx. (13.24)

Здесь Fn,m(x) :=
Pn(x)
Qm(x)

— рациональная функция (13.20), α —

действительное число, α > 0 и Qm(x) 6= 0 при всех x ∈ R1

(т. е. интеграл (13.24) есть преобразование Фурье рациональ-
ной функции F ). С помощью теории вычетов покажем, что ин-
теграл (13.24) сходится в смысле главного значения при усло-
вии, что m− n > 0, и вычислим этот интеграл.

Пусть через {z+
k }

l
k=1 обозначены все различные нули много-

члена Qm(z) (знаменателя функции Fn,m(z)), лежащие в верх-
ней полуплоскости. Рассмотрим, как и в пункте I, при любом
R > R0 := max {|z+

k |
∣∣ k ∈ 1, l} положительно ориентированный

контур γR := [−R,R] ∪ CR, где, как и прежде, [−R,R] — отре-
зок, а CR — полуокружность радиуса R в верхней полуплоско-
сти. По теореме о вычетах получаем

JR :=

∫
γR

eiαzFn,m(z) dz = 2πi

l∑
k=1

res
z+k

(
eiαzFn,m(z)

)
, (13.25)

т.е. интеграл JR не зависит отR > R0. С другой стороны, спра-
ведливо представление этого интеграла (13.25) в виде суммы
двух интегралов

JR =

+R∫
−R

eiαxFn,m(x) dx+

∫
CR

eiαzFn,m(z) dz. (13.26)

Первое слагаемое справа в (13.26) будет иметь предел и схо-
диться к искомому значению J интеграла (13.24) при R→ +∞,
если второе слагаемое в (13.26) имеет предел приR→ +∞, рав-
ный нулю. Чтобы показать последнее, докажем лемму.

Лемма 13.5 (Жордан). Пусть Φ(z) — непрерывная функ-
ция на замкнутом множестве {z

∣∣ Im z > 0, |z| > R0 > 0}.
Пусть число α > 0 и CR := {z

∣∣ |z| = R, Im z > 0}, R > R0, —
семейство полуокружностей в верхней полуплоскости. Обо-
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значим
ε(R) := max {|Φ(z)|

∣∣ z ∈ CR} при R > R0.

Если lim
R→+∞

ε(R) = 0, то lim
R→+∞

∫
CR

eiαzΦ(z) dz = 0.

Доказательство.Пусть z ∈ CR, тогда z=Reiϕ =R cosϕ+

+iR sinϕ, 0 6 ϕ 6 π. Поэтому при z ∈ CR∣∣eiαz∣∣ =
∣∣∣eiα(x+iy)

∣∣∣ = e−αy = e−αR sinϕ.

Воспользовавшись известным неравенством

sinϕ >
2

π
ϕ при ϕ ∈

[
0,
π

2

]
, (13.27)

получаем оценки∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

eiαzΦ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∫
CR

|Φ(z)|e−αR sinϕ|dz| 6

6 ε(R)R

π∫
0

e−αR sinϕ dϕ = 2ε(R)R

π/2∫
0

e−αR sinϕ dϕ 6

6 2ε(R)R

π/2∫
0

e−αR2ϕ/π dϕ =
π

α
ε(R)(1− e−αR) 6

π

α
ε(R),

т. е. справедливо утверждение леммы. �

Возвращаясь к формуле (13.26), покажем с помощью леммы
Жордана, что при условии m > n второй интеграл в (13.26)
стремится к нулю при R→∞. При достаточно больших R >

> R0 в силу условия m− n > 1 получаем ε(R) 6 2
Rm−n

6 2
R →

→ 0. Отсюда по лемме 13.5 из (13.25) и (13.26) получаем ра-
венство lim

R→+∞
JR = J и формулу

+∞∫
−∞

eiαxFn,m(x) dx = 2πi ·
l∑

k=1

res
z+k

(
eiαzFn,m(z)

)
. (13.28)
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Пример 13.3. Вычислим интеграл Лапласа вида

J(α) :=

+∞∫
−∞

eiαx

1 + x2
dx, α ∈ R1.

Здесь F (z) = 1
1 + z2 ; ее особые точки z1,2 = ±i, т. е. в верхней

полуплоскости лежит лишь точка z+
1 = i— полюс 1-го порядка.

При α > 0 по формуле (13.28) получаем

J(α) = 2πi res
i

(
eiαz

1 + z2

)
= 2πi

(
eiαz

2z

∣∣∣∣
z=i

)
= πe−α.

При α < 0 делаем в интеграле замену x = −t:

J(α) =

−∞∫
+∞

e−iαt

1 + t2
(−dt) =

+∞∫
−∞

ei|α|t

1 + t2
dt = πe−|α|.

В итоге, J(α) = πe−|α|.
С другой стороны, так как

+∞∫
−∞

eiαx

1 + x2
dx =

+∞∫
−∞

cosαx

1 + x2
dx+ i

+∞∫
−∞

sinαx

1 + x2
dx,

причем последний интеграл от нечетной функции, очевидно,
равен нулю, то получаем еще одну формулу

+∞∫
−∞

cosαx

1 + x2
dx = πe−|α|.

Следствие 13.2. Интегралы вида

J1 =

+∞∫
−∞

cosαx · Fn,m(x) dx и J2 =

+∞∫
−∞

sinαx · Fn,m(x) dx, (13.29)

где Fn,m(x) — рациональная функция, сводятся к интегралу
вида (13.24), т. е.

J1 = Re

+∞∫
−∞

eiαxFn,m(x) dx, J2 = Im

+∞∫
−∞

eiαxFn,m(x) dx.
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§ 14. Приращение аргумента z вдоль кривой

Пусть z = x+ iy 6= 0. Напомним, что ϕ ∈ Arg z, если выпол-
нены равенства

cosϕ =
x

|z|
, sinϕ =

y

|z|
, (14.1)

где Arg z := {ϕ+ 2πk
∣∣ k ∈ Z} — многозначная функция аргу-

мента z, определенная на C \ {0}. Нас будет интересовать во-
прос выделения непрерывных ветвей многозначной функции
Arg z.

Теорема 14.1. Пусть z: [0, 1]→ C — непрерывно
дифференцируемая функция (т. е. класса C1[0, 1]), при-
чем z(t) := x(t) + iy(t) 6= 0 ∀t ∈ [0, 1]. Пусть задано зна-
чение ϕ0 ∈ Arg z(0). Тогда существует действительная
функция ϕ(·) ∈ C1[0, 1], удовлетворяющая включению ϕ(t) ∈
∈ Arg z(t), t ∈ [0, 1], т.е. уравнениям

cosϕ(t) =
x(t)

|z(t)|
, sinϕ(t) =

y(t)

|z(t)|
, t ∈ [0, 1], (14.2)

и условию ϕ(0) = ϕ0. Более того, эта функция единственна и
задается явной формулой

ϕ(t) = ϕ0 +

∫ t

0

xy′ − yx′

x2 + y2
dτ. (14.3)

Доказательство. Рассмотрим функцию ϕ(·) из (14.3) и
вычислим ее производную

ϕ′(t) =
xy′ − yx′

x2 + y2
. (14.4)

Определим функции u(t) := cosϕ(t), v(t) := sinϕ(t). Тогда,
вычисляя их производные, получаем{

u′ = − sinϕ(t) · ϕ′(t) = −vϕ′,
v′ = cosϕ(t) · ϕ′(t) = uϕ′.

(14.5)

Определим функции ũ(t) :=
x(t)
|z(t)| и ṽ(t) :=

y(t)
|z(t)| . Тогда

ũ′ =
d

dt

(
x

|z|

)
=

d

dt

(
x√

x2 + y2

)
=
x′

|z|
− x(xx′ + yy′)

|z|3
=

=
x′y2 − xyy′

|z|3
= − y

|z|
· xy

′ − yx′

x2 + y2
= −ṽ xy

′ − yx′

x2 + y2
, (14.6)
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ṽ′ =
d

dt

(
y

|z|

)
= · · · = x

|z|
· xy

′ − yx′

x2 + y2
= ũ

xy′ − yx′

x2 + y2
. (14.7)

В силу равенства (14.4) видим, что функции (ũ, ṽ) удовлетво-
ряют той же системе линейных дифференциальных уравнений
(14.5), что и функции (u, v), причем при t = 0 имеем равенства
u(0) = ũ(0), v(0) = ṽ(0). По теореме единственности решения
задачи Коши для системы линейных дифференциальных урав-
нений (14.5) получаем u(t) ≡ ũ(t), v(t) ≡ ṽ(t) при t ∈ [0, 1], т. е.
справедливы равенства (14.2), и функция ϕ(t) из (14.3) есть
искомая.

Допустим, что существует другая непрерывно дифференци-
руемая функция ϕ1(t), удовлетворяющая равенствам (14.2) и
условию ϕ1(0) = ϕ0. Тогда, дифференцируя равенства (14.2),
получаем, в силу (14.5) и (14.6),(14.7), что ϕ′1(τ) = xy′ − yx′

x2 + y2 , от-
куда, интегрируя эту производную по отрезку [0, t] (при каж-
дом t ∈ [0, 1]), получаем в силу формулы (14.3), что ϕ1 ≡ ϕ. �

Замечание 14.1. Формулу (14.3) можно переписать в более
компактном виде

ϕ(t) = ϕ0 + Im

∫ t

0

z′(τ)

z(τ)
dτ. (14.8)

В самом деле, преобразовав подынтегральную в (14.8) функ-
цию

z′

z
=

(x′ + iy′)(x− iy)

x2 + y2
=
x′x+ y′y

x2 + y2
+ i

y′x− yx′

x2 + y2
,

получаем из формулы (14.3) формулу (14.8).
Итак, при выполнении условий теоремы 14.1 существу-

ет непрерывно дифференцируемая ветвь ϕ(t) многозначной
функции Arg z(t) вида (14.3).

Определение 14.1. Приращением аргумента функции
z(·) ∈ C1[0, 1] на отрезке [0, 1] назовем число

∆[0,1] arg z(t) := ϕ(1)− ϕ(0) =

=

1∫
0

x(t)y′(t)− y(t)x′(t)

x2(t) + y2(t)
dt = Im

1∫
0

z′(t)

z(t)
dt. (14.9)
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Теорема 14.2 (логарифмическое свойство). Пусть
функция z: [0, 1]→ C имеет вид z(t) := z1(t)z2(t), где функ-
ции z1(·), z2(·) ∈ C1[0, 1], причем z1(t) 6= 0, z2(t) 6= 0 ∀ t ∈ [0, 1].
Тогда справедливо равенство

∆[0,1] arg z(t) = ∆[0,1] arg z1(t) + ∆[0,1] arg z2(t). (14.10)
Доказательство. Из определения 14.1 (формулы (14.9))

получаем
∆[0,1] arg z(t) = Im

1∫
0

(z1(τ)z2(τ))′

z1(τ) · z2(τ)
dτ = Im

1∫
0

z′1z2 + z′2z1

z1z2
dτ =

= Im

1∫
0

(
z′1
z1

+
z′2
z2

)
dτ = ∆[0,1] arg z1(t) + ∆[0,1] arg z2(t). �

Определение 14.2. Приращением аргумента z вдоль кри-
вой γ, заданной параметрически с помощью функции z(t), t ∈
∈ [0, 1], назовем

∆γ arg z := ∆[0,1] arg z(t). (14.11)
Замечание 14.2. В определении 14.2 приращение аргумен-

та z вдоль гладкой кривой γ не зависит от выбора эквивалент-
ной параметризации z(t), с помощью которой задана эта кри-
вая γ, т. е. справедлива формула

∆γ arg z = Im

∫
γ

dz

z
. (14.12)

Это следует из формул (14.9) и (14.11), а также из свойства
независимости криволинейного интеграла от выбора эквива-
лентной параметризации гладкой кривой (см. свойство 5◦ § 6).

Замечание 14.3. Легко установить геометрический смысл
приращения аргумента z вдоль гладкой кривой γ. Это прира-
щение является углом поворота радиус-вектора

−→
0z при непре-

рывном проведении конца вектора z вдоль кривой γ от началь-
ной ее точки z(0) до конечной ее точки z(1).

Определение 14.3. Пусть в области G задано семейство
кривых {γα} ⊂ G, α ∈ [a, b], представленное функцией z(t, α),
t ∈ [0, 1], у которой существует производная z′t(t, α), причем
функции z(t, α), z′t(t, α) непрерывны по совокупности аргумен-
тов на [0, 1]× [a, b]. Тогда говорят, что семейство {γα} зада-
ет непрерывную деформацию гладкой кривой γa в гладкую кри-
вую γb в области G.
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Замечание 14.4. В частном случае, когда z(0, α) ≡ z0,
z(1, α) = z1 (т. е. семейство γα имеет неподвижные начальную
и конечную точки), то получаем непрерывную деформацию
кривой γa в кривую γb с неподвижными началом и концом
(см. рис. 14.1). В этом случае также говорят, что кривые γa
и γb гомотопны в области G.

x

y

0

γa

γα1

γb

z0

z1

t

α

0

z(t, α)

1

a

α1

b

Рис. 14.1

Теорема 14.3 (устойчивость при непрерывной де-
формации). Пусть семейство кривых {γα} задает непрерыв-
ную деформацию гладкой кривой γa в гладкую кривую γb в обла-
сти C\{0} (в силу определения 14.3). При этом z(t, α) 6= 0 при
всех (t, α) ∈ [0, 1]× [a, b]. Пусть существует число A ∈ C, A 6=
6= 0, такое, что справедливо равенство z(1, α) = Az(0, α) ∀α ∈
∈ [a, b]. Определим функцию I(α) := ∆γα arg z от парамет-
ра α ∈ [a, b] (т. е. I(α) = ∆[0,1] arg z(t, α)). Тогда I(α) = const,
откуда, в частности, следует равенство ∆γa arg z = ∆γb arg z.

Доказательство. При каждом значении α ∈ [a, b] обозна-
чим через ϕ(t, α) непрерывную по t ветвь многозначной функ-
ции t→ Arg z(t, α), полученную в теореме 14.1 (см. формулу
(14.3)). Так как

ϕ(1, α) ∈ Arg z(1, α), ϕ(0, α) ∈ Arg z(0, α),

то

ϕ(1, α)− ϕ(0, α) ∈ Arg
z(1, α)

z(0, α)
,

и так как по условию z(1, α)
z(0, α)

≡ A, т. е. не зависит от α, то

∀ψ0 ∈ ArgA ∃n(α) ∈ Z,
ϕ(1, α)− ϕ(0, α) = ψ0 + 2πn(α), ∀α ∈ [a, b]. (14.13)
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По определению 14.1 из равенства (14.13) получаем
I(α) := ∆[0,1] arg z(t, α) = ϕ(1, α)−ϕ(0, α) = ψ0+2πn(α), (14.14)

т. е. I(α) есть ступенчатая функция.
В свою очередь, из формулы (14.9) получаем равенство

I(α) = Im

1∫
0

z′t(t, α)

z(t, α)
dt.

В этом равенстве подынтегральная функция в стоящем справа
интеграле непрерывна по (t, α) на [0, 1]× [a, b], откуда следует,
что интеграл непрерывно зависит от параметра α. В итоге
непрерывная ступенчатая функция (14.14) может быть только
константой. �

Следствие 14.1. В силу теоремы 14.3 можно определить
понятия ∆[0,1] arg z(t) (∆γ arg z) не только для гладких, но и
для непрерывных функций z(t) (кривых γ).

Доказательство. Пусть задана непрерывная функция z:
[0, 1]→ C (т. е. z(·) ∈ C[0, 1]) и пусть z(t) 6= 0 при всех t ∈ [0, 1].
Определим число r := min {|z(t)|

∣∣ t ∈ [0, 1]}. Очевидно, что
r > 0. Выберем положительное число ε 6 r/2. Обозначим че-
рез zε(·) — произвольную функцию класса C1[0, 1], приближа-
ющую данную функцию z(·) с точностью до ε, т. е. |z(t)−
− zε(t)| < ε ∀ t ∈ [0, 1], причем zε(0) = z(0), zε(1) = z(1). Та-
кую функцию zε(·) будем называть гладкой ε-аппроксимацией
функции z(·). Легко показать, что гладкая ε-аппроксимация
zε(·) функции z(·) существует. Так, по теореме Вейерштрас-
са (см., например, [1], § 24.3), для заданной функции z(·) су-
ществует многочлен Pn(·) такой, что |z(t)− Pn(t)| < ε/2, ∀ t ∈
∈ [0, 1]. Тогда функция

zε(t) := Pn(t) + (z(1)− Pn(1)) t+ (z(0)− Pn(0)) (1− t)
будет искомой функцией. В самом деле, она гладкая, zε(0) =
= z(0), zε(1) = z(1), и
|zε(t)− z(t)| 6 |z(t)− Pn(t)|+ |z(1)− Pn(1)|t+

+|z(0)− Pn(0)|(1− t) < ε

2
+
ε

2
t+

ε

2
(1− t) = ε.

Отметим, что zε(t) 6= 0 при всех t ∈ [0, 1]. В самом деле,
|zε(t)| = |(zε(t)− z(t)) + z(t)| >

> |z(t)| − |zε(t)− z(t)| > r − ε > 1

2
r > 0. �
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Определение 14.4. Приращением аргумента непрерывной
функции z(·) ∈ C[0, 1], z(t) 6= 0, ∀t ∈ [0, 1], на отрезке [0, 1] на-
зовем

∆[0,1] arg z(t) := ∆[0,1] arg zε(t), (14.15)
где zε(·) ∈ C1[0, 1] — любая гладкая ε-аппроксимация функции
z(·) при достаточно малом значении ε > 0.

x

y

0

zε(t)

z̃ε(t)z(0)

z(1)

∆[0,1] arg z(t)

Рис. 14.2

Следствие 14.2. Выражение
(14.15) не зависит от выбора гладкой
ε-аппроксимации zε(·) для непрерывной
функции z(·), т. е. определение 14.4
корректно.

Доказательство. В самом де-
ле пусть z̃ε(·) — другая гладкая ε-

аппроксимация функции z(·) при достаточно малом ε > 0
(см. рис. 14.2).

Определим функцию

z(t, α) := αz̃ε(t) + (1− α)zε(t), ∀α ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1].

Очевидно, что эта функция задает непрерывную деформацию
zε(·) в z̃ε(·). При этом

|z(t, α)− z(t)| 6 α|z̃ε(t)− z(t)|+ (1− α)|zε(t)− z(t)| < ε,

где
ε < r 6 |z(t)|, ∀t ∈ [0, 1],

поэтому

|z(t, α)| > |z(t)| − |z(t, α)− z(t)| > r − ε > 0,

т.е. z(t, α) 6= 0 ∀ (t, α). В итоге показали, что функция z(t, α)
удовлетворяет условиям теоремы 14.3, из которой получаем
требуемое равенство ∆[0,1] arg z̃ε(t) = ∆[0,1] arg zε(t). �

Приведем еще одно очевидное следствие определений 14.1
и 14.4.

Следствие 14.3. Для всякой замкнутой кривой ◦γ ∈ C\{0}
существует число k◦γ ∈ Z такое, что

∆◦γ arg z = 2πk◦γ . (14.16)
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§ 15. Регулярные ветви многозначных функций
корня и логарифма Ln z

Напомним, что на множестве C \ {0} в § 5 были определены
многозначные функции вида

{ n
√
z} := n

√
|z|e

i
n

Arg z, (15.1)

Ln z := ln |z|+ iArg z, (15.2)
где n ∈ N, n > 2, Arg z := {arg z + 2πk

∣∣ k ∈ Z} — множество
всех аргументов числа z 6= 0.

В § 5 по теореме 5.2 об обратной функции было показано, что
эти многозначные функции { n

√
z} и Ln z в области C \ (−∞, 0]

имеют регулярные ветви, которые были названы главными ре-
гулярными ветвями. Эти ветви имели вид

g0(z) := n
√
|z|e

i
n

argгл z, (15.3)

h0(z) := ln |z|+ i argгл z, (15.4)
где argгл z ∈ (−π, π).

Обобщим рассуждения из § 5.
1. Простейший случай. Зафиксируем числа n ∈ N, n > 2,

и ψ0 ∈ [−π, π). Рассмотрим угловую область вида G1 := {z 6=
6= 0

∣∣ arg z ∈
(
ψ0
n , ψ0 + 2π

n

)
}.

Функция w = zn однолистна на области G1 и отображает эту
область на область C \ λψ0 , где λψ0 := {z

∣∣ arg z = ψ0} ∪ {0} —
луч, выходящий из точки 0, состоящий из точек с аргументом
ψ0. Следовательно, обратная к степенной функции функция
существует и имеет вид

g∗(z) := n
√
|z|e

i
n

arg∗ z, (15.5)

где arg∗ z ∈ (ψ0, ψ0 + 2π). По теореме 5.2 об обратной функ-
ции (точнее, по следствию 5.1) функция g∗, определенная по
формуле (15.5), будет регулярной функцией, т. е. регулярной
ветвью многозначной функции { n

√
z}, определенной на области

C \ λψ0 со значениями в области G1.
Аналогично, пусть функция ez, задана на области G2 := {z

∣∣∣∣ Im z ∈ (ψ0, ψ0 + 2π)}. Тогда она однолистна на ней и прини-
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мает значения в области C \ λψ0 . Соответствующая обратная
функция имеет вид

h∗(z) := ln |z|+ i arg∗ z, (15.6)

где arg∗ z ∈ (ψ0, ψ0 + 2π). По теореме 5.2 об обратной функции
функция h∗, определенная по формуле (15.6), будет регуляр-
ной функцией, т. е. регулярной ветвью многозначной функции
Ln z, определенной на области C \ λψ0 со значениями в обла-
сти G2.

Лемма 15.1. Зафиксируем число ψ0 ∈ [−π, π) и область
G ⊂ C \ λψ0. Все непрерывные ветви многозначных функций
{ n
√
z} и Ln z, существующие на области G, являются регу-

лярными ветвями и имеют соответственно вид:

gk(z) = g∗(z)e
2πki
n , k ∈ 0, n− 1, (15.7)

hk(z) = h∗(z) + 2πki, k ∈ Z, (15.8)
где функции g∗ и h∗ определены в (15.5), (15.6).

Доказательство. Очевидно, что функции gk и hk являют-
ся ветвями многозначных функций { n

√
z} и Ln z соответствен-

но, при этом они регулярны на области G, так как функции
g∗ и h∗ регулярны. Допустим, что g — некоторая непрерыв-
ная ветвь многозначной функции { n

√
z}, определенная на об-

ласти G. Тогда по определению корня справедливы тождества
gn(z) ≡ z и gn∗ (z) ≡ z. Поэтому

(
g(z)
g∗(z)

)n
≡ 1, откуда g(z)

g∗(z)
∈

∈ { n
√

1}, т.е. существует k(z) ∈ 0, n− 1 такое, что
g(z)

g∗(z)
= ei

2π
n
k(z), z ∈ G. (15.9)

В равенстве (15.9) слева стоит непрерывная функция, а спра-
ва — функция, принимающая дискретные значения, что воз-
можно лишь при условии, что эта функция постоянна. Это
значит, что существует число k0 ∈ 0, n− 1 такое, что g(z) =
= gk0(z), т. е. формула (15.7) описывает все непрерывные (и
регулярные) ветви многозначной функции { n

√
z}.

Аналогично, пусть задана некоторая непрерывная ветвь h
многозначной функции Ln z на области G. Тогда по определе-
нию обратной функции получаем равенства eh(z) ≡ z, eh∗(z) ≡
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≡ z, ∀ z ∈ G, т. е. eh(z)−h∗(z) ≡ 1, откуда существует k(z) ∈ Z
такое, что

h(z)− h∗(z) = 2πk(z)i. (15.10)
Слева в равенстве (15.10) — непрерывная функция, справа —
функция с дискретными значениями, следовательно, k(z) =
= k0 = const, т. е. формула (15.8) описывает все непрерывные
(и регулярные) ветви многозначной функции Ln z. �

Лемма 15.2. У многозначных функций { n
√
z} и Ln z

не существует непрерывных ветвей, определенных в кольце
Kr,R(0) := {z

∣∣ r < |z| < R}, где 0 6 r < R 6 +∞.
Доказательство. От противного. Допустим, что в

некотором кольце Kr,R(0) существует некоторая непрерывная
ветвь g многозначной функции { n

√
z}. Тогда эта функция g

непрерывна на области Kr,R(0) \ (−∞, 0]. По лемме 15.1 (при
ψ0 = −π) существует номер k0 ∈ Z такой, что

g(z) = g0(z)e
2πk0i
n , ∀ z ∈ Kr,R(0) \ (−∞, 0], (15.11)

где g0 — главная регулярная ветвь (15.3). Пусть x ∈ (−R,−r).
Тогда из равенства (15.11) получаем в пределе

g(x+ i0) = n
√
|x|e

iπ+2πk0i
n , g(x− i0) = n

√
|x|e

−iπ+2πk0i
n ,

т. е. g(x+ i0) 6= g(x− i0), что противоречит тому, что функ-
ция g непрерывна в точке x ∈ Kr,R(0).

Аналогично доказывается утверждение для Ln z. �

Следствие 15.1. Не существует непрерывных ветвей
многозначных функций { n

√
z} и Ln z, определенных в про-

извольной области G ⊂ C, содержащей проколотую окрест-
ность точки 0 или содержащей проколотую окрестность бес-
конечности.

Замечание 15.1. Особая роль точек 0 и ∞ для функций
{ n
√
z} и Ln z будет изучена в §§ 28–29.

2. Общий случай. Пусть выбрана односвязная область G
в C, причем 0 /∈ G. Кроме областей вида C \ λψ0 примером та-
кой области может быть область в C, граница которой являет-
ся разрезом по некоторой кусочно-гладкой кривой, идущей из
точки 0 в ∞ (см. рис. 15.1).
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x

y

0

Рис. 15.1

Покажем, что в такой области G су-
ществуют регулярные ветви многознач-
ной функции { n

√
z} и Ln z. Опишем их

вид.
Лемма 15.3. В односвязной области

G ⊂ C такой, что 0 /∈ G, существуют
непрерывные ветви многозначной функ-
ции Arg z.

Доказательство. Зафиксируем
произвольные точку z0 ∈ G и ее аргу-

мент ψ0 ∈ Arg z0. Из точки z0 (как начальной) в произвольную
(конечную) точку z ∈ G проведем некоторую гладкую кривую
γz0z ⊂ G.

Определим
ϕγz0z := ψ0 + ∆γz0z

arg z, (15.12)
где

∆γz0z
arg z := Im

∫
γz0z

dζ

ζ
. (15.13)

Очевидно, что справедливо включение ϕγz0z ∈ Arg z.
В односвязной области G, удовлетворяющей условию 0 /∈ G,

функция 1
z регулярна, и по интегральной теореме Коши для

любой замкнутой кусочно-гладкой кривой ◦γ ⊂ G справедливо
равенство

∫
◦γ

dζ
ζ = 0. В силу равенства (15.13) это значит, что

∆◦γ arg z = 0 для любой замкнутой кривой ◦γ ⊂ G, т. е. выраже-
ние (15.12) не зависит от выбора кривой γz0z, а определяется
лишь выбором конечной точки z, т. е. мы получим функцию
от z вида

ϕ0(z) := ψ0 + ∆γz0z
arg z, (15.14)

где

∆γz0z
arg z = Im

z∫
z0

dζ

ζ
. (15.15)

В силу теоремы 6.4 функция g(z) :=
z∫
z0

dζ
ζ является регу-

лярной первообразной функции 1
z в области G, поэтому ϕ0(z)

является гармонической функцией от (x, y). Таким образом
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показали, что функция ϕ0(z) есть непрерывная ветвь Arg z в
области G. �

Определим функции

g̃0(z) := n
√
|z|e

i
n
ϕ0(z), z ∈ G, (15.16)

h̃0(z) := ln |z|+ iϕ0(z), z ∈ G, (15.17)
где функция ϕ0 взята из формул (15.14), (15.15).

Очевидно, что это ветви многозначных функций { n
√
z} и Ln z

соответственно, причем в силу леммы 15.3 эти ветви непрерыв-
ны в области G.

Теорема 15.1. В односвязной области G такой, что
0 /∈ G, существуют непрерывные ветви многозначных функ-
ций { n

√
z} и Ln z, при этом все они являются регулярными

функциями вида

gk(z) = g̃0(z)e
2πki
n , k = 0, 1, . . . , n− 1, (15.18)

hk(z) = h̃0(z) + 2πki, k ∈ Z, (15.19)
где функции g̃0 и h̃0 взяты из выражений (15.16), (15.17).

Доказательство. Прежде всего покажем, что непрерыв-
ные функции g̃0 и h̃0 являются регулярными в данной обла-
сти G.

Зафиксируем произвольную точку z1 ∈ G, и пусть r > 0 та-
кое, что Br(z1) ⊂ G. Так как 0 /∈ Br(z1), то существует луч
λψ0 , не пересекающий круг Br(z1). Итак, в силу включения
Br(z1) ⊂ (C \ λψ0) ∩G, выполнены условия пункта 1 Простей-
ший случай и по лемме 15.1, в которой описаны все непрерыв-
ные ветви многозначных функций { n

√
z} и Ln z в круге Br(z1) ⊂

⊂ (C \ λψ0), существуют номера k∗, k∗∗ ∈ Z такие, что

g̃0(z) = g∗(z)e
2πk∗i
n , ∀z ∈ Br(z1),

и

h̃0(z) = h∗(z) + 2πk∗∗i, ∀z ∈ Br(z1),

т. е. функции g̃0, h̃0 регулярны в данной окрестности точки z1.
Так как точка z1 была выбрана произвольной из области G, то
функции g̃0 и h̃0 регулярны в области G.
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Далее, повторяя рассуждения доказательства леммы 15.1,
легко показать, что все непрерывные ветви указанных функ-
ций являются регулярными функциями и имеют вид (15.18),
(15.19). �

Приведем еще одну формулу представления регулярных вет-
вей многозначной функции Ln z.

Следствие 15.2. Всякая регулярная ветвь hk (см. (15.19))
многозначной функции Ln z в односвязной области G такой,
что 0 /∈ G, удовлетворяет равенству (формуле Ньютона–
Лейбница):

hk(z) = hk(z0) +

z∫
z0

dζ

ζ
, z ∈ G, (15.20)

где интеграл берется по любой кривой, лежащей в области G,
с началом в произвольной фиксированной точке z0 ∈ G и кон-
цом в точке z ∈ G.

Доказательство. Отметим, что справедливо равенство

Re

z∫
z0

dζ

ζ
= ln |z| − ln |z0|. (15.21)

В самом деле,

Re

z∫
z0

dζ

ζ
=

t∫
0

xx′ + yy′

x2 + y2
dτ =

t∫
0

d
√
x2 + y2√
x2 + y2

= ln |z(t)| − ln |z(0)|,

что и доказывает равенство (15.21). Отсюда и из формул
(15.14), (15.15), (15.17) и (15.19) получаем

hk(z) = ln |z|+ i(ψ0 + ∆γ arg z + 2πk) =

= ln |z| − ln |z0|+ (ln |z0|+ i(ψ0 + 2πk)) + i∆γ arg z =

= Re

z∫
z0

dζ

ζ
+ hk(z0) + i Im

z∫
z0

dζ

ζ
= hk(z0) +

z∫
z0

dζ

ζ
.

Следствие доказано. �
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§ 16. Регулярные ветви многозначных функций
Ln f(z) и n

√
f(z)

16.1. Многозначные функции Ln f(z) и n
√
f(z). В

данном параграфе будем рассматривать функции f : G→ C,
удовлетворяющие следующему предположению.

Предположение 16.1. Функция f : G→ C регулярна в
области G ⊂ C, причем

f(z) 6= 0, ∀ z ∈ G. (16.1)

В этом случае определим в области G две многозначные
функции:

Ln f(z) := ln |f(z)|+ iArg f(z), (16.2)

{ n
√
f(z)} := n

√
|f(z)|e

i
n

Arg f(z), (16.3)

где Arg f(z) := {arg f(z) + 2πk
∣∣ k ∈ Z}.

Исследуем при каких условиях, кроме предположения 16.1, у
многозначных функций (16.2) и (16.3) существуют в области G
регулярные ветви, а также какой вид эти регулярные ветви
имеют.

Определение 16.1. Пусть для жордановой кривой γ, при-
надлежащей области G, задана параметризация вида z = z(t),
t ∈ [0, 1], z(·) ∈ C[0, 1]. Обозначим через Γ образ кривой γ при
отображении регулярной функцией f , т. е. Γ := f(γ). Очевид-
но, что кривая Γ может быть задана параметризацией вида
w = w(t) := f(z(t)), t ∈ [0, 1]. В силу (16.1) 0 /∈ Γ. Приращени-
ем аргумента функции f вдоль кривой γ назовем действитель-
ное число

∆γ arg f(z) := ∆Γ argw = ∆[0,1] argw(t). (16.4)

Из этого определения, из определения 14.1 и теорем 14.1–
14.2, очевидно, следует

Лемма 16.1. Пусть функции f , f1, f2 в области G удовле-
творяют предположению 16.1, и пусть выбрана жорданова
кривая γ ⊂ G. Тогда
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1) справедливо равенство

∆γ arg (f1(z)f2(z)) = ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z); (16.5)

2) если жорданова кривая γ разбита некоторой точкой A на
две дуги γ1 и γ2, т. е. γ = γ1 ∪ γ2 (см. рис. 16.1), то

∆γ arg f(z) = ∆γ1 arg f(z) + ∆γ2 arg f(z). (16.6)

3) для любой кусочно-гладкой кривой γ справедлива интеграль-
ная формула

∆γ arg f(z) = Im

∫
Γ

dw

w
= Im

∫
γ

f ′(z) dz

f(z)
. (16.7)

x

y

0

A

γ

γ1

γ2

x

y

0

z0

G

γa

γα

Рис. 16.1 Рис. 16.2

Лемма 16.2. Пусть функция f удовлетворяет в области G
предположению 16.1. Если область G односвязна, то для лю-
бой жордановой замкнутой кривой ◦γ ⊂ G справедливо равен-
ство

∆◦γ arg f(z) = 0. (16.8)
Доказательство. В силу определения 14.4 лемму доста-

точно доказать для случая, когда кривая ◦γ является гладкой.
Тогда в силу предположения 16.1 функция f ′(z)

f(z)
регулярна в

односвязной области G, и по интегральной теореме Коши (см.
§7) следует равенство

∫
◦γ

f ′(z) dz
f(z)

= 0, откуда в силу равенства

(16.7) получаем равенство (16.8). �

Лемма 16.3. Пусть в области G для функции f , удов-
летворяющей предположению 16.1, существуют регулярные
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ветви h или g многозначных функций Ln f(z) или { n
√
f(z)} со-

ответственно. Тогда производные этих ветвей вычисляются
по формулам

h′(z) =
f ′(z)

f(z)
, g′(z) =

f ′(z)

n(g(z))n−1
=
f ′(z)

f(z)

g(z)

n
. (16.9)

Доказательство. В самом деле, данные функции регу-
лярны и удовлетворяют тождествам

eh(z) ≡ f(z), gn(z) ≡ f(z). (16.10)

Дифференцируя эти тождества, получаем формулы (16.9). �

Лемма 16.4. Пусть функция f в области G удовлетворя-
ет предположению 16.1. Если в области G существуют регу-
лярные ветви g0 или h0 многозначных функций { n

√
f(z)} или

Ln f(z) соответственно, то все регулярные ветви этих мно-
гозначных функций в области G могут быть представлены в
виде

gk(z) = g0(z)e
2πki
n , k ∈ 0, n− 1, (16.11)

hk(z) = h0(z) + 2πki, k ∈ Z. (16.12)

Доказательство. 1) Пусть имеется еще одна регулярная
в области G ветвь h(z) многозначной функции Ln f(z). Опре-
делим функцию ϕ(z) = h(z)− h0(z). Эта функция регулярна
в области G. В силу леммы 16.3 получаем, что h′(z) = h′0(z) =

=
f ′(z)
f(z)

, т.е. функция ϕ(z) = c0 - постоянна в области G . Из

левого тождества в (16.10) следует равенство eϕ(z) = 1, т.е. су-
ществует k0 ∈ Z такое, что c0 = 2πk0i, т.е. h(z) = hk0(z) из ра-
венства (16.12).

2) Пусть g(z)- еще одна регулярная в области G ветвь мно-
гозначной функции { n

√
f(z)}. Определим функцию ψ(z) =

=
g(z)
g0(z)

. Эта функция регулярна в области G и в силу равенств

(16.9), т.е. g′(z) =
f ′(z)
f(z)

g(z)
n и g′0(z) =

f ′(z)
f(z)

g0(z)
n получаем, что

ψ′(z) =
g′(z)g0(z)− g′0(z)g(z)

g2
0(z)

= 0, т.е. функция ψ(z) = c0 - по-
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стоянна в области G. С другой стороны, в силу правого тожде-
ства в (16.10) получаем, что ψn(z) = 1, т.е. ψ(z) = c0 ∈ { n

√
1},

т.е. существует число k0 ∈ 0, n− 1 такое, что c0 = e
2πk0i
n , т.е.

g(z) = gk0(z) из равенства (16.11). �

Теорема 16.1. Пусть функция f в области G удовлетво-
ряет предположению 16.1. Чтобы в области G существовали
регулярные ветви многозначной функции Ln f(z), необходимо
и достаточно, чтобы для любой замкнутой кусочно-гладкой
кривой ◦γ ⊂ G выполнялось равенство (16.8).

Доказательство. Необходимость. Пусть в области G
существует регулярная ветвь h(z) многозначной функции
Ln f(z). По лемме 16.3 функция h(z) является первообраз-
ной функции f ′(z)

f(z)
в области G, т.е. f ′(z)

f(z)
dz является полным

дифференциалом в области G. По теореме 6.4 для любой за-
мкнутой кусочно-гладкой кривой ◦γ ⊂ G справедливо равенство∫
◦γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = 0. Так как в силу леммы 16.1 для любой кусочно-

гладкой кривой γab , с началом и концом в точках a, b ∈ G со-
ответственно, справедлива формула∫

γab

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = ln |f(b)| − ln |f(a)|+ i∆γab arg f(z), (16.13)

из которой в случае замкнутой кривой ◦γ (т.е. при a = b) полу-
чаем равенство (16.8).

Достаточность. Пусть для любой замкнутой кусочно-
гладкой кривой ◦γ ⊂ G выполнено условие (16.8). В силу фор-
мулы (16.13) это значит, что

∫
◦γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = 0. По теореме 6.4 это

равенство означает, что f
′(z)
f(z)

dz является полным дифференци-

алом в области G и существует первообразная h(z) (т.е. h′(z) =

=
f ′(z)
f(z)

) вида

h(z) = h(a) +

∫
γaz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ, (16.14)
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где a ∈ G -некоторая фиксированная точка, z ∈ G - произволь-
ная точка, γaz - произвольная кусочно-гладкая кривая в об-
ласти G с началом в точке a и концом в точке z. Выберем
значение h(a) из условия h(a) ∈ Ln f(a), т.е. существует ψ0 ∈
∈ Arg f(a) такой, что h(a) = ln |f(a)|+ iψ0.

Покажем, что полученная регулярная функция h(z) (16.14)
при условии h(a) ∈ Ln f(a) является ветвью многозначной
функции Ln f(z). Выражая интеграл (16.14) по формуле
(16.13), получаем

h(z) = ln |f(a)|+ iψ0 + ln |f(z)| − ln |f(a)|+ i∆γaz arg f(z).

Так как ψ0 ∈ Arg f(a) и по определению 16.1 справедливо
включение ψ0 + ∆γaz arg f(z) ∈ Arg f(z), откуда следует, что
h(z) ∈ Ln f(z). �

Следствие 16.1. В условиях теоремы 16.1 всякая регуляр-
ная в области G ветвь h многозначной функции Ln f(z) для
любых a, z ∈ G описывается формулами

h(z) = h(a) +

∫
γaz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ, h(a) = ln |f(a)|+ iψ0, (16.15)

h(z) = h(a) + ln

∣∣∣∣f(z)

f(a)

∣∣∣∣+ i∆γaz arg f(z), (16.16)

h(z) = ln |f(z)|+ i(ψ0 + ∆γaz arg f(z)), (16.17)

где ψ0 ∈ Arg f(a), γaz — произвольная кусочно-гладкая кривая
в G с началом в точке a и концом в точке z.

Теорема 16.2. Пусть функция f в области G удовлетво-
ряет предположению 16.1. Чтобы в области G существова-
ли регулярные ветви многозначной функции { n

√
f(z)}, необ-

ходимо и достаточно, чтобы для любой замкнутой кусочно-
гладкой кривой ◦γ ⊂ G нашлось целое число k◦γ такое, что

∆◦γ arg f(z) = (2πn)k◦γ . (16.18)

Доказательство. Необходимость. Пусть в области G
существует регулярная ветвь g(z) многозначной функции
n
√
f(z)}. В силу правого равенства (16.9) из леммы 16.3 име-

ем f ′(z)
f(z)

= n
g′(z)
g(z)

. Поэтому для любой замкнутой кусочно-
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гладкой кривой ◦γ получаем

∆◦γ arg f(z) = Im

∫
◦γ

f ′(z)

f(z)
dz = n Im

∫
◦γ

g′(z)

g(z)
dz = n∆◦γ arg g(z)

По следствию 14.3 существует такое k◦γ ∈ Z, что верно равен-
ство ∆◦γ arg g(z) = 2πk◦γ , из которого в итоге получаем равен-
ство (16.18).

Достаточность. Из условия (16.18) и равенства (16.13) сле-
дует, что для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой ◦γ спра-
ведливо равенство ∫

◦γ

f ′(z)

f(z)
dz = i(2πn)k◦γ . (16.19)

Зафиксируем точку a ∈ G и значение g(a) ∈ { n
√
f(a)}, т.е.

g(a) = n
√
|f(a)|e

i
n
ψ0 , где ψ0 ∈ Arg f(a) .

Определим для произвольной точки z ∈ G и для двух произ-
вольных кусочно-гладких кривых γ1, γ2 ⊂ G (с общим началом
в точке a и общим концом в точке z) выражения

gk(z) = g(a)e
1
n

∫
γk

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ
, k = 1, 2.

Определим замкнутую кривую ◦γ = γ1∪γ−1
2 , для которой спра-

ведливо равенство (16.19) при некотором k◦γ . Тогда

g1(z)

g2(z)
= e

1
n

∫
◦γ
f ′(ζ)
f(ζ)

dζ
= e

1
n
i2πnk◦γ = 1.

Таким образом показали, что выражение

g(z) = g(a)e
1
n

∫
γaz

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ (16.20)

не зависит от выбора кривой γaz ⊂ G(с началом в точке a и
концом в точке z ), т. е. является функцией от z в области G.
Очевидно также, что подставляя в формулу (16.20) выражение
для интеграла (16.13), получаем включение

g(z) ∈ { n
√
f(z)}, ∀ z ∈ G.

Покажем, что функция g, определенная в (16.20), регулярна
в G. Зафиксируем произвольную точку z0 ∈ G, и пусть число
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r > 0 таково, что Br(z0) ⊂ G. Тогда из формулы (16.20) следует
выражение

g(z) = g(z0) · e
1
n

∫
γz0z

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ
, ∀ z ∈ Br(z0), (16.21)

где кривая γz0z ⊂ G начинается в точке z0 и кончается в точке
z.

Так как для любой замкнутой кривой ◦γ ⊂ Br(z0) в силу лем-
мы 16.2 справедливо равенство (16.8), то по теореме 16.1 в обла-
сти Br(z0) существует регулярная ветвь h многозначной функ-
ции Ln f(z), задаваемая формулой (16.15). Формулу (16.21)
можно переписать в виде g(z) = g(z0)e

1
n

(h(z)−h(z0)), и поэтому
функция g как суперпозиция двух регулярных есть регуляр-
ная ветвь функции { n

√
f(z)} в круге Br(z0). В силу произволь-

ности точки z0 ∈ G отсюда следует утверждение теоремы. �

Следствие 16.2. В условиях теоремы 16.2 всякая регуляр-
ная в области G ветвь g многозначной функции { n

√
f(z)} для

любых a, z ∈ G описывается формулами

g(z) = g(a)e
1
n

∫
γaz

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ
, g(a) = n

√
|f(a)|e

i
n
ψ0 , (16.22)

g(z) = g(a) n

√∣∣∣∣f(z)

f(a)

∣∣∣∣e in∆γaz arg f(z), (16.23)

g(z) = n
√
|f(z)|e

i
n

(ψ0+∆γaz arg f(z)), (16.24)

где ψ0 ∈ Arg f(a), γaz — произвольная кусочно-гладкая кривая
в G с началом в точке a и концом в точке z.

Замечание 16.1. Из следствий 16.1 и 16.2 следует, что
каждая регулярная ветвь многозначных функций { n

√
f(z)} и

Ln f(z) в заданной области G однозначно определяется зада-
нием своего значения в одной произвольной точке a ∈ G.

16.2. Понятие комплексной степени. Распространим
формулу степени, известную для действительных чисел, на
комплексные числа, используя многозначную функцию Ln z.
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Определение 16.2. Пусть a, b ∈ C, причем b 6= 0. Тогда
определим множество комплексных чисел {ba} по формуле

{ba} = eaLn b. (16.25)

Упражнение 16.1. Покажите, что в случаях, когда a = n
и когда a = 1

n , где n ∈ N, множества {ba} в (16.25) совпадают
с определенными ранее степенью bn и корнем { n

√
b}, причем

множество {bn} состоит из одной точки.
Теорема 16.3. Пусть задано число a ∈ C, причем a /∈ Z,

a 6= 1
n , n ∈ Z. Пусть функция f в области G удовлетворяет

предположению 16.1. Пусть для любой замкнутой кусочно-
гладкой кривой ◦γ ⊂ G справедливо равенство (16.8). Тогда в об-
ласти G существуют регулярные ветви многозначной функ-
ции {(f(z))a}, причем любая из них имеет вид

w(z) = eah(z), (16.26)

где h(z) - некоторая регулярная ветвь многозначной функции
Ln f(z) в области G.

Для доказательства теоремы нам потребуется лемма.
Лемма 16.5. Пусть в области G задана непрерывная функ-

ция g(z), принимающая значения из множества D = {wj ∈
∈ C | j ∈ Z∗, |wj −wk| > d,∀j, k ∈ Z∗}, где Z∗ ⊂ Z, d > 0. Тогда
функция g(z) ≡ Const на области G .

Доказательство. Выберем произвольную точку a ∈ G и
значение wj0 = g(a) ∈ D. Определим непустое множество G1

тех точек z ∈ G, для которых g(z) = wj0 . В силу непрерыв-
ности функции g(z) на области G для любой точки z0 ∈ G1

при ε = d/2 найдется δ > 0 такое, что справедливо неравен-
ство |g(z)− g(z0)| < ε при всех z ∈ Bδ(z0) ⊂ G. Так как ε < d,
то g(z) = g(z0) = wj0 , т.е. Bδ(z0) ⊂ G1, множество G1 откры-
то. Определим множество G2 = G\G1. Аналогично доказы-
вается, что и множество G2 открыто. В итоге получили, что
множества G1 и G2 открыты, G = G1 ∪G2, G1 ∩G2 = ∅, что
противоречит связности множества (области) G, при условии
непустоты множества G2. Следовательно G2 = ∅, а g(z) = wj0
на множестве G. �
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Доказательство теоремы 16.3. Так как по теореме 16.1 в
области G существуют регулярные ветви многозначной функ-
ции Ln f(z), то очевидно, что функция w(z), задаваемая
формулой (16.26), является регулярной ветвью многозначной
функции {(f(z))a}. Обозначим через h0(z) - одну из регуляр-
ных ветвей функции Ln f(z) в области G. Докажем, что фор-
мула (16.26) описывает все регулярные в области G ветви мно-
гозначной функции {(f(z))a}.

Пусть g(z) - некоторая регулярная ветвь функции {(f(z))a}
в области G. По определению 16.2 g(z) 6= 0 при всех z ∈ G.
Фиксируем точку z0 ∈ G и круг Br(z0) ⊂ G, где r > 0. Для лю-
бой замкнутой кривой ◦γ ⊂ Br(z0) по лемме 16.2 справедливо
равенство ∆◦γ arg g(z) = 0, в силу которого из теоремы 16.1 сле-
дует существование регулярной ветви многозначной функции
Ln g(z) в круге Br(z0). Обозначим ее ϕ(z) ∈ Ln g(z), при этом
eϕ(z) = g(z) в круге Br(z0).

С другой стороны, так как по определению 16.2 имеем g(z) ∈
∈ eaLn f(z), то при всех z ∈ Br(z0) существуют k(z) ∈ Z та-
кие, что g(z) = ea(h0(z)+2πik(z)). В силу равенства экспонент
ea(h0(z)+2πik(z)) = eϕ(z) существуют n(z) ∈ Z такие, что ϕ(z)−
− ah0(z) = 2πaik(z) + 2πin(z) в круге Br(z0). В этом равен-
стве слева - непрерывная функция, а справа - ступенчатая. По
лемме 16.5 получаем, что это постоянная функция, т.е. k(z) =
= k0 и n(z) = n0. В итоге g(z) = ea(hk0 (z)), где hk0(z) = h0(z) +
+ 2πik0 - регулярная ветвь Ln f(z) в круге Br(z0). В силу
теоремы 10.1 (единственности регулярной функции) равенство
g(z) = ea(hk0 (z)) сохраняется при всех z ∈ G.
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§ 17. Примеры нахождения регулярных ветвей

Проиллюстрируем результаты предыдущего параграфа на
примерах.

Пример 17.1. Исследовать существование регулярных вет-
вей многозначной функции { 4

√
z3(z + 1)} в области G := C \

\ [−1, 0]. Для регулярной ветви g1 этой функции такой, что
g1(2) = 4

√
24i, вычислить значения g1(i) и g′1(i).

Решение. Проверим выполнение условий теоремы 16.2 о
существовании регулярных ветвей данной многозначной функ-
ции в заданной области G.

Функция f(z) := z3(z+ 1) регулярна и f(z) 6= 0 в области G.
Пусть ◦γ — замкнутая кусочно-гладкая кривая, принадлежащая
области G, заданная с помощью кусочно-гладкой параметриза-
ции z = z(t), t ∈ [0, 1], z(0) = z(1) = z0 ∈ G. Так как z(t) ∈ G,
∀t ∈ [0, 1], то z(t) 6= α для каждого α ∈ [−1, 0].

Определим функцию z(t, α) := z(t)− α, где t ∈ [0, 1], α ∈
∈ [−1, 0]. Это непрерывная деформация (см. определение 14.3)
в области G, причем z(t, α) 6= 0 ∀t, α и z(1, α)

z(0, α)
= z0 − α
z0 − α ≡ 1 при

всех α ∈ [−1, 0]. По свойству устойчивости к деформации (тео-
рема 14.3) получаем, что

I(α) := ∆[0,1] arg z(t, α) = const ∀α ∈ [−1, 0].

Таким образом, I(0) = I(−1), т. е.

∆◦γ arg z = ∆◦γ arg(z + 1). (17.1)

Отсюда и по логарифмическому свойству (теорема 14.2) полу-
чаем

∆◦γ arg z3(z + 1) = 3∆◦γ arg z + ∆◦γ arg(z + 1)
(17.1)

=
(17.1)

= 4∆◦γ arg z = 4(2πk◦γ) = (2π · 4)k◦γ ,

т. е. выполнены все условия теоремы 16.2, откуда следует, что в
области G существуют регулярные ветви многозначной функ-
ции { 4

√
z3(z + 1)}.
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По формуле (16.19) регулярная ветвь g имеет вид

g1(z) = (24)1/4 · i · 4

√∣∣∣∣z3(z + 1)

24

∣∣∣∣ e i4 (3∆γ arg z+∆γ arg(z+1)), (17.2)

где γ — кривая с началом в точке a = 2 и концом в точке z.
Таким образом, для вычисления значения g1(i) возьмем от-

резок γ = [2, i] и вычислим вдоль него приращения аргумен-
тов z и z + 1. Так как приращение аргумента z вдоль кри-
вой γ есть угол поворота радиус-вектора

−→
0z при непрерывном

движении z по кривой γ от начальной точки к конечной, то
(см. рис. 17.1) получаем, что ∆γ arg z = π

2 . В свою очередь,
приращение аргумента z + 1 вдоль кривой γ есть угол пово-
рота радиус-вектора

−−−→
(−1)z при непрерывном движении z по

кривой γ от начальной точки к конечной, то (см. рис. 17.1) по-
лучаем, что ∆γ arg(z+ 1) = π

4 . В итоге, в силу (17.2) получаем
g1(i) = 2

1
8 · e

15
16
πi.

x

y

0

γ

−1 1

i

Рис. 17.1

Так как из формулы (16.22) следует, что
g′1(z) = 4z3 + 3z2

4 (g1(z))
3 , то

g′1(i) =
−3− 4i

4
· 2−

3
8 · e−

13
16
πi.

Пример 17.2. Исследовать существо-
вание регулярных ветвей у многозначной
функции Ln z

z + 1 в области G := C \ ((−∞,−1] ∪ [0,+∞)).
Описать значения регулярной ветви h этой функции с началь-
ным условием h

(
− 1

2

)
= iπ. Вычислить h(i), h′(i).

Решение. Здесь функция f(z) := z
z + 1 регулярна и f(z) 6=

6= 0 в области G. Так как данная область G является одно-
связной, то по лемме 16.2 справедливо равенство (16.8). Сле-
довательно, выполнены условия теоремы 16.1 о существовании
регулярных ветвей данной многозначной функции. Более того,
регулярная ветвь, удовлетворяющая заданным условиям, име-
ет вид (см. формулу (16.15))

h(z) = iπ + ln

∣∣∣ z
z + 1

∣∣∣∣∣ −1/2
1− 1/2

∣∣ + i (∆γ arg z −∆γ arg(z + 1)) , (17.3)
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где γ — кусочно-гладкая кривая в области G с началом в точке
a = −1/2 и концом в точке z. В частности, вычисляя соответ-
ствующие приращение аргумента z и приращение аргумента
z + 1, получаем из формулы (17.3)

h(i) = iπ + ln
1√
2

+ i
(
−π

2
− π

4

)
= − ln

√
2 + i

π

4
.

Используя формулу (16.22) о дифференцировании регуляр-
ных ветвей логарифма, получаем

h′(z) =
f ′(z)

f(z)
=

1

z(z + 1)
, т. е. h′(i) = −1 + i

2
.

Пример 17.3. Пусть задана регулярная ветвь h многознач-
ной функции Ln(1− z2) в комплексной плоскости с разрезом по
лучу действительной оси (−∞, 1] такая, что Imh

(
i
5

)
= 0. Раз-

ложить функцию h в ряд Тейлора с центром в точке a = −i.
Найти радиус сходимости полученного степенного ряда. Вы-
числить сумму ряда и его производную в точке z = i

5 .
Решение. Так как заданная область G := C \ (−∞, 1] одно-

связна, а функция f(z) := 1− z2 регулярна и f(z) 6= 0 в этой
области, то в силу леммы 16.2 и теоремы 16.1 регулярные ветви
функции Ln(1− z2) существуют в данной области G. Так как

h
(
i
5

)
= ln

∣∣∣∣1− ( i5)2
∣∣∣∣+ i Imh

(
i
5

)
, то h

(
i
5

)
= ln 26

25 . По фор-
муле (16.15) вычислим значение h(−i):

h(−i) = ln
26

25
+ ln

∣∣∣∣1− i226/25

∣∣∣∣+ i(∆γ arg(z − 1)+

+∆γ arg(z + 1) + ∆γ arg(−1)) =

= ln 2 + i

(
−
(

2π − π

4
− arctg

1

5

)
+

(
− arctg

1

5
− π

4

))
=

= ln 2− 2πi. (17.4)

Здесь γ есть кусочно-гладкая кривая с началом в точке i
5 и

концом в точке −i.
Для разложения функции h в ряд Тейлора с центром в точке

−i сделаем замену переменного. Пусть ζ = z + i. Тогда h(z) =
= h(ζ − i) = h̃(ζ), причем h̃(0) = h(−i) = ln 2− 2πi. По опреде-
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лению ветви логарифма получаем

h̃(ζ) ∈ Ln
(
1− (ζ − i)2

)
= Ln

(
2

(
1− ζ

1 + i

)(
1− ζ

i− 1

))
=

= Ln 2 + Ln

(
1− ζ

1 + i

)
+ Ln

(
1− ζ

i− 1

)
. (17.5)

Как показано нами ранее (см. пример 9.4), многозначная
функция Ln(1 + z) в круге B1(0) имеет регулярные ветви, для
которых были выписаны ряды Тейлора. Поэтому в круге |ζ| <
<
√

2 многозначные функции Ln
(

1− ζ
1 + i

)
и Ln

(
1− ζ

i− 1

)
также имеют регулярные ветви. В частности, возьмем их ре-
гулярные ветви h+(ζ) и h−(ζ), соответственно, такие, чтобы
h+(0) = h−(0) = 0. Тогда по формуле (9.15) их ряды Тейлора
в круге |ζ| <

√
2 имеют вид

h+(ζ) = −
+∞∑
k=1

ζk

k(1 + i)k
, h−(ζ) = −

+∞∑
k=1

ζk

k(i− 1)k
, (17.6)

причем радиус сходимости этих рядов равен R =
√

2.
Из включения (17.5) в силу (17.6) получаем включение

h̃(ζ)− h+(ζ)− h−(ζ) ∈ Ln 2, т. е.

h̃(ζ)− h+(ζ)− h−(ζ) = ln 2 + 2πk(ζ)i. (17.7)

Так как слева в равенстве (17.7) стоит непрерывная функ-
ция, а справа — ступенчатая, то заключаем, что k(ζ) = const.
Положив ζ = 0, получаем в силу (17.4), что k(ζ) ≡ −1.

Объединяя выражения (17.6) и (17.7), получаем представле-
ние функции h в виде степенного ряда

h(z) = ln 2− 2πi−
+∞∑
k=1

1

k

(
1

(1 + i)k
+

1

(i− 1)k

)
(z + i)k. (17.8)

Уточним, при каких z справедливо равенство (17.8). Приве-
денный в формуле (17.8) степенной ряд, очевидно, является
регулярной ветвью функции Ln(1− z2) в круге сходимости ря-
да |z + i| <

√
2. Обозначим сумму этого ряда через S(z) при

z ∈ B√2(−i). Заданная на C \ (−∞, 1) функция h на разрезе
(−1, 1) имеет разрыв. В самом деле, при x ∈ (−1, 1) для любой
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жордановой кривой γ ⊂ G, с началом на нижнем краю разреза
в точке x− i0 и концом на верхнем краю разреза в точке x+ i0
и совершающего обход точки z = 1 справа, по формуле (16.15)
получаем

h(x+ i0) = h(x− i0) + i (∆γ arg(z − 1) + ∆γ arg(z + 1)) =

= h(x− i0) + i(2π + 0).

При x < −1 аналогично доказывается, что h(x+ i0) = h(x−
− i0) + 4πi. Следовательно, равенство (17.8) имеет место лишь
на множестве {z

∣∣ |z + i| <
√

2, Im z < 0}. В свою очередь на
множестве {z

∣∣ |z + i| <
√

2, Im z > 0} за счет скачка значений
функции h(z) при пересечении границы области G получа-
ем равенство h(z) = S(z) + 2πi. В частности, S

(
i
5

)
= h

(
i
5

)
−

− 2πi = ln 26
25 − 2πi.

Так как функция S(z) является регулярной ветвью много-
значной функции Ln(1− z2) в круге B√2(−i), то по формуле
(16.22) из для регулярной ветви логарифма получаем

S′(z) =
−2z

1− z2
, т. е. S′

(
i

5

)
= − 5i

13
.

Решение закончено.
Зафиксируем число a ∈ C, a /∈ N.
Исследуем регулярные ветви многозначной функции {(1 +

+ z)a} в круге B1(0).
В силу определения 16.2 и теоремы 16.3 у многозначной

функции {(1 + z)a} существуют регулярные ветви, также как
существуют регулярные ветви у функции Ln(1 + z) в круге
B1(0), которые будем обозначать hk(z), где hk(0) = 2πki, k ∈
∈ Z. Тогда соответствующие регулярные ветви многозначной
функции {(1 + z)a} принимают вид

wk(z) = eahk(z), wk(0) = e2πkai, k ∈ Z. (17.9)

Вычислим коэффициенты ряда Тейлора функции wk(z) в
круге B1(0). По правилу дифференцирования сложной функ-
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ции (теорема 5.1) получаем

w′k(z) = wk(z) ·
a

1 + z
, т. е. w′k(0) = a · wk(0),

w′′k(z) = wk(z) ·
a(a− 1)

(1 + z)2
, т. е. w′′k(0) = a(a− 1) · wk(0),

w
(n)
k (z) = wk(z) ·

a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

(1 + z)n
. (17.10)

Из соотношений (17.10) и из формулы для коэффициентов ря-
да Тейлора с центром в точке нуль получаем

wk(z) = wk(0) ·
+∞∑
n=0

Cna z
n, (17.11)

где Cna :=
a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n! .
Пример 17.4. Разложить в ряд Тейлора по степеням z регу-

лярную ветвь g(z) многозначной функции { 3
√

1− z2} в области
B1(0) с начальным значением g(0) = e

2πi
3 .

По формуле (17.11) сразу получаем ответ (при a = 1
3):

g(z) = e
2πi
3

+∞∑
n=0

Cn1/3(−1)nz2n, z ∈ B1(0).

Пример 17.5. Установить существование регулярных вет-
вей многозначной функции { 4

√
z3(z + 1)} в области

◦
B1(∞), раз-

ложить эти ветви в ряд Лорана по степеням z.

Решение. Так как множество
◦
B1(∞) ⊂ C \ [−1, 0], то,

как показано в примере 17.1, регулярные ветви функции
{ 4
√
z3(z + 1)} в области G1 =

◦
B1(∞) существуют, при этом они

определяются своим значением в одной произвольно выбран-
ной точке z0 ∈ G1.

Пусть z0 = 2, тогда любая регулярная ветвь gk(z) опреде-
ляется из значения gk(2) = 4

√
24e

2πki
4 , т. е. gk(z) = e

πki
2 · g0(z),

k = 0, 1, 2, 3.
Для всякого действительного числа x > 2 получаем в силу

(16.24) формулу

g0(x) = 4
√
x3(x+ 1) e

i
4

(3∆γ arg z+∆γ arg(z+1)).
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В этой формуле кривая γ есть отрезок [2, x], поэтому ∆γ arg z =
= 0, ∆γ arg(z + 1) = 0, откуда g0(x) = 4

√
x3(x+ 1), т. е. значе-

ния функции при действительных x > 2 совпадает с арифме-
тическим значением корня. Воспользовавшись разложением в
ряд Тейлора функции действительного переменного, получим
при x > 2:

g0(x) = x
4

√
1 +

1

x
= x

+∞∑
n=0

Cn1/4
1

xn
. (17.12)

Так как регулярные в области
◦
B1(∞) функция g0(z) и сум-

ма ряда
+∞∑
n=0

Cn1/4
1

zn−1 равны на действительной полуоси x > 2,

то по теореме единственности регулярной функции (см. теоре-
му 10.1) указанные функции равны в

◦
B1(∞). В итоге получаем

равенство

gk(z) = e
πki
2

+∞∑
n=0

Cn1/4
1

zn−1
, |z| > 1, (17.13)

которое в силу теоремы 11.2 о единственности разложения в
ряд Лорана является представлением регулярной ветви gk ис-
комым рядом Лорана в окрестности бесконечности.
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§ 18. Примеры вычисления интегралов
от регулярных ветвей многозначных функций

При вычислении с помощью теории вычетов интегралов от
действительных функций, являющихся ветвями многозначных
функций (таких как корень или логарифм), основной пробле-
мой является построение областей в комплексной плоскости,
в которых существуют регулярные ветви этих многозначных
функций, и кривых интегрирования, при использовании кото-
рых можно получить решение исходной задачи.

x

y

0−1

I+
ε,R

I−ε,R

Cε

CR

Gε,R

Рис. 18.1

Пример 18.1. Вычислить интеграл

J =

+∞∫
0

lnx dx

(1 + x)2 3
√
x
.

Решение. Для вычисления это-
го интеграла с помощью вычетов в
комплексной области мы вынуждены
рассматривать многозначные функции
Ln z и { 3

√
z}.

Определим области G := C \ [0,+∞)
и Gε,R := {z ∈ G

∣∣ ε < |z| < R}, где 0 < ε < 1 < R. В области G
у многозначной функции Ln z существует регулярная ветвь ви-
да h(z) = ln |z|+ i arg z, а у функции { 3

√
z} существует регуляр-

ная ветвь вида g(z) = 3
√
|z|e

i
3

arg z, где в обоих случаях arg z ∈
∈ (0, 2π). Определим функцию

f(z) :=
h(z)

(1 + z)2g(z)
,

и рассмотрим ее в односвязной области Gε,R (см. рис. 18.1).
Очевидно, что эта функция f регулярна в области Gε,R \

\ {−1} и непрерывно продолжима вплоть до границы γε,R об-
ласти Gε,R. При этом предельное значение функции f на верх-
нем берегу I+

ε,R разреза по отрезку [ε,R] равно

f(x+ i0) =
lnx

(1 + x)2 3
√
x
, x ∈ I+

ε,R. (18.1)

Предельное значение функции f на нижнем берегу I−ε,R разреза
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равно
f(x− i0) =

lnx+ 2πi

(1 + x)2 3
√
xe

2πi
3

, x ∈ I−ε,R. (18.2)

Точка z = −1 является полюсом 2-го порядка функции f . По
теореме о вычетах и по формуле (13.4) из получаем∫
γε,R

f(z) dz = 2πi res
−1
f = 2πi

d

dz

[
h(z)

g(z)

]
z=−1

=

= 2πi
g(z)h′(z)− h(z)g′(z)

g2(z)

∣∣∣∣
z=−1

= 2πi
1
z g(z)− 1

3
g(z)
z h(z)

g2(z)

∣∣∣∣∣∣
z=−1

=

=

(
−1 +

iπ

3

)
· 2πie−i

π
3 . (18.3)

С другой стороны, разбивая кривую γε,R на гладкие компонен-
ты, т. е. γε,R = I+

ε,R ∪ I
−
ε,R ∪Cε ∪CR, где Cε и CR — окружности

с центром в нуле радиусов ε и R соответственно, имеем

∫
γε, R

f(z) dz =

 ∫
I+ε, R

+

∫
I−ε, R

+

∫
Cε

+

∫
CR

 f(z) dz.

В итоге в силу равенств (18.1) и (18.2) получаем∫
γε, R

f(z) dz =

R∫
ε

lnx dx

(1 + x)2 3
√
x

+

ε∫
R

lnx+ 2πi

(1 + x)2 3
√
xe

2πi
3

dx+

+

∫
Cε

f(z) dz +

∫
CR

f(z) dz =

=
(

1− e−
2πi
3

) R∫
ε

lnx dx

(1 + x)2 3
√
x
− 2πie−

2πi
3

R∫
ε

dx

(1 + x)2 3
√
x

+

+

∫
Cε

f(z) dz +

∫
CR

f(z) dz. (18.4)

Покажем, что интеграл
∫
Cε

f(z) dz → 0 при ε→ 0, и интеграл∫
CR

f(z) dz → 0 при R→ +∞.
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Для этого получим оценки∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ 6
2π∫
0

| ln ε|+ 2π

(1− ε)2ε1/3
ε dϕ 6

6
(| ln ε|+ 2π)2πε

(1− ε)2ε1/3
→ 0 при ε→ 0, (18.5)∣∣∣∣∣∣∣

∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6
2π∫
0

| lnR|+ 2π

(R− 1)2R1/3
Rdϕ ∼

∼ 2π
| lnR|
R4/3

→ 0 при R→ +∞. (18.6)

Итак, в пределе при ε→ 0 и R→ +∞ из формул (18.3)–(18.6)
получаем равенство(

−1 +
iπ

3

)
2πie−i

π
3 =

(
1− e−

2πi
3

)
J − 2πie−

2πi
3 J̃ ,

где J̃ =
+∞∫
0

dx
(1 + x)2 3

√
x
, т. е.(

−1 +
iπ

3

)
π = sin

π

3
· J − π

(
cos

π

3
− i sin

π

3

)
J̃ . (18.7)

Приравняв в равенстве (18.7) действительные и мнимые части,
получаем два уравнения

−π =

√
3

2
J − π

2
J̃ ,

π
√

3

2
J̃ =

π2

3
,

откуда
J̃ =

2π

3
√

3
, J =

(
π2

3
√

3
− π

)
2√
3
.

Пример 18.2. Вычислить интеграл вида

J =

2∫
0

4
√
x3(2− x)

(1 + x)2
dx

Решение. Чтобы вычислить этот интеграл с помощью тео-
рии вычетов, необходимо продолжить подынтегральную функ-
цию в комплексную плоскость. Однако при этом корень стано-
вится многозначной функцией { 4

√
z3(2− z)}. Поэтому необхо-

димо, чтобы у этой многозначной функции существовали ре-
гулярные ветви. Последняя проблема разрешима, так как эта
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функция допускает выделение регулярных ветвей в области
G = C \ [0, 2], выполнены все условия теоремы 16.2. (Проверь-
те самостоятельно аналогично примеру 17.1.)

Выберем теперь такую регулярную ветвь этого корня, кото-
рая в пределе на верхнем берегу I+ разреза по отрезку [0, 2]
принимает значения арифметического корня 4

√
x3(2− x) > 0,

x ∈ [0, 2]. Для этого выбираем регулярную в области C \ [0, 2]
ветвь g многозначной функции { 4

√
z3(2− z)} такую, что ее пре-

дел в точке z = 1 из верхней полуплоскости равен

g(1 + i0) = 1. (18.8)

Тогда очевидно, что предельное значение ветви в любой точке
x ∈ (0, 2) из верхней полуплоскости ( т.е. на берегу I+ раз-
реза) равно g(x+ i0) = 4

√
x3(2− x) > 0. Предельное значение

функции g в точках x ∈ (0, 2) из нижней полуплоскости, т. е.
на берегу I− разреза по отрезку [0, 2], принимает по формуле
(16.24) значение

g(x− i0) = 4
√
|x3(2− x)| e

i
4

(3∆γ arg z+∆γ arg(2−z)) =

= g(x+ i0) e
i
4

(3·2π+0) = g(x+ i0) e
3
2
πi. (18.9)

В формуле (18.9) кривая γ начинается в точке 1 + i0 на верх-
нем берегу разреза и оканчивается в точке x− i0 на нижнем
берегу разреза.

x

y

0

C1ε C2ε

γγ

γ

I+
ε

I−ε 2
−1

Рис. 18.2

Пусть ε ∈ (0, 1). Рассмот-
рим в области G кривую γε,
имеющую вид гантели (см.
рис. 18.2), т. е. составленную
из окружностей C0ε и C2ε ра-
диуса ε и центрами в точках
0 и 2 соответственно, а также

двух берегов I+
ε и I−ε разреза по отрезку [ε, 2− ε].

Ориентируем полученную кривую γε положительно по
отношению к ограниченной им внешней части плоскости
(см. рис. 18.2). Пусть f(z) :=

g(z)
(1 + z)2 . Так как функцию f

можно непрерывно продолжить на кривую γε, то рассмотрим
интеграл
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Jε :=

∫
γε

f(z) dz.

По теореме о вычетах, с одной стороны, и из формы кривой γε
с другой, получаем равенства

Jε = 2πi

(
res
−1
f + res

∞
f

)
=

∫
I+ε

+

∫
I−ε

+

∫
C0ε

+

∫
C2ε

f(z)dz. (18.10)

Так как точка z = −1 есть полюс 2-го порядка функции f то,
воспользовавшись соответствующей формулой (13.4) и форму-
лой (16.22), получим

res
−1
f = lim

z→−1

d

dz

[
(z + 1)2f(z)

]
= lim

z→−1

dg(z)

dz
=

= lim
z→−1

[
(z3(2− z))′

4g3(z)

]
=

5

2g3(−1)
.

Вычислим значение g(−1). Взяв кривую γ с началом в точке
1 + i0, лежащей на верхнем крае I+

ε , и концом в точке −1, по
формуле (16.24) получаем

g(−1) =
4
√

3 e
i
4

(3∆γ arg z+∆γ arg(2−z)) =
4
√

3 e
i
4

(π·3+0).

В итоге
res
−1
f =

5

2 · 33/4
e−

π
4
i.

Для вычисления res
∞
f выпишем ряд Лорана по степеням z

функции f в окрестности∞. Пусть z = x — произвольное дей-
ствительное число такое, что x > 2. Тогда по той же формуле
(16.24) получаем (здесь кривая γ с началом в точке 1 + i0 на
I+
ε и концом в точке x > 2)

g(x) = 4
√
x3(x− 2) e

i
4

(3∆γ arg z+∆γ arg(z−2)) =

= x
4

√
1− 2

x
e
i
4

(0−π) = e−
πi
4 x

+∞∑
n=0

Cn1/4

(
−2

x

)n
.

Аналогично тому, как это доказано в примере 17.4, отсюда и
из теоремы 10.1 единственности следует равенство

g(z) = e−
πi
4 z ·

+∞∑
n=0

Cn1/4
(−2)n

zn
, |z| > 2. (18.11)
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Для удобства вычислений в силу формулы (18.11) преобразуем
функцию f к виду

f(z) =
z

(z + 1)2
h(z), где h(z) = e−

πi
4

+∞∑
n=0

Cn1/4
(−2)n

zn
. (18.12)

Так как по формуле (17.11) из справедливо следующее разло-
жение в сходящийся при |z| > 1 ряд:

z

(1 + z)2
=

1

z
(

1 + 1
z

)2 =
1

z

(
1− 2

z
+

3

z2
+ . . .

)
, (18.13)

то, перемножая ряды (18.12) и (18.13), получаем, что

res
∞
f = −h(∞) = −e−

πi
4 .

Оценим интегралы по окружностям C0ε = {z
∣∣ |z| = ε} и

C2ε = {z
∣∣ |z − 2| = ε}:∣∣∣∣∣∣

∫
C0ε

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ 6
2π∫
0

4
√
|ε3(2 + ε)|
(1− ε)2

ε dϕ 6 A · ε7/4 → 0 при ε→ 0,

∣∣∣∣∣∣
∫
C2ε

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ 6
2π∫
0

4
√

(2 + ε)3ε

(3− ε)2
ε dϕ 6 B · ε5/4 → 0 при ε→ 0.

В силу формул (18.8) и (18.9) получаем выражения∫
I+ε

f dz =

2−ε∫
ε

4
√
x3(2− x)

(1 + x)2
dx,

∫
I−ε

f dz =

ε∫
2−ε

g(x− i0)

(1 + x)2
dx =−

2−ε∫
ε

g(x+ i0)e
3
2
πi

(1 + x)2
dx = −e

3
2
πi

∫
I+ε

f dz.

Переходя в формуле (18.10) к пределу при ε→ 0, получаем
равенство

2πi

(
5

2 · 33/4
− 1

)
e−

π
4
i = J

(
1− e

3
2
πi
)
,

т. е.

π

(
5

2 · 33/4
− 1

)
=
e
π
4
i − e−

π
4
i

2i
J, J =

√
2π

(
5

2 · 33/4
− 1

)
.
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Замечание 18.1. Здесь был приведен общий метод вычис-
ления интегралов типа β-функции. Решение же конкретного
примера 18.2 можно было упростить. Так как подынтеграль-
ная функция f непрерывно продолжаема на границу области
G = C \ [0, 2] (с различными значениями на верхнем и нижнем
берегах разреза (0, 2)), включая концевые точки 0 и 2, то вме-
сто интеграла по «гантеле» γε можно было по теории вычетов
вычислять интеграл по двум берегам I+ и I− разреза по всему
отрезку [0, 2].

Если бы функция корня (18.8) стояла в знаменателе подын-
тегральной функции f , то без гантели γε не обойтись.

x

y

0

α α

i√
2

−i√
2

2i

−2 2

Рис. 18.3

Пример 18.3. Пусть регуляр-
ная ветвь g многозначной функции
{
√
z2 − 4} определена в области G,

представляющей собой комплексную
плоскость с разрезом по полуокруж-
ности |z| = 2, Im z > 0 (см. рис. 18.3),
причем главная часть ряда Лорана
функции g в окрестности z =∞ рав-
на z. Вычислить интеграл

J =

∫
|z|=1

dz

g(z)− 3z
.

Решение. Аналогично предыдущим примерам прежде все-
го следует проверить, что в заданной области действительно
существуют регулярные ветви функции {

√
z2 − 4}. (Докажите

это самостоятельно.)
Для вычисления интеграла J по теории вычетов надо най-

ти особые точки подынтегральной функции, т. е. точки, в ко-
торых справедливо равенство g(z) = 3z. Чтобы их найти, за-
метим, что из этого равенства следует g2(z) = (3z)2. Так как
по определению корня g2(z) = z2 − 4, то получаем равенство
z2 − 4 = 9z2, т. е. z1, 2 = ± i√

2
— точки, в которых возможно

равенство g(z) = 3z.
Вычислим значения g

(
± i√

2

)
. Для этого удобно вначале

вычислить значение функции g в конечной точке, например, в
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точке z = 0. Допустим, что мы знаем значение g(0). Тогда для
любого действительного числа x > 2 вычислим значение g(x)
по формуле (16.23) (взяв кривую γ, идущую из точки z = 0 в
точку x):

g(x) = g(0)

√∣∣∣∣x2 − 4

4

∣∣∣∣ e i2 (∆γ arg(z−2)+∆γ arg(z+2)) =

= g(0)
x

2

√
1− 4

x2
e
i
2

(π+0) =
i

2
g(0) · x

(
1− 2

x2
+ o

(
1

x2

))
.

Последнее выражение получено с помощью ряда Тейлора для
функции действительного переменного. По теореме 10.1 о
единственности регулярной функции отсюда следует, что

g(z) =
i

2
g(0)

(
z − 2

z
+ o

(
1

z

))
, |z| > 2.

Так как по условию задачи главная часть ряда Лорана функ-
ции g в ∞ равна z, отсюда получаем, что g(0) = −2i. Теперь

по формуле (16.23) легко вычислить значения g
(
± i√

2

)
:

g

(
i√
2

)
= −2i

√∣∣∣∣−0, 5− 4

4

∣∣∣∣ e i2 (− arcctg 2
√

2+arcctg 2
√

2) = − 3i√
2
.

Аналогично g

(
− i√

2

)
= − 3i√

2
. Отсюда знаменатель (g(z)−

− 3z) обращается в нуль только в точке z = − i√
2
. Так как

g′(z) = z
g(z)

, то g′
(
− i√

2

)
= 1

3 6= 3. Таким образом, точка z =

= − i√
2

есть полюс 1-го порядка подынтегральной функции

f(z) = 1
g(z)− 3z

. В итоге вычисляем интеграл по теореме о вы-
четах

J = 2πi res
− i√

2

f = 2πi
1

g′
(
− i√

2

)
− 3

= −3πi

4
.
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§ 19. Целые и мероморфные функции

Определение 19.1. Функция f : C→ C, регулярная во всей
комплексной плоскости C, называется целой.

По теореме 9.2 целая функция f представима в виде сходя-
щегося во всей комплексной плоскости C ряда Тейлора

f(z) =

+∞∑
n=0

cnz
n, |z| < +∞, (19.1)

где

cn =
1

2πi

∫
|ζ|=r

f(ζ)

ζn+1
dζ. (19.2)

Очевидно, что ряд (19.1) одновременно является рядом Лорана
функции f с центром в точке ∞.

Теорема 19.1. Пусть для целой функции f существуют
действительные числа A > 0, R > 0 и целое число m > 0, при
которых справедливо неравенство

|f(z)| 6 A|z|m, ∀ z : |z| > R. (19.3)

Тогда функция f является многочленом степени не выше,
чем m.

Доказательство. По формуле (19.2) для коэффициентов
cn при любом r > R получаем оценку

|cn| 6
1

2π

∫
|ζ|=r

|f(ζ)|
rn+1

|dζ| 6 Arm

2πrn+1
· 2πr = Arm−n. (19.4)

Так как неравенство (19.4) справедливо для любых r > R, то
при любом n > m из оценки (19.4) следует, что |cn| меньше
сколь угодно малого числа Arm−n (при r →∞), т. е. cn = 0 при
n > m. Следовательно, из ряда (19.1) получаем, что функция f
есть многочлен степени не выше, чем m. �

Следствие 19.1 (теорема Лиувилля). Если целая функ-
ция f ограничена в некоторой окрестности бесконечности, то
она постоянна.

С помощью теоремы Лиувилля докажем основную теорему
алгебры.
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Теорема 19.2. Всякий многочлен

Pn(z) = c0 + c1z + · · ·+ cnz
n,

где cn 6= 0, n > 1, имеет по крайней мере один нуль в плоско-
сти C.

Доказательство. Допустим противное, пусть многочлен
Pn не равняется нулю ни при каком z ∈ C. Тогда определим
функцию g(z) := 1

Pn(z)
, которая в силу допущения будет це-

лой. При z →∞ имеем Pn(z)→∞, т. е. g(z)→ 0 при z →∞.
Следовательно, функция g ограничена в некоторой окрестно-
сти

◦
BR1(∞). Тогда по теореме Лиувилля функция g(z) ≡ const,

что противоречит определению функции g. �

Анализируя поведение произвольной целой функции f на
бесконечности, получаем три возможности:
1)∞ — устранимая особая точка, т. е. функция f ограничена в

некоторой окрестности
◦
BR1(∞), откуда по теореме Лиувилля

следует, что f(z) ≡ const;
2)∞ — полюс, т. е. существует lim

z→∞
f(z) =∞. Это значит,

что главная часть разложения функции f в ряд Лорана по
степеням z в окрестности ∞, который совпадает с рядом
(19.1), содержит конечное число слагаемых, т. е. функция f
есть многочлен;

3)∞ — существенно особая точка.
Определение 19.2. Целая функция, у которой бесконеч-

ность является существенно особой точкой, называется целой
трансцендентной функцией.

Примерами целых трансцендентных функций являются
функции ez, sin z, cos z, sh z, ch z.

Теорема 19.3 (Сохоцкий). Пусть задана произвольная
целая трансцендентная функция f . Тогда для любого A ∈ C
найдется последовательность {zn}, стремящаяся к бесконеч-
ности, и такая, что lim

n→∞
f(zn) = A.

Доказательство. 1. Пусть A =∞. Так как для любого
n ∈ N на множестве |z| > nфункция f не ограничена (в против-
ном случае ∞ была бы устранимой особой точкой функции f ,
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т. е. функция f не была бы трансцендентной), то существует
точка zn, |zn| > n, такая, что |f(zn)| > n. В итоге получаем,
что lim

n→∞
zn =∞ и lim

n→∞
f(zn) =∞, что и требовалось доказать.

2. Пусть A 6=∞. Допустим, что утверждение теоремы
неверно. Тогда существуют числа ε0 > 0 и δ0 > 0 такие, что
для всех z, |z| > δ0 справедливо неравенство |f(z)−A| > ε0.

Рассмотрим функцию g(z) = 1
f(z)−A . Она в силу допу-

щения регулярна в области
◦
Bδ0(∞), причем в этой области

справедлива оценка |g(z)| < 1/ε0. То есть ∞ есть устрани-
мая особая точка функции g, поэтому существует предел B =
= lim

z→∞
g(z), где B ∈ C. Так как f(z) = A+ 1

g(z)
, то функция f

тоже при z →∞ имеет конечный предел, если B 6= 0, или бес-
конечный предел, если B = 0. Это противоречит условию тео-
ремы, по которому ∞ есть существенно особая точка функ-
ции f . Следовательно, наше допущение оказывается невер-
ным, и теорема доказана. �

Упражнение 19.1. Пусть для целой функции f существу-
ют числа A > 0, R1 > 0 и целое m > 0, при которых справед-
ливо неравенство

|f(z)| > A|z|m, ∀ z : |z| > R1.

Докажите, что тогда f является многочленом. (Сравните с
теоремой 19.1.)

Замечание 19.1. Так как при доказательстве теоремы Со-
хоцкого используется лишь то, что бесконечность есть суще-
ственно особая точка функции f , то аналогично можно дока-
зать следующую более общую теорему.

Теорема 19.4 (Сохоцкий). Пусть функция f :
◦
Bε(a)→ C

регулярна, а точка a ∈ C — существенно особая точка функ-
ции f . Тогда для любого числа A ∈ C найдется последователь-
ность {zn}, сходящаяся к точке a, и такая, что lim

n→∞
f(zn) =

= A.
Более сильный результат, характеризующий поведение це-

лой трансцендентной функции, описан в следующей теореме,
которую приводим без доказательства.
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Теорема 19.5 (Пикар). Пусть задана целая трансцен-
дентная функция f . Тогда в каждой окрестности бесконечно-
сти функция f принимает, и притом бесконечное число раз,
любое значение из C, кроме, быть может, одного.

Иначе говоря, теорема Пикара утверждает, что если f —
целая трансцендентная функция, то для всякого A ∈ C, за ис-
ключением, быть может, одного, уравнение f(z) = A имеет бес-
конечное число решений {zn}. При этом в следствие теоремы
единственности lim

n→∞
zn =∞.

Рассмотрим, например, функцию w = ez. Для любого A 6= 0

уравнение ez = A имеет решения zn = ln |A|+ i(argглA+ 2πn),
где argглA ∈ (−π, π], n — любое целое число. Здесь число A =

= 0 является как раз тем исключительным по теореме Пикара
значением.

Определение 19.3. Функция f : C→ C называется меро-
морфной, если для каждого R > 0 она регулярна в круге BR(0),
за исключением, быть может, конечного числа полюсов.

Приведем примеры мероморфных функций.
1) Рациональные функции вида f(z) =

Pn(z)
Qm(z)

, где Pn(z) и
Qm(z) — многочлены степени n иm соответственно. Эта функ-
ция имеет конечное число полюсов в C.

2) Функция ctg z = cos z
sin z имеет счетное число полюсов 1-го

порядка в точках zk = πk, ∀ k ∈ Z.
3) Функция z

ez − 1 имеет полюсы 1-го порядка в точках zk =

= 2πki, ∀ k ∈ Z, k 6= 0.
Пусть задана мероморфная функция f и пусть {zk} ⊂ C —

все ее полюсы. Для каждого полюса zk ∈ C порядка mk най-
дется проколотая окрестность

◦
Bδk(zk), в которой функция f

представима в виде сходящегося ряда Лорана

f(z) =
ck−mk

(z − zk)mk
+ · · ·+

ck−1

z − zk
+ ck0 + ck1(z − zk) + . . . (19.5)

Обозначим главную часть этого ряда Лорана с центром в точке
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zk через qk(z), т. е.

qk(z) :=
ck−mk

(z − zk)mk
+ · · ·+

ck−1

z − zk
. (19.6)

Теорема 19.6. Если мероморфная функция f имеет в бес-
конечности устранимую особую точку или полюс, то она
является рациональной функцией.

Доказательство. Число всех полюсов такой функции f
конечно, так как иначе, в силу компактности расширенной ком-
плексной плоскости C будет существовать предельная точка
полюсов, которая в силу определения мероморфной функции
не может быть конечной точкой и не может быть бесконечно-
стью (это противоречит условию теоремы). Обозначим через
{zk}lk=1 все конечные полюсы функции f , через qk — главную
часть (19.6) каждого ряда Лорана функции f с центром в точ-
ке zk. Обозначим также

q0(z) := c1z + · · ·+ cnz
n

главную часть ряда Лорана функции f с центром в бесконеч-
ности. Определим функцию

r(z) := f(z)−
l∑

k=0

qk(z).

Эта функция в силу своего определения в каждой точке zk, где
k ∈ 1, l, а также в бесконечности имеет устранимые особенно-
сти. Поэтому, если доопределить ее в этих точках по непре-
рывности, и так как других особенностей у функции r нет,
то получаем, что функция r является целой и ограниченной
в некоторой окрестности бесконечности. По теореме Лиувилля
это означает, что r(z) ≡ a0. Таким образом, справедливо ра-
венство

f(z) = a0 +

l∑
k=0

qk(z), (19.7)

т. е. функция f является рациональной. �

Замечание 19.2. В теореме 19.6 также доказана форму-
ла (19.7), широко употребляемая в математическом анализе,
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о возможности представления рациональной функции f(z) =

=
Pn(z)
Qm(z)

в виде суммы элементарных дробей.

Покажем, как утверждение теоремы 19.6 можно развить на
случай мероморфной функции со счетным числом полюсов.

Определение 19.4. Систему простых замкнутых кусочно-
гладких положительно ориентированных кривых {Γn}∞n=1 на-
зовем правильной, если выполнены три условия:
1) Для любого n область, ограниченная кривой Γn содержится

внутри области, ограниченной кривой Γn+1, причем точка 0
содержится внутри кривой Γ1.

2) Обозначим dn := min {|z|
∣∣ z ∈ Γn}.

Требуется, чтобы lim
n→∞

dn =∞.
3) Обозначим ln := длина кривой Γn. Требуется, чтобы суще-

ствовало число A > 0 такое, что ln 6 Adn, ∀n ∈ N

Приведем простейшие примеры правильных систем кривых.
1. Окружности с центрами в точке 0 и радиусами Rn = n ∈

∈ N.
2. Квадраты с центрами в точке 0 и диагоналями на осях

координат длины n ∈ N.
Теорема 19.7 (Коши). Пусть для заданной мероморфной

функции f существует правильная система кривых {Γn}∞n=1

такая, что выполнены два дополнительные условия:
1.Пусть εn := max {|f(z)|

∣∣ z ∈ Γn}.
Требуется, чтобы lim

n→∞
εn = 0.

2.Полюсы {zk} функции f пронумерованы так, что для любо-
го n ∈ N область, ограниченная кривой Γn, содержит ровно
n первых по порядку полюсов функции f , причем на самой
кривой Γn полюсов функции f нет.
Тогда функция f представима в виде суммы ряда элемен-

тарных дробей вида

f(z) =

+∞∑
k=1

qk(z), (19.8)

где функции qk определены в формуле (19.6). Более того, для
154



§ 19. Целые и мероморфные функции

любого R > 0 в круге BR(0), из которого выброшены точки
полюсов функции f , ряд (19.8) сходится равномерно.

Доказательство. Для всякого n ∈ N определим функции

Sn(z) :=
n∑
k=1

qk(z), (19.9)

rn(z) := f(z)− Sn(z). (19.10)
Зафиксируем n ∈ N. Внутри кривой Γn по условию теоре-

мы содержится ровно n различных полюсов z1, z2, . . . , zn функ-
ции f . В силу определений (19.9), (19.10) для функции rn каж-
дая точка zk, k ∈ 1, n, является устранимой особой точкой, так
как ее ряд Лорана в проколотой δk-окрестности точки zk есть
разность между суммой ряда Лорана функции f в этой окрест-
ности и Sn(z) — суммой главных частей рядов Лорана функ-
ции f с центрами в полюсах, в том числе и с центром в дан-
ной точке zk. Доопределив функцию rn в каждой точке zk при
k ∈ 1, n соответствующим значением предела, получаем, что
функция rn регулярна внутри Γn и непрерывна на замыкании
области, ограниченной кривой Γn. По интегральной формуле
Коши (теорема 8.1) в любой точке z, принадлежащей области,
ограниченной кривой Γn, получаем

rn(z) =
1

2πi

∫
Γn

rn(ζ)

ζ − z
dζ =

=
1

2πi

∫
Γn

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
Γn

Sn(ζ)

ζ − z
dζ. (19.11)

Вычислим I1n(z) := − 1
2πi

∫
Γn

Sn(ζ)
ζ − z dζ с помощью вычетов

(теорема 13.1). Здесь подынтегральная функция регулярна
всюду, кроме полюсов в точках ζ = z, ζ = z1, . . . , ζ = zn. Вне
кривой Γn она регулярна, и поэтому

I1n(z) = res
∞

Sn(ζ)

ζ − z
.

Так как в силу равенств (19.6) и (19.9) получаем сумму
Sn(ζ)

ζ − z
=

n∑
k=1

mk∑
l=1

ck−l
(ζ − z)(ζ − zk)l

,
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в которой каждое слагаемое представимо в виде
ck−l

(ζ − z)(ζ − zk)l
= ck−l

(
1

ζ l+1
+ o

(
1

ζ l+1

))
,

где l + 1 > 2, то по формуле вычетов (13.12) получаем

res
∞

Sn(ζ)

ζ − z
= 0, т. е. I1n(z) ≡ 0.

В итоге справедливо равенство

rn(z) =
1

2πi

∫
Γn

f(ζ)

ζ − z
dζ,

из которого получаем оценку

|rn(z)| 6 1

2π

∫
Γn

∣∣∣∣f(ζ)

ζ−z

∣∣∣∣ |dζ| 6 ln
2π

max

{∣∣∣∣f(ζ)

ζ−z

∣∣∣∣ ∣∣ ζ ∈ Γn

}
. (19.12)

Зафиксируем произвольное число R > 0. Так как lim
n→∞

dn =

=∞ (по условию 2 определения 19.4), то найдется номер N0

такой, что для всех n > N0, dn > 2R. В силу условия 3 опреде-
ления 19.4 для всех z ∈ BR(0) и всех n > N0 получаем оценку

|rn(z)| 6 1

2π
· εn
dn −R

ln =
εn
2π
· 1

1− R
dn

· ln
dn
6
εn
π
A.

Отсюда и из равенства lim
n→∞

εn = 0 (условие 1 теоремы) сле-
дует, что последовательность функций rn сходится равномерно
на BR(0) к нулю. Это значит, что последовательность функций
Sn = f − rn равномерно сходится к функции f в круге BR(0)
всюду, за исключением тех точек, где функция f не определе-
на, т. е. за исключением точек ее полюсов. �

Следствие 19.2. Пусть в теореме 19.7 выполнены все
условия, за исключением условия 1, вместо которого выпол-
нено условие

1′) существуют числа C > 0 и m ∈ N такие, что справед-
ливо неравенство

εn := max {|f(z)|
∣∣ z ∈ Γn} 6 C · (dn)m, ∀n ∈ N, (19.13)

где dn — см. в определении 19.4. Тогда, если точка нуль не яв-
лялась полюсом функции f , то добавляя еще одну достаточно
малую окружность с центром в нуле, содержащуюся внутри
кривой Γ1, получаем, что для функции f(z)

zm+1 выполнены усло-
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вия теоремы 19.7, по которой можно получить разложение
ее в ряд элементарных дробей, откуда, в свою очередь, легко
получается ряд элементарных дробей для функции f .

Пример 19.1. Разложить функцию w = ctg z в ряд элемен-
тарных дробей.

x

y

0−2π 2π

−π π

−π2
π
2

Γ1

Γ2

Γ3

Рис. 19.1

Решение. Так как точки
z1 = 0, z2 = π, z3 = −π, z4 =
= 2π . . . , — полюсы 1-го поряд-
ка, то строим правильную си-
стему кривых Γn в виде квад-
ратов, изображенных на рисун-
ке. Каждый квадрат Γn имеет
стороны длины πn, параллель-
ные осям координат, причем
при нечетных n центр квадра-
та Γn находится в точке 0, а при
четных n — в точке π/2 (см. рис. 19.1).

Эта система квадратов правильная, так как dn > (n− 1) π2 ,
ln = 4πn, т. е. ln/dn 6 16 при всех n ∈ N. Проверим условия
теоремы 19.7.

1) Оценим max {| ctg z|
∣∣ z ∈ Γn}. На вертикальных сторонах

квадрата Γn, имеющих вид: z = π
2 + iy + πm, получаем∣∣cos

(π
2 + iy + πm

)∣∣∣∣sin (π2 + iy + πm
)∣∣ =

| sin iy|
| cos iy|

=

∣∣∣∣e−y − eye−y + ey

∣∣∣∣ 6 1.

На горизонтальных сторонах квадрата Γn, имеющих вид: z =
= x+ iyn, |yn| = π

2 n, получаем по формулам Эйлера

| ctg z| = |e
ix−yn + e−ix+yn |
|eix−yn − e−ix+yn |

6
|eix−yn |+ |e−ix+yn |
||eix−yn | − |e−ix+yn ||

6

6
e−yn + eyn

|e−yn − eyn |
=

1 + e−2|yn|

1− e−2|yn|
< 2.

В итоге, функция | ctg z| ограничена на квадратах {Γn}∞n=1.
2) Каждый квадрат Γn содержит внутри себя ровно n полю-

сов и на Γn нет полюсов.
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Таким образом, функция ctg z
z удовлетворяет всем условиям

теоремы 19.7. Найдем главные части разложений в ряд Лорана
функции ctg z

z в ее в полюсах:
1. В полюсе z = 0 получаем

ctg z

z
=

cos z

z sin z
=

1− z2

2! + . . .

z2
(

1− z2

3! + . . .
) =

1

z2
+ c0 + . . . ,

т. е. q0(z) = 1
z2 .

2. Остальные полюсы zk = πk, k = ±1,±2, . . . , будут 1-го
порядка, т. е.

qk =
res
zk
f

z − zk
; res

zk
f =

cos z
z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=πk

=
1

πk
.

По теореме 19.7 получаем разложение в сумму ряда элементар-
ных дробей

ctg z

z
=

1

z2
+

+∞∑
k 6=0
k=−∞

1

πk(z − πk)
,

откуда

ctg z =
1

z
+

+∞∑
k 6=0
k=−∞

(z − πk) + πk

πk(z − πk)
=

1

z
+

+∞∑
k 6=0
k=−∞

(
1

πk
+

1

z − πk

)
=

=
1

z
+

+∞∑
k=1

(
1

πk
+

1

z − πk
+

1

−πk
+

1

z + πk

)
.

В итоге получаем ответ

ctg z =
1

z
+

+∞∑
k=1

(
1

z − πk
+

1

z + πk

)
.
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§ 20. Принцип аргумента. Теорема Руше

Теорема 20.1. Пусть задана односвязная область G и за-
мкнутая простая кусочно-гладкая положительно ориентиро-
ванная кривая ◦γ в области G. Пусть функция f : G→ C регу-

лярна в G \
(

s⋃
k=1

ak

)
, где {ak}sk=1 — полюсы функции f , при-

чем все {ak} лежат внутри кривой ◦γ. Пусть f(z) 6= 0 при
всех z ∈ ◦γ. Тогда справедлива формула

1

2πi

∫
◦γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P, (20.1)

где N и P — число нулей и полюсов функции f внутри кривой
◦γ с учетом их порядков.

Доказательство. Так как функция f тождественно не
равна нулю, то по теореме 10.1 (единственности) функция f
внутри кривой ◦γ может иметь лишь конечное число нулей.
Обозначим через b1, b2, . . . , bn все нули функции f внутри кри-
вой ◦γ (если они существуют).

Для всякого нуля b = bk порядка m функции f в некоторой
окрестности Bδ(b) справедливо представление

f(z) = (z − b)mg(z), (20.2)

где функция g регулярна и g(z) 6= 0 при всех z ∈ Bδ(b). Тогда
в проколотой окрестности

◦
Bδ(b) получаем

f ′(z)

f(z)
=
m(z− b)m−1g(z) + (z − b)mg′(z)

(z− b)mg(z)
=

m

z − b
+
g′(z)

g(z)
. (20.3)

Так как функция g′(z)
g(z)

регулярна в окрестности Bδ(b), то

res
b

f ′

f
= m, (20.4)

т. е. вычет в каждой точке b, являющейся нулем функции f ,
равен порядку этого нуля.
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Для всякого полюса a = ak порядка l в силу следствия 12.1 в
некоторой окрестности Bε(a) имеем представление функции f

f(z) =
p(z)

(z − a)l
, (20.5)

где функция p регулярна и p(z) 6= 0 при всех z ∈ Bε(a). Тогда,
проведя вычисления, в проколотой окрестности

◦
Bε(a) получа-

ем
f ′(z)

f(z)
=
−l
z − a

+
p′(z)

p(z)
. (20.6)

Так как функция p′(z)
p(z)

регулярна в окрестности Bε(a), то

res
a

f ′

f
= −l,

т. е. вычет в каждой точке a, являющейся полюсом функции f ,
равняется порядку этого полюса со знаком минус. По теореме
о вычетах, суммируя вычеты по всем особым точкам интегри-
руемой в (20.1) функции, т. е. по всем нулям и полюсам функ-
ции f , получаем в итоге формулу (20.1). �

Геометрический смысл теореме 20.1 придает следующее
следствие.

Следствие 20.1 (Принцип аргумента). В условиях тео-
ремы 20.1 справедлива формула

1

2π
∆◦γ arg f(z) = N − P, (20.7)

где N и P — числа нулей и полюсов функции f с учетом их
порядков, принадлежащих ограниченной области D, границей
которой является кривая ◦γ.

Доказательство. В силу условий теоремы 20.1 кри-
вая Γ0 := f(◦γ) является замкнутой кусочно-гладкой кривой и
0 /∈ Γ0. В силу определения 16.1 имеем

∆◦γ arg f(z) = ∆[0,1] arg f(z(t)) = ∆Γ0 argw, (20.8)

где z = z(t), t ∈ [0, 1] — некоторая кусочно-гладкая параметри-
зация кривой ◦γ, причем z(0) = z(1).
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Так как f(z(0)) = f(z(1)), то элементарной проверкой убеж-
даемся (см., например, формулу (15.21)) в том, что

Re

∫
Γ0

dw

w
= ln |w|

∣∣f(z(1))

w=f(z(0))
= 0.

Отсюда и по теореме 14.1 получаем

∆Γ0 argw =
1

i

∫
Γ0

dw

w
. (20.9)

В свою очередь, выражая кривую Γ0 через параметризацию
w = f(z(t)), t ∈ [0, 1], получаем∫

Γ0

dw

w
=

1∫
0

f ′(z(t))z′(t) dt

f(z(t))
=

∫
◦γ

f ′(z)

f(z)
dz. (20.10)

Таким образом, в силу выражений (20.8), (20.9), (20.10) по-
лучим ∫

◦γ

f ′(z)

f(z)
dz = i∆◦γ arg f(z). (20.11)

В итоге из теоремы 20.1 и равенства (20.11) получаем формулу
(20.7). �

Теорема 20.2 (Руше). Пусть заданы регулярные в одно-
связной области G функции f, g: G→ C и замкнутая простая
кусочно-гладкая кривая ◦γ ⊂ G, такие, что справедливо нера-
венство

|f(z)| > |g(z)|, ∀ z ∈ ◦γ. (20.12)
Тогда функция f и функция h := f + g имеют в области D,
ограниченной кривой ◦γ, одинаковое число нулей с учетом их
порядков.

Доказательство. В силу условия (20.12) получаем, что
f(z) 6= 0 при всех z ∈ ◦γ, и |h(z)| > |f(z)|− |g(z)| > 0, т. е. h(z) 6=
6= 0 при всех z ∈ ◦γ.

Обозначим через Nf и Nh числа нулей функций f и h в обла-
стиD с учетом их порядков. По теореме 20.1 в силу леммы 16.1
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получаем

Nh =
1

2π
∆◦γ arg h(z) =

1

2π
∆◦γ arg

[
f(z)

(
1 +

g(z)

f(z)

)]
=

=
1

2π
∆◦γ arg f(z) +

1

2π
∆◦γ arg

(
1 +

g(z)

f(z)

)
. (20.13)

u

v

0 1 2

◦
Γ

Рис. 20.1

Оценим второе слагаемое в равенстве
(20.13). Функция w = 1 +

g(z)
f(z)

определе-

на на кривой ◦γ, и при движении по этой
кривой ее значения описывают некоторую
замкнутую кривую

◦
Γ. В силу неравен-

ства (20.12) кривая
◦
Γ принадлежит обла-

сти |w− 1| =
∣∣∣ g(z)
f(z)

∣∣∣ < 1, т. е. кривая
◦
Γ при-

надлежит односвязной области |w − 1| <
< 1, не содержащей точку нуль (см. рис. 20.1). Поэтому, на-
пример, в силу леммы 16.2 (в которой нужно взять f(z) ≡
≡ z) справедливо равенство ∆◦

Γ
argw = 0. Так как ∆◦

Γ
argw =

= ∆◦γ arg
(

1 +
g(z)
f(z)

)
, то второе слагаемое в (20.13) равно нулю,

что и доказывает теорему. �

Теорема 20.3 (Гаусс). Всякий многочлен n-й степени

Pn(z) := zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c0 (20.14)

имеет в комплексной плоскости C ровно n нулей с учетом их
порядков.

Доказательство. Определим две функции

f(z) := zn, g(z) := cn−1z
n−1 + · · ·+ c0.

Так как функция g(z)
zn → 0 при z →∞, то существует число

R0 > 0 такое, что для всякого R > R0 справедливо неравенство∣∣∣g(z)
zn

∣∣∣ < 1 при |z| = R. По теореме Руше число нулей функции

Pn внутри окружности γR := {z
∣∣ |z| = R} равно числу нулей

функции f(z) = zn внутри γR с учетом их порядков. Так как
точка 0 есть нуль функции zn порядка n, то многочлен Pn в
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любом круге BR(0), R > R0, имеет ровно n нулей с учетом их
порядков, а в силу произвольности R > R0 многочлен Pn имеет
ровно n нулей с учетом их порядков во всей плоскости C. �

Пример 20.1. Рассмотрим функцию Жуковского вида
f(z) := 1

2

(
z + 1

z

)
и при любом R > 1 две окружности γ1 :=

:= {z
∣∣ |z| = R} и γ2 := {z

∣∣ |z| = 1
R}, положительно ориентиро-

ванные.

u

v

0

γ̃1

γ̃2

− 5
4

5
4

− 3
4

3
4

x

y

0

γ1

γ2

−i

i

−2i

2i

Рис. 20.2

Функция Жуковского имеет нули первого порядка в точках
i, −i, а точка z = 0 является полюсом 1-го порядка. Поэтому
в силу принципа аргумента получаем

∆γ1 arg f(z) = 2π(N − P ) = 2π(2− 1) = 2π,

∆γ2 arg f(z) = 2π(N − P ) = 2π(0− 1) = −2π.

Геометрически это значит, что окружность радиуса R > 1
функцией Жуковского отображается в кривую (эллипс) с
сохранением ориентации, а окружность радиуса 1

R отобра-
жается в тот же эллипс с противоположной ориентацией
(см. рис. 20.2).
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§ 21. Геометрические принципы

В данном параграфе приведем основные геометрические
принципы регулярных функций.

Лемма 21.1 (об открытости). Пусть заданы область
G ⊂ C, точка z0 ∈ G и функция f : G→ C, которая регулярна.
Пусть w0 = f(z0) и

f ′(z0) = · · · = f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0, (21.1)

где n > 2. Тогда существуют круг Br(z0) ⊂ G и круг Bε(w0),
ε > 0, такие, что Bε(w0) ⊂ f(Br(z0)) и для любой точки w1 ∈
∈
◦
Bε(w0) уравнение f(z) = w1 имеет ровно n различных реше-

ний в круге Br(z0). В этом случае говорят, что функция f
является n-листной в круге Br(z0).

Доказательство. Так как по условию леммы f (n)(z0) 6=
6= 0, то f(z) 6= const. Тогда по теореме единственности нули
этой регулярной функции изолированы друг от друга. Поэто-
му существует замкнутый круг Br(z0) ⊂ G такой, что функции
(f(z)−w0) и f ′(z) не обращаются в нуль на множестве Br(z0) \
\ {z0}. Обозначим окружность γr := {z

∣∣ |z− z0| = r} и кривую
Γ := f(γr). Так как по построению w0 /∈ Γ, то существует чис-
ло ε > 0 такое, что ε < inf{|w0− ζ|

∣∣ ζ ∈ Γ}, т.е. Bε(w0)∩Γ = ∅.
Поэтому для любого w1 ∈

◦
Bε(w0) справедливо неравенство

|w0 − w1| < ε < |f(z)− w0|, ∀z ∈ γr. (21.2)

В силу этого неравенства по теореме 20.2 (Руше) «бо́льшая»
функция (f(z)− w0) и суммарная функция (f(z)− w1) =
= (f(z)−w0) + (w0−w1) имеют в круге Br(z0) одинаковое чис-
ло нулей. По условию леммы функция (f(z)−w0) имеет в кру-
ге Br(z0) один нуль (точку z0) порядка n. Следовательно у
функции (f(z)− w1) в круге Br(z0) имеется n нулей с учетом
их порядков. Так как в силу выбора круга Br(z0) имеем, что
f ′(z) 6= 0 в этом круге, то функция (f(z)− w1) может иметь
лишь нули первого порядка в круге Br(z0). Таким образом до-
казали, что функция (f(z)−w1) имеет ровно n различных ну-
лей первого порядка, что и требовалось. �
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Следствие 21.1. Если функция f регулярна в окрестности
точки z0 6=∞, то условие f ′(z0) 6= 0 является необходимым и
достаточным для однолистности отображения f в некото-
рой достаточно малой окрестности точки z0, т. е. «одно-
листности в малом».

Заметим, что условие f ′(z0) 6= 0 не является достаточным
для однолистности в области, т. е. «однолистности в боль-
шом». Например, функция w = ez всюду удовлетворяет усло-
вию f ′(z) 6= 0, но она не однолистна, например, в C.

Теорема 21.1 (принцип сохранения области). Пусть
функция f : G→ C регулярна в области G и f(z) 6= const. То-
гда при отображении f образом области G является область.

Доказательство. Пусть G∗ — образ области G при отоб-
ражении f , т. е. G∗ = f(G).

1) Рассмотрим любую точку w0 ∈ G∗, тогда существует точ-
ка z0 ∈ G такая, что w0 = f(z0). Так как точка z0 является
внутренней точкой области G, то функция f регулярна в неко-
торой окрестности точки z0, причем так как f(z) 6= const, то
существует n ∈ N такое, что f (n)(z0) 6= 0. По лемме 21.1 су-
ществует круг Bε(w0), входящий в G∗, т. е. w0 — внутренняя
точка множества G∗, поэтому множество G∗ открыто.

2) Докажем (линейную) связность множестваG∗. Пусть точ-
ки w0 и w1 ∈ G∗, тогда существуют точки z0, z1 ∈ G такие, что
f(z0) = w0 и f(z1) = w1. Так как множество G есть область, то
существует кусочно-гладкая кривая γ ⊂ G, соединяющая точ-
ку z0 с точкой z1. Тогда в силу определения f(γ) ⊂ G∗, т. е.
кусочно-гладкая кривая f(γ) соединяет точки w0 и w1. �

Теорема 21.2 (принцип максимума модуля). Пусть
функция f : G→ C регулярна в ограниченной области G и
непрерывна в G = G ∪ Γ, где Γ — граница области G. Пусть
f(z) 6= const. Тогда супремум модуля этой функции

sup{|f(z)|
∣∣ z ∈ G}

достигается строго на границе Γ области G.
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Доказательство. Рассмотрим произвольную точку z0 ∈
∈ G. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что
существует точка z1 ∈ G такая, что |f(z1)| > |f(z0)|. По теоре-
ме 21.1 образом области G является область G∗, и поэтому точ-
ка w0 = f(z0) является внутренней точкой образа, т. е. суще-
ствует число ε > 0 такое, что справедливо включение Bε(w0) ⊂
⊂ G∗. Возьмем точку w1 ∈ Bε(w0), которая находится дальше
от начала координат (см. рис. 21.1а), например,

w1 = w0

(
1 +

ε

2|w0|

)
, |w1| > |w0|.

Так как w1 ∈ G∗, то существует точка z1 ∈ G такая, что f(z1) =
= w1, т. е. |f(z1)| > |f(z0)|.

u

v

0

Bε(w0)
w0

w1

u

v

0

Bε(w0)

w0 w1

Рис. 21.1а Рис. 21.1б

Следовательно,

sup{|f(z)|
∣∣ z ∈ Γ} = sup{|f(z)|

∣∣ z ∈ G}.
В свою очередь, функция |f(z)| непрерывна на ограниченном
замкнутом множестве G, и поэтому она достигает свою точную
верхнюю грань в некоторой точке границы. �

Следствие 21.2. Если функция f : G→ C регулярна в огра-
ниченной области G и непрерывна в ее замыкании G, причем
f(z) 6= 0, ∀ z ∈ G и f(z) 6= const, то inf{|f(z)|

∣∣ z ∈ G} дости-
гается строго на границе области G.

Упражнение 21.1. Докажите следствие 21.2.

Еще одним важным следствием принципа максимума моду-
ля является
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Лемма 21.2 (Шварц). Пусть функция f : B1(0)→ C регу-
лярна в круге B1(0), ограничена: |f(z)| 6 1 для всех z ∈ B1(0)
и f(0) = 0. Тогда справедлива оценка

|f(z)| 6 |z|, ∀z ∈ B1(0). (21.3)

Если в неравенстве (21.3) достигается равенство хотя бы в
одной точке z0 ∈ B1(0), z0 6= 0, то оно справедливо всюду в
B1(0) и существует α ∈ R1 такое, что f(z) = eiαz, при всех
z ∈ B1(0).

Доказательство. Рассмотрим функцию g(z) :=
f(z)
z . В

силу условия f(0) = 0 функция g имеет в нуле устранимую осо-
бенность, т.е. доопределяя ее по непрерывности в нуле, полу-
чаем, что g регулярна в круге B1(0). По принципу максимума
модуля для любого r ∈ (0, 1) максимум |g(z)| в круге Br(0) до-
стигается на границе γr := {z

∣∣ |z| = r}. Отсюда и по условию
леммы (|f(z)| 6 1) получаем оценку

|g(z)| 6 1

r
, ∀z ∈ Br(0). (21.4)

Зафиксируем произвольное z0 ∈ B1(0). Так как справедли-
во включение z0 ∈ Br(0) при любом r ∈ (|z0|, 1), то из оценки
(21.4) имеем |g(z0)| 6 1

r при всех r ∈ (|z0|, 1). Устремляя r → 1,
получаем |g(z0)| 6 1, т.е. |f(z0)| 6 |z0|, т.е. оценка (21.3) дока-
зана.

Допустим, что существует точка z1 ∈ B1(0), z1 6= 0, в кото-
рой в неравенстве (21.3) имеет место равенство. Тогда функ-
ция g достигает свой максимум в этой внутренней точке, т.е.
|g(z1)| = 1. Но по принципу максимума модуля это возможно
только в случае, когда g константа, т.е. найдется α ∈ R1 такое,
что g(z) = eiα. Тогда f(z) = eiαz. �

Упражнение 21.2. Покажите, что в условиях леммы
Шварца справедливо неравенство |f ′(0)| 6 1, в котором равен-
ство возможно лишь в случае, когда f(z) = eiαz.

Теорема 21.3 (Принцип максимума и минимума гар-
монической функции). Пусть функция u: G→ R1 гармо-

167



Е. С. Половинкин

нична в ограниченной области G ⊂ R2 и непрерывна на ее за-
мыкании G = G∪Γ. Пусть u(x, y) 6= const. Тогда максимум и
минимум этой функции достигаются на границе области G.

Доказательство.
1. Допустим противное. Пусть в точке (x0, y0) ∈ G достига-

ется max {u(x, y)
∣∣ (x, y) ∈ G}. Так как множество G есть об-

ласть, то точка z0 = x0 + iy0 является внутренней точкой мно-
жества G, и существует число r > 0 такое, что круг Br(z0) ⊂ G.

Как показано в теореме 4.2, существует регулярная функция
f : Br(z0)→ C такая, что Re f(z) = u(x, y). (Напомним, что на-
до взять

v(x, y) :=

(x, y)∫
(x0, y0)

−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

и

f(z) := u(x, y) + iv(x, y)).

Пусть w0 = f(z0). По теореме 21.1 существует круг Bε(w0)

такой, что Bε(w0) ⊂ f(Br(z0)). Возьмем в круге Bε(w0) точ-
ку w1 правее w0, т. е. Rew1 > Rew0 (см. рис. 21.1б ), при-
чем существует точка z1 ∈ Br(z0) такая, что f(z1) = w1. Тогда
Re f(z1) = u(x1, y1) > u(x0, y0), что противоречит допущению.
Следовательно, допущение неверно.

2. Доказательство утверждения о минимуме следует из пер-
вой части доказательства о максимуме, так как min u(x, y) =

= −max (−u(x, y)), а функция −u(x, y) также является гармо-
нической функцией. �

Для гармонической функции u(x, y) удобно ввести обозначе-
ние: u(z) := u(x, y), где z = x+ iy.

Теорема 21.4 (О среднем для гармонической функ-
ции). Пусть функция u: BR(a)→ R является гармонической
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в круге BR(a) и непрерывной на его замыкании BR(a). Тогда
справедлива формула

u(a) =
1

2π

2π∫
0

u(a+Reiϕ) dϕ. (21.5)

Доказательство. По теореме 4.2 существует регулярная
функция f : BR(a)→ C такая, что Re f(z) = u(z). Тогда по
интегральной формуле Коши для любой окружности γρ = {z

∣∣∣∣ |z − a| = ρ}, где ρ ∈ (0, R), имеем равенство

f(a) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − a
dζ.

Так как для всякой точки ζ ∈ γρ, справедливо представление
ζ = a+ ρeiϕ, где 0 6 ϕ 6 2π, то dζ = iρeiϕ dϕ, и после замены
переменных в интеграле получаем

f(a) =
1

2πi

2π∫
0

f
(
a+ ρeiϕ

)
iρeiϕ dϕ

ρeiϕ
=

1

2π

2π∫
0

f
(
a+ ρeiϕ

)
dϕ.

(21.6)
Выбирая в (21.6) действительные части, получаем равенство

u(a) =
1

2π

2π∫
0

u(a+ ρeiϕ) dϕ. (21.7)

Из непрерывности функции u(z) = u(x, y) на круге BR(a) сле-
дует равномерная по ϕ ∈ [0, 2π] непрерывность функции ρ→
→ u(a+ ρeiϕ) при ρ ∈ (0, R]. По известной теореме математи-
ческого анализа о переходе к пределу под знаком интеграла,
устремляя ρ к R, получаем формулу (21.5). �

169



Е. С. Половинкин

§ 22. Конформные отображения в C

В данном параграфе сформулируем определение конформ-
ного отображения в произвольной области из C и объясним
некоторые геометрические свойства такого отображения.

22.1. Геометрический смысл модуля и аргумента
производной функции. Пусть задана функция f : G→ C,
определенная в области G ⊂ C. Пусть точка z0 ∈ G такова, что
в ней существует производная f ′(z0) 6= 0. Обозначим

w0 = f(z0), ∆w = f(z)− f(z0), ∆z = z − z0.

Тогда в силу определения производной имеем

∆w = f ′(z0)∆z + α(∆z), (22.1)

где lim
∆z→0

α(∆z)
∆z = 0, f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0).

Рассмотрим приращение функции ∆w по формуле (22.1),
воспользовавшись его приближенным представлением через
дифференциал dw = f ′(z0)∆z (так как с точностью до члена
более высокого порядка малости, чем |∆z|, имеет место при-
ближенное равенство ∆w ' dw). Расписав дифференциал dw
по компонентам, получаем(

∆u

∆v

)
'

ux −vx
vx ux

(∆x

∆y

)
= K ·

ux
K − vx

K
vx
K

ux
K

(∆x

∆

)
, (22.2)

где K := |f ′(z0)|. Из выражения (22.2) следует, что линейное
относительно ∆z отображение dw = f ′(z0)∆z является супер-
позицией двух отображений: растяжения с коэффициентом
K = |f ′(z0)| > 0 и ортогонального преобразования плоскости
(так как очевидно, что последняя квадратная матрица в ра-
венстве (22.2) является ортогональной).

В частности, так как |dw| = |f ′(z0)||∆z|, то образом окруж-
ности γr := {z

∣∣ |z − z0| = r} радиуса r > 0 (на которой |∆z| =
= r) при отображении f будет окружность γ = {w

∣∣ |w−w0| =
= Kr} радиуса Kr с точностью до o(|∆z|) (см. рис. 22.1).
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Полученное свойство отображения f называют свойством
сохранения окружности в малом, причем коэффициент линей-
ного растяжения в точке z0 равен

K = |f ′(z0)| = lim
|∆z|→0

|∆w|
|∆z|

. (22.3)

Кроме того из формулы (22.2) также следует, что отображе-
ние f сохраняет углы между кривыми, выходящими из точки
z0, так как каждая из них повернется на один и тот же угол.
Поясним это более подробно.

u

v

0

γ∗1

γ∗2γ

w′1

w′2

α
w0

x

y

0

γ1

γ2γr

z′1

z′2

α
z0

Рис. 22.1

Пусть функция f : Br(z0)→ C регулярна и f ′(z) 6= 0. Пусть
w0 = f(z0). Рассмотрим две гладкие кривые γ1, γ2 ⊂ Br(z0),
проходящие через точку z0 (см. рис. 22.1), т. е. представимые
в виде

γk := {z
∣∣ z = zk(t), t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]}, δ > 0, k ∈ 1, 2, (22.4)

причем z′k(t) 6= 0 и z1(t0) = z2(t0) = z0.
Тогда функция f отображает кривые γk, k ∈ 1, 2, в кривые

γ∗k = {w
∣∣ w = wk(t) := f(zk(t)), t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]}. (22.5)

Тогда в силу очевидной формулы

w′k(t) = f ′(zk(t))z
′
k(t), ∀ t ∈ [t0 − δ, t0 + δ], k ∈ 1, 2, (22.6)

получаем, что w′k(t) 6= 0, ∀ t, т. е. кривые γ∗k являются гладки-
ми.

Угол между кривыми γ1 и γ2 в точке z0 по определению есть
угол между касательными векторами z′1(t0) и z′2(t0). Соответ-
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ственно, угол между кривыми γ∗1 и γ∗2 в точке w0 есть угол
между векторами w′1(t0) и w′2(t0). При этом из формулы (22.6)
при t = t0 получаем

w′k(t0) = f ′(z0)z′k(t0),

откуда следует равенство

Argw′k(t0) = argгл f
′(z0) + Arg z′k(t0), ∀ k ∈ 1, 2. (22.7)

Из формулы (22.7) следует, что каждый касательный вектор
z′k(t0) кривой γk при отображении f поворачивается на один и
тот же угол argгл f

′(z0). То есть угол между двумя кривыми,
выходящими из точки z0, сохраняется при регулярном отобра-
жении f , если f ′(z0) 6= 0. Это свойство называется свойством
сохранения углов.

22.2. Конформные отображения в C. На основе ука-
занных геометрических свойств производной функции введем
понятие конформного отображения в точке из C.

Определение 22.1. Отображение f : Br(z0)→ C называет-
ся конформным в точке z0 ∈ C, если его компоненты u(x, y),
v(x, y) дифференцируемы в точке z0 = x0 + iy0, а линейное
отображение{

du = ux(x0, y0)∆x+ uy(x0, y0)∆y,

dv = vx(x0, y0)∆x+ vy(x0, y0)∆y,
(22.8)

представляет собой композицию растяжения и поворота отно-
сительно точки 0.

Теорема 22.1. Отображение f конформно в точке z0 ∈ C
тогда и только тогда, когда функция f дифференцируема в
точке z0 и f ′(z0) 6= 0.

Доказательство. То, что дифференцируемая функция f ,
у которой f ′(z0) 6= 0, является конформной в точке z0 (по опре-
делению 22.1), было показано в начале этого параграфа. Пусть
теперь отображение f конформно в точке z0 = x0 + iy0 по опре-
делению 22.1. Тогда существуют K > 0 и θ ∈ [0, 2π) такие, что
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выражение (22.8) принимает вид(
du

dv

)
= K

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

(∆x

∆y

)
, (22.9)

откуда следует, что ux = K cos θ, uy = K sin θ, vx = −K sin θ,
vy = K cos θ, т. е. выполнены условия Коши–Римана, в резуль-
тате чего функция f дифференцируема в точке z0 и |f ′(z0)| =
= K 6= 0. �

Определение 22.2. Отображение f : G→ C называется
конформным в области G ⊂ C, если оно однолистно в обла-
сти G и конформно в каждой точке области G.

Следствие 22.1. В силу теоремы 22.1 функция осуществ-
ляет конформное отображение некоторой области из C в
комплексную плоскость C тогда и только тогда, когда она
регулярна в данной области и однолистна. Отсюда и в си-
лу принципа сохранения области (см. теорему 21.1) при кон-
формном отображении образом области является область.

22.3. Конформные отображения в C. Обобщим по-
нятие конформного отображения на случай расширенной ком-
плексной плоскости C.

Отметим, что определенное выше понятие конформности
отображения в конечной точке включает в себя два геометри-
ческих свойства таких отображений: свойство сохранения уг-
лов и свойство сохранения окружностей в малом. Мы хотели
бы определить конформность отображения в бесконечно уда-
ленной точке ∞, опираясь на эти же геометрические свойства,
по крайней мере, на свойство сохранения углов.

Для этого необходимо ввести понятие угла между кривыми
в бесконечности. Отметим следующие два свойства стереогра-
фической проекции C на сферу Римана S (см. § 2).

1) Угол между любыми двумя гладкими кривыми, пересека-
ющимися в некоторой конечной точке из C, при стереографи-
ческой проекции переходит в равный ему угол между образами
данных кривых на сфере Римана S.
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2) Отображение плоскости C на плоскость C, осуществляе-
мое функцией w = 1

z , при стереографической проекции соот-
ветствует отображению S на себя, получаемому при повороте
сферы Римана на угол π вокруг диаметра сферы с концами в
точках, являющихся образами точек +1 и −1 из C.

В силу этих свойств под углом между двумя неограниченны-
ми кривыми в точке∞ следует понимать угол между образами
этих кривых (при стереографической проекции) на сфере Ри-
мана в верхней точке P , если эти образы имеют в точке P каса-
тельные. Этот угол, в свою очередь, совпадает с углом в точке
нуль на плоскости C между новыми кривыми, получаемыми из
данных кривых при отображении w = 1/z плоскости C на се-
бя.

Приведенные выше соображения порождают следующие
определения.

Определение 22.3. Пусть функция f :
◦
BR(∞)→ C имеет

в точке z0 =∞ устранимую особую точку. Скажем, что отоб-
ражение f конформно в точке ∞, если отображение g(z) :=

:= f
(

1
z

)
, доопределенное по непрерывности в нуле, конформ-

но в точке нуль (по определению 22.1).

Определение 22.4. Пусть точка z0 ∈ C является особой
точкой функции f , но не является устранимой особой точкой.
Скажем, что отображение f конформно в точке z0, если отоб-
ражение ϕ(z) := 1

f(z)
, доопределенное в точке z0 по непрерыв-

ности, конформно в точке z0 (по определению 22.1 или 22.3).

Замечание 22.1. Отметим, что в определении 22.4 особая
точка может быть только полюсом 1-го порядка, так как иначе
нарушается однолистность в малом, т. е. в любой проколотой
окрестности особой точки.

Упражнение 22.1. Докажите справедливость замеча-
ния 22.1.

Теперь мы можем ввести понятие отображения, конформ-
ного в области из расширенной плоскости C в расширенную
плоскость C.
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Определение 22.5. Отображение f : G→ C называется
конформным в области G ⊂ C, если оно однолистно на обла-
сти G и конформно в каждой точке области G.

Суммируя вышесказанное, сформулируем следующее след-
ствие.

Следствие 22.2. Функция f : G→ C осуществляет кон-
формное отображение области G ⊂ C на область f(G) тогда
и только тогда, когда f однолистна на G и f регулярна во
всех точках области G, за исключением, быть может, двух
точек:
1)∞, если ∞ ∈ G и ∞ является устранимой особой точкой

или полюсом первого порядка функции f ;
2) некоторой конечной точки z0 ∈ G, которая является полю-

сом первого порядка функции f , при этом либо ∞ /∈ G, ли-
бо, если∞ ∈ G, то∞ есть устранимая особая точка функ-
ции f .

Упражнение 22.2. Докажите справедливость след-
ствия 22.2.

Исследование конкретных классов конформных отображе-
ний, получаемых с помощью элементарных функций, продела-
ем в следующих трех параграфах.
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§ 23. Дробно-линейные отображения

В этом параграфе изучим свойства дробно-линейных отоб-
ражений, как покажем, важнейшего класса конформных отоб-
ражений плоскости C на себя.

Определение 23.1. Функция (или отображение) вида

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0, (23.1)

где коэффициенты a, b, c, d ∈ C, называется дробно-линейной
функцией (или отображением).

Доопределим функцию w из (23.1) в особых точках по непре-
рывности в C:
1) если c = 0, то полагаем

w(∞) =∞,
2) если c 6= 0, то полагаем

w(∞) =
a

c
, w

(
−d
c

)
=∞. (23.2)

Таким образом, функция (23.1), (23.2) отображает C на C.
В случае, когда c = 0, получаем аффинную функцию вида

w = az+b, a 6= 0, свойства которой считаем известными из кур-
са линейной алгебры и аналитической геометрии. Поэтому, как
правило, полагаем, что c 6= 0.

Теорема 23.1. Дробно-линейная функция (23.1), (23.2)
отображает расширенную комплексную плоскость C на всю
расширенную комплексную плоскость C конформно.

Доказательство. 1. Докажем однолистность функции
(23.1), (23.2) на плоскости C. Из формул (23.1), (23.2) эле-
ментарными вычислениями можно выразить z через w, в ре-
зультате чего получаем, что существует обратное отображение
вида

z =
−dw + b

cw − a
, (23.3)

z(∞) = −d
c
, z

(a
c

)
=∞. (23.4)
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Таким образом, отображение (23.1), (23.2) однолистно отобра-
жает плоскость C на всю плоскость C, причем, так как опре-
делитель ∣∣∣∣∣∣ −d b

c −a

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc 6= 0,

то обратное отображение (23.3), (23.4) также является дробно-
линейным.

2. Докажем конформность функции (23.1), (23.2) в каждой
точке z0 плоскости C при c 6= 0.

1) Пусть z0 6= − d
c , z0 6=∞. Тогда

w′(z0) =
a(cz0 + d)− c(b+ az0)

(cz0 + d)2
=

ad− bc
(cz0 + d)2

6= 0, (23.5)

т.е. по определению 22.1 и теореме 22.1 функция (23.1), (23.2)
конформна в точке z0.

2) Пусть z0 = − d
c . Так как lim

z→z0
w(z) =∞, то по определе-

нию 22.4 рассмотрим функцию

g(z) :=
1

w(z)
=
cz + d

az + b
,

g′(z0) =
bc− ad

(az0 + b)2
=

c2

cb− ad
6= 0.

Это значит, что функция g конформна в точке z0, откуда по
определению 22.4 функция w(z) конформна в точке z0 = − d

c .
3) Пусть z0 =∞. Тогда lim

z→∞
w(z) = a

c . По определению 22.3
исследуем на конформность функцию

g(ζ) := w

(
1

ζ

)
=
a+ bζ

c+ dζ

в точке ζ0 = 0. Вычисляя производную в этой точке

g′(ζ0) =
bc− ad

(c+ dζ0)2
=
bc− ad
c2

6= 0.

получаем, что функция g конформна в нуле. Отсюда по опре-
делению 22.3 функция w(z) конформна в точке ∞.

Итак, по определениям 22.1–22.5 функция (23.1), (23.2) кон-
формно отображает плоскость C на всю плоскость C. �
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Упражнение 23.1. Докажите, что если некоторая функ-
ция f : C→ C конформно отображает всю плоскость C на всю
плоскость C, то эта функция f является дробно-линейной.

Отметим следующее «круговое свойство» дробно-линейных
отображений.

Теорема 23.2. При дробно-линейном отображении (23.1),
(23.2) образом любой окружности или прямой является
окружность или прямая.

Доказательство. Для аффинного отображения (т. е. при
c = 0)

w = az + b, a 6= 0, (23.6)
круговое свойство, приведенное в формулировке теоремы, оче-
видно, справедливо, так как из линейной алгебры известно, что
невырожденное аффинное отображение плоскости R2 на себя
сводится к суперпозиции преобразования подобия, поворота и
переноса, при которых окружности переходят в окружности, а
прямые в прямые.

В общем случае (при c 6= 0) представим отображение (23.1)
в виде

w =
a

c
+
−ad+ bc

c
· 1

cz + d
,

т. е. функцию (23.1) представим в виде суперпозиции трех
отображений:

w = α+ βt, t =
1

ζ
, ζ = cz + d. (23.7)

В формулах (23.7) два отображения являются аффинными, и,
как уже отмечали выше, они обладают круговым свойством.
Осталось доказать, что отображение t = 1

ζ также обладает кру-
говым свойством.

Зададим произвольную окружность γ в плоскости ζ = ξ +
+ iη. Как следует из аналитической геометрии, она описыва-
ется некоторым уравнением 2-го порядка

A(ξ2 + η2) +Bξ + Cη +D = 0, (23.8)
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гдеA,B,C,D — действительные числа, удовлетворяющие усло-
виям A 6= 0, B2 +C2 > 4AD. В случае, когда A = 0, уравнение
(23.8) описывает некоторую прямую. Так как ξ2 + η2 = |ζ|2 =
= ζζ, ξ = 1

2 (ζ + ζ), η = 1
2i (ζ − ζ), то уравнение (23.8) можно

переписать в виде

Aζζ +

(
B

2
+
C

2i

)
ζ +

(
B

2
− C

2i

)
ζ +D = 0. (23.9)

Отображение t = 1
ζ преобразует окружность (23.9) в кривую,

уравнение которой имеет вид

A+

(
B

2
+
C

2i

)
t+

(
B

2
− C

2i

)
t+Dtt = 0. (23.10)

Очевидно, что уравнение (23.10) в случае, когда D 6= 0, также
является уравнением окружности, а в случае, когда D = 0, яв-
ляется уравнением прямой. �

Замечание 23.1. При конкретном дробно-линейном отоб-
ражении окружности или прямой нетрудно уточнить, что бу-
дет ее образом: окружность или прямая. Для этого достаточно
посмотреть на точку z0 := − d

c , для которой w(z0) =∞. Если
точка z0 принадлежит исходной кривой, то образом будет пря-
мая, в противном случае ее образом будет окружность.

Из средней школы известно понятие точки, симметричной
данной точке относительно прямой. Расширим это понятие на
случай окружности.

x

y

0

A

M

M∗

Рис. 23.1

Определение 23.2. Пусть на
плоскости R2 задана окружность γ
радиуса R с центром в точке A
(см. рис. 23.1). Точки M и M∗

называются симметричными отно-
сительно окружности γ, если они
лежат на одном луче, выходящем
из центра A, и справедливо равен-
ство

|AM | · |AM∗| = R2. (23.11)
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Переходя на язык комплексных чисел, получаем, что точки
z0, z

∗
0 ∈ C являются симметричными относительно окружности

γ = {z
∣∣ |z − a| = R}, если справедливо равенство

z∗0 − a =
R2

z0 − a
. (23.12)

Так как в формуле (23.12) при z0 → a получаем z∗0 →∞, то бу-
дем считать, что точки a и∞ также являются симметричными
относительно окружности γ = {z

∣∣ |z − a| = R}.
Теорема 23.3. При дробно-линейном отображении (23.1),

(23.2) пара точек, симметричных относительно некоторой
окружности или прямой, переходит в пару точек, симмет-
ричных относительно образа этой кривой.

Замечание 23.2. В силу сходства получаемых свойств
дробно-линейных отображений, связанных как с окружностя-
ми, так и с прямыми, для краткости изложения в формулиров-
ках теорем будем окружностью называть не только окружно-
сти, но также и прямые.

Для доказательства теоремы 23.3 нам потребуется следую-
щая

Лемма 23.1. Точки z0 и z∗0 являются симметричными от-
носительно данной окружности (или прямой) γ тогда и толь-
ко тогда, когда любая окружность или прямая Γ, проходящая
через точки z0 и z∗0, пересекает окружность γ под прямым
углом.

x

y

0

γ

Γ

l
L

a

ζ

z0

z∗0

Рис. 23.2

Доказательство.
Необходимость. Пусть точки

z0 и z∗0 симметричны относитель-
но окружности γ радиуса R с цен-
тром в точке a. Пусть Γ — произ-
вольная окружность, проходящая
через точки z0 и z∗0 (см. рис. 23.2).

Проведем через точку a каса-
тельную прямую L к окружно-
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сти Γ. При этом обозначим через ζ точку касания окружно-
сти Γ, т. е. ζ ∈ Γ ∩ L.

По теореме о касательной и секущей получаем, что |ζ−a|2 =

= |z0− a| · |z∗0 − a|. Отсюда и из определения 23.2 о симметрич-
ных точках (равенство (23.12)) получаем, что |ζ − a| = R, т. е.
точка ζ лежит на окружности γ, т. е. точка ζ есть точка пере-
сечения окружностей γ и Γ. Так как радиус [a, ζ] окружности
γ перпендикулярен касательной l к окружности γ, проведен-
ной через точку ζ, то касательные L и l перпендикулярны, т. е.
окружности γ и Γ перпендикулярны.

Достаточность. Пусть точки z и z∗ таковы, что любая
окружность Γ, проходящая через эти точки, перпендикулярна
данной окружности γ радиуса R с центром в точке a.

1) Рассмотрим в качестве кривой Γ прямую, проходящую че-
рез точки z и z∗. Так как по условию прямая Γ перпендикуляр-
на окружности γ, то прямая Γ проходит через центр a. Более
того, точки z и z∗ лежат на одном луче с началом в точке a,
так как в противном случае, проведя окружность Γ1 с диамет-
ром, совпадающим с отрезком [z, z∗], очевидно, получаем, что
окружность Γ1 не перпендикулярна окружности γ, т. е. не вы-
полнено условие.

2) Рассмотрим теперь в качестве Γ произвольную окруж-
ность, проходящую через точки z и z∗.

Обозначим через ζ точку пересечения окружностей, т. е. ζ ∈
∈ Γ ∩ γ. Тогда касательная к окружности Γ в точке ζ (обозна-
чим ее L) по условию перпендикулярна касательной к окруж-
ности γ в точке ζ (обозначим ее l), следовательно, прямая L

пройдет через центр a, т. е. отрезок [a, ζ] лежит на касатель-
ной L к окружности Γ. По теореме о касательной и секущей
получаем R2 = |ζ−a|2 = |z−a| · |z∗−a|. Это означает, что точ-
ки z и z∗ являются симметричными относительно окружно-
сти γ. �

Доказательство теоремы 23.3. Пусть z0 и z∗0 — симмет-
ричные точки относительно окружности γ и пусть дробно-
линейное отображение f вида (23.1), (23.2) переводит окруж-
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ность γ в кривую γ̃ = f(γ). По круговому свойству (по теоре-
ме 23.2) кривая γ̃ является окружностью (или прямой). Пусть
w0 = f(z0), w∗0 = f(z∗0). Рассмотрим любую окружность Γ̃ та-
кую, что w0, w

∗
0 ∈ Γ̃. Тогда существует окружность Γ такая,

что f(Γ) = Γ̃ и z0, z
∗
0 ∈ Γ.

Так как точки z0 и z∗0 симметричны, то по лемме 23.1 окруж-
ность Γ перпендикулярна окружности γ. По свойству сохране-
ния углов при конформных отображениях и так как по теоре-
ме 23.1 дробно-линейное отображение конформно в C, окруж-
ность Γ̃ = f(Γ) будет перпендикулярна окружности γ̃ = f(γ).
Отсюда в силу произвольности окружности Γ̃ и по лемме 23.1
следует, что точки w0 и w∗0 являются симметричными точками
относительно окружности γ̃.

Теорема 23.4. Совокупность дробно-линейных отображе-
ний образует группу относительно операции суперпозиции,
т. е. суперпозиция двух дробно-линейных отображений яв-
ляется дробно-линейным отображением, и обратное к любо-
му дробно-линейному отображению также является дробно-
линейным отображением.

Доказательство. Рассмотрим два дробно-линейных отоб-
ражения

ζ =
a1z + b1
c1z + d1

, (23.13)

w =
a2ζ + b2
c2ζ + d2

. (23.14)

Представим фигурирующие здесь величины z, ζ, w через от-
ношения z = z1

z2
, ζ = ζ1

ζ2
, w = w1

w2
. Тогда выражения (23.13) и

(23.14) можно записать как две системы линейных уравнений{
ζ1 = a1z1 + b1z2,

ζ2 = c1z1 + d1z2.

{
w1 = a2ζ1 + b2ζ2,

w2 = c2ζ1 + d2ζ2.
(23.15)
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суперпозиция которых удовлетворяет матричному равенствуw1

w2

 =

a2 b2

c2 d2

a1 b1

c1 d1

z1

z2

 . (23.16)

Отсюда следует, что если суперпозицию двух отображений
записать в виде

w =
az + b

cz + d
, (23.17)

то его коэффициенты a, b, c, d получатся из равенстваa b

c d

 =

a2 b2

c2 d2

 ·
a1 b1

c1 d1

 , (23.18)

т. е. его определитель ad− cb равен произведению определите-
лей данных отображений и поэтому не равен нулю. Следова-
тельно, отображение (23.17) также является дробно-линейным.

Доказательство того, что обратное отображение к дробно-
линейному также является дробно-линейным, приведено в до-
казательстве теоремы 23.1. �

Разберем некоторые примеры канонических областей в плос-
кости C и их образов, получаемых при дробно-линейных отоб-
ражениях.

Пример 23.1. Описать дробно-линейные отображения верх-
ней полуплоскости Im z > 0 на круг |w| < 1.

Решение. Выберем произвольную точку z0 в верхней по-
луплоскости. Найдем дробно-линейное отображение, которое
переводит z0 в точку 0. Потребуем дополнительно, чтобы точ-
ка z0 отобразилась в ∞, т. е. рассмотрим отображение вида

w = A
z − z0

z − z0
, A 6= 0. (23.19)

Так как симметричные относительно прямой Im z = 0 точки
z0 и z0 по свойству дробно-линейных отображений перейдут
в точки 0 и ∞, которые симметричны для любой окружности
с центром в нуле, т.е. образом прямой Im z = 0 будет неко-
торая окружность с центром в точке 0. Чтобы получить из
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(23.19) требуемое отображение верхней полуплоскости Im z >
> 0 на круг |w| < 1, заметим, что для любой граничной точки
z1, Im z1 = 0, ее образом должна быть граничная точка w1, т.е.
такая, что |w1| = 1. Отсюда можем уточнить величину A, т. е.

1 = |w1| = |A|
|z1 − z0|
|z1 − z0|

= |A| |x1 − z0|
|x1 − z0|

= |A|.

Итак, A = eiα, где α — произвольное действительное число. В
итоге получили, что отображения вида

w = eiα
z − z0

z − z0
(23.20)

описывают семейство искомых конформных отображений,
определяемых выбором трех действительных параметров: дву-
мя координатами точки z0, у которой Im z0 > 0, и числа α ∈
∈ [0, 2π).

Пример 23.2. Описать дробно-линейные отображения кру-
га B1(0) = {z

∣∣ |z| < 1} на круг B1(0) = {w
∣∣ |w| < 1}.

Решение. Выберем произвольную точку z0 в круге, т. е.
|z0| < 1. Найдем дробно-линейное отображение, переводящее
точку z0 в точку 0, а симметричную ей относительно окружно-
сти |z| = 1 точку 1

z0
в точку ∞. Такое отображение, очевидно,

имеет вид
w = A

z − z0

z − 1
z0

= Ã
z − z0

1− zz0
. (23.21)

При отображении (23.21) окружность |z| = 1 по теореме 23.3
переходит в некоторую окружность с центром в точке 0. Чтобы
эта окружность имела радиус R = 1, достаточно для любой
граничной точки z1 = eiϕ приравнять модуль образа единице,
т.е.

1 = |w| = |Ã| |z0 − eiϕ|
|1− eiϕ · z0|

= |Ã| |eiϕ − z0|
|eiϕ||e−iϕ − z0|

= |Ã|.

Из равенства следует, что число Ã имеет вид Ã = eiα. В итоге
показали, что отображения вида

w = eiα
z − z0

1− zz0
(23.22)
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описывают семейство требуемых конформных отображений,
определяемых выбором трех действительных параметров: дву-
мя координатами точки z0 такой, что |z0| < 1, и числа α ∈ R1.

В следующем параграфе мы покажем, что семейство (23.22)
описывает все конформные отображения единичного круга на
себя.

Пример 23.3. Описать дробно-линейные отображения, ко-
торые три различные точки z1, z2, z3 отображают в три раз-
личные точки w1, w2, w3, т. е. wk = f(zk), k = 1, 2, 3.

Решение. Такое конформное отображение, очевидно, зада-
ется формулой

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
=
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
. (23.23)

Если выразить неявную функцию w = f(z) из (23.23), то полу-
чим, что функция f является дробно-линейным отображением,
так как она представима в виде суперпозиции двух отображе-
ний

w = g−1 · h, где h(z) =
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1

и

g(w) =
w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
,

а отображение g−1 также дробно-линейно (см. теорему 23.4).
Докажем, что требуемое дробно-линейное отображение

единственно. Пусть некоторое дробно-линейное отображение
w = az + b

cz + d отображает три различные точки {zk} на себя, точ-
нее

azk + b

czk + d
= zk, k = 1, 2, 3.

Отсюда получаем, что уравнение cz2
k + (d− a)zk − b = 0 име-

ет три различных решения z1, z2, z3, что возможно (по теореме
Гаусса) лишь при c = d− a = −b = 0, т. е. w(z) ≡ z. Допустим,
что f1(z) и f2(z) — два дробно-линейных отображения, отоб-
ражающие три точки zk в три точки wk (при k = 1, 2, 3), тогда
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w = f−1
2 · f1(z) оставляет точки zk на месте, т. е. f−1

2 · f1(z) ≡ z,
т. е. f1 ≡ f2.

Пример 23.4. Описать конформные отображения, перево-
дящие верхнюю полуплоскость Im z > 0 на верхнюю полуплос-
кость Imw > 0.

Решение. Возьмем три различные точки на действитель-
ной оси x1, x2, x3 так, что x1 < x2 < x3. При движении от точки
xk к точке xk+1 по возрастанию их индексов область Im z > 0
остается слева. Так как каждое дробно-линейное отображе-
ние конформно на всей плоскости C, то при отображении по-
луплоскости Im z > 0 на полуплоскость Imw > 0 граница (дей-
ствительная ось) должна отобразиться на границу (действи-
тельную ось). Поэтому искомое дробно-линейное отображение
должно отобразить данные точки x1, x2, x3 в три различные
точки u1, u2, u3, лежащие на действительной оси с той же ори-
ентацией обхода точек, т. е. область Imw > 0 при их соответ-
ствующем обходе должна оставаться слева (так как конформ-
ные отображения сохраняют углы).

Рассмотрим отображение, задаваемое формулой (23.23), где
zk = xk и wk = uk при k = 1, 2, 3. В этой формуле все коэффи-
циенты оказались действительными числами. Следовательно,
после преобразования формулы (23.23) к виду w = az + b

cz + d полу-
чаем в данной формуле также действительные коэффициенты
a, b, c, d. Так как при этом действительная ось перешла в дей-
ствительную ось с сохранением ориентации обхода (т. е. дей-
ствительная ось не поворачивается), то argw′(x) = 0 при каж-
дом действительном значении x. Поэтому

w′(x) =
ad− bc

(cx+ d)2
> 0,

откуда следует, что ad− bc > 0.
В итоге показали, что дробно-линейное отображение осу-

ществляет конформное отображение верхней полуплоскости на
верхнюю полуплоскость тогда и только тогда, когда его коэф-
фициенты a, b, c, d действительны и справедливо неравенство
ad− bc > 0,
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§ 24. Конформные отображения элементарными
функциями. Теорема Римана

Продолжим рассмотрение примеров конформных отображе-
ний, осуществляемых элементарными функциями, являющи-
мися локально однолистными.

24.1. Степенная функция. Зафиксируем число t > 0 и
рассмотрим на области G := C \ [0,+∞) функцию

w = |z|teit arg z, где arg z ∈ (0, 2π). (24.1)

Эта функция регулярна в данной области G, так как она пред-
ставима в виде w = et·h(z), где функция h(z) = ln |z|+ i arg z,
arg z ∈ (0, 2π), есть регулярная ветвь логарифма в области G.

Функция (24.1), очевидно, однолистна на угловой области

G0, ϕ0 := {z
∣∣ |z| > 0, 0 < arg z < ϕ0}, (24.2)

где ϕ0 6 2π, tϕ0 6 2π.
При этом всякий луч lϕ1 := {z

∣∣ z = reiϕ1 , ∀ r ∈ (0,+∞)}, где
ϕ1 = const ∈ (0, ϕ0), отобразится на луч ltϕ1 = {w

∣∣ w = µeitϕ1 ,
∀µ ∈ (0,+∞)}. Всякая дуга {z

∣∣ z = r0e
iϕ, ∀ϕ ∈ (0, ϕ0)}, где

r0 = const > 0, взаимно однозначно отобразится на дугу {w
∣∣∣∣ w = rt0e

iψ, ∀ψ ∈ (0, tϕ0)} (см. рис. 24.1).

u

v

0

tϕ1

tϕ0

x

y

0

ϕ1

ϕ0

Рис. 24.1
В итоге область G0,ϕ0 из (24.2) конформно отображается

функцией (24.1) на область

G0, tϕ0 = {w
∣∣ |w| > 0, 0 < argw < tϕ0}.

Рассмотрим более конкретные примеры таких отображений.
Пример 24.1. Пусть заданы функция w = z2 (т. е. t = 2)

и область G1 := {z
∣∣ |z| < 1, Im z > 0}. Тогда функция w =
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= z2 конформна на области G0, π и отображает область G1 ⊂
⊂ G0, π конформно на область G∗1 = {w

∣∣ |w| < 1, w /∈ [0, 1]}
(см. рис. 24.2).

u

v

0

G∗1

1x
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0

z2

G1

−1 1

Рис. 24.2

Пример 24.2. Пусть функция w = z2 задана на области
G2 := {z

∣∣ Im z > a > 0} ⊂ G0, π. Тогда граница области G2,
т. е. прямая Im z = a, функцией w = z2 отображается в гра-
ничную кривую w = x2 − a2 + 2ixa, ∀x ∈ R, образа G∗2, т. е.{

u = x2 − a2,

v = 2ax,

откуда, исключая параметр x, получаем уравнение параболы
u = v2

4a2 −a2. Отсюда и из того, что 0 /∈ G∗2, получаем, что G∗2 =

= {w = u+ iv
∣∣ v2 > 4a2(u+ a2)} (см. рис. 24.3).

u

v

0

G∗2

−a2

v2 > 4a2(u+ a2)

x

y

0

z2

G2ai

Рис. 24.3

Пример 24.3. Пусть необходимо область G3 := {z = x+
+ iy

∣∣ y2 > 2p
(p

2 + x
)
}, где p > 0, конформно отобразить в

некоторое полупространство. Если параметр p заменить
на параметр a =

√
p
2 , то в силу предыдущего примера 24.2

функция w = |z|
1
2 e

i arg z
2 , где arg z ∈ (0, 2π), конформно отоб-
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ражает область G3 на полуплоскость G∗3 = {w
∣∣ Imw >

√
p
2}

(см. рис. 24.4).
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Рис. 24.4

24.2. Экспоненциальная функция. Пусть заданы дей-
ствительные числа a, b, α, β такие, что −∞ 6 a < b 6 +∞ и
0 < β − α 6 2π. Рассмотрим функцию w = ez. Эта функция
на прямоугольнике
G := {z = x+ iy

∣∣ a < x < b, α < y < β}, где β − α 6 2π,

однолистна (что показано нами в примере 5.2) (см. рис. 24.5).
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Рис. 24.5
При этом функция w = ez интервал {z

∣∣ z = t+ iy0, a < t <
< b}, где y0 ∈ (α, β), отображает на интервал {w

∣∣ w = τeiy0 ,
τ ∈ (ea, eb)}, а интервал {z

∣∣ z = x0 + it, α < t < β}, отображает
на дугу {w

∣∣ w = ex0 · eit, α < t < β}.
В итоге функция w = ez конформно отображает прямо-

угольник G на сектор
G∗ = {w

∣∣ ea < |w| < eb, α < argw < β}.
Рассмотрим два частных случая прямоугольника G.

Пример 24.4. Пусть прямоугольникG имеет видG4 := {z =
= x+ iy

∣∣ x < 0, 0 < y < π}. Тогда в силу сказанного выше
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функция w = ez конформно отображает область G4 на полу-
круг G∗4 = {z

∣∣ |z| < 1, Im z > 0} (см. рис. 24.6).
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Рис. 24.6
Пример 24.5. Пусть прямоугольник G имеет вид G5 :=

:= {z = x+ iy
∣∣ x > 0, 0 < y < π}. Тогда в силу сказанного вы-

ше функция w = ez конформно отображает область G5 на об-
ласть G∗5 = {z

∣∣ |z| > 1, Im z > 0} (см. рис. 24.7).
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Рис. 24.7
Замечание 24.1. Так как конформные отображения во

многих примерах (как в примерах 24.1, 24.2 и примерах 24.4,
24.5) заданы регулярными функциями, однолистными на соот-
ветствующих областях, то обратные к ним функции конформ-
но отображают образы на соответствующие им прообразы. Это
уже показано в примере 24.3. Также, например, полукруг G∗4
регулярной функцией h(z) = ln |z|+ i arg z, arg z ∈ (0, π), кон-
формно отображается на область G4, а область G∗5 этой же
функцией h конформно отображается на область G5.

24.3. Функция Жуковского. Функция

w =
1

2

(
z +

1

z

)
(24.3)

называется функцией Жуковского.
Исследуем, каким условиям должна удовлетворять область,

чтобы функция Жуковского (24.3) на ней была конформной.
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Очевидно, что функция (24.3) регулярна в области C \ {0}.
При этом

w′(z) =
1

2

(
1− 1

z2

)
, т. е. w′(z) 6= 0 при z 6= ±1.

В точке z = 0 функция w (24.3) имеет полюс 1-го порядка.
Тогда рассмотрим функцию

g(z) :=
1

w(z)
=

2z

1 + z2
, g′(z) =

2− 2z2

(1 + z2)2
, т. е. g′(0) = 2 6= 0.

Отсюда и из определения 22.4 следует, что функция w кон-
формна в точке 0.

Аналогично для проверки конформности функции w в точке
∞ достаточно рассмотреть функцию g̃(z) := w

(
1
z

)
в точке 0.

Так как w
(

1
z

)
= w(z) и, как уже показали, функция w кон-

формна в нуле, то по определению 22.3 функция w конформна
в ∞.

Итак, мы показали, что функция Жуковского w конформна
в каждой точке множества C \ {±1}.

Исследуем условия на область, при которых функция Жу-
ковского будет однолистной в этой области.

Допустим, что две различные точки z1, z2 таковы, что
w(z1) = w(z2). Это значит, что

1

2

(
z1 +

1

z1

)
=

1

2

(
z2 +

1

z2

)
, т. е.

(z1 − z2)

(
1− 1

z1z2

)
= 0, т. е. z1z2 = 1.

x

y

0

z

1
z̄

1
z

−1 1

Рис. 24.8

Таким образом, функцияЖуковского одно-
листна в области G тогда и только тогда, ко-
гда для любого z ∈ G следует, что 1

z /∈ G.
Вывод. Функция Жуковского (24.3) кон-

формна на всякой области G ⊂ C такой, что
±1 /∈ G и ∀ z ∈ G⇒ 1

z /∈ G.
Так как равенство z2 = 1

z1
означает, что z2

получено из z1 суперпозицией двух симметрий
(см. рис. 24.8) — относительно окружности |z| = 1 и относи-
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тельно прямой Im z = 0, то для того, чтобы функция (24.3) бы-
ла конформна на некоторой области G, достаточно, чтобы эта
область не содержала пар точек, симметричных относительно
указанной окружности, или указанной прямой. Поэтому при-
мерами областей, на которых функция Жуковского конформ-
на, очевидно, являются четыре области:

1) Im z > 0, 3) |z| > 1,

2) Im z < 0, 4) |z| < 1.

Для дальнейшего изучения свойств функции Жуковского
(24.3) воспользуемся представлением числа z в полярной фор-
ме z = reiϕ. Тогда функция Жуковского принимает вид

w =
1

2
reiϕ +

1

2r
e−iϕ = u+ iv,

где u = 1
2

(
r + 1

r

)
cosϕ,

v = 1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ.

(24.4)

а) Пусть задана окружность γr0 := {z
∣∣ z = r0e

iϕ, 0 6 ϕ <
< 2π} радиуса r0 > 0, где r0 6= 1. Тогда из формулы (24.4) по-
лучаем, что ее образ удовлетворяет уравнению

u2

a2
+
v2

b2
= 1, (24.5)

где
a :=

1

2

(
r0 +

1

r0

)
, b :=

1

2

∣∣∣∣r0 −
1

r0

∣∣∣∣ , (24.6)

т. е. функция Жуковского отобразит окружности γr0 и γ 1
r0

при

r0 6= 1 в один и тот же эллипс (24.5), (24.6) с фокусами в точках
+1 и −1 (так как очевидно, что c2 = a2− b2 = 1) (см. рис. 24.9).

б) Пусть задан луч

λϕ0 := {z
∣∣ z = teiϕ0 , 0 < t <∞}, ϕ0 ∈ [0, 2π).

Вначале полагаем, что ϕ0 /∈
{

0; π2 ;π; 3π
2

}
. По формулам (24.4)

для образа луча λϕ0 получаем выражения

u2

cos2 ϕ0
=

1

4

(
t2 + 2 +

1

t2

)
,

v2

sin2 ϕ0
=

1

4

(
t2 − 2 +

1

t2

)
,
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u

v

0−1 1x

y

0 1

Рис. 24.9
откуда следует,что

u2

cos2 ϕ0
− v2

sin2 ϕ0
= 1. (24.7)

Это означает, что функция Жуковского отображает луч λϕ0

на ветвь гиперболы (24.7), фокусы которой находятся в точ-
ках +1 и −1 (так как здесь c2 = a2 + b2 = cos2 ϕ0 + sin2 ϕ0 = 1)
(см. рис. 24.9).

Если 0 < ϕ0 <
π
2 , то из формул (24.4) получаем, что в обра-

зе u > 0, а функция v при возрастании параметра t возрастает
от −∞ до +∞, т. е. образом луча является правая ветвь ги-
перболы (24.7).

Если π
2 < ϕ0 < π, то из формул (24.4) получаем, что в об-

разе u < 0, а функция v возрастает, т. е. образом этого луча
является левая ветвь гиперболы (24.7).

Для рассмотрения образов лучей из третьей и четвертой чет-
вертей плоскости отметим следующее. При замене ϕ0 на −ϕ0

из формул (24.4) следует, что образом луча λ−ϕ0 служит та же
ветвь гиперболы, что и образом луча λϕ0 , с заменой направле-
ния движения по ней на противоположное.

В заключение осталось рассмотреть образы лучей, идущих
по координатным осям. Для ϕ0 = ± π

2 из формул (24.4) полу-
чаем, что образом каждого из лучей λπ

2
и λ−π

2
является мнимая

ось (со взаимно противоположными направлениями обхода).
Для ϕ0 = 0 образом луча λ0 будет луч [1,+∞) с двойным

обходом.
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Для ϕ0 = π образ луча λπ будет луч (−∞,−1] с двойным
обходом.

Разберем некоторые примеры областей, на которых функция
Жуковского (24.3) конформна.

u

v

0

G∗6

−1 1x

y

0

G6

−1 1

Рис. 24.10
Пример 24.6. Пусть задана область G6 = B1(0) := {z

∣∣∣∣ |z| < 1}, то функция Жуковского конформна на G6, при-
чем ее граница |z| = 1 переходит в разрез по отрезку [−1, 1]
(см. рис. 24.10).

Рассмотрев образы всех окружностей с центром в 0, содер-
жащихся в области G6, в силу приведенных выше рассуждений
получаем, что функция Жуковского отображает область G6 на
область G∗6 = C \ [−1, 1].

Пример 24.7. Пусть задана верхняя полуплоскость G7 =
= {z

∣∣ Im z > 0}. Тогда функция Жуковского на области G7

конформна, и, рассмотрев образы лучей, выходящих из ну-
ля и лежащих в верхней полуплоскости, получаем, что обра-
зом области G7 является область G∗7 = C \ ((−∞,−1]∪ [1,+∞))
(см. рис. 24.11).

u

v

0

G∗7

−1 1x

y

0

G7−1 1

Рис. 24.11
Замечание 24.2. Разобранные выше примеры позволяют

также конформно отображать область G∗6 на область G6, а об-
ласть G∗7 на область G7. Для этого нужно рассмотреть об-
ратные к функции Жуковского отображения. Из определения
функции (24.3) получаем квадратное относительно z уравне-
ние z2 − 2wz + 1 = 0, решая которое получаем, что в области
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G∗6 существуют две регулярные функции, обратные к функ-
ции Жуковского, это функции вида z = w±g0(w), где g0(w)
есть регулярная ветвь корня {

√
w2 − 1}, которая эквивалент-

на w при w →∞. Тогда область G∗6 конформно отображается
на область G6 функцией z = w − g0(w), так как при w →∞ ее
предел равен нулю.

В односвязной области G∗7 также существуют две регуляр-
ные ветви многозначной функции {

√
w2 − 1}. Возьмем ее регу-

лярную ветвь g1(w) такую, что g1(0) = +i. Тогда функция z =
= w+ g1(w) конформно отображает область G∗7 на область G7.

Пример 24.8. Пусть задана область

G8 = {z
∣∣ |z − ia| >√1 + a2}, (24.8)

где число a > 0. Границей области G8 является окружность γ,
проходящая через точки ±1, ib и − i

b , где b := a+
√
a2 + 1

(см. рис. 24.12).
Дробно-линейное отображение f(z) = 1

z отображает окруж-
ность γ на себя, так как три точки из γ отображаются на три
точки из γ, т. е. f(−1) = −1, f(1) = 1, f(ib) = − i

b . Так как
f(∞) = 0, то функция f(z) = 1

z отобразит область G8 на до-
полнение C \G8, т. е. в области G8 нет точек, переходящих при
отображении 1

z в область G8, т. е. по критерию однолистности
функция Жуковского на области G8 однолистна.

u

v

0

Γ∗ia

−1 1x

y

0

γ

Γ

−1 1

ib

ia

Рис. 24.12

Найдем образ области G8 при отображении функцией Жу-
ковского. Представим функцию (24.3) как суперпозицию трех
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отображений:
w =

1 + ζ

1− ζ
, (24.9)

ζ = t2, t =
z − 1

z + 1
. (24.10)

Дробно-линейное отображение t(z) (24.10), очевидно, пере-
ведет окружность γ в прямую, а функция ζ = t2 переведет эту
прямую в луч, идущий из 0 в∞ и не лежащий на действитель-
ной оси. Дробно-линейное отображение (24.9) переведет этот
луч в дугу окружности с концами в точках 1 и −1. Точку z =
= ib функция Жуковского переведет в точку

w =
1

2

(
ib+

1

ib

)
= ia.

Таким образом, функция Жуковского конформно отобра-
зит область G8 в плоскость C с разрезом по дуге окружности с
концами в точках +1, −1 и проходящей через точку ia. Если в
области G8 взять любую окружность Γ, касающуюся окружно-
сти γ в точке −1, то функция Жуковского отобразит ее в кри-
вую Γ∗, называемую профилем Жуковского (см. рис. 24.12).

Замечание 24.3. Эти кривые Γ∗ впервые использовались
Н.Е. Жуковским для построения профилей крыла самолета
при расчете подъемной силы крыла самолета.

24.4. Теорема Римана. В этом и предыдущем парагра-
фах мы рассмотрели много примеров, в которых регулярные и
однолистные в некоторой области функции конформно отобра-
жают эту область на ее образ. Рассмотрим теперь более труд-
ную и более важную для приложений обратную задачу. Пусть
заданы две области G1 и G2 из C и требуется найти функцию
f : G1 → G2, осуществляющую конформное отображение обла-
сти G1 на область G2.

Для начала завершим исследование всех конформных отоб-
ражений круга B1(0) на себя. При изучении дробно-линейных
отображений мы нашли некоторый класс таких отображений
(см. пример 23.2 и формулу (23.22)). Покажем, что этот класс
исчерпывает все возможности.
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Теорема 24.1. Все отображения, конформно переводящие
круг B1(0) на себя, являются дробно-линейными функциями
вида

w =
z − a
1− za

eiβ, (24.11)

где a — точка из B1(0) и β ∈ R1.
Доказательство. Допустим, что некоторая функция g

конформно отображает круг B1(0) на себя. Тогда существу-
ет точка w0 ∈ B1(0) такая, что g(0) = w0. Рассмотрим отобра-
жение h(w) := w − w0

1− ww0
, которое, как показано в примере 23.2,

конформно отображает круг B1(0) на круг B1(0). Тогда су-
перпозиция f := h ◦ g также конформно отображает B1(0) на
B1(0), причем f(0) = 0. Кроме того, это значит, что |f(z)| < 1
при всех z ∈ B1(0). Применяя лемму Шварца (см. лемму 21.2),
получаем, что |f(z)| 6 |z| для всех z ∈ B1(0).

В свою очередь, по свойству конформных отображений
обратное отображение f−1 : B1(0)→ B1(0) также конформно,
ограничено и f−1(0) = 0. По лемме Шварца получаем нера-
венство |f−1(w)| 6 |w| для всех w ∈ B1(0), т.е. |z| 6 |f(z)| при
всех z ∈ B1(0). В результате получаем равенство |f(z)| = |z|
для всех z ∈ B1(0). По лемме Шварца существует число α ∈
∈ R1 такое, что f(z) = eiαz для всех z ∈ B1(0). Отсюда сле-
дует, что функция g имеет вид g = h−1 ◦ f = h−1(eiαz), т.е. g
является дробно-линейной функцией. Докажем, что функция
g описывается формулой (24.11).

Существует точка a0 ∈ B1(0) такая, что g(a0) = 0. Диффе-
ренцируя тождество eiαz = h ◦ g, получаем, что

eiα = h′(0)g′(a0),

откуда и из того, что h′(0) = 1− |w0|2 > 0, получаем, что α ∈
∈ Arg g′(a0). Рассмотрим функцию g1, удовлетворяющую фор-
муле (24.11) при a = a0 и β = α. Легко проверить, что g′1(a0) =

= eiα 1
1− |a0|2

, т.е. α ∈ Arg g′1(a0). Тогда дробно-линейная

функция ϕ := g1 ◦ g−1 : B1(0)→ B1(0) такова, что ϕ(0) = 0.
Кроме того по определению функции ϕ имеем равенство
ϕ(g(z)) = g1(z), откуда следует равенство ϕ′(0)g′(a0) = g′1(a0),
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которое в силу того, что α ∈ Arg g′(a0) и α ∈ Arg g′1(a0) дает
включение 0 ∈ Argϕ′(0). Но это значит, что ϕ(z) = z и g = g1,
т.е. все конформные отображения B1(0) на себя описываются
формулой (24.11). �

Лемма 24.1. Пусть область G такова, что существу-
ет функция f0, конформно отображающая область G на круг
B1(0). Тогда совокупность всех конформных отображений об-
ласти G на круг B1(0) задается формулой

f = h ◦ f0, (24.12)

где h — дробно-линейное отображение вида (24.11).
Доказательство. Так как всякое отображение h вида

(24.11), конформно отображает круг B1(0) на себя, то отоб-
ражение f из (24.12) очевидно конформно отображает G на
B1(0). С другой стороны, пусть задано произвольное конформ-
ное отображение f1: G→ C области G на B1(0). Тогда отоб-
ражение ϕ := f1 ◦ f−1

0 конформно отображает B1(0) на себя. В
силу теоремы 24.1 функция ϕ является дробно-линейной вида
(24.11), и из последнего равенства получаем представление f1

в виде (24.12). �

Теорема 24.2 (единственности). Если для области G ⊂
⊂ C существует конформное отображение f0 области G на
круг B1(0), то совокупность всех конформных отображений
области G на круг B1(0) зависит от трех действительных
параметров. В частности, существует единственное кон-
формное отображение области G на круг B1(0), удовлетворя-
ющее условиям:

f(z0) = 0, arg f ′(z0) = θ, (24.13)

где z0 — произвольная точка из G, θ ∈ [0, 2π).
Доказательство. Первое утверждение следует из лем-

мы 24.1 и того, что дробно-линейное отображение (24.11) зави-
сит от трех действительных параметров: двух координат точ-
ки z0 и числа β в (24.11).

Допустим, что существуют два конформных отображения
f1 и f2 области G на круг B1(0), удовлетворяющие условиям
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(24.13). Тогда функция h := f1 ◦ f−1
2 будет конформно отобра-

жать B1(0) на себя, причем h(0) = 0. Кроме того, из равенства
f1 = h ◦ f2 получаем по теореме о сложной функции f ′1(z0) =
= h′(0) f ′2(z0), откуда получаем, что arg h′(0) = 0. Из формулы
(24.11) при h(0) = 0 и arg h′(0) = 0 следует, что a = 0 и β = 0,
т.е. h(z) = z, т.е. f1(z) = f2(z) при любом z ∈ G. �

Замечание 24.4. В силу леммы и теоремы единственности
получаем, что функция (23.19) задает общий вид конформного
отображения верхней полуплоскости на круг B1(0).

Заметим, что расширенную комплексную плоскость C и ком-
плексную плоскость C нельзя конформно отобразить на круг
B1(0). В самом деле, если бы такое отображение существовало,
то это была бы целая функция, со значениями, ограниченны-
ми по норме единицей. Но по теореме Лиувилля такая функ-
ция может быть лишь постоянной, которая не может давать
однолистное отображение на B1(0). Итак, чтобы существовало
конформное отображение области G на круг B1(0) необходи-
мо, чтобы граничных точек было больше одной. Оказывается
этого и достаточно.

Теорема 24.3 (Риман). Пусть задана односвязная об-
ласть G в C, граница которой состоит более чем из одной
точки. Тогда существует конформное отображение обла-
сти G на круг B1(0).

Теорему приводим без доказательства. При желании дока-
зательство можно найти в § 12 книги [10].

Следствие 24.1. Если заданы две односвязные области G
и G1 в C, и граница каждой состоит более чем из одной точ-
ки, то существует конформное отображение, переводящее
область G на область G1.

Доказательство. Пусть f : G→ B1(0) и g: G1 → B1(0) —
конформные отображения, существующие по теореме 24.3, то-
гда g−1 · f есть искомое конформное отображение. �

Также без доказательства приведем следующий результат.
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Теорема 24.4 (Принцип соответствия границ).
Пусть заданы две ограниченные односвязные области G и G1,
границы которых Γ и Γ1 являются простыми, кусочно-
гладкими кривыми. Пусть функция f : G→ G1 конформно
отображает область G на область G1. Тогда существует
непрерывное продолжение f̃ функции f c области G на ее за-
мыкание G = G∪Γ, причем эта функция f̃ осуществляет од-
нолистное отображение замкнутой области G на замкнутую
область G1 = G1 ∪ Γ1, причем границу Γ отображает на гра-
ницу Γ1 с сохранением ориентации относительно своей обла-
сти.

Упражнение 24.1. Покажите, что для выполнения прин-
ципа сохранения границ одной регулярности отображения не
достаточно. А именно: придумайте пример функции, регуляр-
ной (но не однолистной) на некоторой односвязной ограничен-
ной области G со значениями, образующими некоторую огра-
ниченную область G1, причем границы этих областей являют-
ся кусочно-гладкими кривыми, но для которой не существует
непрерывного продолжения на границу области G.
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§ 25. Принцип симметрии

Рассмотрим один из специальных принципов регулярного
продолжения функции, задающей конформное отображение,
с некоторой области на бо́льшую область.

Теорема 25.1. Пусть области G и G∗ расположены в
верхней полуплоскости комплексной плоскости C и имеют
границы Γ и Γ∗. Пусть граница Γ содержит конечное чис-
ло непересекающихся интервалов l1, . . . , lk, лежащих на дей-
ствительной оси, а граница Γ∗ содержит непересекающиеся
интервалы l∗1, . . . , l∗k, также лежащие на действительной
оси. Определим области G̃ и G̃∗, симметричные относитель-
но действительной оси с областями G и G∗ соответственно
(см. рис. 25.1).

u

v

0

G∗

G̃∗

l∗1 l∗2
x

y

0

f

G

G̃

l1 l2

Рис. 25.1

Пусть задана непрерывная функция f : G ∪ (
k⋃
s=1

ls)→ C, ко-

торая конформно отображает область G на область G∗, а
каждый интервал ls взаимно однозначно отображает на ин-
тервал l∗s при всех s ∈ 1, k. Тогда функция f допускает неко-
торое (регулярное) продолжение с области G на область G∪
∪ (

k⋃
s=1

ls) ∪ G̃, причем полученная при этом регулярная функ-

ция конформно отображает область G ∪ (
k⋃
s=1

ls) ∪ G̃ на об-

ласть G∗ ∪ (
k⋃
s=1

l∗s) ∪ G̃∗.
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Доказательство. Покажем, что искомая функция имеет
вид

F(z) =

f(z), z ∈ G ∪ (
k⋃
s=1

ls);

f(z), z ∈ G̃.
(25.1)

По условиям теоремы функция f регулярна на области G. Из
формулы (25.1) и из условий теоремы следует, что функция
F однозначна и непрерывна в области G̃ и отображает эту об-
ласть на область G̃∗.

1. Докажем регулярность функции F в области G̃, т.е. суще-
ствование производной F ′(z). Зафиксируем произвольную точ-
ку z0 ∈ G̃. Тогда существует число r0 > 0 такое, что Br0(z0) ⊂
⊂ G̃, следовательно, для каждого ∆z, 0 < |∆z| < r0, справед-
ливо включение z0 + ∆z ∈ G̃. В силу (25.1) получаем

F(z0+∆z)−F(z0)

∆z
=
f(z0+∆z)−f(z0)

∆z
=

[
f(z0+∆z)−f(z0)

∆z

]
.

Так как из определения области G̃ следует, что z0 ∈ G и z0 +
+ ∆z ∈ G, то в силу регулярности функции f на области G
существует предел

lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
= f ′(z0).

Отсюда следует существование производной F ′(z0) и формула

F ′(z0) = lim
∆z→0

F(z0 + ∆z)−F(z0)

∆z
= f ′(z0). (25.2)

2. Докажем, что функция F непрерывна на области G ∪

∪ (
k⋃
s=1

ls) ∪ G̃. Для этого осталось доказать, что F непрерывна

в произвольной точке x0 ∈
k⋃
s=1

ls. В самом деле, из непрерыв-

ности f на множестве G ∪ (
k⋃
s=1

ls) получаем

lim
z
G̃→x0

F(z) = lim
z
G→x0

f(z) = lim
z
G→x0

f(z) = f(x0) = f(x0), (25.3)
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где последнее равенство в (25.3) следует из того, что по усло-
вию теоремы f(x0) ∈

(⋃k
s=1 l

∗
s

)
, т. е. является действительным

числом.
В итоге, по теореме 10.3 (о стирании разреза) функция F

регулярна на области G ∪ (
k⋃
s=1

ls) ∪ G̃.

Таким образом, функция F является регулярным продолже-

нием функции f с области G на область G ∪ (
k⋃
s=1

ls) ∪ G̃.

3. Из взаимной однозначности отображения f : G↔ G∗ и

взаимной однозначности f :
(

k⋃
s=1

ls

)
↔
(

k⋃
s=1

l∗s

)
и из формулы

(25.1) следует взаимная однозначность отображения F : G̃↔
↔ G̃∗. В итоге получаем однолистное отображение F области

G ∪
(

k⋃
s=1

ls

)
∪ G̃ на область G∗ ∪

(
k⋃
s=1

l∗s

)
∪ G̃∗. Из однолист-

ности и регулярности функции F следует, что функция F кон-

формно отображает область G ∪ (
k⋃
s=1

ls) ∪ G̃ на область G∗ ∪

∪ (
k⋃
s=1

l∗s) ∪ G̃∗. �

Замечание 25.1. Принцип симметрии (теорему 25.1) мож-
но легко обобщить со случая симметрии относительно действи-
тельной оси на случай симметрии относительно произвольной
прямой или окружности. Такое обобщение можно получить,
воспользовавшись конформностью дробно-линейного отобра-
жения, которое переводит данную полуплоскость (или круг) на
верхнюю полуплоскость, регулярным продолжением по теоре-
ме 25.1 и обратным дробно-линейным отображением, перево-
дящим верхнюю полуплоскость в данную полуплоскость (или
круг).

Приведем несколько примеров, демонстрирующих эффек-
тивность применения принципа симметрии при отыскании
функций, осуществляющих конформные отображения задан-
ных областей в заданные области, при наличии у этих обла-
стей симметрии относительно прямой или окружности.
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Пример 25.1. Требуется найти конформное отображение,
переводящее область

H = {z
∣∣ Im z > 0} \ ({z

∣∣ z = t(1 + i), t ∈ [0, 1]} ∪
∪ {z

∣∣ z = t(−1 + i), t ∈ [0, 1]})

(см. рис. 25.2а) в верхнюю полуплоскость плоскости C.

x

y

0

H

−1 1

i

x

y

0

G

1

i

Рис. 25.2а Рис. 25.2б
Воспользуемся симметрией множества H относительно мни-

мой оси. Обозначим через G правую половину этого множе-
ства (см. рис. 25.2б ). Чтобы не потерять введенный при этом
дополнительный участок границы — интервал l1 = (i0,+i∞),
обозначим его на рисунке пунктиром. Задача свелась к то-
му, чтобы найти функцию f , которая непрерывна на замыка-
нии области G по пунктиру на мнимой полуоси и конформ-
но отображает область G в аналогичный угол первой четверти
плоскости, но без разреза по отрезку {z

∣∣ z = t(1 + i), t ∈ [0, 1]}
(см. рис. 25.3д). При этом образом пунктира должен быть он
сам — интервал l1. Тогда по принципу симметрии соответству-
ющее регулярное продолжение функции f с области G на об-
ласть H отобразит область H в верхнюю полуплоскость.

1) Выбираем в области G функцию w1 = z4, которая одно-
листна (в области же H она не является однолистной). Эта
функция конформно отображает область G на область G1 =
= C \ [−4,+∞). При этом пунктир для области G этой функ-
цией отображается на новый пунктир для области G1 — ниж-
ний край разреза по интервалу (0,+∞) (см. рис. 25.3а).
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G2
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Рис. 25.3а Рис. 25.3б
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2) Выбираем функцию w2 = w1 + 4. Она конформно отобра-
жает область G1 на область G2 = C \ [0,+∞), причем пунктир
отображается на новый пунктир — интервал (4,+∞) на ниж-
нем краю разреза (см. рис. 25.3б ).

3) Выбираем степенную функцию w3 = |w2|
1
2 e

i
2

argw2 , где
argw2 ∈ (0, 2π). Эта функция, являющаяся регулярной вет-
вью квадратного корня, конформно отображает область G2 на
верхнюю полуплоскостьG3, причем на границеG3 появится но-
вый пунктир, который будет проходить по интервалу (−∞,−2)
(см. рис. 25.3в).

x

y

0

G3

−2 x

y

0

G4

Рис. 25.3в Рис. 25.3г

4) Выбираем функцию w4 = w3 + 2, при этом верхняя полу-
плоскость G3 отобразится на верхнюю полуплоскость G4, при-
чем на границе области G4 новый пунктир будет проходить по
интервалу (−∞, 0) (см. рис. 25.3г).

x

y

0

G5

Рис. 25.3д

5) Выбираем степенную функцию w5 =

= |w4|
1
2 e

i
2

argw4 , где argw4 ∈ (0, π). Эта
функция, являющаяся регулярной ветвью
квадратного корня, конформно отобража-
ет область G4 на область G5 = {z

∣∣ Im z >
> 0, Re z > 0}, причем пунктир (−∞, 0) отображается на но-
вый пунктир (i0,+i∞), принадлежащий границе области G5

(см. рис. 25.3д).
Итак, суперпозиция всех указанных выше отображений, т.е.

функция f = w5 · w4 · w3 · w2 · w1, конформно отображает об-
ласть G на область G5, при этом она непрерывна на замыка-
нии области G по пунктиру — интервалу (i0,+i∞), который
при этом отображается на себя. Отсюда и из принципа сим-
метрии относительно мнимой оси (см. замечание 25.1) следу-
ет существование регулярного продолжения функции f с об-
ласти G на область H, которое и осуществляет конформное
отображение области H на верхнюю полуплоскость.
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Пример 25.2. Требуется найти конформное отображе-
ние, переводящее область H = {z = x+ iy

∣∣ y2 < 2p
(
x+ p

2

)
},

где число p > 0, (см. рис. 25.4а) на верхнюю полуплоскость.

Границей области H является парабола. Всякая регулярная
(например, в области C \ [0,+∞)) ветвь корня {

√
z} переводит

данную параболу в прямую. Однако в отличие от примера
27.1 многозначная функция {

√
z} не имеет регулярных ветвей

в области H, так как в этой области содержится точка 0.
Чтобы обойти эту трудность, воспользуемся симметрией об-

ласти H относительно действительной оси. Выберем в каче-
стве новой области G верхнюю половину области H, т. е.

G := {z = x+ iy
∣∣ y2 < 2p

(
x+

p

2

)
, y > 0}.

При этом проводим пунктир по добавленному участку грани-
цы, т. е. по интервалу

(
− p

2 ,+∞
)
(см. рис. 25.4б ).
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Рис. 25.4а Рис. 25.4б
1) Выбираем на области G степенную функцию w1 =

= |z|
1
2 e

i
2

arg z, где arg z ∈ (0, π). Эта функция, являющаяся
регулярной ветвью корня, конформно отображает область G
на полуполосу G1 = {z

∣∣ Re z > 0, Im z ∈ [0,
√
p/2]}. При этом

w1(z) непрерывна на пунктире (−p/2,+∞) и образом это-
го пунктира будет новый пунктир, который пойдет по дей-
ствительной полуоси и отрезку [0, i

√
p/2] на мнимой оси

(см. рис. 25.5а).
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Рис. 25.5а Рис. 25.5б
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2) Выбираем линейную функцию w2 = π
√

2/p w1. Она кон-
формно отображает область G1 на полуполосу G2 = {z

∣∣ Re z >
> 0, Im z ∈ [0, π]} (см. рис. 25.5б ).

x

y

0

G3

−1 1 x

y

0

G4
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Рис. 25.5в Рис. 25.5г
3) Выбираем w3 = ew2 . Эта функция w3 конформно отоб-

ражает полуполосу G2 на область G3 = {z
∣∣ |z| > 1, Im z > 0},

причем образом пунктира будет граничная полуокружность и
отрезок [1,+∞) (см. рис. 25.5в).

4) Выбираем функцию Жуковского w4 = 1
2

(
w3 + 1

w3

)
, ко-

торая конформна на области G3 и отображает ее на верхнюю
полуплоскость G4, причем образом пунктира будет интервал
(−1,+∞) (см. рис. 25.5г).

Применяя теорему 25.1 (принцип симметрии), отсюда полу-
чаем, что регулярное продолжение суперпозиции указанных
выше четырех отображений w4 · w3 · w2 · w1 конформно отоб-
ражает область H на плоскость с разрезом, т. е. на область
G5 = C \ (−∞,−1].

x

y

0

G5

−1

Рис. 25.5д

5) Выбираем отображения w5 =

= −(w4 + 1) и w6 =
√
|w5| · e

i
2

argгл w5 ,
суперпозиция которых, очевидно,
конформно отображает область G5

на верхнюю полуплоскость.
В итоге, взяв суперпозицию приве-

денных выше шести отображений, получим искомое отображе-
ние области H на верхнюю полуплоскость.

Пример 25.3. Требуется найти конформное отображение,
переводящее область

H = C \
2⋃

k=0

{z = tei
2π
3
k
∣∣ t ∈ [0, 1]}

(см. рис. 25.6) на единичный круг B1(0).
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Рис. 25.6
Для решения задачи разобьем область H на три подобласти

G0, G1, G2, где

Gk =

{
z 6= 0

∣∣ arg z ∈
(

2

3
πk,

2

3
π(k + 1)

)}
, k = 0, 1, 2, (25.4)

при этом дополнительные (пунктирные) интервалы границы
пойдут по лучам

lk = {z = tei
2π
3
k
∣∣ t > 1}, k = 0, 1, 2. (25.5)
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Рис. 25.7а Рис. 25.7б
На границе области G0 рисуем пунктир по интервалу l0 и

штрих-пунктир по интервалу l1 (см. рис. 25.7а). С помощью
суперпозиции простых конформных отображений ищем отоб-
ражение, переводящее область G0 в область

G∗0 =

{
z
∣∣ |z| > 1, arg z ∈

(
0,

2

3
π

)}
. (25.6)

Более того, искомое отображение должно быть непрерывным
на замыкании области G0 по лежащим на границе области G0

пунктиру l0 и штрих-пунктиру l1, которые должны отобразить-
ся каждый сам на себя (см. рис. 25.8б ).
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1) Возьмем в области G0 степенную функцию

w1 = |z|
3
2 e

3i
2

arg z, где arg z ∈
(

0,
2π

3

)
.

Как показано в пункте 1 предыдущего параграфа, эта функ-
ция конформно отображает область G0 на верхнюю полу-
плоскость G1

0. При этом пунктир l0 отображается на се-
бя, а штрих-пунктир l1 отображается на интервал (−∞,−1)
(см. рис. 25.7б ).

2) Возьмем функцию w2 = w1 + g(w2
1 − 1), являющуюся ре-

гулярной ветвью обратной функции к функции Жуковского,
причем такой, что w2(i) = (1+

√
2)i (здесь функция g есть соот-

ветствующая регулярная ветвь корня). Эта функция конформ-
но отображает область G1

0 на область G2
0 = {z

∣∣ |z| > 1, Im z >
> 0}, граница которой содержит пунктир (образ пунктира) по
интервалу (1,+∞) и штрих-пунктир (образ штрих-пунктира)
по интервалу (−∞,−1) (см. рис. 25.8а).
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Рис. 25.8а Рис. 25.8б

3) Возьмем степенную функцию

w3 = |w2|
2
3 e

2i
3

argw2 , где argw2 ∈ (0, π).

Как показано в предыдущем параграфе, эта функция кон-
формно отображает область G2

0 на область G∗0 из (25.6)
(см. рис. 25.8б ), граница которой содержит пунктир по интер-
валу l0 и штрих-пунктир по интервалу l1. (см. (25.5)).

Итак, определим функцию f0(z) = w3(w2(w1(z))) на обла-
сти G0. Она конформно отображает область G0 (см. (25.4) и
рис. 25.7а) на область G∗0 (см. (25.6) и рис. 25.8б ), она непре-
рывна на замыкании области G0 по пунктиру l0 и штрих-
пунктиру l1, при этом они отобразятся каждый сам на себя.
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Более того, так как входящие в функцию f0 степенные функ-
ции w1 и w3, очевидно, отображают точки с равными моду-
лями в точки с равными модулями, а обратная функция w2

к функции Жуковского нечетна, т. е. w2(x) = −w2(−x) при
любом действительном x, то для точек пунктира l0 и штрих-
пунктира l1 справедливо соотношение

lim
z
G0→x

f0(z)e2πi/3 = lim
z
G0→x e2πi/3

f0(z), ∀x ∈ l0. (25.7)

Продолжим функцию f0 с области G0 на области G1 и G2,
определенные в (25.4). Определим функцию

f1(z) = e
2πi
3 f0(e−

2πi
3 z), ∀ z ∈ G1.

Эта функция f1 конформно отображает область G1 на область

G∗1 =

{
z
∣∣ |z| > 1, arg z ∈

(
2π

3
,
4π

3

)}
,

причем в силу равенства (25.7) получаем равенство на грани-
це l1 lim

z
G1→z0

f1(z) = lim
z
G0→z0

f0(z), ∀ z0 ∈ l1.

Определим функцию
f2(z) = e

4πi
3 f0(e−

4πi
3 z), ∀ z ∈ G2.

Эта функция f2 конформно отображает область G2 на область

G∗2 = {z
∣∣ |z| > 1, arg z ∈

(
4π

3
, 2π

)
},

причем в силу равенства (25.7) получаем равенства
lim
z
G2→z0

f2(z) = lim
z
G1→z0

f1(z), ∀ z0 ∈ l2,

lim
z
G0→x0

f0(z) = lim
z
G2→x0

f2(z), ∀x0 ∈ l0.

В силу теоремы 10.3 (о стирании разреза), получаем регуляр-
ную функцию F : H →

◦
B1(∞) по формуле F (z) = fk(z) при z ∈

∈ Gk, k = 0, 1, 2, причем она конформно отображает область H
на
◦
B1(∞). Осталось применить отображение 1

w , которое внеш-
ность круга конформно отображает на круг B1(0).
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§ 26. Задача Дирихле на плоскости

В этом параграфе мы продолжим изучение свойств гармо-
нических функций на плоскости, которые, как мы уже знаем,
тесно связаны с регулярными функциями.

Для всякой функции u: R2 → R1 введем обозначение:
u(z) := u(x, y), где z = x+ i y.

Теорема 26.1. Пусть регулярная функция w = f(z) отоб-
ражает область G в область D и f(z) 6= const. Пусть в об-
ласти D задана гармоническая функция ũ(w). Тогда функция
u(z) := ũ(f(z)) будет также гармонической функцией в обла-
сти G.

Доказательство. По принципу сохранения области (тео-
рема 21.1) множество f(G) есть область и по условию f(G) ⊂
⊂ D. Выберем произвольную точку z0 в области G и пусть
точка w0 ∈ D такая, что w0 = f(z0). Так как f(G) область,
то существует число ε > 0 такое, что Bε(w0) ⊂ f(G). Так как
функция f непрерывна в точке z0 и G — область, то существу-
ет число δ > 0 такое, что Bδ(z0) ⊂ G и f(Bδ(z0)) ⊂ Bε(w0). По
теореме 4.2 в круге Bε(w0) существует регулярная функция h
такая, что Reh(w) = ũ(w). По теореме 5.1 (о сложной функ-
ции) функция z → h(f(z)), определенная в круге Bδ(z0), будет
регулярной. Следовательно, по теореме 4.1, функция

u(z) := Reh(f(z)) = ũ(f(z))

будет гармонической функцией в круге Bδ(z0), а в силу про-
извольности выбора точки z0 функция u(z) является гармони-
ческой во всей области G. �

Приведем формулировки классической и общей задач Дири-
хле.

Классическая задача Дирихле. Пусть задана ограниченная
односвязная область G ⊂ C с кусочно-гладкой границей Γ, и
на границе Γ задана непрерывная функция u0: Γ→ R1. Тре-
буется найти функцию u: G→ R1, гармоническую в области G
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и непрерывную на замыкании области G = G ∪ Γ, которая на
границе совпадает с заданной функцией, т. е. u(ζ)

∣∣
ζ∈Γ

= u0(ζ).
Общая задача Дирихле. Пусть задана односвязная область

G в расширенной комплексной плоскости C с кусочно-гладкой
границей Γ, и на границе Γ задана ограниченная функция u0:
Γ→ R1, непрерывная всюду, кроме, быть может, конечного
числа точек ζ1, . . . , ζn, где эта функция имеет точки разрыва 1-
го рода (вдоль границы Γ). Обозначим через Γ̃ := Γ \ {∪nk=1ζk}.
Требуется найти гармоническую и ограниченную в области G
функцию u, которая непрерывна на множестве G ∪ Γ̃ и прини-
мает значения u0(ζ) в каждой точке ζ из множества Γ̃.

Замечание 26.1. В общей задаче Дирихле область G мо-
жет быть неограниченной и содержать бесконечно удаленную
точку∞ как внутри себя, так и на границе Γ. В первом случае
из условия ограниченности решения задачи Дирихле следует,
что ∞ есть устранимая особая точка этого решения. Если же
бесконечно удаленная точка лежит на границе Γ области G,
то из условия общей задачи Дирихле следует, что граничная
функция u0 имеет конечные односторонние пределы в∞ вдоль
кривой Γ.

Лемма 26.1. Если существует решение u(z) общей зада-
чи Дирихле в ограниченной односвязной области G с кусочно-
гладкой границей Γ, то оно принимает значения в интервале
[m,M ], где m иM — инфинум и супремум значений граничной
функции u0 на множестве Γ̃ = Γ \ {∪nk=1ζk}, где ζ1, . . . , ζn ∈
∈ Γ — все точки разрыва функции u0.

Доказательство. Через d обозначим диаметр области G,
т. е. d := sup{|z1 − z2|

∣∣ z1, z2 ∈ G}, и пусть выбрано произволь-
ное число ε > 0. Рассмотрим функцию

Uε(z) := M + ε

n∑
k=1

ln
d

|z − ζk|
. (26.1)

Функция Uε, очевидно, является гармонической в области G и
непрерывной на множестве G ∪ Γ̃.
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При приближении к любой из точек ζ1, . . . , ζn, очевидно, по-
лучаем

lim
z→ζk

Uε(z) = +∞, ∀ k ∈ 1, n. (26.2)

Для каждого достаточно малого числа r > 0 и номера k ∈
∈ 1, n определим множества (см. рис. 26.1):

Gr := G \
n⋃
k=1

Br(ζk), γkr := {z ∈ G
∣∣ |z − ζk| = r}. (26.3)

ζ1

ζ2

ζm

γ1
r

γ2
r

γmr

Рис. 26.1

В силу равенства (26.2) для каждого но-
мера k ∈ 1, n получаем, что

lim
r→0

[
min {Uε(z)

∣∣ z ∈ γkr }] = +∞. (26.4)

Рассмотрим разность функций Uε(z)−
− u(z). Из выражения (26.1) и определе-
ния числа M получаем, что Uε(z) > M >
> u(z) для любой точки z ∈ Γ̃. Отсюда, из
ограниченности по условию функции u(z)
и из выражения (26.4) существует число
r0 > 0 для всякого числа r ∈ (0, r0) спра-
ведливо неравенство Uε(z)− u(z) > 0 на границе области Gr.
Отсюда в силу принципа максимума и минимума гармониче-
ских функций (см. теорему 21.3) получаем неравенство Uε(z)−
− u(z) > 0 для всех z ∈ Gr. Очевидно, что для любого z ∈ G
существует r1 ∈ (0, r0) такое, что z ∈ Gr1 . В итоге получаем

Uε(z)− u(z) > 0, ∀ z ∈ G, ∀ε > 0. (26.5)

В свою очередь, для каждой точки z ∈ G в силу (26.1) получа-
ем

lim
ε→0

Uε(z) = M. (26.6)

Из выражений (26.5) и (26.6) следует, что u(z) 6M, ∀ z ∈ G.
Чтобы получить нижнюю оценку для u(z), рассмотрим

функцию −u(z), которая также является гармонической и в
силу приведенных выше рассуждений для нее следует верхняя
оценка −u(z) 6 −m ∀ z ∈ G, что и завершает доказательство
леммы. �
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Следствие 26.1. Если в лемме 26.1 функция u0(z) 6= const,
то решение общей задачи Дирихле удовлетворяет строгим
неравенствам m < u(z) < M , ∀ z ∈ G.

Доказательство. От противного. Если бы существовала
точка z0 ∈ G, в которой достигается равенство u(z0) = M , то из
принципа максимума гармонической функции следовало бы,
что найдется другая точка z1 ∈ G, в которой u(z1) > M , что
невозможно в силу леммы 26.1. Аналогично доказывается, что
u(z) > m на G. �

Теорема 26.2. В односвязной ограниченной области G
с кусочно-гладкой границей Γ общая задача Дирихле может
иметь не более одного решения.

Доказательство. Пусть Γ̃ то же, что и в лемме 26.1. До-
пустим, что существуют две функции u1(z) и u2(z), являющие-
ся ограниченными гармоническими в области G, непрерывны-
ми на множестве G ∪ Γ̃ и удовлетворяющие одному и тому же
граничному условию. Определим функцию

w(z) = u1(z)− u2(z).

Эта функция является гармонической и ограниченной в обла-
стиG, и равна нулю во всех точках множества Γ̃. По лемме 26.1
получаем, что w ≡ 0. �

Замечание 26.2. Отметим, что в теореме единственно-
сти (теореме 26.2) условие ограниченности области G можно
убрать, однако это приведет к значительному усложнению до-
казательства теоремы (доказательство cм., например, в [3]). В
свою очередь, в теореме 26.2 условие ограниченности решения
u(z) общей задачи Дирихле в области G существенно.

Покажем это на примере. Рассмотрим функцию

u(z) =
x2 + y2 − 2x

x2 + y2
= Re

(
1− 2

z

)
.

Эта функция является гармонической в круге |z − 1| < 1, т. е.
при x2 + y2 < 2x. При этом она равна нулю на границе круга
всюду, кроме одной точки 0. В результате эта функция дает
неограниченное решение общей задачи Дирихле в данном кру-
ге, отличное от другого решения, тождественно равного нулю.
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Перейдем к исследованию простейшей классической задачи
Дирихле на круге BR(0), где число R > 0. Допустим, что ре-
шение классической задачи Дирихле на круге{

∆u = 0, |z| < R,

u
∣∣
|z|=R = u0(x, y),

(26.7)

существует. Более того, допустим, что решение u(x, y) зада-
чи (26.7), является гармонической функцией в большем круге
BR1(0) радиуса R1 > R. Тогда, в силу теоремы 4.2, найдется
регулярная в круге BR1(0) функция f такая, что

Re f(z) = u(x, y), ∀ z = x+ iy ∈ BR1(0). (26.8)
Зафиксируем произвольную точку z ∈ BR(0), и пусть окруж-
ность γR = {ζ

∣∣ |ζ| = R} ориентирована движением против хо-
да часовой стрелки. По интегральной формуле Коши (теоре-
ма 8.1)

f(z) =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

2π∫
0

f(ζ(ψ))ζ(ψ)

ζ(ψ)− z
dψ, (26.9)

где во втором интеграле мы заменили ζ на функцию ζ(ψ) =
= Reiψ, и, соответственно, dζ = iζ(ψ) dψ.

Рассмотрим точку, симметричную выбранной точке z отно-
сительно окружности γR. Эта точка имеет вид R2 · (z)−1 и ле-
жит вне круга BR(0). Аналогично равенству (26.9) получаем
равенство интегралов

0 =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζ −R2(z)−1
dζ =

1

2π

2π∫
0

f(ζ)ζ

ζ −R2(z)−1
dψ. (26.10)

Левый интеграл в (26.10) равен нулю в силу того, что его под-
ынтегральная функция является регулярной в круге BR(0), и
для нее справедлива теорема Коши (теорема 7.1). В правом
интеграле в (26.10) ζ = ζ(ψ) = Reiψ.

Вычитая (26.10) из (26.9), получаем

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(ζ)

[
ζ

ζ − z
− ζz

ζz −R2

]
dψ. (26.11)
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Так как R2 = ζζ, то упростим выражение в интеграле
(26.11):[

ζ

ζ − z
− ζz

ζz −R2

]
=

[
ζ

ζ − z
+

z

ζ − z

]
=
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
. (26.12)

Подставляя в интеграл (26.11) выражение (26.12) и ζ = Reiψ,
получаем:

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(Reiψ)
R2 − |z|2

|Reiψ − z|2
dψ. (26.13)

Выбирая слева и справа в равенстве (26.13) действительные
части и обозначая

u0(ζ)
∣∣
|ζ|=R := ũ0(ψ),

получаем так называемую формулу Пуассона

u(z) =
1

2π

2π∫
0

ũ0(ψ)
R2 − |z|2

|Reiψ − z|2
dψ. (26.14)

Правая часть формулы (26.14) называется интегралом Пуас-
сона, она вычисляется через значение функции u0 на границе
круга. Слева в (26.14) стоит решение задачи Дирихле u(x, y)
на круге BR(0).

Таким образом, мы показали, что если решение классиче-
ской задачи Дирихле существует, то оно выражается через ин-
теграл Пуассона (26.14).

Определим ядро интеграла Пуассона (26.14) по формуле

K(ζ, z) :=
1

2π

|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
, (26.15)

Легко проверить, что K(ζ, z) = 1
2π Re ζ + z

ζ − z , откуда получим
другую форму интеграла Пуассона:

u(z) = Re
1

2πi

∫
γR

u0(ζ)
ζ + z

(ζ − z)ζ
dζ, (26.16)

удобную для его вычисления с помощью вычетов.
Перейдем к вопросу о существовании решения общей задачи

Дирихле на круге и покажем, что именно интеграл Пуассона
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(26.14) является решением, причем не только классической, но
и общей задачи Дирихле на круге.

Для этого вначале изучим свойства ядра (26.15) интеграла
Пуассона.

Лемма 26.2. Справедливо равенство

J(z) :=

2π∫
0

K(Reiψ, z) dψ ≡ 1, ∀ z ∈ BR(0). (26.17)

Доказательство. Интеграл J(z) представим в виде J(z) =
= Re J∗(z), где интеграл J∗(z) удовлетворяет равенству

J∗(z) =
1

2π

2π∫
0

ζ + z

ζ − z
dψ =

1

2πi

∫
|ζ|=R

ζ + z

ζ − z
· 1

ζ
dζ.

По теореме о вычетах, обозначая через f подынтегральную
функцию f(ζ) = (ζ + z)/((ζ − z)ζ), вычислим интеграл

J∗(z) = res
0
f + res

z
f = −1 + 2 = 1.

Отсюда следует, что J(z) = ReJ∗(z) = 1. �

Лемма 26.3. Пусть на окружности γR = {ζ
∣∣ |ζ| = R} вы-

брана точка ζ0 и пусть угол ψ0 ∈ [0, 2π) такой, что ζ0 =
= Reiψ0. Для каждого δ ∈ (0, π) определим дугу

γ(0, δ) := {ζ
∣∣ ζ = Reiψ, ψ ∈ [ψ0 + δ, ψ0 + 2π − δ]}.

Тогда справедливо равенство

lim
z
BR(0)
→ ζ0

max {K(ζ, z)
∣∣ ζ ∈ γ(0, δ)} = 0. (26.18)

Доказательство. Так как ядро K(ζ, z) можно записать в
виде

K(ζ, z) =
1

2π

|ζ0|2 − |z|2

|ζ − z|2
, (26.19)

то числитель в (26.19) при z, стремящемся к ζ0, очевидно, стре-
мится к нулю. Оценим поведение знаменателя при z → ζ0. Так
как функция eiψ непрерывна, то найдется число ε0 > 0 такое,
что |ζ − ζ0| = R|1− ei(ψ−ψ0)| > ε0 при ψ ∈ [ψ0 + δ, ψ0 + 2π − δ].
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Выбирая точку z ∈ BR(0) из условия |z − ζ0| < ε0/2, получаем

|ζ − z| > |ζ − ζ0| − |ζ0 − z| > ε0 −
ε0

2
=
ε0

2
.

В итоге
max {K(ζ, z)

∣∣ ζ ∈ γ(0, δ)} 6 2

πε2
0

(|ζ0|2 − |z|2),

откуда следует утверждение леммы. �

Теорема 26.3. Решение общей задачи Дирихле на кру-
ге BR(0) существует и описывается интегралом Пуассона
(26.14).

Доказательство. Покажем, что если граничная функция
u0(ζ) является кусочно-непрерывной на окружности γR = {ζ

∣∣∣∣ |ζ| = R}, то формула Пуассона (26.14) дает решение общей
задачи Дирихле на круге BR(0). В самом деле, правая часть
формулы (26.14) определяется значениями функции u0(ζ) на
окружности γR, причем интеграл Пуассона (26.14) определен
на круге BR(0). В силу формулы (26.16) интеграл Пуассона
(26.14) можно преобразовать к виду u(z) = Re f(z), где

f(z) =
1

2π

2π∫
0

u0(ζ)
ζ + z

ζ − z
dψ, ζ = Reiψ. (26.20)

Покажем, что функция f из (26.20) регулярна в круге BR(0),
откуда последует гармоничность функции u в круге BR(0).
Для этого вычислим выражение

f(z + ∆z)− f(z)

∆z
− 1

π

2π∫
0

u0(ζ)
ζ

(ζ − z)2
dψ =

=
1

π

2π∫
0

u0(ζ)

{[
ζ + z + ∆z

ζ − z −∆z
− ζ + z

ζ − z

]
1

2∆z
− ζ

(ζ − z)2

}
dψ =

=
1

π

2π∫
0

u0(ζ)

{
ζ

(ζ − z)(ζ − z −∆z)
− ζ

(ζ − z)2

}
dψ =

=
∆z

π

2π∫
0

u0(ζ)
ζ dψ

(ζ − z)2(ζ − z −∆z)
. (26.21)
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Таким образом, эта разность стремится к нулю при ∆z → 0,
т. е. существует производная f ′.

В итоге мы показали, что функция f регулярна в круге
B(R)(0), а интеграл Пуассона (26.14) является гармонической
функцией на этом круге.

Покажем, что функция u из формулы Пуассона (26.14) на
круге BR(0) ограничена. Обозначим через ζ1, . . . , ζn точки
разрыва 1-го рода функции u0 на γR. Обозначим через γ̃R :=
:= γR \ {∪nk=1ζk}. Пусть M = sup{|u0(ζ)|

∣∣ ζ ∈ γ̃R}. Тогда из
формулы Пуассона (26.14) и леммы 26.2 получаем, что

|u(z)| 6 M

2π

2π∫
0

R2 − |z|2

|ζ − z|2
dψ

(26.17)
= M.

Осталось показать, что в каждой точке ζ0 ∈ γ̃R (т. е. в каждой
точке непрерывности функции u0) для функции u из (26.14)
справедливо равенство

lim
z
BR(0)
→ ζ0

u(z) = u0(ζ0).

Рассмотрим разность

∆I :=

2π∫
0

u0(ζ)K(ζ, z) dψ − u0(ζ0)
(26.17)

=

(26.17)
=

2π∫
0

(u0(ζ)− u0(ζ0))K(ζ, z) dψ. (26.22)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Так как функция u0 непре-
рывна в точке ζ0 = Reiψ0 , существует число δ ∈ (0, π) такое, что
для всех точек ζ = Reiψ, у которых |ψ − ψ0| < δ, выполняется
неравенство |u0(ζ)− u0(ζ0)| < ε. Обозначим γ(1, δ) = {ζ

∣∣ ζ =
= Reiψ, |ψ − ψ0| < δ}, γ(0, δ) = γR \ γ(1, δ). Разобьем интеграл
(26.22) на два интеграла по дугам γ(1, δ) и γ(0, δ). В силу вы-
бора числа δ и из леммы 26.2 получаем оценку∣∣∣∣∣

ψ0+δ∫
ψ0−δ

(u0(ζ)− u0(ζ0))K(ζ, z) dψ

∣∣∣∣∣ 6 ε
ψ0+δ∫
ψ0−δ

K(ζ, z) dψ < ε.
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В силу леммы 26.3 найдется число ρ ∈ (0, R) такое, что
K(ζ, z) < ε при всех ζ ∈ γ(0, δ) и всех z ∈ BR(0), у которых |z−
− ζ0| < ρ. Поэтому для указанных z получаем оценку

∣∣∣∣
ψ0+2π−δ∫
ψ0+δ

(u0(ζ)−u0(ζ0))K(ζ, z) dψ

∣∣∣∣< 2M

ψ0+2π−δ∫
ψ0+δ

K(ζ, z) dψ6 4Mεπ.

Объединяя две оценки, получаем |∆I| 6 (1+4πM)ε, что в силу
произвольности числа ε > 0 дает выполнение граничного усло-
вия в точке ζ0. �

Теорема 26.4. Для любой ограниченной односвязной об-
ласти G с простой кусочно-гладкой границей Γ и для любой
ограниченной кусочно-непрерывной (с конечным числом точек
разрыва 1-го рода) на Γ функции u0(ζ) решение общей задачи
Дирихле существует.

Доказательство. По теореме Римана (теорема 24.3) су-
ществует регулярная функция w = f(z), осуществляющая кон-
формное отображение области G на круг B1(0). Пусть z =
= g(w) — обратная функция к функции f . По принципу соот-
ветствия границ (теорема 24.4) функция f(z) (и соответствен-
но g(w)) непрерывно продолжима на границу Γ (на окруж-
ность |w| = 1). Поэтому и в силу кусочной непрерывности на Γ
функции u0(ζ) функция u0(g(α)) будет кусочно-непрерывной
на окружности |α| = 1. По этой граничной функции запишем
через интеграл Пуассона функцию ũ(w), определенную в круге
|w| < 1. Тогда по теореме 26.1 функция u(z) := ũ(f(z)) будет
гармонической в области G. В силу теоремы 26.3 она ограниче-
на и непрерывна на G∪Γ всюду за исключением точек разрыва
функции u0. Введем обозначение

ũ0(α) := u0(g(α)) = u0(ζ), |α| = 1, ζ ∈ Γ.

Запишем решение ũ(w) через интеграл Пуассона

ũ(w) = Re
1

2πi

∫
|α|=1

ũ0 (α)
α+ w

α− w
· dα
α
, |w| < 1.
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Так как α = f(ζ), ζ ∈ Γ и w = f(z), z ∈ G, то, делая замену
переменных α и w через ζ и z, при этом допуская, что функ-
ция f ′(z) также может быть непрерывно продолжена на гра-
ницу Γ, получаем формулу решения общей задачи Дирихле в
области G вида

u(z) = ũ(f(z)) = Re
1

2πi

∮
Γ
u0(ζ)

f(ζ) + f(z)

f(ζ)− f(z)
· f
′(ζ)

f(ζ)
dζ. � (26.23)

Замечание 26.3. Утверждение теоремы 26.4 остается спра-
ведливым для случая неограниченной области G, граница ко-
торой содержит точку∞, если существует конформное отобра-
жение f области G на круг |w| < 1, удовлетворяющее принципу
соответствия границ. Если же при этом функция f удовлетво-
ряет усиленному принципу соответствия границ, т. е. функ-
ции f и f ′ непрерывно продолжимы на границу области, то
справедлива формула (26.23).

Например, это верно, когда область G конформно отобража-
ется на круг |w| < 1 некоторым дробно-линейным отображени-
ем f , так как оно конформно отображает всю расширенную
комплексную плоскость C на всю плоскость C и поэтому оно
и его производная непрерывно продолжимы на границу дан-
ной области G. В качестве демонстрации этой возможности
получим решение общей задачи Дирихле на верхней полуплос-
кости.

Теорема 26.5. Пусть задана ограниченная и кусочно-
непрерывная функция u0: R→ R с конечным числом точек
разрыва первого рода (включая точки +∞ и −∞). Тогда су-
ществует решение u(z) общей задачи Дирихле в верхней по-
луплоскости Im z > 0 с граничным условием u0 на прямой Γ =
= {z

∣∣ Im z = 0}. При этом для решения u(z) справедлива фор-
мула Пуассона вида

u(z) =
1

π

+∞∫
−∞

yu0(t)

(t− x)2 + y2
dt, (26.24)

где z = x+ iy, y > 0.
221



Е. С. Половинкин

Доказательство. Существование решения u(z) следует из
теоремы 26.4 и замечания 26.3. Формула (26.24) легко следует
из формулы (26.23), если в качестве функции f , отображаю-
щей верхнюю полуплоскость в единичный круг, взять, напри-
мер, функцию f(z) = (z − i)/(z + i) и провести упрощения вы-
ражений под интегралом (26.23). �

Формулу (26.24) можно получить, не используя теорему 26.4
и формулы (26.23). Зафиксируем произвольную точку z0 =
= x0 + iy0, где y0 > 0, и рассмотрим дробно-линейное отобра-
жение

w = f(z) :=
z − z0

z − z0
, (26.25)

конформно отображающее полуплоскость Im z > 0 на круг
|w| < 1, при котором f(z0) = 0. Из формулы (26.25) получа-
ем обратное отображение

z = g(w) =
wz0 − z0

w − 1
(26.26)

круга |w| < 1 на верхнюю полуплоскость.
По теореме 26.1 функция ũ(w) := u(g(w)) будет гармоничес-

кой в круге |w| < 1. При этом она будет непрерывной в за-
мкнутом круге |w| 6 1, за исключением конечного числа точек
разрыва, полученных от функции u0, включая, может быть,
и точку w0 = 1. По формуле Пуассона (26.14) (или по теоре-
ме 21.4 о среднем для гармонических функций) для функции
ũ получаем

u(z0) = ũ(0) =
1

2π

2π∫
0

ũ
(
eiψ
)
dψ. (26.27)

В интеграле (26.27) сделаем замену и вернемся к прежним пе-
ременным. Пусть w = eiψ, тогда g(eiψ) = t, т. е. принимает
действительные значения. И обратно, по формуле (26.25) по-
лучаем

eiψ =
t− z0

t− z0
= f(t), (26.28)

где t — действительное число. Поэтому

ũ(eiψ) = ũ(f(t)) = u(g(f(t))) = u0(t).
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Из формулы (26.28) находим

dψ =
z0 − z0

i|t− z0|2
dt =

2y0

(t− x0)2 + y2
0

dt. (26.29)

В итоге из выражений (26.27), (26.28) и (26.29) получаем фор-
мулу

u(z0) =
1

π

+∞∫
−∞

u0(t)
y0

(t− x0)2 + (y0)2
dt.

Заменяя в полученной формуле произвольную точку z0 на точ-
ку z, получим формулу Пуассона (26.24).

Замечание 26.4. Так как справедливо равенство
y

(t− x)2 + y2
= Re

1

i(t− z)
,

то формула Пуассона (26.24) может быть преобразована к дру-
гому виду

u(z) = Re
1

πi

+∞∫
−∞

u(t)

t− z
dt. (26.30)

Пример 26.1. Найти решение классической задачи Дирихле{
∆u = 0, |z| < 1,

u
∣∣
|z|=1

= sinψ
5 + 4 cosψ .

(26.31)

Решение. Воспользуемся формулой Пуассона (26.16) для
решения задачи (26.31). Для этого сделаем замену перемен-
ных на окружности: ζ = eiψ. Тогда sinψ = 1

2i

(
ζ − 1

ζ

)
, cosψ =

= 1
2

(
ζ + 1

ζ

)
, откуда

u0(ζ) =
sinψ

5 + 4 cosψ
=

ζ2 − 1

2i(2ζ2 + 5ζ + 2)
.

Подставляя u0(ζ) в формулу (26.16), получаем, что u(z) =
= Re J(z), где

J(z) =
1

2πi

∫
γ1

(ζ2 − 1)(ζ + z)

2i(2ζ2 + 5ζ + 2)(ζ − z)ζ
dζ. (26.32)
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Вычислим интеграл (26.32) с помощью вычетов. Подынте-
гральная функция

f(ζ) :=
(ζ2 − 1)(ζ + z)

2i(2ζ2 + 5ζ + 2)ζ(ζ − z)

в области |ζ| > 1 имеет две особые точки. Это ζ1 = −2 — полюс
1-го порядка и ζ2 =∞ — устранимая особая точка, так как
очевидно, что f(∞) = 0.

По теореме о вычетах получаем

J(z) = − res
−2
f − res

∞
f. (26.33)

Вычислим вычеты:

res
−2
f =

(ζ2 − 1)(ζ + z)

2i(ζ − z)(4ζ + 5)ζ

∣∣∣∣
ζ=−2

=
2− z

4i(z + 2)
,

res
∞
f = lim

ζ→∞
[ζ(f(∞)− f(ζ))] =

= lim
ζ→∞

[
−(ζ2 − 1)(ζ + z)

4i(ζ2 + 5
2 ζ + 1)(ζ − z)

]
= − 1

4i
.

В итоге из формулы (26.33) получаем, что

J(z) =
z

2i(z + 2)
,

откуда

u(x, y) = Re
z

2i(z + 2)
=

y

(x+ 2)2 + y2
.

Пример 26.2. Решить общую задачу Дирихле:

∆u = 0, G = {z
∣∣ |z| < 1, Im z > 0},

u
∣∣
Im z=0

= 0, u
∣∣
|z|=1

= 1.

Решение. Возьмем функцию w = − 1
2

(
z + 1

z

)
, которая

конформно отображает данный полукруг G на верхнюю по-
луплоскость. Тогда данные граничные условия преобразуются
на новой границе Imw = 0 в условия

ũ0(t) = 0, при |t| > 1; ũ0(t) = 1, при t ∈ [−1,+1].

224



§ 26. Задача Дирихле на плоскости

По формуле Пуассона (26.24) получаем решение

ũ(ξ, η) =
1

π

1∫
−1

η dt

(t− ξ)2 + η2
=

1

π

1∫
−1

d
(
t
η

)
(
t
η −

ξ
η

)2
+ 1

=

=
1

π

[
arctg

(
1− ξ
η

)
+ arctg

(
1 + ξ

η

)]
.

Так как для w = ξ + iη и z = x+ iy функция w = − 1
2

(
z + 1

z

)
дает соотношения

ξ = −x
2

(
1

x2 + y2
+ 1

)
, η = −y

2

(
1− 1

x2 + y2

)
,

откуда заменой переменных получаем решение данной задачи
Дирихле

u(x, y) =
1

π

[
arctg

(
2(x+ 1)

y(1− x2 − y2)
− x+ 2

y

)
+

+ arctg

(
2(1− x)

y(1− x2 − y2)
+
x− 2

y

)]
.
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§ 27. Аналитическое продолжение

Известны различные способы аналитического продолжения
заданных функций. Простейший из них мы уже встречали
при рассмотрении примеров по теореме единственности в § 10.
Напомним его.

Определение 27.1. Пусть некоторая функция f задана на
множестве E, а функция g регулярна в области G, содержащей
множество E, причем

f(z) = g(z), ∀ z ∈ E. (27.1)
Тогда функция g называется аналитическим продолжением
функции f с множества E на область G.

Предложение 27.1. Если множество E содержит беско-
нечное число точек и имеет в области G по крайней мере одну
предельную точку, то аналитическое продолжение функции
f : E → C с множества E на область G единственно, т. е.
если существует регулярная функция g: G→ C, удовлетво-
ряющая определению 27.1, то она единственна.

Данное утверждение, очевидно, следует из теоремы 10.1
единственности регулярной функции.

Так, например, в § 10 мы рассмотрели аналитическое про-
должение функций ex, sinx, cosx с действительной оси на всю
комплексную плоскость по формулам

ez := ex · eiy, sin z :=
eiz − e−iz

2i
, cos z :=

eiz + e−iz

2
.

Также в § 25 мы рассмотрели случай аналитического (регу-
лярного) продолжения функции с верхней полуплоскости на
всю плоскость.

Основные сложности аналитических продолжений связаны
с рассмотрением многозначных функций, примерами которых
являются Ln z и { n

√
z}.

Приведем ряд определений.

Определение 27.2. Пусть выбраны точка a ∈ C и круг
Br(a), r > 0, на котором задана регулярная функция f . Тогда
пару

(
Br(a), f

)
назовем элементом, а точку a назовем центром

этого элемента.
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Определение 27.3. Скажем, что элемент
(
Bρ(b), g

)
яв-

ляется непосредственным аналитическим продолжением эле-
мента

(
Br(a), f

)
, если Br(a) ∩Bρ(b) 6= ∅ и f(z) = g(z), ∀ z ∈

∈ Br(a) ∩Bρ(b).
Отметим, что при заданных элементе (Br(a), f) и круге

Bρ(b) функция g на Bρ(b), если существует, то единственна (в
силу теоремы 10.1 единственности).

Определение 27.4. Скажем, что два элемента
(
Br(a), f

)
и(

Bρ(b), g
)
эквивалентны, если они имеют общий центр a = b и

один из этих элементов является непосредственным аналити-
ческим продолжением другого. То есть, если r < ρ, то f(z) =
= g(z) при всех z ∈ Br(a). Обозначаем

(
Br(a), f

)
∼
(
Bρ(b), g

)
.

Определение 27.5. Скажем, что элемент
(
Bρ(b), g

)
явля-

ется аналитическим продолжением элемента
(
Br(a), f

)
че-

рез конечную цепочку кругов (также говорят: через конеч-
ную цепочку элементов), если существует конечный набор эле-
ментов

(
Br1(a1), f1

)
,
(
Br2(a2), f2

)
, . . . ,

(
Brn(an), fn

)
таких,

что для каждого номера k ∈ 2, n элемент
(
Brk(ak), fk

)
яв-

ляется непосредственным аналитическим продолжением эле-
мента

(
Brk−1

(ak−1), fk−1

)
, причем справедливы равенства(

Br1(a1), f1

)
=
(
Br(a), f

)
и
(
Brn(an), fn

)
=
(
Bρ(b), g

)
.

Пример 27.1. Степенной ряд
+∞∑
n=0

zn сходится в круге B1(0)

и расходится при |z| > 1. При этом по теореме 9.3 Вейер-
штрасса сумма f1 данного ряда является регулярной в кру-
ге B1(0) функцией, и, как показано в примере 9.1, она сов-
падает в этом круге B1(0) с функцией f2(z) = 1

1− z , которая
определена и регулярна в C \ {1}. Таким образом, при лю-
бом a ∈ C \ [1,+∞) элемент

(
B|a−1|(a), f2

)
является непосред-

ственным аналитическим продолжением элемента
(
B1(0), f1

)
(так как не пусто множество B1(0)

⋂
B|a−1|(a), в котором эти

функции совпадают). При любом действительном a > 1 мно-
жество B1(0)

⋂
B|a−1|(a) пусто, но элемент

(
B|a−1|(a), f2

)
явля-

ется аналитическим продолжением элемента
(
B1(0), f1

)
через
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цепочку кругов, так как, введя, например, еще один элемент(
B|i−1|(i), f2

)
, мы убеждаемся, что последний элемент являет-

ся непосредственным аналитическим продолжением как эле-
мента

(
B1(0), f1

)
, так и элемента

(
B|a−1|(a), f2

)
.

Пример 27.2. Рассмотрим пять элементов, составлен-
ных из регулярных ветвей многозначной функции {

√
z}, ви-

да
(
B1(1), f0

)
,
(
B1(i), fπ/2

)
,
(
B1(−i), f−π/2

)
,
(
B1(−1), fπ

)
,(

B1(−1), f−π
)
, где fs(z) =

√
|z|e

i
2

args z, причем

args z ∈
(
s− π

2
, s+

π

2

)
, s = 0,±π/2,±π.

x

y

0−2 2−1 1

−2i

2i

−i

i

B1(1)

B1(i)

B1(−1)

B1(−i)

Рис. 27.1

Легко убедиться, что в данных
пяти элементах каждая функция fs
на соответствующем ей круге явля-
ется регулярной ветвью многознач-
ной функции {

√
z}, причем fπ(z) =

= −f−π(z) при всех z ∈ B1(−1).
В силу определения 27.3 элемент(
B1(i), fπ/2

)
(также, как и эле-

мент
(
B1(−i), f−π/2

)
) является непо-

средственным аналитическим про-
должением элемента

(
B1(1), f0

)
, так

как на множестве B1(1) ∩B1(i) функции f0 и fπ/2 равны
(см. рис. 27.1).

Аналогично элемент
(
B1(−1), fπ

)
есть непосредственное

аналитическое продолжение элемента
(
B1(i), fπ/2

)
, а элемент(

B1(−1), f−π
)
есть непосредственное аналитическое продол-

жение элемента
(
B1(−i), f−π/2

)
. В итоге мы получили два раз-

личных элемента
(
B1(−1), fπ

)
и
(
B1(−1), f−π

)
, определенных

в одном и том же круге, которые являются аналитическими
продолжениями одного элемента

(
B1(1), f0

)
.

Приведем еще один способ аналитического продолжения —
продолжение вдоль кривой.

Определение 27.6. Пусть
(
Br1(a), f

)
— начальный эле-

мент, а γab — кусочно-гладкая кривая с началом в точке a
и концом в точке b, заданная через параметр ее длины s,
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т. е. z = z(s), 0 6 s 6 l, z(0) = a, z(l) = b. Скажем, что эле-
мент

(
Br2(b), g

)
является аналитическим продолжением эле-

мента
(
Br1(a), f

)
вдоль кривой γab, если существует число r >

> 0, непрерывная функция ϕ: [0, l]→ C и семейство элементов(
Br(z(s)), fs

)
, ∀ s ∈ [0, l] такие, что

a) для всякого s0 ∈ [0, l] справедливо равенство fs0(z(s)) = ϕ(s)

при всех s ∈ [0, l]
⋂

(s0 − r, s0 + r);
б)
(
Br(z(0)), f0

)
∼
(
Br1(a), f

)
и
(
Br(z(l)), fl

)
∼
(
Br2(b), g

)
(т.е. эквивалентность начального и конечного элементов).
Сформулированные в определении 27.6 условия по суще-

ству означают, что при выбранном значении s0 всякий элемент(
Br(z(s)), fs

)
является непосредственным аналитическим про-

должением элемента
(
Br(z(s0)), fs0

)
лишь для близких к s0

значений s, т. е. при |s− s0| < r. Если же круг Br(z(s0)) име-
ет непустое пересечение с кругом Br(z(s1)) при далеком от s0

значении s1, то может оказаться, что значения функций fs0 и
fs1 различны в одних и тех же точках из пересечения указан-
ных выше кругов.

Поясним это. В разобранном ранее примере 27.2 начальный
элемент

(
B1(1), f0

)
можно продолжать не только вдоль конеч-

ной цепочки кругов, но и вдоль кривой — верхней полуокруж-
ности z = z1(s) = eis, s ∈ [0, π], с помощью семейства элемен-
тов

(
B1(z1(s)), fs

)
, где для всех s ∈ [0, π] функция fs опреде-

ляется так же, как и в примере 27.2. В результате продол-
жения вдоль этой кривой опять получаем конечный элемент(
B1(−1), fπ

)
. Если же начальный элемент

(
B1(1), f0

)
будем

продолжать вдоль нижней полуокружности z = z2(s) = e−is,
s ∈ [0, π] с помощью семейства элементов

(
B1(z2(s)), f−s

)
, то

получится конечный элемент
(
B1(−1), f−π

)
. В этом случае,

так же как и при продолжении вдоль трехзвенных цепочек кру-
гов в примере 27.2, конечные элементы

(
B1(−1), fπ

)
и
(
B1(−1),

f−π
)
различны.

Теорема 27.1. Понятия аналитических продолжений
вдоль конечной цепочки кругов (по определению 27.5) и вдоль
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кривой (по определению 27.6) эквивалентны. Т.е. для всяко-
го аналитического продолжения вдоль конечной цепочки кру-
гов найдется кривая такая, что аналитическое продолжение
вдоль этой кривой приводит к тому же конечному элементу,
что и при продолжении вдоль заданной конечной цепочки кру-
гов. С другой стороны, для всякого аналитического продолже-
ния вдоль кривой найдется конечная цепочка кругов, такая,
что аналитическое продолжение вдоль нее приводит к тому
же элементу, что и при продолжении вдоль заданной кривой.

Доказательство. 1. Допустим, что элемент (Bρ(b), g) яв-
ляется аналитическим продолжением элемента (Br(a), f) через
некоторую конечную цепочку кругов. Пусть при этом получе-
ны элементы {(Brk(ak), fk} (см. определение 27.5). Тогда в по-
рядке возрастания номера k последовательно соединяем цен-
тры входящих в упорядоченную цепочку кругов отрезками и
получаем ломаную γab. При этом легко указать число r > 0 та-
кое, что всякий круг радиуса r с центром в произвольной точ-
ке, принадлежащей ломаной γab, содержится по крайней мере в
одном из кругов {Brk(ak)}nk=1. Отсюда, в соответствии с опре-
делением 27.6, можно в каждой точке z(s0) ломаной на кру-
ге Br(z(s0)) задать элемент (Br(z(s0), fs0) и функция ϕ(s) =

= fs0(z(s)) при s : |s− s0| < r так, что элемент (Bρ(b), g) мо-
жет быть получен в результате аналитического продолжения
элемента (Br(a), f) вдоль этой ломаной γab.

2. Допустим, что элемент
(
Br2(b), g

)
получен из элемен-

та
(
Br1(a), f

)
аналитическим продолжением вдоль кусочно -

гладкой кривой γab (по определению 27.6).
Пусть кривая γab через параметр ее длины s задается

функцией z = z(s), 0 6 s 6 l, z(0) = a, z(l) = b. По опре-
делению 27.6 существует бесконечное семейство элементов(
Br(z(s)), fs

)
, s ∈ [0, l], с соответствующими свойствами. Вы-

берем в нем конечную цепочку элементов
(
Br(z(sk)), fsk

)n
k=1

,

где n =
[

2l
r

]
+ 1, sk = r

2 k при k = 0, . . . , n− 1, а sn = l. То-
гда для каждого номера k справедливо неравенство |z(s)−
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− z(sk)| 6 r
2 при любом s ∈ (sk, sk+1]. Поэтому каждый эле-

мент
(
Br(z(sk+1)), fsk+1

)
является непосредственным аналити-

ческим продолжением элемента
(
Br(z(sk)), fsk

)
, откуда в сово-

купности следует, что элемент
(
Br2(b), fl

)
является аналитиче-

ским продолжением элемента
(
Br1(a), f0

)
через конечную це-

почку кругов {Br(z(sk))}nk=1. �

Определение 27.7. Полной аналитической функцией,
порожденной начальным элементом

(
Br(a), f0

)
называется со-

вокупность F всех элементов, получающихся аналитическим
продолжением элемента

(
Br(a), f0

)
вдоль всех таких кривых,

начинающихся в точке a, вдоль которых аналитическое про-
должение возможно.

Определение 27.8. Аналитической функцией (без сло-
ва: полная) называется любое связное подмножество элемен-
тов полной аналитической функции F , т. е. такое подмноже-
ство, любые два элемента которого являются аналитическими
продолжениями друг друга через некоторую кривую или неко-
торую конечную цепочку элементов из этого же подмножества.

Очевидно, что каждая аналитическая функция F не зависит
от выбора начального элемента

(
Br(a), f0

)
. В качестве началь-

ного можно брать любой элемент из совокупности F .
Множество G =

⋃
αBrα(zα), являющееся объединением кру-

гов всех элементов, принадлежащих аналитической функции
F , представляет собой область.

В самом деле, открытость множества G следует из того, что
оно есть объединение открытых множеств, связность следует
из определения 27.8, т. е. из того, что любые две точки из G
можно соединить ломаной, лежащей в объединении кругов, в
узлах которой находятся центры кругов элементов, входящих
в цепочку, с помощью которой осуществляется аналитическое
продолжение элементов с центрами в указанных точках друг в
друга. Поэтому будем говорить, что аналитическая функция
задана (определена) на области G.
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В случае, когда область определения аналитической функ-
ции односвязна, имеет место следующее важное утверждение.

Теорема 27.2 (о монодромии). Пусть G — односвязная
область и Br(a) ⊂ G. Если элемент

(
Br(a), f0

)
аналитиче-

ски продолжаем по любой кривой γab, лежащей в односвязной
области G, то результат его продолжения в произвольную
точку b ∈ G не зависит от кривой γab, а однозначно опреде-
ляется его концом b.

Часто это формулируют и так: аналитическая функция,
определенная на односвязной области G, является однознач-
ной регулярной функцией, определенной на G.

Для доказательства теоремы 27.2 нам потребуются следую-
щие определение и лемма.

Определение 27.9. Пусть кусочно-гладкие кривые γ и γ̃
заданы соответственно через параметр длины s в виде z = z(s),
s ∈ (0, l) и z = z̃(s), s ∈ (0, l̃). Расстоянием между кривыми γ
и γ̃ назовем величину

dist(γ, γ̃) := max {|z(s)− z̃(s)|
∣∣ s ∈ [0,min (l, l̃)]}+ |l − l̃|. (27.2)

Лемма 27.1. Пусть элемент (Br0(a), f0) может быть ана-
литически продолжен вдоль кусочно-гладкой кривой γab (с на-
чалом в точке a и концом в точке b). Тогда существует чис-
ло ε > 0 такое, что элемент (Br0(a), f0) может быть анали-
тически продолжен вдоль любой кусочно-гладкой кривой γ̃ab
(имеющего те же начало и конец) такой, что dist(γab, γ̃ab) <
< ε (где dist см. в определении 27.9). При этом в конечной
точке b будут получены эквивалентные между собой элемен-
ты.

Доказательство. Пусть функция z = z(s), s ∈ (0, l), опи-
сывает кривую γab через параметр его длины, и z(0) = a, z(l) =
= b. Пусть число r > 0, непрерывная функция ϕ(s), s ∈ (0, l) и
элементы (Br(z(s)), fs) выбраны в соответствии с определени-
ем 27.6 при аналитическом продолжении элемента (Br0(a), f0)
вдоль кривой γab.

Выберем число ε = r
4 и рассмотрим произвольную кри-
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вую γ̃ab, задаваемая функцией z = z̃(s), s ∈ (0, l̃), где z̃(0) =
= a, z̃(l̃) = b, такую, что dist(γab, γ̃ab) < ε.

Для каждого числа s ∈ [0,min (l, l̃)] определим значение
функции ϕ̃(s) и элемент (Bε(z̃(s)), f̃s) из выражений ϕ̃(s) =
= fs(z̃(s)) и f̃s(z) = fs(z) при всех z ∈ Bε(z̃(s)), что возмож-
но в силу очевидного включения Bε(z̃(s)) ⊂ Br(z(s)).

В случае, когда l > l̃, из равенства z(l) = z̃(l̃) = b следует
включение Bε(z̃(l̃)) ⊂ Br(z(l̃))

⋂
Br(z(l)), откуда следует, что

f
l̃
(z) = fl(z) при всех z ∈ Bε(z̃(l̃)), т. е. конечные элементы эк-

вивалентны.
В случае, когда l < l̃, для каждого числа s ∈ (l, l̃], так как

l̃ − l < ε, то имеем z̃(s) ∈ Bε(b). Поэтому определим значение
функции ϕ̃(s) и элемент (Bε(z̃(s)), f̃s) из выражений ϕ̃(s) =
= fl(z̃(s)) и f̃s(z) = fl(z) при всех z ∈ Bε(z̃(s)), что возможно в
силу включения Bε(z̃(s)) ⊂ Br(z(l)). В частности, отсюда сле-
дует, что и в этом случае (при l < l̃) конечные элементы экви-
валентны.

Покажем непрерывность функции ϕ̃(s) на отрезке [0, l̃].
Для каждого значения s0 ∈ [0,min (l, l̃)] в силу выбора кри-
вой γ̃ab справедливо включение z̃(s) ∈ Br(z(s0)) при всех
s ∈ [0,max (l, l̃)]

⋂
(s0 − ε, s0 + ε), откуда следует, что ϕ̃(s) =

= fs0(z̃(s)) при всех s ∈ [0,max (l, l̃)]
⋂

(s0−ε, s0 +ε), т. е. функ-
ция ϕ̃(s) непрерывна в точке s0. Аналогично, в случае, когда
l < l̃, из равенства ϕ̃(s) = fl(z̃(s)) при всех s ∈ (l − ε, l̃] следу-
ет непрерывность функции ϕ̃(s) на интервале (l − ε, l̃]. Таким
образом, мы показали, что по определению 27.6 существует
аналитическое продолжение элемента (Br0(a), f0) вдоль кривой
γ̃ab, причем в конечной точке получен элемент, эквивалентный
конечному элементу, получаемому при аналитическом продол-
жении элемента (Br0(a), f0) вдоль кривой γab. �

Докажем теперь теорему 27.2.

Доказательство. Пусть в односвязной области G даны
две кусочно-гладкие кривые γ0 и γ1 с помощью уравнений z =
= z0(t) и z = z1(t), где t ∈ [0, 1], которые соединяют точки a
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и b, т. е. z0(0) = z1(0) = a и z0(1) = z1(1) = b. Без ограниче-
ния общности (так как в силу леммы 27.1 и теоремы Вейер-
штрасса можно сгладить кривые в конечном числе точек, в
которых имеется излом) будем считать, что кривые γ0 и γ1 яв-
ляются гладкими. В силу односвязности области G кривые
γ0 и γ1 являются гомотопными, т. е. существует функция z =
= z(t, α) ⊂ G при t ∈ [0, 1], α ∈ [0, 1] такая, что функции z(t, α)
и z′t(t, α) непрерывны на квадрате [0, 1]× [0, 1], а также справед-
ливы равенства z(t, 0) = z0(t) и z(t, 1) = z1(t) при всех t ∈ [0, 1],
а z(0, α) = a и z(1, α) = b при всех α ∈ [0, 1].

Таким образом, при каждом фиксированном значении пара-
метра α ∈ [0, 1] функция z = z(t, α), t ∈ [0, 1] описывает глад-
кую кривую γα, которая принадлежит области G и соединя-
ет точки a и b. В силу равномерной непрерывности функций
z(t, α) и z′t(t, α) на квадрате [0, 1]× [0, 1] длина l(α) кривой γα
есть непрерывная функция параметра α ∈ [0, 1], и при доста-
точно близких значениях α1, α2 ∈ [0, 1] расстояние dist(γα1 , γα2)
между кривыми мало.

По лемме 27.1 для любого значения параметра α ∈ [0, 1] су-
ществует число δ(α) > 0 такое, что при любом значении α̃, взя-
том из интервала Iα := [0, 1]

⋂
(α− δ(α), α+ δ(α)), аналитиче-

ское продолжение элемента
(
Br(a), f0

)
вдоль каждой кривой

γα̃ приводит к эквивалентным элементам в конечной точке b.
По лемме Гейне–Бореля можно выбрать конечное число ин-

тервалов Iαj , где 0 = α0 < α1 < · · · < αn, покрывающих отре-
зок [0, 1] так, что эти интервалы удовлетворяют соотношени-

ям: Iαj
⋂
Iαj+1 6= ∅, ∀j, и

n⋃
j=0

Iαj = [0, 1]. Тогда аналитическое

продолжение элемента
(
Br(a), f0

)
вдоль каждой кривой γα, где

α ∈ Iα0

⋃
Iα1 приводит к эквивалентным элементам в концевой

точке b. Аналогично это верно при всех α ∈ Iα1

⋃
Iα2 и так да-

лее. В результате получаем, что аналитическое продолжение
элемента

(
Br(a), f0

)
вдоль каждой кривой γα, где α ∈ [0, 1],

приводит к эквивалентным элементам в точке b. �
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§ 28. Полные аналитические функции логарифма
и корня и их римановы поверхности

28.1. Полные аналитические функции. Пусть точка
a ∈ C, a 6= 0. Выберем в круге B|a|(a) некоторые регулярные
ветви ha и ga многозначных функций Ln z и { n

√
z} соответ-

ственно (которые, как показано в теореме 15.1, существуют в
круге B|a|(a)). В этом случае будет говорить, что элементы
(B|a|(a), ha) и (B|a|(a), ga) порождены многозначными функци-
ями Ln z и { n

√
z} соответственно.

Теорема 28.1. Зафиксируем произвольные точки a, b ∈ C \
\ {0} и начальный элемент (B|a|(a), ha), порожденный много-
значной функцией Ln z. Тогда этот элемент может быть
аналитически продолжен вдоль любой кусочно-гладкой кри-
вой γab (с началом в точке a и концом в точке b), не про-
ходящей через нуль. Для полученного в результате такого
продолжения элемента (B|b|(b), hb) справедливы формулы

hb(b) = ha(a) +

∫
γab

dζ

ζ
, (28.1)

hb(z) = hb(b) +

∫ z

b

dζ

ζ
, z ∈ B|b|(b). (28.2)

Для всякой точки c ∈ C \ {0} и всякого элемента (B|c|(c), hc),
порожденного многозначной функцией Ln z, найдется такая
кусочно-гладкая кривая γ̃ac, не проходящая через нуль, что
элемент (B|c|(c), hc) является аналитическим продолжением
элемента (B|a|(a), ha) вдоль кривой γ̃ac.

Доказательство. 1.Обозначим через r := inf{|z|
∣∣ z ∈ γab}

расстояние от точки 0 до кривой γab. Разобьем кривую γab
точками z0 = a, z1, . . . , zK = b на дуги γzk−1zk так, чтобы длина
каждой из них удовлетворяла неравенству l(γzk−1zk) < r, ∀ k ∈
∈ 1,K. Пусть для некоторого k ∈ 1,K элемент (Br(a), ha) до-
пускает аналитическое продолжение вдоль кривой γazk−1

⊂ γab,
в результате чего получен элемент (Br(zk−1), hk−1). Покажем,
что элемент (Br(zk−1), hk−1) допускает аналитическое продол-
жение вдоль следующей дуги γzk−1zk кривой γab.
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В самом деле, так как |zk−1 − zk| < r 6 |zk−1|, то zk ∈
∈ Br(zk−1). Определим в круге Br(zk) регулярную ветвь hk
функции Ln z по ее значению в центре круга, т. е. пусть
hk(zk) = hk−1(zk). Тогда

hk(zk)− hk−1(zk−1) = ln |zk| − ln |zk−1|+ i∆γzk−1zk
arg z =

=

∫
γzk−1zk

dζ

ζ
. (28.3)

Отсюда следует, что hk(z) = hk−1(z) во всех точках z из непу-
стого множества Br(zk−1) ∩Br(zk). Это означает, что эле-
мент (Br(zk), hk) есть аналитическое продолжение элемента
(Br(zk−1), hk−1) вдоль дуги γzk−1zk . При этом в круге Br(zk),
как показано в следствии 15.2, справедлива формула

hk(z) = hk(zk) +

z∫
zk

dζ

ζ
. (28.4)

В частности, мы показали, что при k = 1 элемент (Br(z1), h1)
есть аналитическое продолжение элемента (Br(a), ha) вдоль
кривой γaz1 .

В итоге доказали справедливость первого утверждения тео-
ремы о продолжаемости элемента (B|a|(a), ha) вдоль кри-
вой γab. При этом, складывая по всем k выражения (28.3),
получаем формулу (28.1). Формула (28.2) следует из формулы
(28.4) при k = K.

2. Пусть заданы точка c 6= 0 и произвольный элемент
(B|c|(c), hc), порожденный многозначной функцией Ln z. Вы-
берем произвольную кусочно-гладкую кривую γac с концевы-
ми точками a и c, причем такую, что 0 /∈ γac. Тогда по до-
казанному в пункте 1 элемент (B|a|(a), ha) продолжаем вдоль
кривой γac, в результате чего будет получен некоторый новый
элемент (B|c|(c), h̃c). Так как функции hc и h̃c являются регу-
лярными ветвями многозначной функции Ln z в круге B|c|(c),
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то существует число k̃ ∈ Z такое, что hc(z) = h̃c(z) + 2πk̃i, ∀ z ∈
∈ B|c|(c).

Если k̃ = 0, то все доказано. Если k̃ 6= 0, то к кривой γac
надо добавить окружность γ1 = {z

∣∣ |z| = |c|}, по которой про-
изводится обход начала координат |k̃| раз, причем против хода
часовой стрелки при k̃ > 0, и по ходу часовой стрелки при k̃ <
< 0. Тогда аналитическое продолжение элемента (B|c|(c), h̃c)
вдоль кривой γ1 приведет к элементу (B|c|(c), hc) по формуле
(28.1). �

Из доказанной теоремы мы получаем
Следствие 28.1. Полная аналитическая функция Ln z со-

стоит из совокупности элементов вида
(B|a|(a), ha(z) + 2πki), ∀ a ∈ C \ {0}, ∀ k ∈ Z,

где ha — некоторая регулярная ветвь многозначной функции
Ln z в круге B|a|(a).

Так как справедливо равенство множеств { n
√
z} = e

1
n

Ln z, то
возможность аналитического продолжения элементов, порож-
денных многозначной функцией Ln z в C \ {0}, влечет возмож-
ность аналитического продолжение элементов, порожденных
многозначной функцией { n

√
z}. Точнее, из теоремы 28.1 следу-

ет утверждение.

Следствие 28.2. Зафиксируем произвольные точки a, b ∈
∈ C \ {0} и произвольный элемент (B|a|(a), ga), порожденный
многозначной функцией { n

√
z}. Этот элемент может быть

продолжен вдоль любой кусочно-гладкой кривой γab (с началом
в точке a и концом в точке b), не проходящей через нуль.
Для полученного в результате такого продолжения элемента
(B|b|(b), gb) справедлива формула

gb(b) = ga(a) · n
√∣∣∣∣ ba

∣∣∣∣ e in∆γab
arg z. (28.5)

Для всякой точки c ∈ C \ {0} и всякого элемента (B|c|(c), gc),
порожденного многозначной функцией { n

√
z}, найдется такая

кусочно-гладкая кривая γ̃ac, не проходящая через нуль, что
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элемент (B|c|(c), gc) будет получен аналитическим продолже-
нием элемента (B|a|(a), ga) вдоль кривой γ̃ac.

Следствие 28.3. Полная аналитическая функция n
√
z со-

стоит из совокупности элементов вида(
B|a|(a), ga(z) · e

i
n

2πk
)
,

где a ∈ C\{0}, k ∈ 0, n− 1, а ga — некоторая регулярная ветвь
многозначной функции { n

√
z} в круге B|a|(a).

Замечание 28.1. Мы рассмотрели пример многозначной
функции {z1/n}. С тем же успехом, в силу определения мно-
гозначной функции {zb} = ebLn z, где b ∈ C — фиксировано, и
z 6= 0, взяв для каждого a 6= 0 элемент вида (B|a|(a), ha), по-
рожденный многозначной функцией Ln z, мы получим эле-
мент (B|a|(a), fa), где fa(z) = ebha(z), порожденный многознач-
ной функцией {zb}. Аналогично следствию 28.2 получаем,
что всякий элемент (B|a|(a), fa), порожденный многозначной
функцией {zb}, допускает аналитическое продолжение по лю-
бой кусочно-гладкой кривой γac, не проходящей через ноль.

28.2. Римановы поверхности. Существует другой спо-
соб избавления от многозначности аналитических функций
Ln z и n

√
z, через понятия римановых поверхностей этих функ-

ций.
2a) Риманова поверхность Ln z.
Рассмотрим плоскость C с разрезом, точнее, область C \

\ (−∞, 0]. Как показано в § 15, функция Ln z на этой обла-
сти распадается на бесконечное число регулярных ветвей вида

hk(z) = h0(z) + 2πki, k ∈ Z,

h0(z) = ln |z|+ i argгл z,
(28.6)

где argгл z ∈ (−π, π).
Воспользуемся этим для построения регулярной на специ-

альном множестве функции, принимающей все значения ана-
литической функции Ln z при z ∈ C \ {0}. Расширим область
определения искомой функции до некоторого множества (топо-
логического пространства), которое и будет называться «рима-
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новой поверхностью» функции Ln z. Для этого по определению
будем различать точки zk = rei(ϕ+2πk) (где r > 0, ϕ ∈ (−π,+π])
при различных целых значениях k. А именно, с помощью вве-
денной таким образом нумерации из множества C \ {0} полу-
чим счетное семейство непересекающихся множеств вида
Gk := {z

∣∣ z = reiϕ, r > 0, ϕ ∈ (−π + 2πk, π + 2πk]}, (28.7)
где k ∈ Z. На каждом множестве Gk определим функцию

hk(z) := ln r + iϕ, где z = reiϕ ∈ Gk, (28.8)
Сравнивая выражения (28.6) и (28.8), убеждаемся, что при

каждом k ∈ Z функции (28.6) и (28.8) совпадают на множестве
◦
Gk := Gk \ {z

∣∣ z = reiπ(1+2k), r > 0}, т. е. функция hk регуляр-
на на множестве

◦
Gk.

Определим множества

G+
k := Gk

⋂
{z
∣∣ | Im z > 0}, G−k := Gk

⋂
{z
∣∣ | Im z < 0}.(28.9)

При каждом z ∈ Gk \
◦
Gk функция hk терпит разрыв, а именно,

справедливы выражения
hk(z) = lim

G+
k

ζ → z

hk(ζ) 6= lim
G−
k

ζ → z

hk(ζ), (28.10)

hk(z) = lim
G−
k+1

ζ→ze2πi

hk+1(ζ). (28.11)

Из семейства непересекающихся множеств {Gk} образуем мно-

жество G =
+∞⋃

k=−∞
Gk, на котором определим функцию h по

формуле
h(z) = hk(z), если z ∈ Gk.

На множестве G введем следующую систему окрестностей его
точек. Если a ∈

◦
Gk, Re a < 0, то окрестностью этой точки a

назовем любой круг вида
Bε(a), где ε ∈ (0, | Im a|). (28.12)

Если a ∈
◦
Gk, Re a > 0, то окрестностью этой точки a назовем

любой круг вида
Bε(a), где ε ∈ (0, |a|). (28.13)
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Если же a ∈ Gk \
◦
Gk, то, выбирая любое ε ∈ (0, |a|), окрестность

этой точки определим по формуле

{z ∈ G+
k

∣∣ |z − a| < ε}
⋃
{z ∈ G−k+1

∣∣ |a e2πi − z| < ε}. (28.14)
При таком задании системы окрестностей на множестве G по-
лучаем, что определенная выше функция h в силу выражений
(28.10)–(28.14) является непрерывной функцией, а в силу тео-
ремы 28.1 она будет также и регулярной на множестве G.

МножествоG с указанной системой окрестностей называется
римановой поверхностью аналитической функции Ln z.

x

y

0

Gk+1
l+k+1

l−k+1
x

y

0

Gk
l+k

l−k
x

y

0

Gk−1
l+k−1

l−k−1

Рис. 28.1

Для наглядного представления римановой поверхности G в
каждом множестве Gk введем разрез по линии разрыва функ-
ции hk с соответствующими верхним берегом разреза l+k = Gk \
\
◦
Gk и нижним берегом разреза l−k = {z

∣∣ z = reiϕ, ϕ = π(−1 +
+ 2k)} (см. рис. 28.1).

Очевидно для любого k ∈ Z справедливо равенство l+k =
= l−k+1, которое вместе с заданием окрестностей вида (28.14)
означает склейку верхнего берега разреза листа Gk с нижним
берегом разреза листа Gk+1 (см. рис. 28.2).

x

y Gk+1

Gk

Gk−1

x

y

G0

G1

Рис. 28.2 Рис. 28.3
2b) Риманова поверхность корня.
На области C \ (−∞, 0] существуют две регулярные ветви
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многозначной функции {
√
z} вида

gk(z) =
√
|z|e

i
2

(argгл z+2πk), k ∈ 0, 1. (28.15)
Для получения регулярной функции, принимающей все значе-
ния аналитической функции

√
z, расширим ее множество опре-

деления C \ (−∞, 0], а именно: рассмотрим два непересекаю-
щихся множества G0 и G1, задаваемые формулами (28.7) (при
k ∈ 0, 1). На каждом Gk определим функцию

gk =
√
r e

iϕ
2 , где z = reiϕ ∈ Gk, k ∈ 0, 1.

При каждом k ∈ 0, 1 функция gk совпадает с функцией (28.15)
на множестве

◦
Gk, т. е. там она является регулярной функци-

ей. При этом в каждой точке z ∈ Gk \
◦
Gk функция gk терпит

разрыв, а именно, справедливы выражения
gk(z) = lim

G+
k

ζ→ z

gk(ζ) = − lim
G−
k

ζ→ z

gk(ζ), (28.16)

точнее, имеем:
g1(z) = lim

G−0
ζ→ ze−2πi

g0(ζ), z ∈ G1 \
◦
G1, (28.17)

g0(z) = lim
G−1

ζ→ ze2πi

g1(ζ), z ∈ G0 \
◦
G0. (28.18)

Определим множество G = G0 ∪G1 и, как и в случае ри-
мановой поверхности логарифма, в соответствии с формулами
(28.16)–(28.18) определяем систему окрестностей точек a из

◦
Gk

по формулам (28.12) и (28.13) (где k ∈ 0, 1), для точек a из G0 \
\
◦
G0 по формулам (28.14) (при k = 0), а для точек a ∈ G1 \

◦
G1

следующим образом:
{z ∈ G+

1

∣∣ |z − a| < ε} ∪ {z ∈ G−0
∣∣ |a e−2πi − z| < ε}. (28.19)

На множестве G c определенной выше системой окрестностей
зададим функцию

g(z) = gk(z), если z ∈ Gk, k ∈ 0, 1.

Эта функция принимает все значения аналитической функции√
z. Мы специально так подобрали систему окрестностей на G,

чтобы функция g была на множестве G непрерывной, а в силу
следствий 28.2, 28.3 функция g будет регулярна на множестве
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G. Определенное выше множество G называется римановой
поверхностью аналитической функции

√
z.

Приведенный выше выбор окрестностей во множестве G
можно наглядно изобразить как специальную склейку двух
листов

◦
G0 и

◦
G1 по берегам разреза, сделанного на интерва-

ле (−∞, 0). При этом верхний берег разреза l+1 множества G1

нужно склеить с нижним берегом разреза l−0 множества G0, а
верхний берег разреза l+0 множества G0 нужно склеить с ниж-
ним берегом разреза l−1 множества G1 (см. рис. 28.3).
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§ 29. Особые точки аналитических функций

В § 12 мы рассмотрели изолированные особые точки регуляр-
ных функций, которые называют еще особыми точками одно-
значного характера. При разборе примеров полных аналитиче-
ских функций Ln z и n

√
z в § 28 мы показали, что эти аналитиче-

ские функции существуют в области 0 < |z| <∞, т. е. точки 0
и ∞ тоже являются особыми, но уже нового типа. Обобщим
классификацию особых точек для аналитических функций.

Определение 29.1. Пусть аналитическая функция F со-
держит элемент (Br(a), fa) с центром в точке a ∈ C, и пусть
существует кусочно-гладкая кривая γab с началом в точке a и
концом в точке b ∈ C такая, что элемент (Br(a), fa) может быть
аналитически продолжен вдоль любой части γaz кривой γab при
z ∈ γab \ {b}, но не продолжаем вдоль всей кривой γab (т. е. не
существует элемента (Br(b), fb) с центром в точке b, являюще-
гося аналитическим продолжением элемента (Br(a), fa) вдоль
кривой γab). Тогда точка b называется особой точкой анали-
тической функции F (см. рис. 29.1).

γaz

Br(a)

a

z
b

x

y

0 1−1 2

γ1

γ2

Полюс

Прав.точка

Рис. 29.1 Рис. 29.2
Пусть точка b =∞ такова, что при замене переменного ви-

да z = 1
ζ в элементах данной аналитической функции F(z) по-

лучаем аналитическую функцию F̃ (ζ), у которой точка ζ = 0
оказалась особой точкой. Тогда точка b =∞ называется осо-
бой точкой аналитической функции F(z).

Иногда, когда это требует уточнения, «особой точкой» будем
называть пару, состоящую из точки b и указанной в определе-
нии 29.1 кривой γab.
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Отметим, что полюс и существенно особая точка регулярной
функции удовлетворяют определению 29.1, а устранимая осо-
бая точка не удовлетворяет определению 29.1.

Особая точка аналитической функции, заданной в области,
как правило, является граничной точкой области определения
аналитической функции.

Поясним это на примере.

Пример 29.1. Пусть функция f0(z) = 1
h(z)− iπ задана в

круге B1(1), где функция h есть регулярная в круге B1(1) ветвь
многозначной функции Ln z такая, что h(1) = 0. Аналитически
продолжая элемент (B1(1), f0) вдоль верхней полуокружности
γ1 = {z

∣∣ z = eis, s ∈ [0, π]}, получаем значение h(−1) = iπ, т. е.
в особой точке (−1, γ1) аналитической функции F , порожден-
ной элементом (B1(1), f0), будет полюс (см. рис. 29.2).

Аналитически продолжая элемент (B1(1), f0) вдоль нижней
полуокружности γ2 = {z

∣∣ z = e−is, s ∈ [0, π]}, получаем эле-
мент (B1(−1), f−π) со значением f−π(−1) = 1

−2iπ , т. е. (−1, γ2)
есть правильная точка, т. е. точка z = −1 является особой и
граничной точкой аналитической функции F лишь на одном
из листов ее римановой поверхности.

Теорема 29.1 (Коши–Адамар). Пусть степенной ряд
+∞∑
n=0

cn(z − a)n (29.1)

имеет ненулевой конечный радиус сходимости R. Тогда на
границе его круга сходимости BR(a) существует хотя бы од-
на особая точка его суммы.

Доказательство. От противного. Допустим, что на гра-
ничной окружности γR = {ζ

∣∣ |ζ − a| = R} нет особых точек
суммы S(z) ряда (29.1). Тогда элемент (BR(a), S) продолжаем
по любому радиусу из центра a в концевую точку ζ, лежащую
на окружности γR.

При этом для каждой точки ζ ∈ γR существуют число rζ >
> 0 и круг Brζ (ζ), в котором определена регулярная функция
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fζ такая, что элемент (Brζ (ζ), fζ) является аналитическим про-
должением элемента (BR(a), S).

BR(a)

a

ζ1

ζ2
ζ3

Рис. 29.3
По лемме Гейне–Бореля (см. [2]) из покрытия окружно-

сти γR открытыми множествами {Brζ (ζ)}, ζ ∈ γR, можно выде-
лить конечное подпокрытие, т. е. конечное множество кругов
{Brk(ζk)}, k ∈ 1,K, все еще покрывающее окружность γR (т. е.

γR ⊂
K⋃
k=1

Brk(ζk)).

Определим областьG := BR(a)∪
(

K⋃
k=1

Brk(ζk)

)
и для каждо-

го k ∈ 1,K обозначим через (Brk(ζk), fk) элемент, полученный
продолжением элемента (BR(a), S) по радиусу [a, ζk]. Опреде-
лим аналитическую функцию

F =

{
(BR(a), S),

(Brk(ζk), fk), ∀ k ∈ 1,K.

Покажем, что аналитическая функция F однозначна и ре-
гулярна в области G. Допустим, что номера k и m таковы,
что Brk(ζk)∩Brm(ζm) 6= ∅. Тогда множество BR(a)∩Brk(ζk)∩
∩Brm(ζm) не пусто (см. рис. 29.3) и по определению аналити-
ческого продолжения внутри круга BR(a) получаем

fk(z) = S(z) = fm(z) (29.2)

при всех z ∈ BR(a) ∩Brk(ζk) ∩Brm(ζm).
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В силу теоремы 10.1 единственности регулярной функции из
равенства (29.2) получаем

fk(z) = fm(z) при всех z ∈ Brk(ζk) ∩Brm(ζm).

Таким образом показали, что аналитическая функция F одно-
значна и регулярна в области G. Определим число

r := inf{|z − ζ|
∣∣ z ∈ BR(a), ζ ∈ C \G}.

Очевидно, что число r > 0, и справедливо включение
BR+r(a) ⊂ G. Поэтому функция F определена и регулярна в
круге BR+r(a). По теореме 9.2 о разложении в ряд Тейлора
функция F в круге BR+r(a) представима в виде сходящегося
степенного ряда

F(z) =
+∞∑
k=0

F (k)(a)

k!
(z − a)k.

Так как F(z) = S(z) при всех z ∈ BR(a), то справедливо равен-

ство F
(k)(a)
k! = ck, ∀ k ∈ N, т. е. мы получили, что ряд (29.1)

сходится в круге BR+r(a), что противоречит определению ра-
диуса сходимости R. Таким образом, допущение об отсутствии
на граничной окружности γR = {ζ

∣∣ |ζ − a| = R} особых точек
суммы S(z) ряда (29.1) не верно. �

Следствие 29.1. Радиус сходимости R степенного ряда
(29.1) при условии, что 0 < R < +∞, равен расстоянию от
точки a до ближайшей особой точки суммы S ряда (29.1).

Пример 29.2. Не вычисляя коэффициентов степенного ря-
да функции

1

(z + 3)(z2 + 2)
=

+∞∑
n=0

cnz
n,

можно сразу сказать, что его радиус сходимости равен
√

2, так
как ближайшими к точке z = 0 особыми точками являются по-
люсы ±

√
2i.

Замечание 29.1. Сходимость ряда (29.1) в точке границы
его круга сходимости не связана с тем, является ли данная
точка особой или нет. Поясним это на примерах.
246



§ 29. Особые точки аналитических функций

Пример 29.3. Ряд
+∞∑
n=0

zn сходится в круге B1(0) к функции

1
1− z и расходится в каждой точке окружности |z| = 1, а особой
точкой суммы ряда является лишь одна точка z = 1.

Пример 29.4. Ряд
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 1)
zn+1 (29.3)

сходится в круге B1(0) к функции S(z) = −z+ (1 + z)h0(1 + z),
где h0(z) = ln |z|+ i argгл z, и argгл z ∈ (−π, π) (см. пример 9.4),
при этом очевидно, что ряд (29.3) абсолютно сходится в любой
точке окружности |z| = 1.

Упражнение 29.1. По теореме 29.1 на окружности |z| =
= 1, являющейся границей его круга сходимости, ряд (29.3)
должен иметь по крайней мере одну особую точку. В то же
время этот ряд в каждой точке круга |z| = 1 сходится. Нет ли
здесь противоречия? Где особая точка?

Для ответа на последний вопрос определим новый тип осо-
бых точек аналитических функций.

Определение 29.2. Пусть задана точка a ∈ C, и пусть ана-
литическая функция F определена в ее проколотой окрестно-
сти

◦
BR(a) и неоднозначна в этой окрестности. Тогда точка a

называется точкой ветвления аналитической функции F .

b a

a1

Рис. 29.4

Поясним определение 29.2.
Пусть точка a ∈ C. Пусть задана функция

f0, регулярная в односвязной области BR(a) \
\ [a, b), т. е. в круге BR(a) с разрезом по ра-
диусу [a, b). Выберем круг Br(a1), содержа-
щийся в области BR(a) \ [a, b). Пусть элемент
(Br(a1), f0) продолжаем вдоль любой кривой,
лежащей в области

◦
BR(a) и начинающейся из точки a1. Если

получаемая при этом продолжении аналитическая функция F
многозначна, то точка z = a является точкой ветвления анали-
тической функции F (см. рис. 29.4).
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Пример 29.5. Точки 0, ∞ являются точками ветвления
аналитических функций Ln z и n

√
z. В самом деле, по форму-

лам (28.1), (28.3) при γ̃ = {z
∣∣ |z| = |a| > 0} после одного обхо-

да окружности против хода часовой стрелки получаем другие
значения элементов

h̃a(a) = ha(a) + 2πi, g̃a(a) = g(a) · e
i
n

2π. (29.4)

Упражнение 29.2. Покажите, что точка ветвления анали-
тической функции является особой точкой этой аналитической
функции в смысле определения 29.1.

Определение 29.3. Пусть a — точка ветвления аналити-
ческой функции F . Пусть (Br(a1), f0) — любой элемент с цен-
тром в точке a1 ∈

◦
BR(a) функции F . Если существует наи-

меньшее число m ∈ N, m > 2, такое, что в результате анали-
тического продолжения элемента (Br(a1), f0) по окружности,
лежащей в

◦
BR(a), с центром в точке a (или в точке 0, если

a =∞), причем с m-кратным ее обходом, получаем конечный
элемент (Br(a1), f1), эквивалентный элементу (Br(a1), f0), то
говорят, что точка a является алгебраической точкой ветвле-
ния порядка m− 1. В противном случае, если нет такого ко-
нечного m, то говорят, что точка a является логарифмической
точкой ветвления (бесконечного порядка).

Пример 29.6. Продолжая разбор примера 29.5, из формул
(29.4) получаем, что у функции

√
z точки 0 и ∞ суть алгебра-

ические точки ветвления 1-го порядка, а у функции Ln z точки
0 и ∞ суть логарифмические точки ветвления.

Пример 29.7. Рассмотрим аналитическую в C \ {1} функ-
цию 1

8
√
z − 1

, которая имеет элемент (B1(2), f0), где регулярная
функция f0 определена по формуле

f0(z) =
1

8
√
|z − 1|

e−
i
8

(∆γ2z arg(z−1)).

Продолжая элемент (B1(2), f0) по окружности |z − 1| = 1, по-
лучаем, что точки z = 1,∞ — точки ветвления 7-го порядка.
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Пример 29.8. Рассмотрим аналитическую в C \ {0} функ-
цию cos

√
z. Для этого возьмем элемент (B1(1), g0) аналити-

ческой функции
√
z такой, что g0(1) = 1. При однократном

обходе точки 0 по замкнутой кривой значение функции g0(z)
меняется на значение −g0(z), а функция cos g0(z) в силу четно-
сти cos z не меняется, т. е. аналитическая функция однозначна
в C, причем точка z =∞ — существенно особая точка, а точка
z = 0 — правильная точка (т. е. точка, где функция регуляр-
на). Это же видно из разложения функции cos

√
z в степенной

ряд

cos
√
z = 1− z

2!
+
z2

4!
− . . .

Пример 29.9. Рассмотрим аналитическую в C \ {0} функ-
цию sin

√
z. Любой ее элемент можно представить в круге

B|a|(a), a 6= 0, в виде регулярной функции

sin
√
z = g0(z)

(
1− z

3!
+
z2

5!
− . . .

)
= g0(z) · f(z),

где (B|a|(a), g0) — элемент аналитической функции
√
z, а f —

регулярная в C функция. Таким образом, аналитическая
функция sin

√
z, как и функция

√
z, имеет точки ветвления

1-го порядка в точках 0 и ∞.

Пример 29.10. Функция sin
√
z√

z
, доопределенная в точ-

ке z = 0 по непрерывности, будет целой функцией (см. при-
мер 29.9).
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238

риманова поверх-
ность>функции

√
z,

239
Руше теорема, 159–160
ряд>Лорана, см.Лорана ряд
ряд>Тейлора, см.Тейлора ряд
ряд>кольцо сходимости, 83–84
ряд>степенной, 69–74, 77,

241–244, 246
ряд>степенной>круг

сходимости, 70
ряд>степенной>радиус

сходимости, 70
ряд>функциональный, 21–22,

52–53

ряд>функциональный>сходимость,
74

ряд>числовой, 18–19, 22
ряд>элементарных дробей, 152,

155–156

свойство>сохранения
окружности в малом, 168

свойство>сохранения углов, 170
система кривых правильная,

152–155
Сохоцкого теорема, 148–149
сумма интегральная функции,

49
сфера Римана, см.Римана

сфера

Тейлора ряд, 70–72
теорема>Абеля, см.Абеля

теорема
теорема>Вейерштрасса,

см.Вейерштрасса теорема
теорема>Гаусса, см.Гаусса

теорема
теорема>Жордана,

см.Жордана теорема
теорема>Коши о вычетах,

см.Коши теорема о
вычетах

теорема>Коши–Адамара,
см.Коши–Адамара теорема

теорема>Лиувилля,
см.Лиувилля теорема

теорема>Лорана–
Вейерштрасса,
см.Лорана–Вейерштрасса
теорема

теорема>Морера, см.Морера
теорема

теорема>Пикара, см.Пикара
теорема
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теорема>Римана, см.Римана
теорема

теорема>Руше, см.Руше
теорема

теорема>Сохоцкого,
см.Сохоцкого теорема

теорема>единственности
регулярной функции, 78–79

теорема>интегральная Коши,
см.Коши интегральная
теорема

теорема>о монодромии, 229
теорема>о сложной функции,

35
теорема>о среднем для гармо-

нической функции,
166–167

теорема>о стирании разреза,
81–82

теорема>об обратной функции,
35–38

теоремы Вейерштрасса, 75
точка>ветвления, 244–246
точка>множества>внутренняя,

19
точка>множества>предельная,

20
точка>особая аналитической

функции, 240–246
точка>особая>изолированная,

90–99
точка>особая>однозначного

характера,
см.изолированная

точка>особая>полюс, 90–94,
100, 148, 150, 151

точка>особая>порядок
полюса, 94

точка>особая>существенно, 90,
91, 148, 149

точка>особая>устранимая, 90,
91, 148, 149, 151, 153

точки симметричные относи-
тельно окружности,
177–180, 182, 190, 213

условия Коши–Римана,
см.Коши–Римана условия

формула>Коши–Адамара,
см.Коши–Адамара
формула

формула>Муавра, см.Муавра
формула

формула>Ньютона–Лейбница,
см.Ньютона–Лейбница
формула

формула>Пуассона,
см.Пуассона формула

формула>Эйлера, см.Эйлера
формула

формула>интегральная Коши,
см.Коши интегральная
формула

функции>мероморфные,
150–154

функции>тригонометрические,
31–32

функции>целые, 147–151
функция>Жуковского,

см.Жуковского функция
функция>аналитическая,

229–230, 233–246
функция>аналитическая>полная,

229
функция>взаимно однознач-

ная,
см. однолистная

функция>гармоническая, 32–35
функция>голоморфная,

см.регулярная
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функция>комплексного
переменного, 19

функция>мероморфная, 150
функция>многозначная, 39
функция>многозначная>Ln z,

42
функция>многозначная>{ n

√
z},

40
функция>непрерывная в точке,

20
функция>непрерывная на

замыкании, 60
функция>непрерывная на

множестве, 20
функция>однолистная, 38

функция>предел по
множеству, 20

функция>регулярная, 29–31
функция>сопряженная, 33
функция>целая, 147
функция>целая>трансцендентная,

148
функция>экспоненциальная,

30, 187–188

центр элемента, 224

Шварца лемма, 164–165

Эйлера формула, 13
элемент аналитической

функции, 224
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