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� 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Âîçíèêíîâåíèå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ïåðâîíà÷àëüíî áûëî ñâÿçàíî ñ ðåøå-

íèåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â äàëüíåéøåì âûÿñíèëîñü, ÷òî àíàëèç íàä

ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé

ìíîãèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

1.1. Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðåøèìîñòè àëãåá-

ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0 ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü i�íîâîå ÷èñëî (ìíèìàÿ åäèíèöà), êîòîðîå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ i2 = i · i = −1. Åñëè ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè è ìíèìîé åäèíèöåé, òî ìû åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = x + iy, ãäå x, y ∈ R.
Â ýòîé çàïèñè x íàçûâàþò âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáî-

çíà÷àþò x = Re z, à y�ìíèìîé ÷àñòüþ ñ îáîçíà÷åíèåì y = Im z. Åñëè x = 0,

òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàþò ÷èñòî ìíèìûì, à â ñëó÷àå y = 0 ãîâîðÿò,

÷òî z âåùåñòâåííî. Íóëü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, êîòî-

ðîå îäíîâðåìåííî è âåùåñòâåííîå è ÷èñòî ìíèìîå. Ïîä ðàâåíñòâîì äâóõ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë ïîíèìàåòñÿ îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ

÷àñòåé.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íå âûâîäÿò çà ðàìêè êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ òå æå àðèôìå-

òè÷åñêèå çàêîíû, êàê è äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî

i2 = −1. Äåéñòâèòåëüíî,

(α+ iβ)+(γ+ iδ) = (α+γ)+ i(β+δ), (α+ iβ)(γ+ iδ) = (αγ−βδ)+ i(αδ+βγ).

Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî â ðàìêàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âîçìîæíî äåëåíèå. Ïóñòü

γ + iδ ̸= 0, ò. å. γ2 + δ2 ̸= 0. Òîãäà ÷àñòíîå (α + iβ)/(γ + iδ) = x + iy äîëæíî

îïðåäåëÿòüñÿ èç ðàâåíñòâà α+iβ = (γ+iδ)(x+iy). Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ðàâåíñòâà

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x è y äîëæíû ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé {
γx − δy = α,

δx + γy = β.

Ïîñêîëüêó γ2 + δ2 ̸= 0, òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x =
αγ + βδ

γ2 + δ2
, y =

βγ − αδ

γ2 + δ2
.
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Â ÷àñòíîñòè, îáðàòíîå ê ÷èñëó α+ iβ ̸= 0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

1

α+ iβ
=

α− iβ

α2 + β2
=

α

α2 + β2
− i

β

α2 + β2
.

Ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñ-

ëà α+iβ. Äåéñòâèòåëüíî, íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî x+iy, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó

(x+ iy)2 = α+ iβ.

Ñíîâà ðàâåíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ âåùåñòâåííûõ

óðàâíåíèé {
x2 − y2 = α,

2xy = β.
(1.1)

Åå ðåøåíèå òàêæå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé{
x2 − y2 = α,

(x2 + y2)2 = α2 + β2,

èç êîòîðîé ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x2 =
1

2

(√
α2 + β2 + α

)
, y2 =

1

2

(√
α2 + β2 − α

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû ëèøü ïî äâà çíà÷åíèÿ äëÿ x è äëÿ y:

x = ±

√√
α2 + β2 + α

2
, y = ±

√√
α2 + β2 − α

2
.

Âûáîð çíàêîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 2xy = β. Åñëè β = 0,

òî ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿþòñÿ

x = ±√
α, y = 0

ïðè α ⩾ 0 è

x = 0, y = ±
√
−α

ïðè α < 0. Â ñëó÷àå β ̸= 0 çíà÷åíèÿ x è y äîëæíû áûòü îäíîãî çíàêà ïðè β > 0

è èìåòü ðàçíûå çíàêè ïðè β < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî

÷èñëà α+ iβ ̸= 0 ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ:

√
α+ iβ = ±

√√α2 + β2 + α

2
+ i

β

|β|

√√
α2 + β2 − α

2


åñëè β ̸= 0, à ïðè β = 0 ýòèìè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ±√

α, åñëè α > 0, è ±i√−α,
åñëè α < 0. Îáà ýòè êîðíÿ, êàê è â ñëó÷àå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî çíàêîì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ââåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî

ïîäêðåïèòü ñëåäóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè. Ïóñòü α+ iβ = γ+ iδ, ò. å. ìû èìååì
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äâå çàïèñè îäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òîãäà α − γ = i(δ − β) è ïîñëå âîçâå-

äåíèÿ â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó âåùåñòâåííûõ

÷èñåë (α − γ)2 = −(δ − β)2, êîòîðîå âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå α = γ è β = δ

îäíîâðåìåííî. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì C.
Èç ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì ïîëåì.

Ïîä êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó

êîìïëåêñíîìó ÷èñëó a = α + iβ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñîïðÿæåííîå ÷èñëî

a = α − iβ. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ÷òî âûðàæàåò-

ñÿ ðàâåíñòâîì a = a. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a

àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a è a:

Re a =
1

2
(a+ a), Im a =

1

2i
(a− a).

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ñîïðÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

a+ b = a+ b, ab = ab.

Ýòè ðàâåíñòâà ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì ëåâûõ è ïðà-

âûõ ÷àñòåé. Äàëåå, ïîñêîëüêó ÷àñòíîå z = a/b îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ a = bz, òî â ñèëó ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ a = bz, îòêóäà ïîëó÷àåì(a
b

)
=

a

b
.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a = α + iβ ïðîèçâå-

äåíèå aa = α2 + β2 âñåãäà ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è ðàâíÿåòñÿ

íóëþ ëèøü â ñëó÷àå a = 0. Íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü
√
aa íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a è îáîçíà÷àåòñÿ |a|. Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäó-

ëÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî aa = |a|2 è |a| = |a|. Äëÿ

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b ïîëó÷àåì

|ab|2 = abab = abab = aabb = |a|2|b|2,

ò. å. |ab| = |a||b|. Åñëè b ̸= 0, òî äëÿ ÷àñòíîãî a/b áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

b(a/b) = a. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìîäóëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, ïîëó÷àåì

|b||a/b| = |a|, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî∣∣∣a
b

∣∣∣ = |a|
|b| .

Â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êîìïëåêñíûå ÷èñëà íå ñâÿçàíû îòíîøåíè-

åì ïîðÿäêà. Ïîýòîìó âñå íåðàâåíñòâà çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñðàçó æå ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

−|a| ⩽ Re a ⩽ |a|, −|a| ⩽ Im a ⩽ |a|.

Ðàâåíñòâî Re a = |a| èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè a âåùåñòâåííî

è íåîòðèöàòåëüíî. Äàëåå, äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b èìååì

|a+ b|2 = (a+ b)(a+ b) = |a|2 + |b|2 + 2Re{ab} ⩽ |a2|+ |b|2 + 2|a||b| = (|a|+ |b|)2.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

|a+ b| ⩽ |a| + |b|.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì íåðàâåíñòâå çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå,

åñëè ab ⩾ 0.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

|a| = |(a− b) + b| ⩽ |a− b|+ |b|,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |a| − |b| ⩽ |a− b|. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

|b| = |(b− a) + a| ⩽ |b− a|+ |a|

è |b| − |a| ⩽ |a− b|. Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó

||a| − |b|| ⩽ |a− b|.

1.2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íà êîîðäè-

íàòíîé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîå ÷èñëî a = α+ iβ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ëèáî

êàê òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (α, β), ëèáî êàê âåêòîð, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò â ýòó òî÷êó. Ñàìó ïëîñêîñòü ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòüþ.

Ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ âåêòîðíûì ñëîæåíèåì.

Êðîìå òîãî, ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïîëó÷àþò â ðàìêàõ âåêòîð-

íîé èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëü |a| (äëèíà âåêòîðà), íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà |a+ b| ⩽ |a|+ |b| è òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

|a+ b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2).

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a è åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå a ïðåäñòàâëÿþò íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Òî÷-

êà, ñèììåòðè÷íàÿ ê a îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè, âûðàæàåòñÿ â êîìïëåêñíîé

çàïèñè êàê −a.
Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ââå-

äåì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Åñëè (r, φ)�ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû òî÷êè (α, β), êîòîðóþ ìû àññîöèèðóåì ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì a =

α+ iβ, òî

α = r cosφ, β = r sinφ.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a:

a = r(cosφ+ i sinφ).

Ïðè ýòîì r = |a|, à ïîëÿðíûé óãîë φ (óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð a ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé îñè) íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà a ̸= 0. Íóëþ àðãóìåíò íå ïðèïèñûâàåòñÿ. Â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ àðãóìåíò îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà φ íà

φ + 2kπ, k ∈ Z, â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè äàåò òî æå ñàìîå êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî. Â ñâÿçè ñ ýòèì óñëîâèìñÿ ÷åðåç arg a îáîçíà÷àòü íåêîòîðîå
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âûäåëåííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, íàïðèìåð èç ïðîìåæóòêà (−π, π], à ìíîæå-

ñòâî âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà îáîçíà÷àòü

Arg{a} = {arg a+ 2kπ : k ∈ Z}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà a1 = r1(cosφ1 + i sinφ1) è a2 =

r2(cosφ2 + i sinφ2). Èõ ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

a1a2 = r1r2[(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 + sinφ2 cosφ1)].

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ ñóììû óãëîâ, ïîëó÷àåì

a1a2 = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)).

Òî, ÷òî ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìû âèäå-

ëè èç àëãåáðàè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ. Ïîëó÷åííîå âûøå ðàâåíñòâî äàåò

òàêæå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ àðãóìåíòîâ:

Arg{a1a2} = Arg{a1}+Arg{a2},

èëè â äðóãîé çàïèñè

arg(a1a2) = arg a1 + arg a2 (mod 2π).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ïðîèçâåäåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ àðãóìåíòû ñêëà-

äûâàþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü a = r(cosφ+ i sinφ) ̸= 0. Òîãäà

1

a
=

1

r

1

cosφ+ i sinφ
=

1

r
(cosφ− i sinφ) =

1

r
(cos(−φ) + i sin(−φ)).

Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà àðãóìåíòà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì

Arg
{a
b

}
= Arg{a} −Arg{b},

ò. å. ïðè äåëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àðãóìåíòû âû÷èòàþòñÿ.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïîçâîëÿåò äàòü ïîë-

íûé àíàëèç ðåøåíèé áèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

zn = a,

a ̸= 0, n ∈ N. Ïóñòü a = r(cosφ + i sinφ). Ðåøåíèå z áóäåì èñêàòü â âèäå

z = ρ(cos θ + i sin θ). Èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñðàçó æå

ïîëó÷àåì

zn = ρn(cosnθ + i sinnθ).

Â ñëó÷àå ρ = 1 ýòî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ

è íîñèò èìÿ Ìóàâðà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå zn = a ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

ρn = r, nθ = φ+ 2kπ, k ∈ Z,
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èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ zn = a ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ôîðìóëîé

z = n
√
r

(
cos

(
φ

n
+

2kπ

n

)
+ sin

(
φ

n
+

2kπ

n

))
,

k = 0, 1, . . . , n− 1. Ýòî � âñå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç ÷èñëà a ̸= 0. Îíè ðàñïîëî-

æåíû íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà n
√
r. Â ñëó÷àå

a = 1 ïîëó÷àåì êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû: 1, ωn, ω
2
n, . . . , ω

n−1
n , ãäå

ωn = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñ-

êîñòü. Àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ââîäÿòñÿ

ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè è ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îñíîâå ìîäó-

ëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äëÿ a ∈ C è r > 0 ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ðàäèóñà

r áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî

Or(a) = {z ∈ C : |z − a| < r}.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïëîñêîñòè C, êîòîðóþ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ R2, îêðåñòíîñòü

Or(a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðàäèóñîì r.

×åðåç Or(a) áóäåì îáîçíà÷àòü çàìêíóòûé êðóã, ò. å.

Or(a) = {z ∈ C : |z − a| ⩽ r},

à ÷åðåç Ȯr(a) = {z ∈ C : 0 < |z − a| < r}�ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a.

Ïóñòü an = αn + iβn, n = 1, 2, . . ., � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî a = α + iβ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî

|an − a| < ε ïðè âñåõ n ⩾ N(ε). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè n ⩾ N(ε) òî÷êè an
áóäóò ïîïàäàòü â ε-îêðåñòíîñòü Oε(a) òî÷êè a. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäå-

ëà a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ñõîäÿùåéñÿ è
ïèøóò

lim
n→∞

an = a.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâ

|αn − α| ⩽ |an − a|, |βn − β| ⩽ |an − a|, |an − a| ⩽ |αn − α|+ |βn − β|

óñëîâèå limn→∞ an = a ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì äâóì:

lim
n→∞

αn = α, lim
n→∞

βn = β.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} êîìïëåêñíûõ ÷èñåë an = αn+iβn ñõî-

äèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåí-

íûõ ÷àñòåé {αn} è ìíèìûõ ÷àñòåé {βn} îäíîâðåìåííî. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå
êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé ïðè-

âîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ôóíäàìåíòàëüíà,
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ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî |an − am| < ε ïðè âñåõ

n,m ⩾ N(ε). Àíàëîãè÷íî ïåðåíîñÿòñÿ âñå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà íà êîìïëåêñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñðåäè ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} â êîìïëåêñíîì àíàëèçå âû-

äåëÿþò òå, äëÿ êîòîðûõ |an| → +∞ ïðè n→ ∞. Áîëåå òî÷íî, áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ïèñàòü an → ∞
(èëè limn→∞ an = ∞), åñëè äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N(R) òàêîé, ÷òî

|an| > R ïðè âñåõ n ⩾ N(R). Â ñâÿçè ñ ýòèì, à òàêæå ïî äðóãèì ïðè÷èíàì,

êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C ïîïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé z = ∞.

Ïîä îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïîíèìàåòñÿ âíåøíîñòü êðóãà ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ C, äëÿ êîòîðûõ |z| > R,

ãäå R > 0. Ïîïîëíåííàÿ (èëè ðàñøèðåííàÿ) êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç C. Â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ïðèíöèï Áîëüöà-

íî�Âåéåðøòðàññà óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {an} ⊂ C ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ (â ñîáñòâåííîì èëè ðàñøèðåí-

íîì ñìûñëå) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} îãðàíè÷åíà, òî ê íåé (êàê ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â R2) ìîæíî ïðè-

ìåíèòü êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà. (Ëèáî ïðèìåíèòü åãî

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé.) Â ñëó÷àå íåîãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ank
,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |ank
| > k, k = 1, 2, . . ..

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè äàåò ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ðàññìîòðèì ñôåðó S, êîòî-
ðàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x21+x

2
2+x

2
3 = 1. Ñ êàæäîé

òî÷êîé (x1, x2, x3) íà ñôåðå S, èñêëþ÷àÿ òî÷êó (0, 0, 1), ìîæíî àññîöèèðîâàòü

êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ∈ C ïî ôîðìóëå

z =
x1 + ix2
1− x3

.

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó S\{(0, 0, 1)}
è C. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå

|z|2 =
x21 + x22
(1− x3)2

=
1 + x3
1− x3

,

ëåãêî íàõîäèòñÿ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

x3 =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
, x1 =

z + z

1 + |z|2 , x2 =
1

i

z − z

1 + |z|2 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè |z| → ∞ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà íà ñôåðå S ñòðåìèòñÿ
ê òî÷êå (0, 0, 1). Ïðîäîëæàÿ îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâèåì (0, 0, 1) 7→ ∞, ïðèõî-

äèì ê âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìó ñîîòâåòñòâèþ S è C. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé è îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.

Êàê è â âåùåñòâåííîì àíàëèçå ïîä ÷èñëîâûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ

ñóììà
∑∞

n=1 an. Ñ ðÿäîì àññîöèèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ

ñóìì Sn = a1 + . . . + an, n = 1, 2, . . .. Ãîâîðÿò, ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, åñëè
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x2

x3

x1

Ðèñ. 1. Ñôåðà Ðèìàíà

ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Ïðè ýòîì S = limn→∞ Sn

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà è ïèøóò S =
∑∞

n=1 an.

Ïóñòü an = αn + iβn, n = 1, 2, . . .. Òîãäà ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑∞

n=1 an
áóäóò èìåòü âèä

Sn =

n∑
k=1

αk + i

n∑
k=1

βk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñõîäÿòñÿ

äâà âåùåñòâåííûõ ðÿäà
∑∞

n=1 αn è
∑∞

n=1 βn. Êðèòåðèé Êîøè, ïðèìåíåííûé ê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N(ε),

÷òî ∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε

ïðè âñåõ n ⩾ N(ε) è íàòóðàëüíûõ m. Èç êðèòåðèÿ Êîøè è íåðàâåíñòâà òðå-

óãîëüíèêà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà âëå÷åò åãî ñõî-

äèìîñòü. Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò òàêæå íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà: an → 0 ïðè n→ ∞.

� 2. Êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ðàñøèðÿåò èñ÷èñëåíèå íà êîì-

ïëåêñíóþ îáëàñòü. Ïðè ýòîì è äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ïðèîáðå-

òàþò íåêîòîðîå íîâîå çíà÷åíèå. Èõ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñóùåñòâåííî ñóæàåò-

ñÿ è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò êëàññ ãîëîìîðôíûõ èëè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé.

Ïîä ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî w = f(z) áóäåì ïîíèìàòü îòîáðà-

æåíèå ìíîæåñòâàD ⊂ C â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè â ìíîæåñòâî f(D) = G ⊂ C
êîìïëåêñíîé w-ïëîñêîñòè. Åñëè ïðåäñòàâèòü z = x + iy, w = u + iv, òî çàäà-

íèå ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ äâóõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé u(x, y)
è v(x, y) âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è y, ò. å. w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äàþò çàïèñü îòîáðàæåíèÿ f â âå-

ùåñòâåííûõ òåðìèíàõ. Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà

ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) èìååò ïðåäåë A ïðè

z → a è ïèñàòü

lim
z→a

f(z) = A, (2.1)

åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |f(z) − A| < ε ïðè âñåõ

z ∈ Ȯδ(a), ò. å. ïðè 0 < |z − a| < δ.

Ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âèäîèçìåíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà a = ∞
èëè A = ∞ (èëè îáà âìåñòå). Íàïðèìåð, ïðè a = ∞ íóæíî ôðàçó ½ïðè âñåõ

z ∈ Ȯδ(a)“ çàìåíèòü íà ôðàçó ½ïðè |z| > δ“ . Õîðîøî èçâåñòíûå èç âåùåñòâåí-

íîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðåäåëîâ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñò-

íîãî, îñòàþòñÿ âåðíûìè è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ïðè èõ äîêàçàòåëü-

ñòâå èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ñâîéñòâà ìîäóëÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (2.1)

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

lim
z→a

f(z) = A. (2.2)

Èç (2.1) è (2.2) ñðàçó æå ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

lim
z→a

Re f(z) = ReA, lim
z→a

Im f(z) = ImA.

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíû ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ, òî âûïîëíÿþòñÿ (2.1)

è (2.2). Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè

lim
z→a

f(z) = f(a).

Òåðìèí íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ áóäåì óïîòðåáëÿòü â ñëó÷àå, êîãäà f íåïðåðûâíà

âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà è

ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿ-

ìè. ×àñòíîå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f è g òàêæå íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè a, åñëè â ýòîé òî÷êå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü çíàìåíàòåëü.

Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâ

|Re f(z)− Re f(z0)|
| Im f(z)− Im f(z0)|
||f(z)| − |f(z0)||

 ⩽ |f(z)− f(z0)|

ñëåäóåò, ÷òî åñëè f íåïðåðûâíà, òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ Re f , Im f è |f |.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèé íåçà-

âèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ, ò. å. ïî ôîðìå êîìïëåêñíîå äèôôåðåíöèðî-

âàíèå âïîëíå àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó:

f ′(a) = lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è èäåíòè÷íîñòü àðèôìåòè÷åñêèõ çàêîíîâ äëÿ

êîìïëåêñíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîêàçûâàþò, ÷òî îáû÷íûå ïðàâèëà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî âûïîëíÿþòñÿ è â êîìïëåêñíîì
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ñëó÷àå. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå ïðîñòî ñâîäèòñÿ

ê íåïðåðûâíîñòè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

âëå÷åò ñîâåðøåííî íåîæèäàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

â òî÷êå z = x + iy â êîìïëåêñíîì ñìûñëå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îíà áûëà äèôôåðåíöèðóåìà â âåùåñòâåííîì ñìûñëå (ò. å. äèôôåðåíöèðóåìû

ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)) è âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåùåñòâåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå

z = x+ iy îçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå ïðèðàùåíèé ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) â âèäå

u(x+ ξ, y + η)− u(x, y) = u′x · ξ + u′y · η + o(|ζ|),
v(x+ ξ, y + η)− v(x, y) = v′x · ξ + v′y · η + o(|ζ|),

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå (x, y) è ζ = ξ + iη. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå z ýêâèâàëåíòíà

ïðåäñòàâëåíèþ åå ïðèðàùåíèÿ â âèäå

f(z + ζ)− f(z) = f ′(z)ζ + ζσ(ζ),

ãäå σ(ζ) → 0 ïðè ζ → 0. Ïóñòü f ′(z) = α + iβ. Òîãäà, îòäåëÿÿ â ïîñëåäíåì

ðàâåíñòâå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì

u(x+ ξ, y + η)− u(x, y) = α · ξ − β · η + o(|ζ|),
v(x+ ξ, y + η)− v(x, y) = β · ξ + α · η + o(|ζ|).

Äðóãèìè ñëîâàìè, du = αdx − βdy, dv = βdx + αdy. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

u′x = α, u′y = −β, v′x = β, v′y = α,

èç êîòîðûõ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (2.3). Òàêèì îáðàçîì, èç êîìïëåêñíîé äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò âåùåñòâåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü è âûïîëíåíèå

ñîîòíîøåíèé (2.3). Ïðè ýòîì

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
. (2.4)

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â âåùåñòâåííîì ñìûñëå è âû-

ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3). Òîãäà, óìíîæàÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè v íà i è

ñêëàäûâàÿ åãî ñ ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè u, ïîëó÷àåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f èç

êîòîðîãî ñëåäóåò åå êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. □

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèþ f , îïðåäåëåííóþ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D ⊂
C áóäåì íàçûâàòü ãîëîìîðôíîé (àíàëèòè÷åñêîé, ðåãóëÿðíîé) â D, åñëè îíà

äèôôåðåíöèðóåìà â êîìïëåêñíîì ñìûñëå â êàæäîé òî÷êå D. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî f ãîëîìîðôíà íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå E ⊂ C, åñëè îíà ãîëîìîðôíà íà
íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå D, ñîäåðæàùåì E.
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Ñîîòíîøåíèÿ (2.3), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè (èëè ñèñòåìîé óðàâíåíèé) Êî-

øè�Ðèìàíà. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.3) ìîæíî çàïèñàòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âû-

ðàæåíèÿ äëÿ f ′(z) â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äâà

f ′(z) =
∂f

∂x
=

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
= −i∂f

∂y
.

Ñàìè óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà ìîæíî çàïèñàòü îäíèì êîìïëåêñíûì ðàâåíñòâîì

∂f

∂x
= −i∂f

∂y
.

Íàãëÿäíûé ñïîñîá âûäåëèòü ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè èç êëàññà íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé äàåò èñ÷èñëåíèå â òåðìèíàõ ∂f/∂z è ∂f/∂z,

êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ïðåäñòàâëåíèè

df(z) =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz,

ãäå dz = dx + idy, dz = dx − idy. Ïóñòü f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â âåùåñòâåííîì ñìûñëå. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

x =
1

2
(z + z), y =

1

2i
(z − z),

ìîæíî f(x, y) ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ z è z. Ïðè ýòîì

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

=
1

2

∂f

∂x
(dz + dz) +

1

2i

∂f

∂y
(dz − dz)

=
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
dz +

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dz

è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Â ýòèõ òåðìèíàõ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà ïðèíèìàþò âèä

∂f

∂z
= 0,

÷òî ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò z à ÿâëÿåòñÿ

òîëüêî ôóíêöèåé îò z. Èñ÷èñëåíèå â òåðìèíàõ ∂f/∂z è ∂f/∂z ñðàçó æå äàåò

âàæíûé ôàêò çàìêíóòîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû f(z)dz, åñëè f ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

d(f(z)dz) =
∂f

∂z
dz ∧ dz + ∂f

∂z
dz ∧ dz = 0.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîøè�Ðèìàíà (2.3) îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) ÿâëÿþòñÿ äâà-

æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè, òî èç (2.3) ïîëó÷àåì

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂x∂y
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

△u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

△ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, à äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå △u = 0�

óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ôóíêöèÿ u(x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y, ïðè-

íèìàþùàÿ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ,

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D),

åñëè △u = 0 âñþäó â D. Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y), ñâÿçàí-

íûå ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè�Ðèìàíà (2.3), íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ãàðìî-

íè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû, ïðîèçâå-

äåíèÿ è ÷àñòíîãî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ïðàâè-

ëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî

w = f(z)� ãîëîìîðôíàÿ â îêðåñòíîñòè Or(z0) ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè Oϱ(w0) è f(z0) = w0. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ ζ = g(w)

ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè Oϱ(w0). Òîãäà êîìïîçèöèÿ ζ = h(z) = g(f(z)) ÿâëÿ-

åòñÿ ãîëîìîðôíîé â Or(z0) ôóíêöèåé è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

h′(z0) = g′(w0)f
′(z0) = g′(f(z0))f

′(z0).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ∆z = z − z0 è ∆w = f(z)− f(z0). Â ñèëó êîìïëåêñíîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé f è g èìååì

∆w = f ′(z0)∆z + o(|∆z|), g(w)− g(w0) = g′(w0) ·∆w +∆w · η(∆w),

ãäå η(∆w) → 0 ïðè ∆w → 0. Íî òîãäà

h(z)− h(z0)

z − z0
=

g(f(z))− g(f(z0))

z − z0
= g′(w0)

∆w

∆z
+

∆w

∆z
η(∆w) → g′(w0)f

′(z0)

ïðè ∆z → 0.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî E ⊂ C íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè íå ñóùå-

ñòâóåò äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G1 è G2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:



14 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

(i) E ⊂ G1 ∪G2;

(ii) E ∩G1 ∩G2 = ∅;
(iii) G1 ∩ E ̸= ∅, G2 ∩ E ̸= ∅.

Èíòóèòèâíî ñâÿçíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç îäíîãî ½êóñ-

êà“ . Â ñëó÷àå, êîãäà E ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, óñëîâèå (ii) ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå G1 ∩G2 = ∅, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà G1 è

G2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (i)� (iii) ìîæíî çàìåíèòü íà E ∩G1 è E ∩G2.

Òåîðåìà 2.2. Îòðåçîê ïðÿìîé� ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì äîïóñêà-

åòñÿ, ÷òîáû îäèí èç êîíöîâ îòðåçêà áûë áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, à ñàì

îòðåçîê áûë îòêðûòûì, çàìêíóòûì èëè ïîëóîòêðûòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. íàéäóòñÿ äâà îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâà G1 è G2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)� (iii), ãäå E �íàø îò-

ðåçîê. Òîãäà íà E íàéäóòñÿ äâå êîíå÷íûå òî÷êè a ∈ G1 è b ∈ G2. Î÷åâèäíî,

÷òî óñëîâèÿ (i)� (iii) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ïðè çàìåíå E íà îòðåçîê E1 = [a, b].

Ðàçîáüåì E1 ïîïîëàì è âûáåðåì òó åãî ÷àñòü E2, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îòðåçîê ñ êîíöàìè â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ G1 è G2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïî-

ëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ âëîæåííûõ îòðåçêîâ E1 ⊃ E2 ⊃ . . ., äëè-

íû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

òî÷êà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {En}. Èç óñëîâèé
(i), (ii) ñëåäóåò, ÷òî ξ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ G1 èëè G2. Ïóñòü ýòî

äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò G1. Â ñèëó îòêðûòîñòè G1 è ñòðåìëåíèÿ äëèí En

ê íóëþ ñëåäóåò, ÷òî En ⊂ G1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ n. Îäíàêî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì âûáîðà En. □

Îïðåäåëåíèå 2.5. Íåïóñòîå îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îáëà-

ñòüþ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî îáëàñòè.

Òåîðåìà 2.3. Íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî D ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ëî-

ìàíîé, ðàñïîëîæåííîé â D. Ïðè ýòîì ëîìàíóþ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

åå çâåíüÿ áûëè ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D ñâÿçíî è a ∈ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 ìíîæå-

ñòâî òî÷åê â D, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ a ëîìàíîé, ðàñïîëîæåííîé â D è

èìåþùåé çâåíüÿ, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì. ×åðåç G2 îáîçíà÷èì òå

òî÷êè èç D, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Åñëè íåêîòîðóþ òî÷êó

b ∈ D ìîæíî ñîåäèíèòü ñ a óêàçàííîé ëîìàíîé, òî è òî÷êè êðóãîâîé îêðåñòíî-

ñòè Or(b) ⊂ D òàêæå ìîæíî ñîåäèíèòü òàêîé ëîìàíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G1 �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî G2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Â ñèëó òîãî, ÷òî D ñâÿçíî, îäíî èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G1 èëè G2 äîëæíî

áûòü ïóñòî. Ïîñêîëüêó òî÷êà a ñîäåðæèòñÿ â D ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ,

òî G1 ̸= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, G2 = ∅ è âñå òî÷êè èç D ìîæíî ñîåäèíèòü ñ a

ëîìàíîé ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Îáðàòíî, ïóñòü D� îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ëþáûå äâå òî÷êè ýòîãî ìíîæå-

ñòâà ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ðàñïîëîæåííîé â D. Òîãäà ñâÿçíîñòü D ëåãêî
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óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî

G1 è G2 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: G1 ∪ G2 = D,

G1 ∩ G2 = ∅ è G1 ̸= ∅, G2 ̸= ∅. Âûáåðåì äâå òî÷êè a ∈ G1 è b ∈ G2. Ïî

óñëîâèþ èõ ìîæíî ñîåäèíèòü â D ëîìàíîé. Íà ýòîé ëîìàíîé íàéäåòñÿ îòðåçîê

E, êîíöû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ G1 è G2. Íî òîãäà äëÿ

E è G1, G2 áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)� (iii), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè

îòðåçêà. □

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îáëàñòü D ⊂ C íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè åå äîïîë-

íåíèå C \D ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â C.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè äîïîëíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàñøèðåí-

íîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ïîëîñà ÿâëÿåòñÿ

îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ⊂ C ôóíêöèÿ è f ′(z) =

0 äëÿ âñåõ z ∈ D. Òîãäà f(z) ≡ const â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(z) = u(x, y) + iv(x, y), òî èç óñëîâèÿ òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî u′x ≡ 0, u′y ≡ 0, v′x ≡ 0 è v′y ≡ 0 â D. Äîïóñòèì, ÷òî îòðåçîê

E = {z = x + iy0 : x1 ⩽ x ⩽ x2} ñîäåðæèòñÿ â D. Ïîñêîëüêó u′x(x, y0) = 0 ïðè

x ∈ [x1, x2], òî ïî òåîðåìå èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà u(x, y0) ≡ const íà [x1, x2].

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ãîðèçîíòàëüíûõ

îòðåçêàõ, ðàñïîëîæåííûõ â D. Óñëîâèå u′y ≡ 0 äàåò ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè

u(x, y) íà âåðòèêàëüíûõ îòðåçêàõ. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ

v(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ãîðèçîíòàëüíûõ

è âåðòèêàëüíûõ îòðåçêàõ, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè D.

Ïóñòü òåïåðü z1 è z2 �ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îáëàñòè D. Ïî ïðåäûäóùåé òåî-

ðåìå èõ ìîæíî ñîåäèíèòü â D ëîìàíîé ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäè-

íàòíûì îñÿì. Â ñèëó äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ôóíêöèè f ïîëó÷àåì f(z1) = f(z2).

□

Òåîðåìà 2.5 (Îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü â îáëàñòè D ôóíêöèÿ w =

f(z) ãîëîìîðôíà è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êå

z0 ∈ D ïðè îòîáðàæåíèè f ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà w0 = f(z0) è f ′(z0) ̸= 0.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòü U òî÷êè z0 (îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñî-

äåðæàùåå z0) è îêðåñòíîñòü V òî÷êè w0, ÷òî f âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîá-

ðàæàåò U íà V è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g = f−1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèåé â V . Ïðè ýòîì

g′(w0) =
1

f ′(z0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ f ′(z)

íåïðåðûâíà, òî åå ìîäóëü |f ′(z)| òàêæå áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ïî óñëî-
âèþ |f ′(z0)| > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êðóãîâàÿ îêðåñòíîñòü Or(z0), â

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f ′(z)| > 0.

Äàëåå, âûäåëÿÿ â ïåðåìåííûõ z = x+iy è w = u+iv âåùåñòâåííûå è ìíèìûå

÷àñòè, ôóíêöèþ w = f(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå f : (x, y) 7→
(u, v), äåéñòâóþùåå â R2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà, ÿêîáèàí ýòîãî



16 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣ u′x u′y
v′x v′y

∣∣∣∣ = u′x · v′y − u′y · v′x = (u′x)
2 + (v′x)

2 = |f ′(z)|2,

îòêóäà âèäíî, ÷òî â Or(z0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæå-

íèè èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñò-

íîñòè U òî÷êè z0 è V òî÷êè w0, ÷òî f âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò U íà

V è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g = f−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì

(â âåùåñòâåííîì ñìûñëå). Äëÿ íàñ ñåé÷àñ âàæíî òî, ÷òî f : U 7→ V ÿâëÿåò-

ñÿ òîïîëîãè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, ò. å. âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è íåïðåðûâíûì

â îáå ñòîðîíû. Ïîñêîëüêó V ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî íàéäåòñÿ

ε > 0 òàêîå, ÷òî Oε(w0) ⊂ V . Ïóñòü òåïåðü w ∈ Ȯε(w0) è ∆w = w − w0,

∆z = g(w)− g(w0) = z− z0. Òîãäà ∆z ̸= 0 è ∆z → 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ∆w → 0. Çàìå÷àÿ, ÷òî ∆w = f(z)− f(z0), ïîëó÷àåì

lim
∆w→0

g(w0 +∆w)− g(w0)

∆w
= lim

∆w→0

∆z

∆w
= lim

∆z→0

1

∆w/∆z
=

1

f ′(z0)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â êîìïëåêñíîì ñìûñëå â òî÷êå

w0. Îäíàêî, äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê z ∈ U è w ∈ V , ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì

w = f(z), âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, ÷òî è äëÿ ïàðû z0, w0. Ñëåäîâàòåëüíî,

z = g(w) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â êîìïëåêñíîì ñìûñëå íà âñåì îòêðûòîì

ìíîæåñòâå V è

g′(w) =
1

f ′(g(w))
.

□

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ãîëîìîðôíóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ f íàçûâàþò îäíî-

ëèñòíîé â D, åñëè f(z1) = f(z2) ëèøü â ñëó÷àå z1 = z2 äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê

z1, z2 èç D.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â D, åñëè îíà îòîáðàæàåò D âçà-

èìíî îäíîçíà÷íî. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè f ãîëî-

ìîðôíà è åå ïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî îíà ëîêàëüíî îäíîëèñòíà,

ò. å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè. Ïðèìåð ôóíêöèè w = z2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ ìîæåò áûòü ëîêàëüíî îäíîëèñòíîé, íî íå áûòü îäíîëèñòíîé â îáëàñòè. Â

êà÷åñòâå îáëàñòè D ìîæíî ðàññìîòðåòü êîëüöî {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

� 3. Ñòåïåííûå ðÿäû è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî-

ñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîäíîé, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Äðóãèì ïðèìå-

ðîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ f(z) ≡ z ñ ïðîèçâîäíîé f ′(z) ≡ 1. Ïî-

ñêîëüêó ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãîëî-

ìîðôíûìè ôóíêöèÿìè, òî ëþáîé ïîëèíîì P (z) = anz
n + . . . + a0 ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ â C ôóíêöèþ. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íûì ñóììàì, ò. å. ê ðÿäàì.

Ïóñòü {fn}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå E ⊂
C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 ∈ E ê
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ôóíêöèè f , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N = N(ε, z0), ÷òî

ïðè âñåõ n ⩾ N(ε, z0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(z0) − fn(z0)| < ε. Ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E, åñëè îíà ñõîäèòñÿ â

êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E. Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íîìåð N = N(ε)

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâî |f(z)−fn(z)| < ε âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ

n ⩾ N(ε) è z ∈ E, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ

íà ìíîæåñòâå E. Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ïðåäåëîì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó

ñëó÷àþ óñòàíàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: ½Ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E ⊂ C â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî |fn(z)− fm(z)| < ε äëÿ

âñåõ z ∈ E è n,m ⩾ N(ε)“ .

Êðèòåðèé Êîøè, ïðèìåíåííûé ê ÷àñòè÷íûì ñóììàì ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-

äà
∑∞

n=1 fn(z), äàåò ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè

÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 αn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè αn ìàæîðèðóåò íà ìíîæåñòâå E

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑∞

n=1 fn(z), ò. å. |fn(z)| ⩽ αn äëÿ âñåõ z ∈ E è âñåõ n, çà

èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, è ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 αn ñõîäèòñÿ,

òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑∞

n=1 fn(z) ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî.

Ïîä ñòåïåííûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑
n=0

anz
n = a0 + a1z + a2z

2 + . . . , (3.1)

ãäå an, n = 0, 1, 2, . . . ,�êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè ðÿ-

äà, à z �êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé âèä ñòå-

ïåííîãî ðÿäà
∑∞

n=0 an(z − z0)
n, íî åãî èçó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê (3.1) ïóòåì çàìåíû

ïåðåìåííîé ζ = z − z0.

Ðàññìîòðèì îäèí ïðîñòîé, íî âàæíûé, ïðèìåð òàê íàçûâàåìîãî ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî ðÿäà 1 + z + z2 + . . .. Åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ïðè z ̸= 1 ìîæíî çàïèñàòü â

â âèäå

Sn(z) = 1 + z + . . .+ zn =
1− zn+1

1− z
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå |z| < 1 ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñóùåñòâóåò è

S(z) = lim
n→∞

Sn(z) =
1

1− z
.

Â ñëó÷àå |z| ⩾ 1 íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà è ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ â îïðåäåëåííîì

ñìûñëå òèïè÷íà äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ êàæäîãî ñòåïåííîãî ðÿäà (3.1) ÷èñëî

R = 1/ lim
n→∞

n
√
|an|, 0 ⩽ R ⩽ +∞, (3.2)

íàçûâàåìîå ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Â êàæäîì êðóãå |z| ⩽ r < R ðÿä (3.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî;
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(ii) Åñëè |z| > R, òî ðÿä (3.1) ðàñõîäèòñÿ;

(iii) Ñóììà ðÿäà S(z) =
∑∞

n=0 anz
n ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â êðóãå |z| < R

ôóíêöèåé, à åå ïðîèçâîäíàÿ S′(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïî÷ëåííî

ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî ðÿäà (3.1), ò. å. ðÿäà
∑∞

n=1 nanz
n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü R > 0 è 0 < r < R. Âûáåðåì ϱ èç èíòåðâàëà

(r,R), ò. å. r < ϱ < R. Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

n
√

|an| =
1

R
<

1

ϱ
,

òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî n
√

|an| < 1/ϱ ïðè âñåõ n ⩾ N . Íî òîãäà äëÿ

n ⩾ N è z èç êðóãà |z| ⩽ r áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

|anzn| = |an| · |z|n ⩽

(
r

ϱ

)n

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êðóãå |z| ⩽ r ÷ëåíû ðÿäà (3.1) ìàæîðèðóþòñÿ ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèåé (r/ϱ)n, n ⩾ N . Ïîñêîëüêó r/ϱ < 1, òî ðÿä
∑∞

n=0(r/ϱ)
n

ñõîäèòñÿ è ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñòåïåííîé ðÿä (3.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî â êðóãå |z| ⩽ r. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàìåòèì, ÷òî åñëè |z| > R, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

âåðõíåãî ïðåäåëà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk, k = 1, 2, . . .,

òàêàÿ, ÷òî |ank
znk | > 1, ïîñêîëüêó

1

|z| <
1

R
= lim

n→∞
n
√
|an|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðÿäà
∑∞

n=0 anz
n íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè è óòâåðæäåíèå (ii) äîêàçàíî.

Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó (iii), çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

nanz
n−1,

ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (3.1), èìååò òîò æå ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè, ÷òî è ðÿä
∑∞

n=1 nanz
n. Îäíàêî, ïîñêîëüêó limn→∞

n
√
n = 1, òî

lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n
√

|an| =
1

R
,

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ òàêæå ðàâåí R. Ïóñòü g(z) =
∑∞

n=1 nanz
n−1.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn(z) = a0+a1z+ . . .+an−1z
n−1

÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (3.1), à ÷åðåç Qn(z) =
∑∞

k=n akz
k îáîçíà÷èì îñòàòîê ýòî-

ãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó Sn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì, òî ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèåé, à åãî ïðîèçâîäíàÿ S′
n(z) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ïðîäèôôåðåí-

öèðîâàííîãî ðÿäà (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, S′
n(z) → g(z) ïðè n → ∞ äëÿ ëþáîãî

z èç êðóãà |z| < R.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî z0, |z0| < R, è ïóñòü r óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|z0| < r < R. Äëÿ z ̸= z0 èç êðóãà |z| < r è íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòî
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ðàâåíñòâî

S(z)− S(z0)

z − z0
− g(z0) =

[
Sn(z)− Sn(z0)

z − z0
− S′

n(z0)

]
+ (S′

n(z0)− g(z0)) +
Qn(z)−Qn(z0)

z − z0
.

Ïóñòü ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Ïîñêîëüêó |z|, |z0| < r, òî∣∣∣∣Qn(z)−Qn(z0)

z − z0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑
k=n

ak
zk − zk0
z − z0

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

ak(z
k−1 + zk−2z0 + . . .+ zk−1

0 )

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

k=n

k|ak|rk−1.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N1, ÷òî∣∣∣∣Qn(z)−Qn(z0)

z − z0

∣∣∣∣ < ε

3

ïðè n ⩾ N1, |z| ⩽ r. Äàëåå, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N2, ÷òî

|S′
n(z0)− g(z0)| <

ε

3

ïðè n ⩾ N2. Ïóñòü òåïåðü n ⩾ max{N1, N2}. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

S′
n(z0) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè 0 < |z − z0| < δ áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣Sn(z)− Sn(z0)

z − z0
− S′

n(z0)

∣∣∣∣ < ε

3
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè |z| < r è 0 < |z − z0| < δ, òî∣∣∣∣S(z)− S(z0)

z − z0
− g(z0)

∣∣∣∣ < ε.

Ýòî äîêàçûâàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè S(z) è ðàâåíñòâî S′(z) = g(z)

äëÿ âñåõ z èç êðóãà |z| < R. □

Çàìå÷àíèå 3.1. Ðàâåíñòâî (3.2) èçâåñòíî â ëèòåðàòóðå êàê ôîðìóëà Êî-

øè�Àäàìàðà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïîä òåîðåìîé Àáåëÿ (èëè ïåðâîé òåîðåìîé Àáåëÿ) ÷àñòî

ïîäðàçóìåâàåòñÿ óòâåðæäåíèå: ½Åñëè ðÿä (3.1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0, òî îí ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â ëþáîì êðóãå |z| ⩽ r < |z0|.“ Ýòî óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ òåîðåìó ê ïðîèçâîäíîé ñóììû ñòå-

ïåííîãî ðÿäà, ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíîñòü S′(z) è ðàçëîæåíèå äëÿ åå ïðîèçâîäíîé

S′′(z) = 2a2 + 6a3z + . . . .
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Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóììû

ñòåïåííîãî ðÿäà (3.1) â êðóãå ñõîäèìîñòè è ðàâåíñòâàì

S(n)(z) = n!an +
(n+ 1)!

1!
an+1z +

(n+ 2)!

2!
an+2z

2 + . . . ,

n = 1, 2, . . .. Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

an =
S(n)(0)

n!
, S(z) =

∞∑
n=0

S(n)(0)

n!
zn.

Äðóãèìè ñëîâàìè, S(z) èìååò ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �Ìàêëîðåíà.

Ýêñïîíåíòà. Âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ex â âåùåñòâåííîì àíà-

ëèçå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è óñëîâèå

ex|x=0 = 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà êàê ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà f(z) =∑∞
n=0 anz

n. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû an òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

óñëîâèÿ: f ′(z) = f(z) è f(0) = 1. Âòîðîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

a0 = 1. Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî â êðóãå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà âûïîëíÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâî f ′(z) =
∑∞

n=1 nanz
n−1, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì: an−1 = nan,

n = 1, 2, . . .. Ýòî âìåñòå ñ óñëîâèåì a0 = 1 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì an = 1/n!,

n = 1, 2, . . .. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ îïðåäåëèòü

êàê ñóììó ñòåïåííîãî ðÿäà

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
. (3.3)

Ïîñêîëüêó
n
√
n! → ∞ ïðè n → ∞, òî ðÿä (3.3), êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1

ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (3.3) îïðå-

äåëÿåò ez êàê ãîëîìîðôíóþ â C ôóíêöèþ. Â ñëó÷àå, êîãäà z = x âåùåñòâåííî,

ìû ïîëó÷àåì ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè ex èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà. Äðóãèìè

ñëîâàìè, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (3.3) ôóíêöèÿ ez ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì

âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ex â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Âåùåñòâåííîñòü êîýôôè-

öèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà (3.3) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó ez = ez Îòìåòèì åùå îäíî

âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè ez.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ez1+z2 = ez1ez2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî a ∈ C è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) = ezea−z. Ïîñêîëüêó

g′(z) = ezea−z − ezea−z = 0

äëÿ âñåõ z ∈ C, òî g(z) ≡ const. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî g(0) = ea. Ñëåäîâàòåëüíî,

ezea−z ≡ ea. Ïîëàãàÿ â ýòîì òîæäåñòâå a = z1+z2 è z = z1, ïðèõîäèì ê òåîðåìå

ñëîæåíèÿ. □

Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò òîæäåñòâî eze−z ≡ 1. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ez ̸= 0 íè ïðè êàêîì z ∈ C è e−z = 1/ez. Äàëåå, ïðèìåíåíèå òåîðåìû

ñëîæåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèå z = x + iy äàåò ez = exeiy. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

eiy = e−iy è |eiy|2 = eiye−iy = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |ez| = ex = eRe z.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ êîìïëåêñíîãî

àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåì íàèáîëåå ïîëíî ðàñêðûâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó

ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. Ìû óæå îòìåòèëè, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä (3.3) ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ex â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Â ñâÿçè

ñ ýòèì îïðàâäàíî òàêæå ââåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì

ðàâåíñòâ

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz).

Ïðè ýòîì

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− . . . , sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− . . . .

Äëÿ âåùåñòâåííûõ z = x ìû ïîëó÷àåì ðÿäû Òåéëîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-

öèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà è

ñèíóñà ñëåäóåò ôîðìóëà Ýéëåðà

eiz = cos z + i sin z,

à òàêæå îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî cos2 z+ sin2 z = 1. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíòû, ëåãêî âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b, sin(a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a.

Èç ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä (èëè íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ) ñëåäóþò

ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z.

Êàê è â âåùåñòâåííîì àíàëèçå, ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ ââîäÿòñÿ äðóãèå òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: tg z, ctg z, . . .. Àíàëîãè÷íî ÷åðåç ýêñïîíåíòó ââîäÿòñÿ

ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè

ch z =
1

2
(ez + e−z), sh z =

1

2
(ez − e−z).

Ïåðèîäè÷íîñòü. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïåðèîä ζ ∈ C,
åñëè f(z + ζ) = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ C. Óñëîâèå íà ζ áûòü ïåðèîäîì ýêñïîíåíòû

âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì ez+ζ = ez èëè eζ = 1. Ïîëàãàÿ ζ = ξ + iη, ïîëó÷àåì

óñëîâèÿ ξ = 0 è cos η + i sin η = 1, îòêóäà íàõîäèì η = 2kπ, k ∈ Z. Òàêèì

îáðàçîì, ïåðèîäû ôóíêöèè ez îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì ζ = i2kπ, k ∈ Z.
Ëîãàðèôì. Â âåùåñòâåííîì àíàëèçå ôóíêöèÿ ex ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîí-

íî âîçðàñòàþùåé è ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó lnx îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé

íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Åñòåñòâåííî è â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ïîä ln z ïî-

íèìàòü êîðåíü óðàâíåíèÿ eζ = z. Ïîñêîëüêó eζ ̸= 0 íè ïðè êàêîì ζ ∈ C, òî
ëîãàðèôì íóëÿ íå îïðåäåëåí. Ïóñòü òåïåðü ζ = ξ + iη. Òîãäà ðàâåíñòâî eζ = z

ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

eξ = |z|, eiη =
z

|z| .
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Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ξ = ln |z|, ãäå ïîíèìàåòñÿ âåùå-
ñòâåííûé ëîãàðèôì îò ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà |z|. Âòîðîå óðàâíåíèå âûðàæàåò
ðàâåíñòâî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì. Ïîñêîëüêó ïî ôîð-

ìóëàì Ýéëåðà eiη = cos η + i sin η, òî ñ ó÷åòîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû

çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z èìååì

η = arg z + 2kπ, k ∈ Z,

ãäå ïîä arg z ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå èç Arg{z} (íàïðèìåð, çíà÷åíèå

èç ïðîìåæóòêà (−π, π] èëè [0, 2π)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî z ∈ C, z ̸= 0,

óðàâíåíèå eζ = z èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Èõ ñîâîêóïíîñòü ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé

Ln{z} = ln |z|+ iArg{z}.

Âñå çíà÷åíèÿ Ln{z} èìåþò îäíó è òó æå âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ln |z|, à ìíèìûå
÷àñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ëîãàðèôìà îòëè÷àþòñÿ íà 2kπ, k ∈ Z. Èç

ñâîéñòâ àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è âåùåñòâåííîãî ëîãàðèôìà ñëåäóåò,

÷òî

Ln{z1z2} = Ln{z1}+ Ln{z2}
äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2. Ýòî ðàâåíñòâî òàêæå íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ζ1 ∈ Ln{z1},
ζ2 ∈ Ln{z2}. Òîãäà

eζ1+ζ2 = eζ1eζ2 = z1z2,

ò. å. (ζ1 + ζ2) ∈ Ln{z1z2}.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ C îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ζ = f(z), ïðèíèìàþùàÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈ D çíà÷åíèå f(z) ∈ Ln{z}.
Òîãäà ef(z) = z è ìû áóäåì íàçûâàòü f íåïðåðûâíîé âåòâüþ (èëè ïðîñòî âåò-

âüþ) ëîãàðèôìà â îáëàñòè D. Áóäåì ïèñàòü f(z) = ln z, åñëè ÿñíî, î êàêîé

âåòâè èäåò ðå÷ü. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îáëàñòè D = C\R−, R− = {x ∈ R : x ⩽ 0}.
Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî âûäåëèòü âåòâü arg z, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç

èíòåðâàëà (−π, π). Ôóíêöèÿ ζ = ln z = ln |z|+ i arg z áóäåò íåïðåðûâíîé â D è

îáðàòíîé ê ôóíêöèè z = eζ , îïðåäåëåííîé â ïîëîñå | Im ζ| < π. Ïî òåîðåìå îá

îáðàòíîé ôóíêöèè âûäåëåííàÿ âåòâü ln z áóäåò ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â D è

d

dz
ln z =

1

eζ
=

1

z
.

Çàìå÷àÿ, ÷òî 1 + z ðàñïîëîæåíî â D = C \ R− ïðè |z| < 1, ìîæíî ðàññìîòðåòü

íåïðåðûâíóþ âåòâü ln(1 + z) â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1}. Äàëåå,

d

dz
ln(1 + z) =

1

1 + z
=

∞∑
n=0

(−1)nzn,

ãäå ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D. Ðÿä
∑∞

n=1(−1)n−1 zn

n òàêæå

ñõîäèòñÿ â D, à åãî ñóììà S(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â D è S′(z) =∑∞
n=0(−1)nzn. Òàêèì îáðàçîì,

(ln(1 + z)− S(z))
′
= 0
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äëÿ âñåõ z ∈ D è ïî òåîðåìå 2.4 èìååì ln(1 + z)− S(z) ≡ const â D. Îäíàêî,

ln(1 + z)|z=0 = 0 = S(0)

è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

ln(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 z
n

n
.

Êîìïëåêñíûå ñòåïåíè. Åñëè a è b�êîìïëåêñíûå ÷èñëà è a ̸= 0, òî ïîä

ab áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà{
ab
}

= ebLn{a}.

Äëÿ b = n, n ∈ Z, âñå çíà÷åíèÿ nLn{a} îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà 2kπi, k ∈ Z,
è â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ýêñïîíåíòû {an} ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà. Â ñëó÷àå b = m/n ãäå m è n âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

{am/n} = { n
√
am} èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Â îáëàñòè D = C \ R−

ìîæíî ðàññìîòðåòü âåòâü

zb = eb ln z,

ãäå â êà÷åñòâå ln z âûáðàíà âåòâü, îïèñàííàÿ âûøå.

� 4. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå

4.1. Èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ

âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì,

êàê è â âåùåñòâåííîì àíàëèçå, âîçíèêàåò äâà íàïðàâëåíèÿ â èíòåãðèðîâàíèè.

Îäíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ñóìì Ðèìàíà è èãðàåò ðîëü îïðåäåëåííîãî èíòåãðà-

ëà. Âòîðîå ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ïåðâîîáðàçíîé è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèþ.

Íà÷íåì ýòîò ïàðàãðàô ñ êðàòêîãî îáçîðà ïîíÿòèÿ êðèâîé. Êàê îáðàçíî âû-

ðàçèëñÿ Ôåëèêñ Êëåéí: ½Âñÿêèé çíàåò, ÷òî òàêîå êðèâàÿ, ïîêà íå âûó÷èòñÿ

ìàòåìàòèêå íàñòîëüêî, ÷òî âêîíåö çàïóòàåòñÿ â áåñ÷èñëåííûõ èñêëþ÷åíèÿõ“ .

Óðàâíåíèå êðèâîé γ â ïëîñêîñòè óäîáíî çàäàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

x = x(t), y = y(t), ãäå ïàðàìåòð t ïðîáåãàåò íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê α ⩽ t ⩽ β,

à x(t) è y(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Â êîìïëåêñíîé çàïèñè

z(t) = x(t) + iy(t). Îáðàç êðèâîé êàê òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {z = z(t) : α ⩽ t ⩽ β}
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è ñâÿçíûì. Îäíàêî íå ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü êðèâóþ ñ

ýòèì ìíîæåñòâîì. Î÷åíü ñóùåñòâåííî, ÷òî åå òî÷êè óïîðÿäî÷åíû âîçðàñòàíèåì

ïàðàìåòðà t. Åñëè âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ t = φ(τ) îòîáðàæàåò

ïðîìåæóòîê α1 ⩽ τ ⩽ β1 íà α ⩽ t ⩽ β, òî z = z(φ(τ)) îïðåäåëÿåò òîò æå

ïîðÿäîê òî÷åê, ÷òî z = z(t). Â ñâÿçè ñ ýòèì îòîáðàæåíèå z = z(t) íàçûâàþò

ïóòåì èëè ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé γ, à ïîä ñàìîé êðèâîé ïîíèìàþò êëàññ

ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé. Äâà ïóòè z = z(t), α1 ⩽ t ⩽ β1, è ζ = ζ(τ), α2 ⩽ τ ⩽ β2,

ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ τ = τ(t) : [α1, β1] 7→ [α2, β2] òàêàÿ, ÷òî z(t) = ζ(τ(t)) äëÿ âñåõ

t ∈ [α1, β1].
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü êðèâóþ γ, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïóòü z =

z(t), α ⩽ t ⩽ β, èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Òî÷êà z(α) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì

êðèâîé, à òî÷êà z(β)� êîíöîì êðèâîé. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà

ïóòè èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóòü z = z(−t), −β ⩽ t ⩽ −α, èìååò òîò æå
îáðàç, ÷òî è ïóòü z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì åìó. Ñî-

îòâåòñòâóþùóþ êðèâóþ áóäåì îáîçíà÷àòü −γ (èíîãäà èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
γ−) è ãîâîðèòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç γ ñìåíîé îðèåíòàöèè. Áóäåì

òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî γ è −γ ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûìè

êðèâûìè. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé, åñëè åå ïàðàìåòðèçàöèÿ z = z(t),

α ⩽ t ⩽ β, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ z(t1) ̸= z(t2) ïðè t1 ̸= t2. Êðèâàÿ γ íàçûâàåò-

ñÿ çàìêíóòîé, åñëè z(α) = z(β). Çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ: z(α) = z(β), íî

z(t1) ̸= z(t2) ïðè t1, t2 ∈ [α, β) è t1 ̸= t2. Çàìêíóòóþ æîðäàíîâó êðèâóþ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü è ïî

òåîðåìå Æîðäàíà îíà ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè. Êðèâóþ γ áóäåì

íàçûâàòü ãëàäêîé, åñëè íàéäåòñÿ åå ïàðàìåòðèçàöèÿ z = z(t) = x(t) + iy(t),

α ⩽ t ⩽ β, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: x(t) è y(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìû íà [α, β] è z′(t) = x′(t) + iy′(t) ̸= 0 ïðè âñåõ t ∈ [α, β]. Ïðîèçâîäíûå

z′(α) è z′(β) â êîíöåâûõ òî÷êàõ ïîíèìàþòñÿ êàê îäíîñòîðîííèå. Çàìåòèì, ÷òî

z′(t) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êðèâîé γ â òî÷êå z(t). Íàïðàâëåíèå

âåêòîðà z′(t) ñîãëàñîâàíî ñ îðèåíòàöèåé êðèâîé. Åñëè ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè-

çàöèÿ z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, êðèâîé γ è ðàçáèåíèå α = t0 < t1 < . . . < tn = β

îòðåçêà [α, β] òàêèå, ÷òî êðèâûå γk, k = 1, . . . , n, ñ ïàðàìåòðèçàöèåé z = z(t),

tk−1 ⩽ t ⩽ tk, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òî γ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé è

ïèñàòü γ = γ1+ . . .+γn. Â îñíîâíîì, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè

êðèâûìè.

Ïóñòü γ : z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â C. Ïîä åå äëèíîé ïîíè-

ìàåòñÿ âåëè÷èíà

Length(γ) = sup

{
n∑

k=1

|z(tk)− z(tk−1)|
}
,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì α = t0 < t1 < . . . < tn = β îòðåç-

êà [α, β]. Ýòîò ñóïðåìóì íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè è â ñëó÷àå,

êîãäà îí êîíå÷åí, êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî

ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ γ ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè D ⊂ C, â êîòîðîé òàêæå îïðå-

äåëåíà íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f . Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ

α = t0 < t1 < . . . < tn = β ðàññìîòðèì äâà âèäà èíòåãðàëüíûõ ñóìì

n∑
k=1

f(z(τk))(z(tk)− z(tk−1)),

n∑
k=1

f(z(τk))|z(tk)− z(tk−1)|,

ãäå τk ∈ [tk−1, tk], k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷àÿ z(t) = x(t) + iy(t), ∆xk = x(tk) −
x(tk−1), ∆yk = y(tk)− y(tk−1), ∆zk = ∆xk + i∆yk, k = 1, . . . , n, à òàêæå f(z) =
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u(x, y) + iv(x, y), èíòåãðàëüíûå ñóììû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n∑
k=1

f(z(τk))∆zk =

n∑
k=1

(u(x(τk), y(τk))∆xk − v(x(τk), y(τk))∆yk)

+ i

n∑
k=1

(u(x(τk), y(τk))∆yk + v(x(τk), y(τk))∆xk),

n∑
k=1

f(z(τk))|∆zk| =
n∑

k=1

(u(x(τk), y(τk))|∆zk|+ i

n∑
k=1

(v(x(τk), y(τk))|∆zk|.

Èç òåîðèè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðåäåëîâ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàêñèìàëüíîé

äëèíû èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ [tk−1, tk]. Ïðè ýòîì

n∑
k=1

f(z(τk))(z(tk)− z(tk−1)) →
∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

udy + vdx,

n∑
k=1

f(z(τk))|z(tk)− z(tk−1)| →
∫
γ

uds+ i

∫
γ

vds.

Ýòè ïðåäåëû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî∫
γ

f(z)dz è

∫
γ

f(z)|dz|.

Â ñëó÷àå, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, âû÷èñëåíèå ýòèõ èíòåãðà-

ëîâ ìîæíî ñâåñòè ê ëèíåéíûì èíòåãðàëàì ïî ïàðàìåòðèçóþùåìó ïðîìåæóòêó

∫
γ

f(z)dz =

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt,

∫
γ

f(z)|dz| =
β∫

α

f(z(t))|z′(t)|dt.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ýòèõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ çíà÷åíèå íå çàâèñèò

îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé γ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ζ = ζ(τ), α1 ⩽ τ ⩽
β1, � ýêâèâàëåíòíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ, ò. å. ζ(τ) = z(t(τ)), ãäå t = t(τ),

α1 ⩽ τ ⩽ β1, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, òî

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt =

β1∫
α1

f(z(t(τ)))z′(t(τ))t′(τ)dτ =

β1∫
α1

f(ζ(τ))ζ ′(τ)dτ.

Îòìåòèì òàêæå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóþò èç ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ.

Ëèíåéíîñòü. Åñëè f è g�äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è a, b ∈ C, òî∫
γ

(af(z) + bg(z))dz = a

∫
γ

f(z)dz + b

∫
γ

g(z)dz.
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Àääèòèâíîñòü. Åñëè γ = γ1 + γ2, òî∫
γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâàõ, âûðàæàþùèõ ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è àääèòèâíîñòè,

ìîæíî dz çàìåíèòü íà |dz|. Îäíàêî,∫
−γ

f(z)dz = −
∫
γ

f(z)dz,

∫
−γ

f(z)|dz| =
∫
γ

f(z)|dz|.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ê èíòåãðàëüíûì ñóììàì è ïåðåõîäÿ ê ïðå-

äåëó, ïîëó÷àåì òàêæå íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
γ

|f(z)||dz|. (4.1)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà (4.1)

ñòîÿò èíòåãðàëû ðàçíûå ïî ñòðóêòóðå. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó∫
γ

|dz| = Length(γ),

òî ∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
γ

|f(z)||dz| ⩽ max
z∈γ

|f(z)| · Length(γ).

Äðóãîé àñïåêò èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì èíòåãðè-

ðîâàíèÿ êàê îïåðàöèè, îáðàòíîé äèôôåðåíöèðîâàíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ãîëî-

ìîðôíóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ F áóäåì íàçûâàòü ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f ,

åñëè F ′(z) = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîá-

ðàçíîé â D äëÿ ôóíêöèè f îçíà÷àåò, ÷òî f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåí-

öèàëîì â îáëàñòè D. Ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì íåçàâèñèìîñòè

èíòåãðàëà îò ôîðìû ïóòè â îáëàñòè D, ÷òî ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü êàê

ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà ïî ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé â îáëàñòè D.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ. Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Åñëè f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â îáëàñòè D, òî äëÿ

ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ ⊂ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî ∫
γ

f(z)dz = 0; (4.2)

(ii) Åñëè ðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ëîìàíîé γ,

ðàñïîëîæåííîé â D, òî f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â îá-

ëàñòè D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîïóñòèì, ÷òî f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåí-

öèàëîì â îáëàñòè D, ò. å. ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F òàêàÿ, ÷òî

F ′(z) = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D. Åñëè γ : z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ

êðèâàÿ â îáëàñòè D, òî

∫
γ

f(z)dz =

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt =

β∫
α

d

dt
F (z(t))dt = F (z(β))− F (z(α)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî z(β) = z(α) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî (4.2).

(ii) Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé

ëîìàíîé γ, ðàñïîëîæåííîé âD. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë
∫
λ
f(z)dz íå çàâèñèò

îò âèäà ëîìàíîé λ ⊂ D, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü íà÷àëîì è êîíöîì ýòîé ëîìàíîé.

Ôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ D è îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (z) =

∫
λz

f(ζ)dζ,

ãäå λz �ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ â îáëàñòè D òî÷êó a ñ òî÷êîé z (ò. å. a�íà÷àëî

ýòîé ëîìàíîé, à z � åå êîíåö). Èç òåîðåìû 2.3 è ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé

ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F . Ïîêàæåì, ÷òî îíà ãîëîìîðôíà

â D è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F ′(z) = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D.

Ïóñòü z0 ∈ D è ε > 0. Ïîñêîëüêó D� îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f �íåïðåðûâ-

íàÿ ôóíêöèÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî Oδ(z0) ⊂ D è |f(z) − f(z0)| < ε

ïðè z ∈ Oδ(z0). Òîãäà äëÿ z ∈ Ȯδ(z0) â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà

áóäåì èìåòü

F (z)− F (z0) =

∫
[z0,z]

f(ζ)dζ,

ãäå [z0, z]� îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z0 è z. Äàëåå, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà∫
[z0,z]

f(z0)dζ = (z − z0)f(z0)

ïîëó÷àåì

∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ = 1

|z − z0|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[z0,z]

(f(ζ)− f(z0))dζ

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
ε

|z − z0|

∫
[z0,z]

|dζ| = ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
z→z0

F (z)− F (z0)

z − z0
= f(z0),

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âàæíûé ïðèìåð, ê êîòîðîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì

íåîäíîêðàòíî îáðàùàòüñÿ. Ïóñòü f(z) = (z − a)n. Åñëè n ÿâëÿåòñÿ öåëûì è
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íåîòðèöàòåëüíûì, òî ôóíêöèÿ F (z) = (z − a)n+1/(n + 1) áóäåò ïåðâîîáðàçíîé

äëÿ f(z) âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ïîýòîìó∫
γ

(z − a)ndz = 0 (4.3)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ C, åñëè n = 0, 1, 2, . . .. Â ñëó÷àå n ̸= −1 öåëîãî

îòðèöàòåëüíîãî ôóíêöèÿ f(z) = (z−a)n áóäåò ãîëîìîðôíîé â C \ {a} è F (z) =
(z− a)n+1/(n+1) áóäåò åå ïåðâîîáðàçíîé â ýòîé æå îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, è

â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (4.3) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé

γ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó a. Îòäåëüíî ðàçáåðåì ñëó÷àé n = −1. Äîïóñòèì

âíà÷àëå, ÷òî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ðàñïîëîæåíà â C\L, ãäå L�ëó÷, âûõîäÿùèé

èç òî÷êè a íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñêîëüêó â C\L ìîæíî âûäåëèòü íåïðåðûâíóþ

âåòâü arg(z−a) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåòâü F (z) = ln(z−a), òî dz/(z−a) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â C \ L. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêîé êðèâîé è n = −1

ñíîâà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.3).

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå γ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî îêðóæíîñòü γ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, ò. å. ïðè äâèæå-

íèè òî÷êè âäîëü íåå êðóã, îãðàíè÷åííûé γ, îñòàåòñÿ ñëåâà. Â äàëüíåéøåì â

ñëó÷àå òàêèõ ïðîñòûõ îáëàñòåé, êàê êðóã, òðåóãîëüíèê, ïðÿìîóãîëüíèê, ïîä

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé áóäåì ïîíèìàòü òàêîé îáõîä ãðàíè÷-

íîé êðèâîé, êîãäà îãðàíè÷åííàÿ åþ îáëàñòü îñòàåòñÿ ñëåâà. ×àñòî òàêîå îïðå-

äåëåíèå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿþò âïëîòü äî

æîðäàíîâûõ îáëàñòåé, õîòÿ ýòî íå âïîëíå ñòðîãî. Ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè

îêðóæíîñòè γ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèÿ z = z(t) = a+reit, 0 ⩽ t ⩽ 2π, ãäå

r�ðàäèóñ îêðóæíîñòè γ. Ïðè ýòîì z′(t) = ireit è

∫
γ

dz

z − a
= i

2π∫
0

dt = 2πi.

4.2. Òåîðåìà Êîøè äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âà-

ðèàíòîâ òåîðåìû Êîøè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ áîëüøå â òîïîëîãè÷åñêîì ïëàíå,

à íå â àíàëèòè÷åñêîì êîíòåêñòå. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ áîëåå ïðîñòîé

òîïîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Òåîðåìà 4.2 (Ëåììà Ãóðñà). Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíê-

öèÿ è òðåóãîëüíèê ∆ ñîäåðæèòñÿ â D âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì. Òîãäà∫
∂∆

f(z)dz = 0, (4.4)

ãäå ∂∆�ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèå I(∆) =
∫
∂∆

f(z)dz.

Ñîåäèíÿÿ ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ∆, ðàçîáüåì åãî íà ÷åòûðå êîíãðó-

ýíòíûõ òðåóãîëüíèêà ∆(1), . . . ,∆(4). Î÷åâèäíî, ÷òî

I(∆) = I(∆(1)) + . . .+ I(∆(4)),
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ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå âäîëü êàæäîé îáùåé ñòîðîíû äâóõ ñìåæíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ ïðîâîäèòñÿ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, à ïîòîìó ñîêðàùàåòñÿ. Èç ïî-

ñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ∆(1), . . . ,∆(4) íàéäåòñÿ òðåóãîëüíèê, îáî-

çíà÷èì åãî ∆1, äëÿ êîòîðîãî

|I(∆1)| ⩾
1

4
|I(∆)| .

Òåïåðü ðàçîáüåì ∆1 íà ÷åòûðå êîíãðóýíòíûõ òðåóãîëüíèêà ∆
(1)
1 , . . . ,∆

(4)
1 è âû-

áåðåì èç íèõ ∆2 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|I(∆2)| ⩾
1

4
|I(∆1)| ⩾

1

42
|I(∆)| .

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ òðåóãîëü-

íèêîâ ∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ . . ., óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|I(∆n)| ⩾
1

4n
|I(∆)|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ∆n, n = 1, 2, . . ., îáðàçóþò ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à åå ïðåäåë z∗ ïðèíàäëåæèò âñåì òðåóãîëüíèêàì

∆n.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû îêðåñòíîñòü Oδ(z
∗)

ñîäåðæàëàñü â îáëàñòè D è ïðè z ∈ Ȯδ(z
∗) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∣∣∣∣f(z)− f(z∗)

z − z∗
− f ′(z∗)

∣∣∣∣ < ε

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

|f(z)− f(z∗)− (z − z∗)f ′(z∗)| < ε|z − z∗|.
Ïóñòü l�ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ∆. Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ∆n áóäåò

ðàâåí l · 2−n, n = 1, 2, . . ., è íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ∆n ⊂ Oδ(z
∗) ïðè

n ⩾ N . Âûáåðåì òåïåðü n ⩾ N è, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ∫
∂∆n

dz = 0,

∫
∂∆n

(z − z∗)dz = 0,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî dz è (z − z∗)dz ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû â C, ïîëó÷àåì

|I(∆n)| =

∣∣∣∣∣∣
∫

∂∆n

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫

∂∆n

(f(z)− f(z∗)− (z − z∗)f ′(z∗))dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ε

∫
∂∆n

|z−z∗||dz|.

Ïîñêîëüêó z∗ ðàñïîëîæåíà âíóòðè ∆n, òî äëÿ z ∈ ∂∆n âåëè÷èíà |z − z∗| íå
ïðåâûøàåò ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà ∆n, ò. å. âåëè÷èíû l · 2−n. Íî òîãäà èç

ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ ∆n è ïîëó÷åííîãî âûøå íåðàâåíñòâà èìååì

1

4n
|I(∆)| ⩽ |I(∆n)| ⩽ ε

∫
∂∆n

|z − z∗||dz| ⩽ εl

2n

∫
∂∆n

|dz| = εl2

4n
.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |I(∆)| ⩽ εl2, êîòîðîå â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0
âëå÷åò ðàâåíñòâî I(∆) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Òåîðåìà 4.3 (Óñèëåíèå ëåììû Ãóðñà). Ïóñòü D� îáëàñòü â êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè C è a ∈ D. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â

D \ {a} è íåïðåðûâíà â D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ∆, ðàñïîëîæåííîãî

âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì â D, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (4.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà a ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà ∆,

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà

∆, òî ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü z1, z2, z3 � âåðøèíû òðåóãîëü-

íèêà∆ è a = z1. Òîãäà äëÿ λ ∈ (0, 1) ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå∆ íà òðåóãîëüíèêè:

∆1 ñ âåðøèíàìè z1, z
′
2, z

′
3, ãäå

z′2 = (1− λ)z1 + λz2, z′3 = (1− λ)z1 + λz3,

∆2 ñ âåðøèíàìè z2, z
′
2, z

′
3 è ∆3 ñ âåðøèíàìè z2, z

′
3, z3. Ïîñêîëüêó∫

∂∆

f(z)dz =

∫
∂∆1

f(z)dz +

∫
∂∆2

f(z)dz +

∫
∂∆3

f(z)dz

è ïî äîêàçàííîìó ïîñëåäíèå äâà èíòåãðàëà ðàâíû íóëþ, òî∫
∂∆

f(z)dz =

∫
∂∆1

f(z)dz.

Îäíàêî∣∣∣∣∣∣
∫

∂∆1

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽ max
z∈∆

|f(z)| · Length(∂∆1) = λ ·max
z∈∆

|f(z)| · Length(∂∆) → 0

ïðè λ→ 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà a ëåæèò íà îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ∆ èëè âíóò-

ðè åãî, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîñðåä-

ñòâîì ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíÿÿ a ñ âåðøèíàìè z1, z2, z3.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü D� âûïóêëàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è

a ∈ D. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â D\{a} è íåïðåðûâíà â
D. Òîãäà f(z)dz�ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â îáëàñòè D è äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé

êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â îáëàñòè D, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî ∫
γ

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó D ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òî äëÿ

ëþáîãî z ∈ D îòðåçîê [a, z] ñîäåðæèòñÿ â D è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ

F (z) =

∫
[a,z]

f(ζ)dζ.

Ïîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f â îáëàñòè D. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè z0 ∈ D, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Or(z0) ⊂ D è äëÿ ëþáîãî z ∈ Ȯr(z0)
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òðåóãîëüíèê ∆ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ a, z0, z áóäåò ðàñïîëîæåí â D. Ïî òåîðå-

ìå 4.3 ∫
∂∆

f(ζ)dζ = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà∫
∂∆

f(ζ)dζ =

∫
[a,z0]

f(ζ)dζ +

∫
[z0,z]

f(ζ)dζ +

∫
[z,a]

f(ζ)dζ = F (z0)−F (z) +

∫
[z0,z]

f(ζ)dζ

è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1 èìååì ðàâåíñòâî

F (z)− F (z0) =

∫
[z0,z]

f(ζ)dζ.

Ïîýòîìó, ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 4.1, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè F è ðàâåíñòâî F ′(z0) = f(z0).

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 4.1. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f ãîëîìîðôíà â

îáëàñòè D, òî ëîêàëüíî f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, ïîñêîëüêó

ëþáàÿ òî÷êà z0 èç D ïðèíàäëåæèò îáëàñòè âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ

Or(z0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå â ýòîé îêðåñòíî-

ñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðâîîáðàçíóþ F äëÿ f . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåð

ôóíêöèè f(z) = 1/(z − a), ãîëîìîðôíîé â C \ {a}, ïîêàçûâàåò, ÷òî íå äëÿ âñåõ
çàìêíóòûõ êðèâûõ γ â ýòîé îáëàñòè èíòåãðàë

∫
γ
dz/(z − a) ðàâåí íóëþ, ò. å. â

ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ îïðåäåëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ñðàçó âî âñåé îáëàñòè.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçîâàëîñü ëèøü òî, ÷òî

îáëàñòü D âûïóêëà, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â D è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ëþáîãî

òðåóãîëüíèêà ∆, ðàñïîëîæåííîãî â D, ðàâåí íóëþ.

� 5. Èíòåãðàë Êîøè

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 3, ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ â êðóãå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé äàåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïóñòü γ �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ è φ� çàäàííàÿ íà íåé íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ. Òîãäà âûðàæåíèå

F (z) =
1

2πi

∫
γ

φ(ζ)

ζ − z
dζ

íàçûâàþò èíòåãðàëîì Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ φ.

Òåîðåìà 5.1 (Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Êîøè). Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ

êðèâàÿ è φ�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà γ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

n = 1, 2, . . . ôóíêöèÿ

Fn(z;φ) =

∫
γ

φ(ζ)

(ζ − z)n
dζ
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ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â C \ γ, è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F ′
n(z;φ) = nFn+1(z;φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè F1. Ïóñòü

z0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç C\γ è δ > 0 âûáðàíî ìåíüøå ïîëîâèíû ðàññòîÿíèÿ

îò z0 äî γ. Òîãäà äëÿ z ∈ Oδ(z0) áóäåì èìåòü

|F1(z;φ)− F1(z0;φ)| = |z − z0|

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

φ(ζ)dζ

(ζ − z)(ζ − z0)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ |z − z0|
1

2δ2

∫
γ

|φ(ζ)||dζ|.

Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü F1 â òî÷êå z0.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îòíîøåíèå ïðèðàùåíèé

F1(z;φ)− F1(z0;φ)

z − z0
=

∫
γ

φ(ζ)dζ

(ζ − z)(ζ − z0)
= F1

(
z;

φ(ζ)

ζ − z0

)

èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è F1, íî ñ ïëîòíîñòüþ φ(ζ)/(ζ−z0). Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå z0 è

lim
z→z0

F1(z;φ)− F1(z0;φ)

z − z0
= lim

z→z0
F1

(
z;

φ

ζ − z0

)
= F1

(
z0;

φ

ζ − z0

)
= F2(z0;φ).

Òàêèì îáðàçîì, ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè F1(z;φ) è ðàâåíñòâî F
′
1(z;φ) = F2(z;φ)

äîêàçàíû.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è äîïóñòèì, ÷òî

ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè Fn−1(z;φ) è ðàâåíñòâî

F ′
n−1(z;φ) = (n− 1)Fn(z;φ)

äîêàçàíû. Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ

Fn(z;φ)− Fn(z0;φ) =

∫
γ

(
1

(ζ − z)n
− 1

(ζ − z)n−1(ζ − z0)

)
φ(ζ)dζ

+

∫
γ

φ(ζ)dζ

(ζ − z)n−1(ζ − z0)
−
∫
γ

φ(ζ)dζ

(ζ − z0)n

= (z − z0)

∫
γ

φ(ζ)dζ

(ζ − z)n(ζ − z0)

+ Fn−1

(
z;

φ

ζ − z0

)
− Fn−1

(
z0;

φ

ζ − z0

)
ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Fn(z;φ). Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòü èí-

òåãðàëà, êîòîðûé ñòîèò ìíîæèòåëåì ïðè (z−z0), óñòàíàâëèâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåïðåðûâíîñòè F1, à íåïðåðûâíîñòü Fn−1

èìååì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äàëåå, èç ðàâåíñòâà

Fn(z;φ)− Fn(z0;φ)

z − z0
= Fn

(
z;

φ

ζ − z0

)
+

Fn−1

(
z;

φ

ζ − z0

)
− Fn−1

(
z0;

φ

ζ − z0

)
z − z0

,
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äîêàçàííîé íåïðåðûâíîñòè Fn è ïðåäïîëîæåíèé èíäóêöèè ïîëó÷àåì ãîëîìîðô-

íîñòü ôóíêöèè Fn(z;φ) è âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

F ′
n(z0;φ) = Fn

(
z0;

φ

ζ − z0

)
+ (n− 1)Fn

(
z0;

φ

ζ − z0

)
= nFn+1(z0;φ).

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 5.1. Èíòåãðàë Êîøè

F (z) =
1

2πi

∫
γ

φ(ζ)

ζ − z
dζ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ â C\γ. Ïðè ýòîì
äëÿ âñåõ z ∈ C \ γ è n = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

φ(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

F (z) =
1

2πi
F1(z;φ).

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â C \ γ è

F ′(z) =
1

2πi
F2(z;φ).

Ôóíêöèÿ F2(z;φ), à ñëåäîâàòåëüíî è F
′(z), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé è

F ′′(z) =
2!

2πi
F3(z;φ).

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè F è ðàâåí-

ñòâà

F (n)(z) =
n!

2πi
Fn+1(z;φ),

n = 1, 2, . . ., êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû (5.1). □

Òåîðåìà 5.2 (Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ êðóãà). Ïóñòü f �

ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è êðóã Or(a) âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì

ñîäåðæèòñÿ â D. Òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ Or(a) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ,

ãäå γr �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êðóãà Or(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ Or(a) ôèêñèðîâàíî è R > 0 òàêîå, ÷òî r < R

è OR(a) ⊂ D. Òîãäà ôóíêöèÿ

g(ζ) =
f(ζ)− f(z)

ζ − z
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áóäåò ãîëîìîðôíîé â OR(a) \ {z} è g(ζ) → f ′(z) ïðè ζ → z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå Êîøè äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè 4.4 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
γr

g(ζ)dζ = 0,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)

∫
γr

dζ

ζ − z
.

Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Êîøè ôóíêöèÿ

φ(z) =

∫
γr

dζ

ζ − z

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â êðóãå Or(a) è

φ′(z) =

∫
γr

dζ

(ζ − z)2
= 0,

ïîñêîëüêó dζ/(ζ−z)2 �ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â C\{z}. Ñëåäîâàòåëüíî, φ(z) ≡
const. â êðóãå Or(a). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

φ(a) =

∫
γr

dζ

ζ − a
= 2πi,

êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå. Òàêèì îáðàçîì, φ(z) ≡ 2πi â Or(a) è òåîðåìà äîêà-

çàíà. □

Òåîðåìà 5.3. Ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì â êðóãå Or(a), êîòîðûé ñîäåð-

æèòñÿ â îáëàñòè D âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γr

f(ζ)dζ

(ζ − z)n+1
, n = 1, 2 . . . , (5.2)

ãäå γr �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êðóãà Or(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ D è Or(a) ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D âìåñòå ñî

ñâîåé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé γr = ∂Or(a). Òîãäà èíòåãðàëü-

íàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ ôóíêöèè f â Or(a) ïðèíèìàåò âèä

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Êîøè â êðóãå Or(a) ñ ïëîòíîñòüþ

φ(ζ) = f(ζ). Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Or(a), à ôîðìóëà (5.1) äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïðèíèìàåò âèä (5.2) è

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. □
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Çàìå÷àíèå 5.1. Ðàâåíñòâî (5.2) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè

äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî íå òîëüêî ñàìà ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,

íî è åå ïðîèçâîäíûå, âîññòàíàâëèâàþòñÿ âíóòðè êðóãà ëèøü ïî ãðàíè÷íûì

çíà÷åíèÿì ôóíêöèè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïî ôîðìóëèðîâêå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îá-

ðàòíûì ê òåîðåìå Êîøè.

Òåîðåìà 5.4 (Ìîðåðà). Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ∆, ðàñïîëîæåííîãî â D âìåñòå ñî ñâîèì

çàìûêàíèåì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
∂∆

f(z)dz = 0.

Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî ãîëîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèÿ

f ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè D. Ôèêñèðóåì

ïðîèçâîëüíî a ∈ D è ïóñòü Or(a) ⊂ D. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû 4.4 Êîøè äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 4.2) ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíè-

êà, ðàñïîëîæåííîãî â Or(a), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî f(z)dz ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â Or(a). Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â

Or(a), ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ îò ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 5.5 (Î ñðåäíåì). Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ

è Or(a) ⊂ D. Òîãäà

f(a) =
1

2π

2π∫
0

f(a+ reiθ)dθ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5.2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(a) =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)

ζ − a
dζ,

ãäå γr �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êðóãà Or(a). Âûáèðàÿ äëÿ

îêðóæíîñòè γr ïàðàìåòðèçàöèþ ζ = a + reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, ïðèõîäèì ê óòâåð-

æäåíèþ òåîðåìû. □

� 6. Ðÿä Òåéëîðà è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Íàøå îïðåäåëåíèå ãîëîìîðôíîé (èëè àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè áàçèðîâà-

ëîñü íà ñâîéñòâå êîìïëåêñíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Èìååòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê

îïðåäåëåíèþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè åå â âèäå

ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îáëàñòè. Ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà ýòè ïîäõîäà ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó

ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è z0 �ïðî-

èçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Òîãäà â ëþáîì êðóãå Or(z0) ⊂ D ôóíêöèÿ f

ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, (6.1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
f (n)(z0)

n!
, (6.2)

n = 1, 2, . . ..

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òîOr(z0) ⊂ D, è ïóñòü γ = ∂Or(z0)�

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êðóãà Or(z0). Òîãäà f èìååò ïðåäñòàâ-

ëåíèå â Or(z0) èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z ∈ Or(z0) ÿäðî Êîøè 1/(ζ − z) ðàçëîæèì â ðÿä

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)

(
1− z − z0

ζ − z0

) =

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ ζ ∈ γ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣z − z0
ζ − z0

∣∣∣∣ = |z − z0|
r

< 1,

òî ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ζ ∈ γ â ñèëó ïðèçíàêà Âåéåðøòðàñ-

ñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà γ. Óìíîæàÿ åãî

íà íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(ζ)/(2πi) è âûïîëíÿÿ ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

f(z) =

∞∑
n=0

 1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

 (z − z0)
n.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíûõ

1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ =

f (n)(z0)

n!
,

n = 1, 2, . . ..

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû (6.2) ðÿäà (6.1) íå çàâèñÿò íè îò òî÷-

êè z, íè îò âûáîðà îêðóæíîñòè γ. Ïîýòîìó ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f â ëþáîì êðóãå Or(z0), êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
D. □
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Çàìå÷àíèå 6.1. Ðÿä (6.1), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì (6.2), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà (6.1) â íåêîòîðîì êðó-

ãå Or(z0), òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (6.2),

êàê áûëî ïîêàçàíî â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 3.1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäñòàâëåíèå

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñòåïåíÿì (z − z0) åäèíñòâåííî.

Öåëûå ôóíêöèè è òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ãîëîìîðôíàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ôóíê-

öèÿ f íàçûâàåòñÿ öåëîé.

Ê öåëûì ôóíêöèÿì îòíîñÿòñÿ ïîëèíîìû, ýêñïîíåíòà, ñèíóñ, êîñèíóñ è äðó-

ãèå. Èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ñðàçó æå

ñëåäóåò, ÷òî öåëóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòåïåííûì ðÿäîì

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû

ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζn+1
dζ, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå γR �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ðîñò öåëîé ôóíêöèè

òàêæå ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà åå âèä.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü f �öåëàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêîòîðûõ M > 0, r > 0 è

öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(z)| ⩽ M |z|m

ïðè |z| ⩾ r. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì m.

Ñëåäñòâèå 6.1 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Öåëàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ òî-

æäåñòâåííî ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R > r è γR �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îê-

ðóæíîñòü |ζ| = R. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, f ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòåïåííûì

ðÿäîì f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζn+1
dζ, n = 0, 1, 2, . . . .

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|cn| ⩽
MRm

2πRn+1
2πR = MRm−n, n = 0, 1, 2, . . . .

Åñëè n ⩾ m + 1, òî Rm−n → 0 ïðè R → ∞ è cn = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì m. □



38 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

Íóëè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f , åñëè f(a) = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïîðÿäêîì (èëè êðàòíîñòüþ) íóëÿ a ∈ C ôóíêöèè f ,

ãîëîìîðôíîé â ýòîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé íîìåð îòëè÷íîé îò íóëÿ

ïðîèçâîäíîé f (n)(a). Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f

ïîðÿäêà m, åñëè f(a) = f ′(a) = . . . = f (m−1)(a) = 0, f (m)(a) ̸= 0.

Èç ôîðìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê íóëÿ

ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì îòëè÷íîãî îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà òåéëîðîâ-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïðè ýòîì, åñëè a�íóëü

áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî f(z) ≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Or(a). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè a�íóëü êîíå÷íîãî ïîðÿäêà m, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Oδ(a),

δ > 0, â êîòîðîé íåò íóëåé ôóíêöèè f , îòëè÷íûõ îò a. Äåéñòâèòåëüíî, â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè Or(a) ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Òåéëîðà

f(z) = (z − a)m
∞∑
k=0

cm+k(z − a)k = (z − a)mφ(z),

ãäå φ� ãîëîìîðôíàÿ â Or(a) ôóíêöèÿ è φ(a) = cm ̸= 0. Â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè ôóíêöèè φ íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Oδ(a), â êîòîðîé φ íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ äåëèòåëåé íóëÿ â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë f(z) ̸= 0 â

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯδ(a).

Çàìåòèì, ÷òî â âåùåñòâåííîì àíàëèçå ñèòóàöèÿ ñ íóëÿìè è ïðåäñòàâëåíèåì

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åå ðÿäîì Òåéëîðà êàðäèíàëüíî îòëè-

÷àåòñÿ. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
e−1/x2

, åñëè x ̸= 0,

0, åñëè x = 0,

êîòîðàÿ èìååò â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðÿä Òåéëîðà ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè,

íî îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â ñàìîé òî÷êå x = 0.

Òåîðåìà 6.3 (Åäèíñòâåííîñòè). Åñëè äâå ãîëîìîðôíûå â îáëàñòè D ôó-

íêöèè f è g ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå E, êîòîðîå èìååò õîòÿ áû îäíó ïðå-

äåëüíóþ òî÷êó a, ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè D, òî f(z) ≡ g(z) âñþäó â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(z) = f(z) − g(z), êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå E, à â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè è â òî÷êå a. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî h(z) ≡ 0. Ïóñòü

Q�ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè h â îáëàñòè D. Âíóòðåííîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà

îáîçíà÷èì ÷åðåç G1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ζ ∈ G1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Oϱ(ζ), â êîòîðîé h îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïî ñàìîìó

îïðåäåëåíèþ G1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì è G1 ⊂ D. Ïóñòü G2 = D\G1

è ïîêàæåì, ÷òî G2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ò. å. êàæäàÿ òî÷êà

ïðèíàäëåæèò G2 ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå íåêîòîðàÿ òî÷êà ζ èç G2 áûëà áû ïðåäåëüíîé òî÷êîé íóëåé ôóíêöèè h. Íî

òîãäà, êàê ïîêàçûâàþò ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåî-

ðåìû, ζ íå ìîæåò áûòü íóëåì êîíå÷íîé êðàòíîñòè è íàøëàñü áû îêðåñòíîñòü
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ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé h îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ζ ∈ G1.

Èòàê, D = G1 ∪G2, ãäå G1 è G2 � îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Â

ñèëó ñâÿçíîñòè D îäíî èç ìíîæåñòâ G1 èëè G2 äîëæíî áûòü ïóñòûì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íóëåé ôóíêöèè h è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðèíàäëåæèò G1. Â ðåçóëüòàòå, G2 = ∅ è G1 = D, ÷òî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó. □

Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè f(z) ̸≡ 0 ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D, òî âñå åå íóëè

èçîëèðîâàíû è êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

� 7. Èíäåêñ. Îáùàÿ ôîðìà òåîðåìû

Êîøè è èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñøèðåíèÿ òåîðåìû Êîøè íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêî-

òîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ.

7.1. Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà âäîëü êðèâîé. Èíäåêñ. Ïóñòü γ : z =

z(t), α ⩽ t ⩽ β, � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîð-

äèíàò. Òîãäà îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
γ

dz

z
=

β∫
α

z′(t)

z(t)
dt.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë åãî ìíèìîé ÷àñòè. Ïóñòü d = dist(γ, 0)�ðàñ-

ñòîÿíèå îò γ äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó z(t) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [α, β], òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |z(t′)−z(t′′)| <
d/2 ïðè |t′ − t′′| < δ. Âûïîëíèì ðàçáèåíèå t0 = α < t1 < . . . < tn = β îòðåçêà

[α, β] òàê, ÷òîáû (tk − tk−1) < δ äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Ýòî ðàçáèåíèå èíäó-

öèðóåò ðàçëîæåíèå êðèâîé γ â ñóììó äóã γ = γ1 + . . . + γn, ãäå γk : z = z(t),

tk−1 ⩽ t ⩽ tk. ×åðåç ∆k îáîçíà÷èì êðóã Or(z(tk)) ñ öåíòðîì â z(tk) è ðàäèóñîì

r = d/2. Èç óñëîâèÿ íà ðàçáèåíèå ñëåäóåò, ÷òî γk ⊂ ∆k, k = 1, . . . , n. Êðîìå

òîãî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z = 0 äî êàæäîãî êðóãà ∆k íå ìåíüøå d/2. Ýòî ïîç-

âîëÿåò â êàæäîì êðóãå ∆k îïðåäåëèòü íåïðåðûâíóþ âåòâü arg(k) z (â êàæäîì

ñâîþ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåãóëÿðíóþ âåòâü ëîãàðèôìà ln(k) z = ln |z|+ i arg(k) z,

êîòîðàÿ áóäåò ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè 1/z â ∆k. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâ-

íîñòè èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì∫
γ

dz

z
=

n∑
k=1

∫
γk

dz

z

=

n∑
k=1

(ln |z(tk)| − ln |z(tk−1)|) + i

n∑
k=1

(arg(k) z(tk)− arg(k) z(tk−1))

= ln

∣∣∣∣z(β)z(α)

∣∣∣∣+ i

n∑
k=1

arg
z(tk)

z(tk−1)
,

ãäå â ïîñëåäíåé ñóììå ïîä àðãóìåíòîì ïîíèìàåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå èç èí-

òåðâàëà (−π, π). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðàçíîñòü (arg(k) z(tk) − arg(k) z(tk−1)) íå
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çàâèñèò îò âûáîðà âåòâè àðãóìåíòà. Ñóììà

n∑
k=1

arg
z(tk)

z(tk−1)

âûðàæàåò ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà z(t) (â ðàäèàííîé ìåðå), êîãäà z(t) ïðîáåãàåò

êðèâóþ γ. Êàê è ðàíåå, ïîâîðîò âåêòîðà ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè

ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðàññóæäåíèÿìè ââåäåì ñëåäóþùåå

ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü γ �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷å-

ðåç òî÷êó z = 0. Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà z âäîëü êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ âåëè-

÷èíà

∆γ arg z = Im

∫
γ

dz

z
.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåðìèíàõ∫
γ

dz

z
= ln

∣∣∣∣z(β)z(α)

∣∣∣∣+ i∆γ arg z.

Â ñëó÷àå çàìêíóòîé êðèâîé γ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
γ

dz

z
= i∆γ arg z,

à ñàìî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆γ arg z êðàòíî 2π.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî êðèâàÿ γ : z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè

D, â êîòîðîé îïðåäåëåíà ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ w = f(z). Åñëè êðîìå òîãî

f(z) ̸= 0 íà γ, òî êðèâàÿ Γ = f(γ) : w = f(z(t)), α ⩽ t ⩽ β, íå áóäåò ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êó w = 0. Ïîýòîìó îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ∆Γ argw, êîòîðóþ áóäåì

íàçûâàòü ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé γ è îáîçíà÷àòü

∆γ arg f(z). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

∆γ arg f(z) = Im

∫
Γ

dw

w
= Im

β∫
α

f ′(z(t))

f(z(t))
z′(t)dt = Im

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz,

ò. å.

∆γ arg f(z) = Im

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz. (7.1)

Èç (7.1) ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c ̸= 0 èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

∆γ arg(cf(z)) = ∆γ arg f(z).

Îòìåòèì åùå îäíî òàê íàçûâàåìîå ëîãàðèôìè÷åñêîå ñâîéñòâî ïðèðàùåíèÿ àð-

ãóìåíòà ôóíêöèè âäîëü êðèâîé.
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Ëåììà 7.1. Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â îáëàñòè

D, â êîòîðîé îïðåäåëåíû ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè f1 è f2. Äîïóñòèì òàêæå,

÷òî f1 è f2 íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà γ. Òîãäà

∆γ arg(f1(z)f2(z)) = ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (7.1) è ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∆γ arg(f1(z)f2(z)) = Im

∫
γ

(f1(z)f2(z))
′

f1(z)f2(z)
dz

= Im

∫
γ

f ′1(z)f2(z) + f1(z)f
′
2(z)

f1(z)f2(z)
dz

= ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z),

è ëåììà äîêàçàíà. □

Èç (7.1) è ñâîéñòâ èíòåãðàëà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

∆−γ arg f(z) = −∆γ arg f(z), ∆γ arg
1

f(z)
= −∆γ arg f(z).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò

ñîîòíîøåíèå ìåæäó çàìêíóòîé êðèâîé è òî÷êîé âíå ýòîé êðèâîé. Åñëè γ �

çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a, òî f(z) =

z − a ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà γ.

Ïîýòîìó îïðåäåëåíà âåëè÷èíà

∆γ arg(z − a) = Im

∫
γ

dz

z − a
.

Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ çàìêíóòà, òî ýòà âåëè÷èíà êðàòíà 2π, à âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a. Òîãäà èíäåêñîì òî÷êè a îòíîñèòåëüíî êðèâîé γ íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî

J(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
.

Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

J(γ, a) =
1

2π
∆γ arg(z − a)

ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé è âûðàæàåò ÷èñëî îáîðîòîâ âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî a

ñ òî÷êîé z, êîãäà îíà îáõîäèò êðèâóþ γ. Èíîãäà J(γ, a) íàçûâàþò òàêæå ïîðÿä-

êîì êðèâîé γ îòíîñèòåëüíî òî÷êè a. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà

è ñâîéñòâ èíòåãðàëà ñëåäóåò ðàâåíñòâî J(−γ, a) = −J(γ, a). Ïðîâåäåííûå ðàíåå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî åñëè γ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ
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îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå a, òî J(γ, a) = 1. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òåðìèí

½ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ“ .

Äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé γ äîïîëíåíèå C \ γ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì,

à ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà â C \ γ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáëàñòè è

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ C \ γ.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ôóíê-

öèÿ z 7→ J(γ, z) ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé è ïîñòîÿííîé â êàæäîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ C \ γ. Êðîìå òîãî, èíäåêñ îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âíåø-
íåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè (ñîäåðæàùåé áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìå÷àÿ, ÷òî J(γ, z) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàë

Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåí-

öèðóåìîñòü J(γ, z) è ðàâåíñòâî

d

dz
J(γ, z) =

1

2πi

∫
γ

dζ

(ζ − z)2
.

Ïîñêîëüêó dζ/(ζ − z)2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â C \ {z}, òî ïðàâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, J(γ, z) ≡ const

â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C \ γ.
Ðàâåíñòâî èíäåêñà íóëþ âî âíåøíåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè C \ γ ñëåäóåò èç

åãî ïîñòîÿíñòâà â ýòîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè è òîãî, ÷òî èíòåãðàë∫
γ

dζ

ζ − z

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z → ∞. □

7.2. Îáùàÿ ôîðìà òåîðåìû Êîøè. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 4.4,

åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â âûïóêëîé îáëàñòè D, òî ðåçóëüòàò åå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â D, ðàâåí íóëþ. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D â òàêîì âèäå ðåçóëüòàò íå èìååò ìåñòà, íà ÷òî óêà-

çûâàåò ïðèìåð êîëüöà 1 < |z − a| < 2 è ãîëîìîðôíîé â ýòîì êîëüöå ôóíêöèè

f(z) = 1/(z−a). Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò äâà âîïðîñà: äëÿ êàêîãî

êëàññà îáëàñòåé D îñòàåòñÿ âåðíûì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4.4 è, åñëè îáëàñòü

D ïðîèçâîëüíà, òî äëÿ êàêîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êðèâûõ èíòåãðàë îò ãîëî-

ìîðôíîé â D ôóíêöèè ðàâåí íóëþ? Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îòâåò íà

ïîñòàâëåííûå âîïðîñû, äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå è ïðèâå-

äåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 7.2. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ

g(ζ, z) =


f(ζ)− f(z)

ζ − z
, åñëè ζ ̸= z,

f ′(z), åñëè ζ = z,

áóäåò íåïðåðûâíîé â D ×D, à äëÿ ëþáîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â D,

h(z) =

∫
γ

g(ζ, z)dζ
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áóäåò ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå íåïðåðûâíîñòü g(ζ, z) êàê ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ â D × D. Â òî÷êàõ (ζ0, z0) ïðè ζ0 ̸= z0 íåïðåðûâíîñòü î÷å-

âèäíà, ïîñêîëüêó ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî ïðè íå îá-

ðàùåíèè â íóëü çíàìåíàòåëÿ. Ïóñòü òåïåðü z0 ∈ D è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå

ôóíêöèè g(ζ, z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z0, z0). Âûáåðåì r > 0 ìåíüøå ðàññòîÿ-

íèÿ îò z0 äî ãðàíèöû ∂D îáëàñòè D. Òîãäà â çàìêíóòîì êðóãå Or(z0) ôóíêöèÿ

f áóäåò ïðåäñòàâèìà àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Òåéëîðà

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + . . . .

Ïîýòîìó äëÿ ζ, z ∈ Or(z0) èìååì

f(ζ)− f(z) = c1(ζ − z) +

∞∑
n=2

cn[(ζ − z0)
n − (z − z0)

n]

= (ζ − z)

{
f ′(z0) +

∞∑
n=2

cn[(ζ − z0)
n−1 + (ζ − z0)

n−2(z − z0) + . . .+ (z − z0)
n−1]

}
è äàëåå

|g(ζ, z)− g(z0, z0)| =
∣∣∣∣f(ζ)− f(z)

ζ − z
− f ′(z0)

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=2

|cn|nrn−1.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

r → 0, ïðèõîäèì ê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g â òî÷êå (z0, z0).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D. Ñíîâà

ôèêñèðóåì z0 ∈ D è r > 0 òàê, ÷òîáû Or(z0) ⊂ D. Äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà

∆, ðàñïîëîæåííîãî â Or(z0) âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì èìååì

∫
∂∆

h(z)dz =

∫
∂∆

∫
γ

g(ζ, z)dζ

 dz =

∫
γ

∫
∂∆

g(ζ, z)dz

 dζ.

Çàìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ îáîñíîâàíà íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè g. Çàìå-

òèì òåïåðü, ÷òî g(ζ, z)dz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â Or(z0). Ïîýòîìó∫
∂∆

g(ζ, z)dz = 0

äëÿ âñåõ ζ ∈ D. Íî òîãäà è ∫
∂∆

h(z)dz = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ìîðåðà 5.4 ôóíêöèÿ h ãîëîìîðôíà â Or(z0), à ïî-

ñêîëüêó z0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíûì â D, òî ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíîñòü ôóíê-

öèè h âî âñåé îáëàñòè D. □
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Ââåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü γ1, . . . , γn � çàìêíó-

òûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå è k1, . . . , kn �öåëûå ÷èñëà. Ôîðìàëüíóþ ñóììó

Γ = k1γ1 + . . . , knγn áóäåì íàçûâàòü öèêëîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêë Γ ðàñ-

ïîëîæåí â îáëàñòè D, åñëè γj ⊂ D, j = 1, . . . , n. Â ñëó÷àå, êîãäà Γ ðàñïîëîæåí

â D, à f �íåïðåðûâíàÿ â D ôóíêöèÿ, ïîä èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f ïî öèêëó

Γ áóäåì ïîíèìàòü ∫
Γ

f(z)dz :=

n∑
j=1

kj

∫
γj

f(z)dz.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè k�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî (−k)γ = k(−γ).
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî öèêëó ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå èíäåêñà òî÷êè

îòíîñèòåëüíî öèêëà. Åñëè Γ = k1γ1 + . . . , knγn �öèêë è a ̸∈ Γ (ò. å. a íå ëåæèò

íè íà îäíîé èç êðèâûõ γ1, . . . , γn), òî

J(Γ, a) :=

n∑
j=1

kjJ(γj , a).

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü Γ�öèêë, ðàñïîëîæåííûé â îáëàñòè D. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî öèêë Γ ãîìîëîãè÷åí íóëþ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D è ïèñàòü

Γ ∼ 0 (mod D),

åñëè J(Γ, a) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê a ̸∈ D.

Òåîðåìà 7.2 (Îáùàÿ Êîøè). Ïóñòü D� îáëàñòü â C è Γ�öèêë, ãîìî-

ëîãè÷íûé íóëþ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé â D

ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) åñëè z ∈ D \ Γ, òî

J(Γ, z)f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ;

(ii) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∫
Γ

f(ζ)dζ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòèD ôóíêöèÿ. Ðàññìîò-

ðèì â D ×D ôóíêöèþ

g(ζ, z) =


f(ζ)− f(z)

ζ − z
, åñëè ζ ̸= z,

f ′(z), åñëè ζ = z,

Èç ëåììû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî g íåïðåðûâíà íà D ×D, à ôóíêöèÿ

h(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(ζ, z)dζ

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Q = {z ∈ C \ Γ: J(Γ, z) = 0}

è îïðåäåëèì íà íåì ôóíêöèþ

h0(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Êîøè ôóíêöèÿ h0 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà Q. Êðî-

ìå òîãî, èç óñëîâèÿ Γ ∼ 0 (mod D) ñëåäóåò, ÷òî C \ D ⊂ Q è äëÿ z ∈ Q ∩ D

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

h(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ = h0(z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ

F (z) =

{
h(z) ïðè z ∈ D,

h0(z) ïðè z ∈ C \D,

ïîëó÷àåì öåëóþ ôóíêöèþ. Ïðè ýòîì

lim
z→∞

F (z) = lim
z→∞

h0(z) = 0.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè F , è ïî òåîðåìå Ëè-

óâèëëÿ 6.1 ïîëó÷àåì F (z) ≡ 0. Ðàâåíñòâî h(z) = 0 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ

(i) èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.

Óòâåðæäåíèå (ii) ñëåäóåò èç (i) ïðèìåíåíèåì ê ôóíêöèè f1(z) = (z− a)f(z),

ãäå a�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç D \ Γ. Äåéñòâèòåëüíî,

0 = J(Γ, a)f1(a) =
1

2πi

∫
Γ

f1(ζ)

ζ − a
dζ =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 7.1 (Òåîðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü

D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è γ � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ðàñïîëî-

æåííàÿ â D. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî ∫
γ

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà a ̸∈ D, òî îíà ïðèíàäëåæèò

âíåøíåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C \ γ, ïîñêîëüêó C \D ñâÿçíî. Ïî-

ýòîìó γ îáðàçóåò öèêë, ãîìîëîãè÷íûé íóëþ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D. Íî òîãäà
óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò èç ïóíêòà (ii) òåîðåìû 7.2. □
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Äëÿ äðóãîãî ñëåäñòâèÿ îáùåé ôîðìû òåîðåìû Êîøè íàì ïîòðåáóåòñÿ îä-

íî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ. Ïî

òåîðåìå Æîðäàíà îíà ðàçáèâàåò âñþ ïëîñêîñòü C íà äâå îáëàñòè, îäíà èç êîòî-

ðûõ îãðàíè÷åíà è íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, à äðóãàÿ íå îãðàíè÷åíà è íàçûâàåòñÿ

âíåøíåé. Ïðè ýòîì γ ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíèöåé ýòèõ îáëàñòåé. Êàê áûëî ïî-

êàçàíî âûøå, J(γ, z) = 0 äëÿ òî÷åê z èç âíåøíåé îáëàñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü

(ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, ïîñêîëüêó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýòî ïðîâå-

ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì èëè ëåãêî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî

ñìûñëà èíäåêñà), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà z ëåæèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè, èíäåêñ

J(γ, z) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 èëè -1. Íàïðèìåð, åñëè γ � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

â òî÷êå a è åå ïàðàìåòðèçàöèÿ òàêîâà, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà òî÷êà

äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, îñòàâëÿÿ êðóã (îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ γ) ñëåâà, òî

J(γ, a) = 1. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà "ïîëîæèòåëüíî îðè-

åíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà". Â äàëüíåéøåì ïîä ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé çà-

ìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé æîðäàíîâîé êðèâîé γ ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ åå

ïàðàìåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé J(γ, z) = 1 äëÿ òî÷åê z èç âíóòðåííåé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêë Γ = γ0−γ1− . . .−γn, ãäå γj �
êóñî÷íî-ãëàäêèå çàìêíóòûå æîðäàíîâû êðèâûå ñ ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé,

îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü D, åñëè Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè D è

J(Γ, z) =

{
1 ïðè z ∈ D,

0 ïðè z ∈ C \D,

Ïðè ýòîì Γ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé îáëàñòè D è

òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ ∂D.

Ñëåäñòâèå 7.2 (Òåîðåìà Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü

Γ�öèêë, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü D, è f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè

D′, êîòîðàÿ ñîäåðæèò çàìûêàíèå D. Òîãäà∫
Γ

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ Γ ∼ 0 (mod D′) è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

ïóíêòà (ii) òåîðåìû 7.2. □

Ñëåäñòâèå 7.3 (Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îá-

ëàñòè). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ äëÿ âñåõ z ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, (7.2)

à òàêæå äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäíûõ

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

(ζ − z)n+1
. (7.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (7.2) ñðàçó æå ñëåäóåò èç ïóíêòà (i) òåîðå-
ìû 7.2, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïî óñëîâèþ J(Γ, z) = 1. Ôîðìóëà (7.2) ïîêàçûâàåò,
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÷òî è â ñëó÷àå îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé öèêëîì Γ, çíà÷åíèÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèè f âíóòðè îáëàñòè D âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî åå çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöå

∂D = Γ. Ïðè ýòîì f ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Êîøè, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ïëîòíî-

ñòè âûñòóïàþò åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7.3) ñëåäóåò

èç òåîðåìû 5.1 î ñâîéñòâàõ èíòåãðàëà Êîøè. □

� 8. Ðÿä Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè

8.1. Ðÿäû Ëîðàíà. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ðÿä âèäà b0 + b1z
−1 + b2z

−2 +

. . .. Ïðîñòàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé z = 1/ζ ïðèâîäèò åãî ê îáû÷íîìó ñòåïåííîìó

ðÿäó
∑∞

n=0 bnζ
n. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1,

ÿâëÿåòñÿ êðóã |ζ| < R, ãäå

1/R = lim
n→∞

n
√
|bn|.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòü êðó-

ãà |z| > 1/R, ãäå åãî ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ. Åñëè

ñêîìáèíèðîâàòü òàêîé ðÿä ñ îáû÷íûì ñòåïåííûì ðÿäîì, òî ïîëó÷èì áîëåå îá-

ùóþ ôîðìó ñòåïåííîãî ðÿäà
∑∞

n=−∞ cnz
n, èëè

∑∞
n=−∞ cn(z − z0)

n, îáëàñòüþ

ñõîäèìîñòè êîòîðîãî (åñëè îíà íå ïóñòà) ÿâëÿåòñÿ êîëüöî. Âíóòðåííèé è âíåø-

íèé ðàäèóñû ýòîãî êîëüöà ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå Êîøè�

Àäàìàðà (3.2).

Òåîðåìà 8.1. Ëþáóþ ôóíêöèþ f , ãîëîìîðôíóþ â êîëüöå K = {z : r < |z −
a| < R}, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ â K ðÿäà

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n, (8.1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∫
γϱ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, (8.2)

n = 0,±1,±2, . . ., ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |ζ −
a| = ϱ, r < ϱ < R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (8.2)

íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ϱ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϱ′, ϱ′′ ∈ (r,R), òî γϱ′−γϱ′′ ÿâëÿåò-

ñÿ öèêëîì, ãîìîëîãè÷íûì íóëþ îòíîñèòåëüíî êîëüöà K. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå

òåîðåìû Êîøè 7.2 ê ôóíêöèè f(z)/(z − a)n+1 äàåò ðàâåíñòâî∫
γϱ′−γϱ′′

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∫
γϱ′

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

∫
γϱ′′

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ.
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Ïóñòü òåïåðü r < r′ < R′ < R. Òîãäà öèêë γR′ − γr′ îãðàíè÷èâàåò êîëüöî

K ′ = {z : r′ < |z − a| < R′}. Â ñèëó èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè 7.3 èìååì â

êîëüöå K ′ ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =
1

2πi

∫
γR′

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
γr′

f(ζ)

ζ − z
dζ = f1(z) + f2(z),

ãäå

f1(z) =
1

2πi

∫
γR′

f(ζ)

ζ − z
dζ, f2(z) = − 1

2πi

∫
γr′

f(ζ)

ζ − z
dζ

Ôóíêöèþ f1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàë Êîøè â êðóãå |z − a| < R′ è

ïîòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â ýòîì êðóãå. Â ñèëó òåîðåìû 6.1 ôóíêöèþ

f1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì Òåéëîðà

f1(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, cn =
f
(n)
1 (a)

n!
=

1

2πi

∫
γR′

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ,

ò. å. êîýôôèöèåíòû cn, n = 0, 1, 2, . . ., âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (8.2). Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f2 âî âíåøíîñòè êðóãà |z− a| > r′ ïðåäñòàâèì

ÿäðî Êîøè â âèäå

− 1

ζ − z
=

1

(z − a)

(
1− ζ − a

z − a

) =

∞∑
n=1

(ζ − a)n−1

(z − a)n
.

Ïîñêîëüêó ïðè |z − a| > r′ è ζ ∈ γr′ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ζ − a

z − a

∣∣∣∣ = r′

|z − a| < 1,

òî ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ζ ∈ γr′ è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èí-

òåãðèðîâàòü. Óìíîæàÿ åãî íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ f(ζ)/(2πi) è èíòåãðèðóÿ

ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì

f2(z) =

∞∑
n=1

bn
(z − a)n

,

ãäå

bn =
1

2πi

∫
γr′

(ζ − a)n−1f(ζ)dζ = c−n.

Ñêëàäûâàÿ òåïåðü ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ f1 è f2, ïîëó÷àåì ðàçëîæå-

íèå (8.1) äëÿ ôóíêöèè f â êîëüöå K ′. Ïîñêîëüêó r′ è R′ ìîæíî âûáðàòü ñêîëü

óãîäíî áëèçêî ê r è R, ñîîòâåòñòâåííî, è êîýôôèöèåíòû cn íå çàâèñÿò îò ýòîãî

âûáîðà, òî ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî âî âñåì êîëüöå K. □

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ðÿä (8.1), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì (8.2), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè f â êîëüöå K. Ñîâîêóïíîñòü

÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè (z − a)n, n = 0, 1, . . ., íà-

çûâàåòñÿ åãî ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ, à ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè (z − a)n, n = −1,−2, . . ., � ãëàâíîé ÷àñòüþ.
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Òåîðåìà 8.2 (Åäèíñòâåííîñòü ðÿäà Ëîðàíà). Åñëè ôóíêöèÿ f ïðåä-

ñòàâèìà ñõîäÿùèìñÿ â êîëüöå K = {z : r < |z − a| < R} ðÿäîì (8.1), òî åãî

êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (8.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ϱ ∈ (r,R). Ðÿä (8.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà îêðóæíîñòè γϱ. Ïîýòîìó åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü. Ðàâíîìåð-

íàÿ ñõîäèìîñòü íå íàðóøèòñÿ, åñëè åãî óìíîæèòü íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ.

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (8.1) íà (z − a)−m−1, ãäå m�ïðîèçâîëüíîå öåëîå, è ïåðå-

õîäÿ ê ïî÷ëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ, ïîëó÷àåì

∞∑
n=−∞

cn

∫
γϱ

(z − a)n−m−1dz =

∫
γϱ

f(z)

(z − a)m+1
dz.

Îäíàêî â ñóììå ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ñîîò-

âåòñòâóþùåãî èíäåêñó n = m, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó

cm · 2πi =

∫
γϱ

f(z)

(z − a)m+1
dz

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñìûñë òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêèé ñõîäÿùèéñÿ â êîëüöå ðÿä ÿâëÿåòñÿ

ðÿäîì Ëîðàíà ñâîåé ñóììû. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

Ëîðàíà íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ ðåäêî ââèäó ãðîìîçäêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

âû÷èñëåíèé. Íà îñíîâàíèè äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîðàíîâñêîãî

ðàçëîæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé êîððåêòíûé ïðèåì.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ðÿäå Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêî-

íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà âî âíåøíîñòè íåêîòîðîãî

êðóãà |z| > R, ò. å. â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, òî â ñèëó òåîðå-

ìû 8.1 åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ýòîé îêðåñòíîñòè â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =

∞∑
n=−∞

cnz
n,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∫
γϱ

f(ζ)

ζn+1
dζ,

ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |ζ| = ϱ, ϱ > R. Îäíàêî

ïðè ýòîì íåñêîëüêî ìåíÿåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ïîä ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðà-

íà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïîíèìàåòñÿ ñóììà
∑∞

n=1 cnz
n

ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì z, à ïîä ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñóììà∑0
n=−∞ cnz

n ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì z è c0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî z
n → 0

ïðè z → ∞ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n è zn → ∞ ïðè z → ∞ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

n. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ãëàâíîé ÷àñòè f(z) → c0 ïðè z → ∞, à çàìåíà z = 1/ζ

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ g(ζ) = f(1/ζ) áóäåò ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè

òî÷êè ζ = 0.
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8.2. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè. Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ èçîëèðî-

âàííîé îñîáîé òî÷êîé (îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà) äëÿ ôóíêöèè f , åñëè íàéäåòñÿ

òàêîå r > 0, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a). Â

çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(z) ïðè ïðèáëèæåíèè z ê îñîáîé òî÷êå a

ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ∈ C ôóíêöèè f íàçûâà-

åòñÿ:

(i) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→a

f(z) = A;

(ii) ïîëþñîì, åñëè f(z) → ∞ ïðè z → a;

(iii) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè f(z) íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêî-

íå÷íîãî ïðåäåëà ïðè z → a.

Òåîðåìà 8.3. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ óñòðà-

íèìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè Ȯr(a), r > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, òî îãðàíè-

÷åííîñòü f(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a) ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim f(z) ïðè z → a.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî |f(z)| ⩽ M ïðè âñåõ z ∈ Ȯr(a) è íåêîòîðîì M > 0.

Â Ȯr(a), êàê â êîëüöåâîé îáëàñòè, ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ðÿäà

Ëîðàíà

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∫
γϱ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ,

ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |ζ − a| = ϱ, à ϱ ìîæíî

âûáðàòü ëþáûì â èíòåðâàëå (0, r). Ïîñêîëüêó

|cn| =
1

2π

∣∣∣∣∣∣∣
∫
γϱ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
M

2πϱn+1

∫
γϱ

|dζ| = M

ϱn
,

òî cn = 0 äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ n. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f â

Ȯr(a) ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, îáû÷íûì ñòåïåííûì ðÿäîì, à åãî ñóììà g(z) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ â Ȯr(a) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé

f â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a). □

Çàìå÷àíèå 8.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî äîîïðåäåëåíèå (èëè

ïåðåîïðåäåëåíèå) ôóíêöèè f â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå a äåëàåò åå ãîëîìîðô-
íîé â ïîëíîé îêðåñòíîñòè Or(a), ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ åå íàçâàíèå.
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Çàìå÷àíèå 8.2. Ïîëó÷åííûå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà |cn| ⩽M/ϱn

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà, ãäå

M = max
z∈γϱ

|f(z)|,

èíîãäà íàçûâàþò íåðàâåíñòâàìè Êîøè.

Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è a ÿâëÿ-

åòñÿ åå íóëåì ïîðÿäêà m. Òîãäà â îáëàñòè D èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(z) = (z − a)mg(z),

ãäå g� ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ è g(a) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ g(z) = f(z)/(z − a)m ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â

D \{a}. Èç âèäà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñëåäóåò, ÷òî a
ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè g. Òàêèì îáðàçîì, äîîïðåäå-

ëÿÿ ôóíêöèþ g â òî÷êå a ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ

â D ôóíêöèþ. Óñëîâèå g(a) = 0 îçíà÷àëî áû, ÷òî f èìååò â òî÷êå a íóëü áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì m. Ñëåäîâàòåëüíî, g(a) ̸= 0. □

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.3 ìû óñòàíîâèëè òàêæå, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ

îñîáàÿ òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé äëÿ ôóíêöèè f â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a) íå ñîäåð-

æèò ãëàâíîé ÷àñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò õà-

ðàêòåð îñîáåííîñòè.

Òåîðåìà 8.4. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ∈ C ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëþñîì (ñóùåñòâåííî îñîáîé) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü

ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a) ñîäåðæèò êîíå÷íîå

(áåñêîíå÷íîå) ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ

ïîëþñà. Äîïóñòèì, ÷òî ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â Ȯr(a) èìååò âèä

f(z) = c−m(z − a)−m + c−m+1(z − a)−m+1 + . . .

è c−m ̸= 0, ò. å. ãëàâíàÿ ÷àñòü èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ íåíóëåâûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà ôóíêöèÿ φ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà

φ(z) =

∞∑
k=0

ck−m(z − a)k,

áóäåò ãîëîìîðôíîé â ïîëíîé îêðåñòíîñòè Or(a). Ïðè ýòîì φ(a) = c−m ̸= 0.

Èç ðàâåíñòâà f(z) = (z − a)−mφ(z) âèäíî, ÷òî f(z) → ∞ ïðè z → a. Òàêèì

îáðàçîì, a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè f .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî a�ïîëþñ ôóíêöèè f . Òîãäà f(z) ̸= 0 â íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ

g(z) = 1/f(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé è g(z) → 0 ïðè z → a. Ïîëàãàÿ g(a) = 0,

ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ â Or(a) ôóíêöèþ. Ïóñòü m�ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè
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g â òî÷êå a. Òîãäà g(z) = (z − a)mφ(z) ãäå φ� ãîëîìîðôíàÿ â Or(a) ôóíêöèÿ

è φ(z) ̸= 0 ïðè z ∈ Or(a). Ôóíêöèÿ 1/φ(z) òàêæå áóäåò ãîëîìîðôíîé â Or(a),

à åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â Or(a) áóäåò èìåòü âèä

1

φ(z)
=

∞∑
k=0

ak(z − a)k,

ãäå a0 ̸= 0. Íî òîãäà â Ȯr(a) ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) =
1

g(z)
= (z − a)−m 1

φ(z)
= (z − a)−m

∞∑
k=0

ak(z − a)k,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè

òî÷êè a èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ. □

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïîðÿäêîì (èëè êðàòíîñòüþ) ïîëþñà a ôóíêöèè f íà-

çûâàåòñÿ ïîðÿäîê ýòîé òî÷êè êàê íóëÿ ôóíêöèè 1/f .

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ïîëþñà ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì

ñòàðøåãî ÷ëåíà ãëàâíîé ÷àñòè ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíî-

ñòè ïîëþñà. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óêàçûâàåò íà ñëîæíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè

â îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè.

Òåîðåìà 8.5 (Ñîõîöêîãî). Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-

ñòè Ȯr(a) è a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî A ∈ C íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ⊂ Ȯr(a) òàêàÿ, ÷òî zn → a,

f(zn) → A ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå A = ∞ óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.3,

ñîãëàñíî êîòîðîé f íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè Ȯϱ(a) íè äëÿ

êàêîãî ϱ ∈ (0, r).

Ïóñòü A ∈ C è äîïóñòèì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íèêàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(zn)}, äëÿ êîòîðîé zn → a. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ε > 0

è δ > 0, ÷òî |f(z)−A| ⩾ ε ïðè z ∈ Ȯδ(a) Ôóíêöèÿ

g(z) =
1

f(z)−A

áóäåò ãîëîìîðôíîé â Ȯδ(a) è |g(z)| ⩽ 1/ε. Ïî òåîðåìå 8.3 òî÷êà a äîëæíà áûòü

óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè g. Äîîïðåäåëÿÿ åå íåêîòîðûì çíà÷åíè-

åì g(a) ∈ C, ïîëó÷èì ãîëîìîðôíóþ â ïîëíîé îêðåñòíîñòè Oδ(a) ôóíêöèþ. Åñ-

ëè g(a) ̸= 0, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå f(z) → 1/g(a)+A

ïðè z → a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû. Â ñëó÷àå g(a) = 0

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå f(z) → ∞ ïðè z → a, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû. □

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, èçâåñò-

íûé â ëèòåðàòóðå êàê áîëüøàÿ òåîðåìà Ïèêàðà. Ìû åãî ñôîðìóëèðóåì áåç

äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 8.6 (Ïèêàðà). Äîïóñòèì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò

ñóùåñòâåííî îñîáóþ òî÷êó z = a. Òîãäà â êàæäîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷-

êè ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò âñå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì áûòü

ìîæåò îäíîãî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Â ñëó÷àå, êîãäà f ãîëîìîðôíà âî âíåø-

íîñòè íåêîòîðîãî êðóãà, ò. å. â îáëàñòè |z| > R, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó

òàêæå ðàññìàòðèâàþò êàê èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó. Õàðàêòåð îñîáåííî-

ñòè (è ïîðÿäîê ïîëþñà, åñëè f(z) → ∞ ïðè z → ∞) îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå

êàê ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè ζ = 0 ôóíêöèè

g(ζ) = f(1/ζ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåì 8.3 � 8.5 îñòàþòñÿ â ñèëå,

åñëè â íèõ ïîëîæèòü a = ∞. Íàïîìíèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîä ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿ-

äà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè zn.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f �öåëàÿ ôóíêöèÿ. Õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè z = ∞
âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò âèä ôóíêöèè f . Åñëè z = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñî-

áîé òî÷êîé, ò. å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ôóíêöèè f(z) ïðè z → ∞, òî

â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ (ñëåäñòâèå 6.1) f(z) ≡ const. Åñëè z = ∞ ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà m, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ

f(z)/zm ïðè z → ∞. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 6.2 ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

ñòåïåíè m. Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷-

êîé, ïî òåîðåìå 8.6 Ïèêàðà f(z) ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ â C, çà èñêëþ÷åíèåì,
áûòü ìîæåò, îäíîãî. Íàïîìíèì, ÷òî ez íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èíîãäà òåîðåìó

Ïèêàðà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ôîðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Åñëè öåëàÿ

ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò õîòÿ áû äâóõ ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé, òî

îíà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà.

Öåëàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñóùå-

ñòâåííî îñîáîé, íàçûâàåòñÿ öåëîé òðàíñöåíäåíòíîé. Ïðèìåðàìè öåëûõ òðàíñ-

öåíäåíòíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ez, sin z, cos z.

� 9. Âû÷åòû è âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Ïóñòü a�èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f è Ȯr(a)�ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé. Èç òåîðåìû Êîøè

äëÿ Ȯr(a) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ∫
γϱ

f(z)dz,

ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |z − a| = ϱ, íå çàâèñèò îò

âûáîðà ϱ â èíòåðâàëå (0, r). Â ñâÿçè ñ ýòèì, âû÷åòîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

f â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå a íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

res
z=a

f(z) =
1

2πi

∫
γϱ

f(z)dz,
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ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |z − a| = ϱ ñ ðàäèóñîì ϱ

èç èíòåðâàëà (0, r), à f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ȯr(a). Èíîãäà

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âû÷åòà èñïîëüçóþò áîëåå êîðîòêóþ çàïèñü res
a
f .

Òåîðåìà 9.1. Âû÷åò ôóíêöèè f â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå a ðàâåí êî-

ýôôèöèåíòó ïðè (z−a)−1 ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè

òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðÿä Ëîðàíà
∑∞

n=−∞ cn(z − a)n ôóíêöèè f

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îêðóæíîñòè γϱ, òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.

Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî
∫
γϱ
(z − a)ndz = 0 ïðè n ̸= −1, ïîëó÷àåì

res
a
f =

1

2πi

∫
γϱ

f(z)dz =
1

2πi

∞∑
n=−∞

cn

∫
γϱ

(z − a)ndz = c−1J(γϱ, a) = c−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 9.1. Èç õîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî åñëè γ � çà-

ìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â Ȯr(a), òî

1

2πi

∫
γ

f(z)dz = J(γ, a) res
a
f.

Ñëåäñòâèå 9.1. Â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå âû÷åò ðàâåí íóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ïóñòü a�ïîëþñ êðàòíîñòè m ⩾ 1 ãîëîìîðôíîé â

Ȯr(a) ôóíêöèè f . Òîãäà

res
z=a

f(z) =
1

(m− 1)!
lim
z→a

[
d(m−1)

dzm−1
(z − a)mf(z)

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êðàòíîñòü ïîëþñà a ðàâíÿåòñÿ m, òî ðàçëî-

æåíèå â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè Ȯr(a) áóäåò èìåòü âèä

f(z) = c−m(z − a)−m + . . .+ c−1(z − a)−1 + c0 + c1(z − a) + . . . ,

ãäå c−m ̸= 0. Ôóíêöèÿ g(z) = (z − a)mf(z) áóäåò èìåòü â òî÷êå a óñòðàíè-

ìóþ îñîáåííîñòü, à c−1 áóäåò êîýôôèöèåíòîì åå ðÿäà Òåéëîðà ïðè (z − a)m−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

c−1 = res
a
f =

1

(m− 1)!

d(m−1)

dzm−1
g(z)

∣∣∣∣
z=a

.

□

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íàçûâàþò òåîðåìîé Êîøè î âû÷åòàõ è îí èãðàåò âàæ-

íóþ ðîëü â âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü D� îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ öèêëîì γ (ò. å. γ = ∂D�

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà îáëàñòè D), è f � ãîëîìîðôíàÿ íà

D ôóíêöèÿ, èñêëþ÷àÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê a1, . . . , an, ðàñïîëîæåííûõ

â D. Òîãäà
1

2πi

∫
∂D

f(z)dz =

n∑
k=1

res
z=ak

f(z).



ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÔÊÏ 55

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r > 0 òàêîâî, ÷òî Or(ak) ⊂ D äëÿ âñåõ k =

1, . . . , n, è Or(aj) ∩ Or(ak) = ∅ ïðè j ̸= k. Òîãäà öèêë γ − ∑n
k=1 λk, ãäå

λk = ∂Or(ak), áóäåò ãîìîëîãè÷íûì íóëþ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ãîëîìîðôíî-

ñòè ôóíêöèè f . Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Êîøè èìååì∫
∂D

f(z)dz −
n∑

k=1

∫
λk

f(z)dz = 0,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó

1

2πi

∫
λk

f(z)dz = res
z=ak

f(z),

k = 1, . . . , n. □

Âû÷åò â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà

âî âíåøíîñòè íåêîòîðîãî êðóãà |z| > R. Òîãäà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ìû

ïðè÷èñëÿåì ê èçîëèðîâàííûì îñîáûì òî÷êàì. Îïðåäåëèì âû÷åò â áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êå ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

res
z=∞

f(z) =
1

2πi

∫
−γϱ

f(z)dz,

ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |z| = ϱ, ϱ > R. Èíòå-

ãðèðóÿ ïî÷ëåííî ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå f(z) =
∑∞

n=−∞ cnz
n ôóíêöèè f â

îêðåñòíîñòè z = ∞ ïî îêðóæíîñòè −γϱ, ïîëó÷àåì

res
z=∞

f(z) = −c−1.

Ýòî ðàâåíñòâî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ ôóíêöèé â áåñêî-

íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì îòëè÷èå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êè îò êîíå÷íûõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê. Êîýôôèöèåíò c−1 îòíîñèòñÿ

ê ïðàâèëüíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z = ∞. Ïîýòîìó äàæå â ñëó÷àå, êîãäà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé

òî÷êîé, âû÷åò â íåé ìîæåò îêàçàòüñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé âî âñåé êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè C, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê a1, . . . , an.

Òîãäà

res
z=∞

f(z) +

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îñîáûõ òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî, òî íàéäåòñÿ

òàêîå R > 0, ÷òî |ak| < R äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì γR ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü |z| = R. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

1

2πi

∫
γR

f(z)dz =

n∑
k=1

res
z=ak

f(z).
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Çàìå÷àÿ, ÷òî
1

2πi

∫
γR

f(z)dz = − res
z=∞

f(z),

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. □

Ïóñòü D� îáëàñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà óäàëåíèåì èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ îáëà-

ñòåé ∆1, . . . ,∆n, îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè γ1, . . . , γn, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òàêóþ îáëàñòü áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé îáëàñòüþ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ãðàíèöåé. Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå γk (J(γk, a) = −1 äëÿ a ∈ ∆k),

k = 1, . . . , n, è îáîçíà÷àòü ∂D. Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ êðèâûõ γk ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü ãðàíèöû ∂D îáëàñòü D îñòàåòñÿ ñëåâà.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü D� âíåøíÿÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D

è f � ãîëîìîðôíàÿ íà D ôóíêöèÿ, èñêëþ÷àÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê a1,

. . ., an, ðàñïîëîæåííûõ â D. Òîãäà

1

2πi

∫
∂D

f(z)dz = res
z=∞

f(z) +

n∑
k=1

res
z=ak

f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R > 0 òàêîå, ÷òî ãðàíèöà ∂D è òî÷êè a1, . . . , an
ðàñïîëîæåíû âíóòðè êðóãà |z| < R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΓR ïîëîæèòåëüíî îðèåí-

òèðîâàííóþ îêðóæíîñòü |z| = R è ïóñòü DR = {z ∈ D : |z| < R}. Òîãäà ΓR+∂D

áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé îáëàñòè DR è ïî òåîðåìå 9.2

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1

2πi

∫
ΓR+∂D

f(z)dz =

n∑
k=1

res
z=ak

f(z).

Çàìå÷àÿ, ÷òî
1

2πi

∫
ΓR

f(z)dz = − res
z=∞

f(z),

ïðèõîäèì ê äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäåíèþ. □

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Òåîðèÿ âû÷åòîâ äàåò î÷åíü ýôôåêòèâíûé èí-

ñòðóìåíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü

â âèäó, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü áëèçêà ê ãîëîìîðôíîé.

Íà ïðàêòèêå ýòî, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî èíòåãðèðóþòñÿ,

â îñíîâíîì, ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Áîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

òåîðèÿ âû÷åòîâ ñâÿçàíà ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî çàìêíóòûì êðèâûì, â òî âðå-

ìÿ êàê â âåùåñòâåííîì àíàëèçå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îòðåçêó, à â ñëó÷àå

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè íåêîòîðîé åå ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïè÷íûå ïðèìåðû ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé.

I. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
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Ïóñòü R(x, y)�ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ò. å. îòíîøåíèå ïîëèíîìîâ) äâóõ

ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

2π∫
0

R(cos θ, sin θ)dθ.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ òåõíèêè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ òàêîãî èíòåãðàëà ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü åãî êàê ëèíåéíûé èíòåãðàë, ïîëó÷åííûé ïðè èíòå-

ãðèðîâàíèè ïî çàìêíóòîé êðèâîé. Ïóñòü T�ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ

åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü è T : z = eiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, � åå ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òîãäà

íà T áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

dz = izdθ, cos θ =
1

2

(
z +

1

z

)
, sin θ =

1

2i

(
z − 1

z

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

T

R

(
1

2

(
z +

1

z

)
,
1

2i

(
z − 1

z

))
dz

iz
=

2π∫
0

R(cos θ, sin θ)dθ.

Åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

R1(z) =
1

z
R

(
1

2

(
z +

1

z

)
,
1

2i

(
z − 1

z

))
îò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z íå èìååò íà T ïîëþñîâ, òî

2π∫
0

R(cos θ, sin θ)dθ =
1

i

∫
T

R1(z)dz = 2π
∑
|a|<1

res
z=a

R1(z),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîëþñàì ôóíêöèè R1, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû

âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Òàêàÿ çàïèñü ñóììû ìîòèâèðîâàíà òåì, ÷òî âû÷åò

â òî÷êå ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè R1 ðàâåí íóëþ.

II. ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÎÒ ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë âèäà

∞∫
−∞

P (x)

Q(x)
dx,

ãäå P (x) è Q(x)�ïîëèíîìû ñòåïåíè m è n ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî îíè íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, ò. å. äðîáü P/Q ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë, íóæíî, ÷òîáû çíàìåíàòåëü

Q íå èìåë âåùåñòâåííûõ êîðíåé è ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ P áûëà ìåíüøå ñòåïåíè

çíàìåíàòåëÿ Q, ïî êðàéíåé ìåðå, íà 2, ò. å. n−m ⩾ 2.

Ëåììà 9.1. Ïóñòü P è Q�ïîëèíîìû áåç îáùèõ êîðíåé ñòåïåíè m è n,

ñîîòâåòñòâåííî. Äîïóñòèì, ÷òî Q íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé è n−m ⩾
2. Òîãäà

∞∫
−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
Im a>0

res
z=a

P (z)

Q(z)
,
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ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íóëÿì ïîëèíîìà Q, ðàñïîëîæåííûì â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an �íóëè ïîëèíîìà Q. Ïîñêîëüêó äðîáü

P/Q ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé (P è Q íå èìåþò îáùèõ íóëåé), òî ýòè òî÷êè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëþñàìè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P/Q. Âûáåðåì R > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ

âñåõ k = 1, . . . , n âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà |ak| < R. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ïî-

ëþñû ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P/Q ðàñïîëîæåíû â êðóãå |z| < R. Ðàññìîòðèì

ïîëóîêðóæíîñòü ΓR : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π, è îòðåçîê λR : z = x, −R ⩽ x ⩽ R.

Ïîñêîëüêó ΓR + λR îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ãðàíèöó ïîëó-

êðóãà DR = {z : |z| < R, Im z > 0}, òî ïî òåîðåìå 9.2∫
ΓR+λR

P (z)

Q(z)
dz = 2πi

∑
k : Im ak>0

res
z=ak

P (z)

Q(z)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè R ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ,

ïîñêîëüêó âíå êðóãà |z| < R íóëåé ïîëèíîìà Q íåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫
ΓR+λR

P (z)

Q(z)
dz =

∫
ΓR

P (z)

Q(z)
dz +

R∫
−R

P (x)

Q(x)
dx, lim

R→∞

R∫
−R

P (x)

Q(x)
dx =

∞∫
−∞

P (x)

Q(x)
dx.

Äàëåå, ïóñòü P (z) = bmz
m + . . .+ b0, Q(z) = cnz

n + . . .+ c0, ãäå bm ̸= 0, cn ̸= 0.

Òîãäà äëÿ z ∈ ΓR èìååì∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣ = 1

Rn−m

|bm + bm−1/z + . . .+ b0/z
m|

|cn + cn−1/z + . . .+ c0/zn|
,

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà n−m ⩾ 2 ñëåäóåò, ÷òî

R · max
z∈ΓR

∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣→ 0

ïðè R→ ∞. Íî òîãäà∣∣∣∣∣∣
∫
ΓR

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
ΓR

∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣ · |dz| ⩽ πR · max
z∈ΓR

∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣→ 0

ïðè R→ ∞. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû. □

III. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ËÅÌÌÛ ÆÎÐÄÀ-
ÍÀ

Èíòåãðàëû âèäà

∞∫
−∞

P (x)

Q(x)
sinxdx,

∞∫
−∞

P (x)

Q(x)
cosxdx

àáñîëþòíî ðàñõîäÿòñÿ, åñëè çíàìåíàòåëü èìååò ñòåïåíü âñåãî íà åäèíèöó âûøå

ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë

∞∫
−∞

sinx

x
dx
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ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ëåììà Æîðäàíà.

Ëåììà 9.2 (Æîðäàíà). Ïóñòü g�íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå {z : Im z ⩾
0, |z| ⩾ R0} ôóíêöèÿ ïðè íåêîòîðîì R0 > 0 . Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî

max
z∈ΓR

|g(z)| → 0

ïðè R→ ∞, ãäå ΓR : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π, � ïîëóîêðóæíîñòü. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

α > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
R→∞

∫
ΓR

g(z)eiαzdz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

∫
ΓR

∣∣eiαz∣∣ |dz| = R

π∫
0

e−αR sin θdθ = 2R

π/2∫
0

e−αR sin θdθ

îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî ïî R > 0. Ïîñêîëüêó sin θ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé íà ïðî-

ìåæóòêå (0, π) ôóíêöèåé, òî sin θ ⩾ 2θ/π ïðè 0 ⩽ θ ⩽ π/2. Èñïîëüçóÿ ýòî

íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

π/2∫
0

e−αR sin θdθ ⩽

π/2∫
0

e−α2Rθ/πdθ =
π

2αR

αR∫
0

e−tdt ⩽
π

2αR

∞∫
0

e−tdt =
π

2αR
.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ∫
ΓR

∣∣eiαz∣∣ |dz| < π

α
.

□

Ëåììà Æîðäàíà ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íî ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ âèäà

I1 =

∞∫
−∞

g(x) cosαxdx, I2 =

∞∫
−∞

g(x) sinαxdx

ãäå α > 0, à g(x)�ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ

ëèøü íà åäèíèöó áîëüøå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âû÷åòîâ

ðàññìàòðèâàåòñÿ

I = I1 + iI2 =

∞∫
−∞

g(x)eiαxdx

è ñòðîèòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêà λR : z = x, −R ⩽ x ⩽ R, è

ïîëóîêðóæíîñòè ΓR : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

R èìååì ∫
ΓR+λR

g(z)eiαzdz = 2πi
∑

Im a>0

res
z=a

[
g(z)eiαz

]
.
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Îäíàêî, â ñèëó ëåììû Æîðäàíà∫
ΓR

g(z)eiαzdz → 0

ïðè R→ ∞. Ïîýòîìó ∫
λR

g(z)eiαzdz → I

ïðè R→ ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

I = 2πi
∑

Im a>0

res
z=a

[
g(z)eiαz

]
.

Ïðè ýòîì I1 = Re I è I2 = Im I.

IV. ÄÎËÅÂÎÉ ÂÛ×ÅÒ Â ÏÐÎÑÒÎÌ ÏÎËÞÑÅ
Ïóñòü a�èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , ò. å. f ãîëîìîðôíà â

Ȯr(a) ïðè íåêîòîðîì r > 0. Ðàññìîòðèì äóãó îêðóæíîñòè γϱ,α : z = a + ϱeiθ,

θ0 ⩽ θ ⩽ θ0 + α, ãäå ϱ ∈ (0, r) è α ∈ (0, 2π]. Åñëè α = 2π, òî γϱ,α ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïîëíóþ îêðóæíîñòü γϱ è∫
γϱ

f(z)dz = i2π res
z=a

f(z).

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ èíòåãðàëà âäîëü γϱ,α ïðè α < 2π âûðàæåíèÿ ÷åðåç âû-

÷åò íåò. Îäíàêî, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì (êðàòíîñòè 1), òî ìîæíî

âû÷èñëèòü ïðåäåë ýòîãî èíòåãðàëà ïðè ϱ→ 0.

Ëåììà 9.3. Ïóñòü a�ïðîñòîé ïîëþñ ôóíêöèè f è γϱ,α : z = a+ ϱeiθ, θ0 ⩽
θ ⩽ θ0 + α� äóãà îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùàÿñÿ â óãëîâîì ñåêòîðå ðàñòâîðà α,

0 < α < 2π. Òîãäà

lim
ϱ→0

∫
γϱ,α

f(z)dz = iα res
z=a

f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì ôóíêöèè f , òî

â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ëîðàíà èìååò âèä f(z) = c−1(z−
a)−1 + c0 + c1(z − a) + . . ., c−1 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè f(z) =
c−1(z − a)−1 + g(z), ãäå g� ãîëîìîðôíàÿ â ïîëíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Íî

òîãäà ∫
γϱ,α

f(z)dz = c−1

∫
γϱ,α

dz

z − a
+

∫
γϱ,α

g(z)dz.

Ïîñêîëüêó g(z) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî∫
γϱ,α

g(z)dz → 0
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ïðè ϱ→ 0. Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî

∫
γϱ,α

dz

z − a
= i

θ0+α∫
θ0

dθ = iα,

ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. □

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííûõ ëåìì.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

∞∫
0

lnx

x2 − 1
dx =

π2

4
.

Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à L = {z = iy : y ⩽ 0}
ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ëîãàðèôìà

ln z = ln |z|+ i arg z, −π/2 < arg z < 3π/2,

è ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f(z) = ln z/(z2 − 1). Ýòà ôóíêöèÿ èìååò â C \ L äâå

èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè z = ±1. Ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1

âûäåëåííàÿ âåòâü ëîãàðèôìà èìååò ðàçëîæåíèå

ln z = ln(1 + (z − 1)) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
,

òî äëÿ ôóíêöèè f(z) òî÷êà z = 1 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé. Òî÷êà

z = −1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì ñ âû÷åòîì

res
z=−1

f(z) = lim
z→−1

ln z

z − 1
= −1

2
ln(−1) = − iπ

2
.

Äëÿ áîëüøèõ R > 2 è ìàëûõ ε < 1/4 ðàññìîòðèì îáëàñòü D(R, ε), êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëóêðóãà {z : |z| < R, Im z > 0} óäàëåíèåì ìíîæåñòâ {z : |z| ⩽
ε, Im z > 0} è {z : |z+1| ⩽ ε, Im z > 0}. Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà
îáëàñòè D(R, ε) ñîñòîèò èç äóã:

∂D(R, ε) = ΓR + λε1 − γε1 + λε2 − γε2 + λε3,

ãäå ΓR : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π; λε1 : z = x, −R ⩽ x ⩽ −1 − ε; γε1 : z = −1 + εeiθ,

0 ⩽ θ ⩽ π; λε2 : z = x, −1 + ε ⩽ x ⩽ −ε; γε2 : z = εeiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π; λε3 : z = x,

ε ⩽ x ⩽ R.

Ïîñêîëüêó f ãîëîìîðôíà íà D(R, ε), òî ïî òåîðåìå Êîøè∫
∂D(R,ε)

f(z)dz = 0,
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λε1

γε1
λε2

γε2
λε3

ΓR

−R −1 −ε 0 ε 1 R

Ðèñ. 2. Ê ïðèìåðó 1

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∫
ΓR

f(z)dz +

−1−ε∫
−R

f(x)dx−
∫
γε
1

f(z)dz +

−ε∫
−1+ε

f(x)dx−
∫
γε
2

f(z)dz +

R∫
ε

f(x)dx = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ∣∣∣∣∣∣
∫
ΓR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
ΓR

|f(z)| · |dz| ⩽
√
(lnR)2 + π2

R2 − 1
πR→ 0

ïðè R→ ∞. Ïîýòîìó, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè R→ ∞, ïîëó÷àåì

−1−ε∫
−∞

ln |x|+ iπ

x2 − 1
dx+

−ε∫
−1+ε

ln |x|+ iπ

x2 − 1
dx+

∞∫
ε

lnx

x2 − 1
dx−

∫
γε
1

f(z)dz −
∫
γε
2

f(z)dz = 0.

Îòäåëÿÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âåùåñòâåííóþ ÷àñòü è âûïîëíÿÿ â ïåðâûõ

äâóõ èíòåãðàëàõ çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì

1−ε∫
ε

lnx

x2 − 1
dx+

∞∫
1+ε

lnx

x2 − 1
dx+

∞∫
ε

lnx

x2 − 1
dx− Re


∫
γε
1

f(z)dz +

∫
γε
2

f(z)dz

 = 0.

Äàëåå, ∣∣∣∣∣∣∣
∫
γε
2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
√
(ln ε)2 + π2

1− ε
πε→ 0

ïðè ε→ 0, à â ñèëó äîêàçàííîé âûøå ëåììû

lim
ε→0

∫
γε
1

f(z)dz = iπ res
z=−1

f(z) =
π2

2
.
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Òàêèì îáðàçîì,

2

∞∫
0

lnx

x2 − 1
dx− π2

2
= 0,

∞∫
0

lnx

x2 − 1
dx =

π2

4
.

□

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

∞∫
−∞

sinx

x
dx.

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = eiz/z ãîëîìîðôíà â C \ {0} è â òî÷êå
z = 0 èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ñ âû÷åòîì

res
z=0

eiz

z
= lim

z→0
eiz = 1.

Äëÿ R > 1 è 0 < ϱ < 1/2 ðàññìîòðèì êðèâûå:

ΓR : z = Reit, 0 ⩽ t ⩽ π; γϱ : z = ϱeit, 0 ⩽ t ⩽ π; λϱR = [−R,−ϱ], Lϱ
R = [ϱ,R].

Ïîñêîëüêó ΓR+λ
ϱ
R−γϱ+Lϱ

R ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé

îáëàñòè D(R, ϱ), â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà, òî ïî òåîðåìå Êîøè∫
ΓR

f(z)dz +

∫
λϱ
R

f(z)dz −
∫
γϱ

f(z)dz +

∫
Lϱ

R

f(z)dz = 0.

Â ñèëó ëåììû Æîðäàíà

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z)dz = 0.

Ïîýòîìó ïðè R→ ∞ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

−ϱ∫
−∞

eix

x
dx+

∞∫
ϱ

eix

x
dx =

∫
γϱ

f(z)dz.

Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â ýòîì ðàâåíñòâå, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

−ϱ∫
−∞

sinx

x
dx+

∞∫
ϱ

sinx

x
dx = Im


∫
γϱ

f(z)dz

 .

Íàêîíåö, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ϱ→ 0, ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

sinx

x
dx = Im

{
iπ res

z=0
f(z)

}
= π.

□



64 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

� 10. Ðåãóëÿðíûå âåòâè ëîãàðèôìà è êîðíåé

10.1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé. Îñíîâíîé âîïðîñ,

êîòîðûé èçó÷àåòñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå, çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿñíåíèè óñëîâèé âîç-

ìîæíîñòè âûäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé âåòâè ln f(z) è n
√
f(z) äëÿ ãîëîìîðôíîé â

îáëàñòè D ôóíêöèè f . Î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî â êà÷åñòâå îäíîãî èç óñëîâèé ïî-

òðåáîâàòü íåîáðàùåíèå â íóëü ôóíêöèè f â îáëàñòèD. Äðóãèå óñëîâèÿ ñâÿçàíû

ñ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îáëàñòè D è åå îáðàçà f(D).

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è f(z) ̸= 0

ïðè z ∈ D. Òîãäà â îáëàñòè D ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ln f(z) â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé

γ, ðàñïîëîæåííîé â D, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

J(f(γ), 0) = 0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ∆γ arg f(z) = 0. (10.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî F (z)�ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ln f(z)

â îáëàñòè D, ò. å. F ãîëîìîðôíà â D è eF (z) ≡ f(z). Òîãäà F ′(z) = f ′(z)/f(z)

è (f ′(z)/f(z))dz �ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â îáëàñòè D. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ â îáëàñòè D áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî

0 =

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = 2πiJ(f(γ), 0).

Îáðàòíî, äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî J(f(γ), 0) = 0 äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷-

íî-ãëàäêîé êðèâîé γ â D. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (f ′(z)/f(z))dz ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì â D. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F (z) äëÿ

f ′(z)/f(z), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Ôèê-

ñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó a ∈ D è çíà÷åíèå ln f(a) èç Ln{f(a)}. Ðàñïîðÿäèì-

ñÿ àääèòèâíîé êîíñòàíòîé ïåðâîîáðàçíîé òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

F (a) = ln f(a). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî(
f(z)e−F (z)

)′
= e−F (z) (f ′(z)− f(z)F ′(z)) = 0

äëÿ âñåõ z ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z)e−F (z) ≡ const. Ïðè z = a èìååì

f(a)e− ln f(a) = 1. Òàêèì îáðàçîì, f(z)e−F (z) ≡ 1 è eF (z) ≡ f(z). Äðóãèìè

ñëîâàìè, F (z) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ â îáëàñòè D ôóíêöèè ln f(z). □

Ñëåäñòâèå 10.1. Åñëè f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ, f(z) ̸= 0

ïðè z ∈ D è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10.1), òî äëÿ ëþáîãî c ∈ C â îáëàñòè D

ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè (f(z))
c
= ec ln f(z).

Ñëåäñòâèå 10.2. Åñëè f � ãîëîìîðôíàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ôóíêöèÿ

è f(z) ̸= 0 ïðè z ∈ D, òî â D ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèé

ln f(z) è (f(z))c, c ∈ C.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, à f ′(z)/f(z) ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé, òî â ñèëó òåîðåìû Êîøè∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = 0
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äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé âD. Ýòî îçíà-

÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (10.1) è âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé

ôóíêöèé ln f(z) è (f(z))c, c ∈ C.

Çàìå÷àíèå 10.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.1 ðåãóëÿðíóþ âåòâü ln f(z) â îá-

ëàñòè D ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé

ln f(z) = ln f(a) +

∫
γz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ, (10.2)

ãäå a�ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îáëàñòè D, ln f(a)�íåêîòîðîå çíà÷åíèå èç ìíî-

æåñòâà Ln{f(a)} è γz �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó a ñ òî÷êîé

z â îáëàñòè D.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ln f(z) â îáëàñòè D âûäåëÿåòñÿ êàê ïåð-

âîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f ′(z)/f(z). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû 4.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èíòåãðèðîâà-

íèåì ïî êóñî÷íî-ãëàäêèì êðèâûì ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

a ∈ D è ñ êîíöîì â òåêóùåé òî÷êå z ∈ D. Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë èíòåãðàëà îò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé∫
γz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = ln

∣∣∣∣f(z)f(a)

∣∣∣∣+ i∆γz arg f(ζ),

ôîðìóëó (10.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ln f(z) = ln |f(z)|+ i [θ +∆γz
arg f(ζ)] , (10.3)

ãäå θ�íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå arg f(a), ò. å. θ ∈ Arg{f(a)}.
Çàìå÷àíèå 10.2. Åñëè D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è 0 ̸∈ D, òî â îáëàñòè D

ìîæíî îïðåäåëèòü ln z ïî ôîðìóëå

ln z = ln a+

∫
γz

dζ

ζ
= ln |z|+ i [θ +∆γz

arg ζ] ,

ãäå a ∈ D, ln a ∈ Ln{a}, γz �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è

z â D è θ ∈ Arg{a}.
Çàìå÷àíèå 10.3. Âñå ðåãóëÿðíûå âåòâè ln f(z) â îáëàñòè D îòëè÷àþòñÿ

äðóã îò äðóãà íà àääèòèâíóþ ïîñòîÿííóþ 2kπi, k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1(z) è F2(z)�äâå ãîëîìîðôíûå â îáëàñòè D

ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

eF1(z) ≡ eF2(z) ≡ f(z).

Òîãäà eF1(z)−F2(z) ≡ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

F1(z)− F2(z) ≡ k(z) · 2πi,
ãäå k(z) ∈ Z äëÿ âñåõ z ∈ D. Îäíàêî, èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî k(z)�

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ. Ýòî âîçìîæíî,

êàê ñëåäóåò èç ëåììû íèæå, ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà k(z) òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà,

ò. å. k(z) ≡ k. □
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Ëåììà 10.1. Ïóñòü k(z)�íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà K ⊂ C, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ |w′−
w′′| ⩾ d > 0 äëÿ âñåõ w′, w′′ ∈ K, w′ ̸= w′′. Òîãäà k(z) ≡ const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì a ∈ D è ÷åðåç G1 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ

òî÷åê z ∈ D, äëÿ êîòîðûõ k(z) = k(a). Ïóñòü òàêæå G2 = D \ G1. Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè k(z) êàæäàÿ òî÷êà z0 èç G1 âõîäèò â ýòî ìíîæåñòâî ñ

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ε ∈ (0, d/2) íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,

÷òî |k(z)−k(z0)| < ε ïðè z ∈ Oδ(z0). Ïîñêîëüêó k(z0) = k(a) è ε < d/2, òî òàêæå

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî k(z) = k(a) è, ñëåäîâàòåëüíî, Oδ(z0) ⊂ G1.

Òàêèì îáðàçîì, G1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

è G2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Îäíàêî, G1 ∩ G2 = ∅ è D ⊂ G1 ∪ G2.

Â ñèëó ñâÿçíîñòè D îäíî èç ìíîæåñòâ G1 èëè G2 äîëæíî áûòü ïóñòûì. Ïî

óñëîâèþ a ∈ G1. Ñëåäîâàòåëüíî, G2 = ∅ è D = G1 ò. å. k(z) ≡ k(a). □

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ è f(z) ̸= 0

ïðè z ∈ D. Òîãäà äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â îáëàñòè D ìîæíî âûäåëèòü

ðåãóëÿðíóþ âåòâü n
√
f(z) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíó-

òîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â D, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

J(f(γ), 0) = k · n, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ∆γ arg f(z) = k · n · 2π, (10.4)

ãäå k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî g(z)�ðåãóëÿðíàÿ âåòâü n
√
f(z)

â îáëàñòè D, ò. å. g ãîëîìîðôíà â D è (g(z))n ≡ f(z). Òîãäà g(z) ̸= 0 â D è èç

ðàâåíñòâà f ′(z) = n(g(z))n−1g′(z) ñëåäóåò

f ′(z)

f(z)
= n

g′(z)

g(z)
.

Åñëè γ � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ â îáëàñòè D, òî Γ = f(γ) è Γ∗ =

g(γ) òàêæå áóäóò çàìêíóòûìè êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè, êîòîðûå íå ïðîõî-

äÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Èç ïîëó÷åííîãî âûøå ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

J(f(γ), 0) =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = n

1

2πi

∫
γ

g′(z)

g(z)
dz = nJ(Γ∗, 0),

ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10.4), ïîñêîëüêó J(Γ∗, 0) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (10.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé

êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â îáëàñòè D. Ôèêñèðóåì â îáëàñòè

D òî÷êó a è íåêîòîðîå çíà÷åíèå g(a) ∈ {(f(a))1/n}. Îïðåäåëèì â îáëàñòè D

ôóíêöèþ

g(z) = g(a) exp

 1

n

∫
γz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

 ,

ãäå γz �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è z â îáëàñòè D. Ïîêà-

æåì, ÷òî g(z) êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ãîëîìîðôíà â D è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(g(z))n = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D.
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Äëÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ g(z) íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åå çíà÷åíèå íå

çàâèñèò îò âûáîðà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γz, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a è z. Ïóñòü

γ∗z �äðóãàÿ òàêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà γ = γz − γ∗z áóäåò çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé

êðèâîé â D. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

1

2πi

∫
γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = J(f(γ), 0) = k · n,

ãäå k ∈ Z. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ýêñïîíåíòû

exp

 1

n

∫
γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

 = e2kπi = 1.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

exp

 1

n

∫
γz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

 · exp

− 1

n

∫
γ∗
z

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

 = 1,

îòêóäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g(z).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè g(z) âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷-

êó z0 ∈ D è îêðåñòíîñòü Or(z0) ⊂ D. Ïîñêîëüêó Or(z0) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé

îáëàñòüþ, à ôóíêöèÿ f ′(z)/f(z) ãîëîìîðôíà, òî (f ′(z)/f(z))dz �ïîëíûé äèô-

ôåðåíöèàë â Or(z0). Ïåðâîîáðàçíóþ h äëÿ f ′(z)/f(z) â Or(z0) ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ðàâåíñòâîì

h(z) =

∫
[z0,z]

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ.

Âûáèðàÿ γz = γz0 + [z0, z], ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

g(z) = g(z0)e
1
nh(z),

îòêóäà ñëåäóåò ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè g â Or(z0). Ïîñêîëüêó òî÷êà z0 âûáè-

ðàëàñü ïðîèçâîëüíî, òî g ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ g(z) â

îêðåñòíîñòè Or(z0) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

g′(z) =
1

n
g(z)h′(z) =

1

n
g(z)

f ′(z)

f(z)
.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z)(g(z))−n ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D

è â òî÷êå z = a ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ïîñêîëüêó[
f(z)(g(z))−n

]′
= f ′(z)(g(z))−n − nf(z)(g(z))−n−1g′(z)

= (g(z))−n

[
f ′(z)− n

g′(z)

g(z)
f(z)

]
= 0

äëÿ âñåõ z ∈ D, òî f(z)(g(z))−n ≡ 1 è (g(z))n ≡ f(z). □
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Çàìå÷àíèå 10.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.2 ðåãóëÿðíóþ âåòâü g(z) ôóíêöèè
n
√
f(z) â îáëàñòè D ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå

g(z) = g(a) exp

 1

n

∫
γz

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

 , (10.5)

ãäå a ∈ D, g(a) ∈ {(f(a))1/n} è γz �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ â

îáëàñòè D òî÷êè a è z. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòå-

ãðàëà îò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f , ïðåäñòàâëåíèå ðåãóëÿðíîé

âåòâè n
√
f(z) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g(z) = |f(z)|1/n exp
{
i

n
(θ +∆γz

arg f(ζ))

}
, (10.6)

ãäå θ ∈ Arg{f(a)}.
Çàìå÷àíèå 10.5. Âñå ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèè n

√
f(z) â îáëàñòè D îòëè-

÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìíîæèòåëåì ei2kπ/n, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g1(z) è g2(z)�äâå ðåãóëÿðíûå âåò-

âè ôóíêöèè n
√
f(z), òî (

g1(z)

g2(z)

)n

≡ 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì

g1(z) ≡ κ(z)g2(z),

ãäå κ(z) ∈ {ei2kπ/n : k = 0, 1, . . . , n−1}. Èç ëåììû 10.1 ñëåäóåò, ÷òî κ(z) ≡ const,

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. □

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãî-

çíà÷íîé ôóíêöèè 4
√
z3(z + 1) â îáëàñòè D = C\E, ãäå E � êîìïàêòíîå ñâÿçíîå

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êè z = 0 è z = −1 (íàïðèìåð, E = [−1, 0]).

Íàì íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 10.2 äëÿ ôóíêöèè

f(z) = z3(z + 1), n = 4, è îáëàñòè D = C \ E. Ïîñêîëüêó òî÷êè z = 0 è z = −1

íå ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D, òî f(z) ̸= 0 ïðè z ∈ D. Äàëåå, ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â D. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ f êàê

ïðîèçâåäåíèå f(z) = f1(z)f2(z), ãäå f1(z) = z3 è f2(z) = z + 1, è ïðèìåíÿÿ

ëîãàðèôìè÷åñêîå ñâîéñòâî èíäåêñà, ïîëó÷àåì

J(f(γ), 0) = J(f1(γ), 0) + J(f2(γ), 0).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

J(f1(γ), 0) =
1

2πi

∫
γ

f ′1(z)

f1(z)
dz =

3

2πi

∫
γ

dz

z
= 3J(γ, 0), J(f2(γ), 0) = J(γ,−1),

îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ J(f(γ), 0):

J(f(γ), 0) = 3J(γ, 0) + J(γ,−1).
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Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà E òî÷êè z = 0 è z = −1 ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé

æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè C \ γ è ïî òåîðåìå 7.1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(γ, 0) = J(γ,−1) = k,

ãäå k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì,

J(f(γ), 0) = 3k + k = 4k,

ò. å. óñëîâèå (10.4) âûïîëíåíî è â îáëàñòè C \ E ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ

âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 4
√
z3(z + 1). □

10.2. Ðàçëîæåíèå â ðÿäû ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ëîãàðèôìà è êîðíÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè Òåéëîðà è Ëîðàíà ðåãóëÿð-

íûõ âåòâåé (êîãäà îíè ñóùåñòâóþò) ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ln f(z) è (f(z))a,

a ∈ C. Êîãäà ââîäèëèñü ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåãó-
ëÿðíîé âåòâè ln(1+z), âûäåëÿåìîé â åäèíè÷íîì êðóãå D óñëîâèåì ln(1 + z)|z=0

= 0, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn.

Ïîñêîëüêó äðóãèå ðåãóëÿðíûå âåòâè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñëàãàåìûì 2kπi, òî äëÿ

íèõ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå â D áóäåò èìåòü âèä

ln(k)(1 + z) = 2kπi+

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn,

k = 0,±1,±2, . . ..

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ (1 + z)a, ãäå a ∈ C. Åå ðåãóëÿðíûå âåòâè â

åäèíè÷íîì êðóãå D îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðåãóëÿðíûå âåòâè ëîãàðèôìà

hk(z) = ea ln(k)(1+z).

Ïóñòü h(z)� âåòâü, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ k = 0, ò. å. âûäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì h(0) = 1. Òîãäà âñå îñòàëüíûå âåòâè áóäóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü ìíîæè-

òåëåì

hk(z) = eia2πkh(z),

k = 0,±1,±2, . . .. Íàéäåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà âåòâè h(z). Äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè

h′(z) =
a

1 + z
h(z), h′′(z) =

a(a− 1)

(1 + z)2
h(z), . . . ,

h(n)(z) =
a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

(1 + z)n
h(z), . . .

è óñëîâèåì h(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

h(z) =

∞∑
n=0

Cn
a z

n, ãäå Cn
a =

a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n!
(C0

a = 1).
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Äàëåå, â îáëàñòè C \ [−1, 1] ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ln 1−z
1+z èìååò ðåãóëÿðíûå

âåòâè. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z) = (1 − z)/(1 + z) â ýòîé îáëàñòè â íóëü

íå îáðàùàåòñÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé

γ ⊂ C \ [−1, 1] èìååì

J(f(γ), 0) =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
γ

2dz

z2 − 1

=
1

2πi

∫
γ

dz

z − 1
− 1

2πi

∫
γ

dz

z + 1
= J(γ, 1)− J(γ,−1).

Ïîñêîëüêó òî÷êè z = 1 è z = −1 ðàñïîëîæåíû â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C \ γ, òî J(γ,−1) = J(γ, 1) è óñëîâèÿ òåîðåìû 10.1 âû-

ïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â C \ [−1, 1] âûäåëÿþòñÿ âåòâè ôóíêöèè ln 1−z
1+z . Íî

òîãäà âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà (êàê â êîëüöåâîé îáëàñòè) êàæäàÿ âåòâü

äîëæíà èìåòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà.

Ïóñòü g(z)�íåêîòîðàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ln 1−z
1+z . Òîãäà

g′(z) =
2

z2 − 1
= 2

∞∑
n=1

1

z2n

è ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ñóììà ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿäà

S(z) = −2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)z2n−1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíêöèþ.

Ïðè ýòîì (g(z) − S(z))′ ≡ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, g(z) − S(z) ≡ const. Çàìåòèì

òåïåðü ÷òî (1− z)/(1+ z) → −1 ïðè z → ∞, ò. å. âåòâè ôóíêöèè ln 1−z
1+z èìåþò â

áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü, à èõ ïðåäåëû ïðèíàäëå-

æàò ìíîæåñòâó Ln{−1}, ò. å. èìåþò âèä i(π + 2kπ), k ∈ Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S(z) → 0 ïðè z → ∞. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä Ëîðàíà

âåòâåé ln 1−z
1+z :

ln(k)
1− z

1 + z
= i(2k + 1)π −

∞∑
n=1

2

2n− 1
z−(2n−1), k ∈ Z.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ⩾ 2 ðàññìîòðèì â C \ [−1, 0] ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

n
√
zn−1(z + 1).

Êàê è â ïðèìåðå 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ýòîé

ôóíêöèè. Íàéäåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà âåòâè, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ïîëî-

æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè z = x > 1. Çàìå÷àÿ, ÷òî

n
√
zn−1(z + 1) = z

(
1 +

1

z

)1/n

,
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ãäå â êà÷åñòâå (1 + 1
z )

1/n ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü âî âíåøíîñòè åäè-

íè÷íîãî êðóãà, ïðèíèìàþùàÿ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè z = x > 1, è èñ-

ïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (1 + z)a â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîëó÷àåì

n
√
zn−1(z + 1) = z

∞∑
m=0

Cm
1/n

1

zm
=

∞∑
m=0

Cm
1/n

1

zm−1
.

Äëÿ äðóãèõ âåòâåé ðàçëîæåíèå èìååò âèä(
n
√
zn−1(z + 1)

)
(k)

= ei2kπ/n
∞∑

m=0

Cm
1/nz

−(m−1), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

2∫
0

dx
3
√
x2(2− x)

.

Êàê è â ïðèìåðå 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãî-

çíà÷íîé ôóíêöèè 3
√
z2(2− z) â îáëàñòè C\ [0, 2]. Ôèêñèðóåì R > 2 è îïðåäåëèì

âåòâü ïî ôîðìóëå

g(z) = |z2(2− z)|1/3 exp
{
i

3

(
π +∆γz

arg ζ2(2− ζ)
)}

, (10.7)

ãäå π� îäíî èç çíà÷åíèé arg(R2(2−R)) = arg(−1) à γz �êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðè-

âàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ R ñ òî÷êîé z âíóòðè îáëàñòè C \ [0, 2]. Äëÿ ìàëîãî ε > 0

ðàññìîòðèì îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå îêðóæíîñòè Cε
1 è Cε

2 ðàäèóñà ε ñ

öåíòðàìè â òî÷êàõ z = 0 è z = 2, ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçîê λ+ε = [ε, 2−ε] è òàêîé
æå îòðåçîê λ−ε ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé. Òîãäà λ+ε +Cε

2 +λ
−
ε +Cε

1 ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ãðàíèöó ∂Dε âíåøíåé

îáëàñòè Dε.

γ+x

cε1 λ+ε

λ−ε

cε2

γ−x

0 2 R

Ðèñ. 3. Ê ïðèìåðó 2
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Ïîñêîëüêó â Dε íåò îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè 1/g(z), òî ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ∫
∂Dε

dz

g(z)
= 2πi res

z=∞

1

g(z)
. (10.8)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10.8) çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

1/g(z) âî âíåøíîñòè êðóãà |z| > 2 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé

ôóíêöèè

e−iπ/3 1

z

(
1− 2

z

)−1/3

,

êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà

e−iπ/3 1

z

(
1− 2

z

)−1/3

(k)

= e−iπ/3 1

z
e−i2kπ/3

∞∑
m=0

Cm
−1/3

(−2)m

zm

= e−i(2k+1)π/3
∞∑

m=0

Cm
−1/3

(−2)m

zm+1
,

k = 0, 1, 2. Ïîñêîëüêó Cm
−1/3(−2)m > 0 ïðè âñåõ m = 0, 1, 2, . . ., òî ñóììà ðÿäà

∞∑
m=0

Cm
−1/3

(−2)m

zm+1

ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè z = R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 1/g(R)

èìååò àðãóìåíò −π/3. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âíåøíîñòè êðóãà |z| > 2 èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå

1

g(z)
= e−iπ/3

∞∑
m=0

Cm
−1/3

(−2)m

zm+1
.

Îòñþäà íàõîäèì

res
z=∞

1

g(z)
= −c−1 = −e−iπ/3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10.8) íóæíî âûÿñíèòü,

êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ g íà λ+ε � âåðõíåé ñòîðîíå îòðåçêà [ε, 2−ε]
è íà åãî íèæíåé ñòîðîíå λ−ε . Ïóñòü γ

+
x �äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè R è x ∈ λ+ε ,

à γ−x �äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ R è x ∈ λ−ε . Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g

áóäåì îáîçíà÷àòü g(x+ i0) è g(x− i0), ñîîòâåòñòâåííî. Çàìå÷àÿ, ÷òî

∆γ+
x
arg z2(2− z) = 2∆γ+

x
arg z +∆γ+

x
arg(z − 2) = π, ∆γ−

x
arg z2(2− z) = −π,

ïîëó÷àåì

g(x+ i0) = 3
√
x2(2− x)ei2π/3, g(x− i0) = 3

√
x2(2− x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
λ+
ε

dz

g(z)
= e−i2π/3

2−ε∫
ε

dx
3
√
x2(2− x)

,

∫
λ−
ε

dz

g(z)
= −

2−ε∫
ε

dx
3
√
x2(2− x)

.
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Äàëåå, ∣∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

1

dz

g(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
Cε

1

|dz|
|z2(2− z)|1/3 ⩽

2πε

ε2/3(2− ε)1/3
→ 0,

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

2

dz

g(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
2πε

(2− ε)2/3ε1/3
→ 0

ïðè ε→ 0. Òàêèì îáðàçîì,

lim
ε→0

∫
∂Dε

dz

g(z)
=
(
e−i2π/3 − 1

)
I

è ðàâåíñòâî (10.8) â ïðåäåëå ïðè ε→ 0 ïðèíèìàåò âèä(
e−i2π/3 − 1

)
I = −2πie−iπ/3.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

I =
2πie−iπ/3

1− e−i2π/3
=

2πi

eiπ/3 − e−iπ/3
=

π

sin π
3

=
2π√
3
.

� 11. Ïðèíöèï àðãóìåíòà è îòîáðàæàþùèå

ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D, çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ

îñîáûõ òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åå ïîëþñàìè. Åñëè K �êîìïàêòíîå ïîäìíî-

æåñòâî îáëàñòè D, òî íà K ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîëþñîâ íà K, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èëî áû óñëîâèþ íàëè÷èÿ ëèøü èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê. Êàê áûëî

ïîêàçàíî ðàíåå, êàæäûé ïîëþñ èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Ïóñòü b1, . . . , bm �

ïîëþñû ôóíêöèè f , ïîïàäàþùèå íà K, à q1, . . . , qm �èõ êðàòíîñòè. Òîãäà

P = q1+ . . .+qm íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ïîëþñîâ ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå K ñ ó÷å-

òîì èõ êðàòíîñòè. Åñëè f(z) ̸≡ 0, òî åå íóëè òàêæå áóäóò èçîëèðîâàííûìè

è èìåòü êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íà K áóäåò ðàñïîëîæåíî ëèøü

êîíå÷íîå èõ ÷èñëî. Ïóñòü a1, . . . , an �íóëè ôóíêöèè f , ïîïàäàþùèå íà K, à

s1, . . . , sn �èõ êðàòíîñòè. Òîãäà N = s1 + . . . + sn íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íóëåé

ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå K ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Òåîðåìà 11.1 (Ïðèíöèï àðãóìåíòà). Ïóñòü D� îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ

öèêëîì γ, è f � ãîëîìîðôíàÿ íà D = D∪ γ (ò. å. â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåð-
æàùåé D,) ôóíêöèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ åå ïîëþñàìè. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî íóëè è ïîëþñû ôóíêöèè f íå

ïîïàäàþò íà γ. Òîãäà ÷èñëî N åå íóëåé è ÷èñëî P åå ïîëþñîâ â îáëàñòè D ñ

ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

N − P =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = J(f(γ), 0) =

1

2π
∆γ arg f(z). (11.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó çàìûêàíèå D îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-

íûì ìíîæåñòâîì, òî â D ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ

ôóíêöèè f . Ïóñòü a1, . . . , an � åå íóëè ñ êðàòíîñòÿìè s1, . . . , sn, à b1, . . . , bm �

åå ïîëþñû ñ êðàòíîñòÿìè q1, . . . , qm, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà N = s1 + . . .+ sn è

P = q1 + . . .+ qm. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =

n∏
k=1

(z − ak)
−sk

m∏
k=1

(z − bk)
qkf(z).

Î÷åâèäíî, ÷òî èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè a1, . . . , an, b1, . . . , bm ôóíêöèè g

ÿâëÿþòñÿ óñòðàíèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé è

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà D. Èç ðàâåíñòâà

f(z) = (z − a1)
s1 · . . . · (z − an)

sn(z − b1)
−q1 · . . . · (z − bm)−qmg(z)

ñëåäóåò, ÷òî

f ′(z)

f(z)
=

n∑
k=1

sk
z − ak

−
m∑

k=1

qk
z − bk

+
g′(z)

g(z)
.

Ïîñêîëüêó g(z) ̸= 0 íà D, òî ôóíêöèÿ g′(z)/g(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà D è

ïî òåîðåìå Êîøè ∫
γ

g′(z)

g(z)
dz = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

skJ(γ, ak)−
m∑

k=1

qkJ(γ, bk) = N − P

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Íà ïðàêòèêå ïðèíöèï àðãóìåíòà ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 11.2 (Ðóø�å). Ïóñòü D� îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ öèêëîì γ, à f

è φ� ãîëîìîðôíûå íà D = D∪ γ ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |φ(z)| <
|f(z)| ïðè z ∈ γ. Òîãäà f è f +φ èìåþò â D îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì

èõ êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû f(z) ̸= 0 è f(z) + φ(z) ̸= 0 ïðè

z ∈ γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

F (z) =
f(z) + φ(z)

f(z)

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà D, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà

ïîëþñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â D. Êðîìå òîãî, F íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà γ. Â

äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëþñàìè ôóíêöèè F ìîãóò áûòü ëèøü íóëè ôóíêöèè f .

Ïóñòü N1 � îáùåå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f , à N2 � îáùåå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè

f + φ, â îáëàñòè D ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. Åñëè N � îáùåå ÷èñëî íóëåé, à
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P � îáùåå ÷èñëî ïîëþñîâ, ôóíêöèè F â îáëàñòè D ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, òî

N − P = N2 −N1 è ïî ïðèíöèïó àðãóìåíòà

N2 −N1 = J(F (γ), 0).

Îäíàêî, èç ðàâåíñòâà F (z) = 1 + φ(z)/f(z) è óñëîâèÿ |φ(z)/f(z)| < 1 ïðè z ∈
γ âèäíî, ÷òî F (γ) ðàñïîëîæåíà â êðóãå |w − 1| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

w = 0 ðàñïîëîæåíà âî âíåøíåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C \ F (γ) è
J(F (γ), 0) = 0. Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî N1 = N2. □

Òåîðåìà 11.3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Êàæäûé ìíîãî÷ëåí n-òîé

ñòåïåíè P (z) = zn + cn−1z
n−1 + . . . + c0 èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C

ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(z) = zn è φ(z) = cn−1z
n−1 + . . .+ c0. Òîãäà∣∣∣∣φ(z)f(z)

∣∣∣∣ = 1

|z|
∣∣∣cn−1 +

cn−2

z
+ . . .+

c0
zn−1

∣∣∣ → 0

ïðè z → ∞. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî |φ(z)/f(z)| < 1 ïðè |z| ⩾ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îêðóæíîñòè ΓR : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, äëÿ ôóíêöèé f è φ

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ðóø�å è ôóíêöèè f(z) = zn è f(z)+φ(z) = P (z)

áóäóò èìåòü â êðóãå |z| < R îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Îäíàêî z = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì êðàòíîñòè n äëÿ f(z) = zn. Âíå ýòîãî êðóãà

ïîëèíîì P â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, ïîñêîëüêó |φ(z)| < |f(z)| ïðè |z| ⩾ R. □

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæå-

íèè.

Òåîðåìà 11.4 (Î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü f ãî-

ëîìîðôíà â îáëàñòè D è f(z0) = w0, z0 ∈ D. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(z)−w0 èìååò â òî÷êå z0 íóëü ïîðÿäêà n, ò. å. f
′(z0) = . . . = f (n−1)(z0) = 0 è

f (n)(z0) ̸= 0. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè Or(z0) ⊂ D, r > 0, è Oϱ(w0),

ϱ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî w∗ ∈ Ȯϱ(w0) óðàâíåíèå f(z) = w∗ èìååò â Or(z0) ðîâíî

n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f (n)(z0) ̸= 0, òî f(z) ̸≡ const. Â ñèëó èçîëè-

ðîâàííîñòè íóëåé íåïîñòîÿííîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

Or(z0), êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âD âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì è òàêàÿ, ÷òî ôóíê-

öèè f(z)−w0 è f
′(z) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â Or(z0)\{z0}. Ïóñòü γ = ∂Or(z0)�

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êðóãàOr(z0) è Γ = f(γ)� åå îáðàç ïðè

îòîáðàæåíèè ïîñðåäñòâîì f . Çàìå÷àÿ, ÷òî Γ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó w0, âû-

áåðåì ÷èñëî ϱ > 0 ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò w0 äî Γ. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî

w∗ èç Ȯϱ(w0). Èç óñëîâèÿ âûáîðà ϱ ñëåäóåò, ÷òî

|w0 − w∗| < |f(z)− w0|

äëÿ âñåõ z ∈ γ. Íî òîãäà ïî òåîðåìå Ðóø�å ôóíêöèè

f(z)− w0 è f(z)− w∗ = (f(z)− w0) + (w0 − w∗)
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èìåþò â Or(z0) îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. Îäíàêî, f(z)−
w0 èìååò â Or(z0) îäèí íóëü z = z0 ïîðÿäêà n. Ïîñêîëüêó f ′(z) ̸= 0 ïðè z ∈
Ȯr(z0), òî âñå íóëè ôóíêöèè f(z)−w∗ â îêðåñòíîñòèOr(z0) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Òàêèì îáðàçîì, âOr(z0) ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n òî÷åê z1, . . . , zn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ f(z) = w∗. □

Íàïîìíèì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîëèñò-

íîé â ýòîé îáëàñòè, åñëè f(z1) ̸= f(z2) ïðè z1 ̸= z2 äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê z1, z2
èç D. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîëèñòíîé â D, åñëè äëÿ êàæäîé

òî÷êè z0 ∈ D íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Or(z0), â êîòîðîé f îäíîëèñòíà.

Çàìå÷àíèå 11.1. Èç òåîðåìû î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè

f â îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ íåîáðàùåíèå â íóëü ïðîèçâîäíîé, ò. å. óñëîâèå f ′(z) ̸= 0

â D. Äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ áûëà äîêàçàíà ðàíåå, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû

îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.

Òåîðåìà 11.5 (Ïðèíöèï îòêðûòîñòè èëè ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè). Íå-

ïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îò-

êðûòûå, à îáëàñòü� â îáëàñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è f(D) = G. Åñëè

w0 ∈ G, òî â D íàéäåòñÿ òàêîå z0, ÷òî f(z0) = w0. Ïîñêîëüêó f(z) ̸≡ const,

òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî f (n)(z0) ̸= 0. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 11.4

íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòèOr(z0) èOϱ(w0) òàêèå, ÷òîOϱ(w0) ⊂ f(Or(z0)) ⊂ G. Ñëå-

äîâàòåëüíî, G� îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà G ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî ïðè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ïåðåõîäÿò â ñâÿçíûå.

□

Òåîðåìà 11.6 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ). Ïóñòü f �íåïîñòîÿí-

íàÿ ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ. Òîãäà ìàêñèìóì ìîäóëÿ |f(z)| à òàê-
æå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû âåùåñòâåííîé Re f(z) è ìíèìîé Im f(z) ÷àñòåé

ôóíêöèè f íå ìîãóò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî â òî÷êå z0 ∈ D äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ìî-

äóëÿ ôóíêöèè f , ò. å. |f(z)| ⩽ |f(z0)| äëÿ âñåõ z ∈ D. Òîãäà G = f(D) äîëæíà

ñîäåðæàòüñÿ â êðóãå |w| ⩽ |f(z0)|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà w0 = f(z0) ëåæèò

íà ãðàíèöå ýòîãî êðóãà, à ïî òåîðåìå 11.5 G ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì

è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ϱ > 0, ÷òî Oϱ(w0) ⊂ G. Îäíàêî â Oϱ(w0) íàé-

äåòñÿ òî÷êà w1, äëÿ êîòîðîé |w1| > |w0|, à â îáëàñòè D íàéäåòñÿ òî÷êà z1, äëÿ

êîòîðîé f(z1) = w1, ò. å. |f(z1)| > |f(z0)|. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ïðåäïîëî-

æåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè |f(z0)|. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î
ìàêñèìóìå è ìèíèìóìå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè f . □

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â àíàëèçå.

Íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è î òîì, â êàêîé òî÷êå êâàäðàòà äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-

ìóì ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè äî âåðøèí êâàäðàòà, ñóùå-

ñòâåííî óïðîùàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòîãî ïðèíöèïà.
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Òåîðåìà 11.7 (Ëåììà Øâàðöà). Ïóñòü ãîëîìîðôíàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå

D = {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: f(0) = 0 è |f(z)| ⩽ 1

ïðè z ∈ D. Òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(z)| ⩽ |z| (11.2)

è, êðîìå òîãî,

|f ′(0)| ⩽ 1. (11.3)

Ïðè ýòîì çíàê ðàâåíñòâà â (11.2) ïðè z ̸= 0 èëè â (11.3) äîñòèãàåòñÿ ëèøü â

ñëó÷àå f(z) = eiθz, ãäå θ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñäåëàííûõ â óñëîâèè òåîðåìû ïðåäïîëîæåíèé

ôóíêöèÿ φ(z) = f(z)/z ãîëîìîðôíà â D\{0} è â òî÷êå z = 0 èìååò óñòðàíèìóþ

îñîáåííîñòü. Ïîëàãàÿ φ(0) = f ′(0), ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ â D ôóíêöèþ φ.

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî r ∈ (0, 1) â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ èìååì

max
|z|⩽r

|φ(z)| = max
|z|=r

|φ(z)| = 1

r
max
|z|=r

|f(z)| ⩽ 1

r
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè z ∈ D ôèêñèðîâàíî, òî äëÿ r ∈ (|z|, 1) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî |φ(z)| ⩽ 1/r. Îñóùåñòâëÿÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

ïðè r → 1, ïîëó÷àåì |φ(z)| ⩽ 1. Ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó |f(z)| ⩽ |z|.
Êðîìå òîãî, |φ(0)| = |f ′(0)| ⩽ 1.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ z0 ̸= 0 èç D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |f(z0)| = |z0|.
Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî |φ(z0)| = 1. Íî òîãäà â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

φ(z) ≡ eiθ, θ ∈ R, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, f(z) ≡ eiθz. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà

â (11.3) âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî |φ(0)| = 1 è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê âèäó

ôóíêöèè f(z) ≡ eiθz. □

Êîíôîðìíîñòü.

Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ f . Äîïóñòèì, ÷òî â òî÷-

êå z0 ∈ D íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ f ′(z0) ̸= 0. Òîãäà, êàê ñëåäóåò

èç òåîðåìû î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå îòîáðàæåíèÿ, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Or(z0),

â êîòîðîé f îäíîëèñòíà. Ïóñòü γ : z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, � ãëàäêèé ïóòü (ò. å.

z′(t) ̸= 0) â Or(z0), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó z0, ò. å. z(t0) = z0 ïðè íåêîòîðîì

t0 ∈ (α, β). Åãî îáðàç Γ: w = f(z(t)), α ⩽ t ⩽ β, ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïóòåì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó w0 = f(z0). Äåéñòâè-

òåëüíî, w′(t) = f ′(z(t))z′(t) ̸= 0 ïðè t ∈ (α, β). Â ÷àñòíîñòè,

w′(t0) = f ′(z0)z
′(t0). (11.4)

Èññëåäóåì çíà÷åíèå ýòîãî ðàâåíñòâà.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî ∆w = w(t)− w(t0)� ñåêóùàÿ äëÿ êðèâîé Γ, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç òî÷êó w0, à ∆z = z(t)−z(t0)� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåêóùàÿ äëÿ êðèâîé

γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z0. Ïðè ýòîì ∆w = f ′(z0)∆z + o(|∆z|) è

lim
∆z→0

|∆w|
|∆z| = |f ′(z0)|.
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Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |f ′(z0)| ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì èñêàæåíèÿ

äëèíû â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè f . Ïðè÷åì îí íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ

ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó z0, ò. å. âñå ïóòè â òî÷êå z0 èìåþò îäèí è òîò

æå êîýôôèöèåíò èñêàæåíèÿ äëèíû. Îáðàçíî ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê

òî, ÷òî ½áåñêîíå÷íî ìàëàÿ“ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ïåðåõîäèò â ½áåñ-

êîíå÷íî ìàëóþ“ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå w0 = f(z0). Òàêèì îáðàçîì,

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå � ýòî êîýôôèöèåíò èñêà-

æåíèÿ äëèí â ýòîé òî÷êå. Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî |f ′(z0)|2 ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì

îòîáðàæåíèÿ w = f(z), ò. å. êîýôôèöèåíòîì èñêàæåíèÿ ïëîùàäè.

Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíàÿ ê ãëàäêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì

ñåêóùåé, òî arg z′(t0) âûðàæàåò óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

γ â òî÷êå z0 ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé îñè. Àíàëîãè÷íîå

çíà÷åíèå èìååò argw′(t0) â w-ïëîñêîñòè. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå âåòâè

àðãóìåíòà èç ðàâåíñòâà (11.4) ïîëó÷àåì

argw′(t0) = arg f ′(z0) + arg z′(t0).

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë arg f ′(z0)� ýòî óãîë ïîâîðîòà íàïðàâ-

ëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãëàäêîé êðèâîé γ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè

ïîñðåäñòâîì f . Ýòîò óãîë íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó z0. Ïîýòîìó, åñëè γ è γ∗ �äâå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó z0 è

ïåðåñåêàþùèåñÿ â ýòîé òî÷êå ïîä óãëîì α, òî èõ îáðàçû Γ = f(γ) è Γ∗ = f(γ∗)

áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â òî÷êå w0 ïîä òåì æå óãëîì α. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò

êîíñåðâàòèçìîì óãëîâ èëè êîíôîðìíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ w = f(z) â òî÷êå z0.

Òåîðåìà 11.8. Ïóñòü w = f(z) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D è íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà â âåùåñòâåííîì ñìûñëå. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷-

êå z0 ∈ D â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â êîìïëåêñ-

íîì ñìûñëå â ýòîé òî÷êå è f ′(z0) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè â âåùåñòâåí-

íîì ñìûñëå îòîáðàæåíèÿ w = f(z) îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè u(x, y)

è v(x, y), ãäå z = x + iy, w = u + iv, èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå. Òî, ÷òî èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â êîìïëåêñíîì ñìûñëå è óñëîâèÿ

f ′(z0) ̸= 0 ñëåäóåò êîíôîðìíîñòü (êîíñåðâàòèçì óãëîâ) â òî÷êå z0 áûëî ïî-

êàçàíî âûøå. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå f êîíôîðìíî â òî÷êå z0.

Åñëè γ : z = z(t), α ⩽ t ⩽ β, � ãëàäêèé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó z0, ò. å.

z(t0) = z0, t0 ∈ (α, β), òî ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè w = f(z(t)) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

w′(t0) =
∂f

∂x
(z0)x

′(t0) +
∂f

∂y
(z0)y

′(t0),

ãäå
∂f

∂x
=

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
,

∂f

∂y
=

∂u

∂y
+ i

∂v

∂y
.

Âûðàæàÿ x′(t) è y′(t) ÷åðåç z′(t) = x′(t) + iy′(t), ðàâåíñòâî äëÿ w′(t0) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

w′(t0) =
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
z′(t0) +

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
z′(t0).
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Ïîñêîëüêó ïóòü γ ãëàäêèé, òî z′(t0) ̸= 0 è èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

w′(t0)

z′(t0)
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
+

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
z′(t0)

z′(t0)
. (11.5)

Êîíôîðìíîñòü â òî÷êå z0 îòîáðàæåíèÿ w = f(z) îçíà÷àåò, ÷òî arg{w′(t0)/z
′(t0)}

íå çàâèñèò îò arg z′(t0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèå z′(t0)/z
′(t0) ïðèíèìàåò

âñå çíà÷åíèÿ eiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, êîãäà ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé z′(t0) ê

êðèâîé γ â òî÷êå z0 (ïðè ïîâîðîòå γ â òî÷êå z0). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (11.5)

âèäíî, ÷òî êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ w = f(z) â òî÷êå z0 âîçìîæíà ëèøü â

ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ãëàä-

êèå êðèâûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z) â ãëàäêèå êðèâûå, òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f ′(z0) ̸= 0. □

Çàìå÷àíèå 11.2. Èç ðàâåíñòâà (11.5) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íåçàâèñè-

ìîñòè êîýôôèöèåíòà èñêàæåíèÿ äëèíû |w′(t0)/z
′(t0)| îò íàïðàâëåíèÿ ïóòè γ

âëå÷åò îäíî èç ñîîòíîøåíèé

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0 èëè

∂f

∂x
− i

∂f

∂y
= 0.

Ïåðâîå èç íèõ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì Êîøè�Ðè-

ìàíà. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â êîìïëåêñíîì ñìûñëå â òî÷êå z0.

Êîíôîðìíîñòü â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé f îáëàñòåé â ðàñøèðåííîé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íóæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå êîíôîðìíîñòè íà

ñëó÷àè, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èëè îáëàñòü çíà÷åíèé (èëè îáå) îòîáðàæå-

íèÿ f ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó.

Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà a îòîáðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèè f â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ò. å. f(z) → ∞ ïðè z → a.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z = a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè f . Ôóíêöèÿ g(z) =

1/f(z) áóäåò èìåòü òî÷êó z = a â êà÷åñòâå óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè. Êðîìå òî-

ãî, ïîëàãàÿ g(a) = 0, ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ôóíêöèþ

g. Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ g (à, ñëåäîâàòåëüíî, è f) â òî÷êå a ýêâèâàëåíò-

íà óñëîâèþ g′(a) ̸= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f äîëæíà èìåòü â òî÷êå z = a

ïðîñòîé ïîëþñ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f áóäåò îäíîëèñòíîé è êîíôîðìíîé â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîëþñà a â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïîëþñ

ïðîñòîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà f ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè. Îáñóæäàòü âîïðîñ êîíôîðìíîñòè f â òî÷êå z = ∞ èìååò

ñìûñë ëèøü ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî)

ôóíêöèè f(z) ïðè z → ∞. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî ýòîò ïðåäåë êîíå÷íûé, ò. å.
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f(z) → w0 ïðè z → ∞ è w0 ∈ C. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ

óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè f . Òîãäà ôóíêöèÿ g(ζ) = f(1/ζ) òàêæå

áóäåò èìåòü â òî÷êå ζ = 0 óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü. Ïîëàãàÿ g(0) = w0, ìû

ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0 ôóíêöèþ g. Êîíôîðìíîñòü

ôóíêöèè g â òî÷êå ζ = 0 ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ g′(0) ̸= 0. Ïåðåïèøåì ýòî

óñëîâèå íà ôóíêöèþ f . Ïîñêîëüêó

g′(0) = lim
ζ→0

g(ζ)− w0

ζ
= lim

z→∞
z(f(z)− w0) = − res

z=∞
f(z),

òî ïðèõîäèì ê âûâîäó: åñëè z = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé äëÿ

ôóíêöèè f , òî îòîáðàæåíèå w = f(z) áóäåò îäíîëèñòíûì è êîíôîðìíûì â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, åñëè res
z=∞

f(z) ̸= 0.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé f(z) → ∞ ïðè z → ∞, ò, å. êîãäà z = ∞
ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè f . Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî êîíôîðìíîñòè ïå-

ðåíîñèòñÿ íà ôóíêöèþ g(ζ) = 1/f(1/ζ) â òî÷êå ζ = 0. Óñëîâèå g′(0) ̸= 0 â

òåðìèíàõ ôóíêöèè f ïðèíèìàåò âèä

g′(0) = lim
ζ→0

g(ζ)

ζ
= lim

z→∞

z

f(z)
̸= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè f .

� 12. Ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

12.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé â òåîðèè

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìàÿ

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåí-

íûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé fn, n = 1, 2, . . ., ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â

D ê ôóíêöèè f , åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 ∈ D íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü

Or(z0), r > 0, ÷òî Or(z0) ⊂ D è fn(z) → f(z) ðàâíîìåðíî â Or(z0) ïðè n→ ∞.

Çàìå÷àíèå 12.1. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü â äðóãîé ýêâèâà-

ëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíî-

ìåðíî â îáëàñòè D ê ôóíêöèè f â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ D ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà K ê ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè fn → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 12.1 è K �êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè D, òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè z0 ∈ K íàéäåòñÿ r0 > 0 òàêîå, ÷òî Or0(z0) ⊂ D è fn(z) → f(z)

ðàâíîìåðíî â Or0(z0) ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K

îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ, à K �êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî âûáðàòü

êîíå÷íîå ÷èñëî îêðåñòíîñòåé Or1(z1), . . . ,Orm(zm), êîòîðûå ïîêðûâàþò K è â

êàæäîé èç êîòîðûõ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ðàâíîìåðíàÿ. Ïóñòü
òåïåðü ε > 0. Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè Ork(zk), k = 1, . . . ,m, ñóùåñòâóåò
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íîìåð Nk òàêîé, ÷òî |f(z) − fn(z)| < ε ïðè âñåõ z ∈ Ork(zk) è n ⩾ Nk. Íî

òîãäà äëÿ n ⩾ max{N1, . . . , Nm} è âñåõ z ∈ K áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|f(z)− fn(z)| < ε. Ïîñêîëüêó ε > 0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî ýòî è îçíà÷àåò

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} íà ìíîæåñòâå K.

Îáðàòíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì

êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ D, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 ∈ D íàéäåòñÿ (â

ñèëó òîãî, ÷òî D� îòêðûòîå ìíîæåñòâî) îêðåñòíîñòü Or(z0) ⊂ D. Çàìêíóòûé

êðóã {z : |z − z0| ⩽ r/2} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè D è ïî

ïðåäïîëîæåíèþ fn(z) → f(z) ðàâíîìåðíî â îêðåñòíîñòè Or/2(z0). □

Òåîðåìà 12.1 (Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü {fn}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëî-

ìîðôíûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé è fn(z) → f(z) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D ïðè

n→ ∞. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé;

(ii) f ′n(z) → f ′(z) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü z0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Âûáåðåì

r > 0 òàê, ÷òîáû çàìêíóòûé êðóã Or(z0) ñîäåðæàëñÿ â îáëàñòè D. Ïîñêîëüêó

ýòîò êðóã ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè D, òî fn(z) → f(z)

ðàâíîìåðíî íà Or(z0), à ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò íåïðåðûâíîé. Äàëåå,

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ ⊂ Or(z0) â ñèëó ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} íà íåé áóäåì èìåòü

lim
n→∞

∫
γ

fn(z)dz =

∫
γ

f(z)dz.

Îäíàêî ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f â Or(z0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ìîðåðà 5.4

è, ñëåäîâàòåëüíî, f ãîëîìîðôíà â Or(z0). Ïîñêîëüêó z0 áûëà ïðîèçâîëüíîé

òî÷êîé îáëàñòè D òî ãîëîìîðôíîñòü f â D äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè äëÿ

ïðîèçâîäíûõ (5.2). Ñíîâà ôèêñèðóåì z0 ∈ D è r > 0 òàêîå, ÷òî Or(z0) ⊂
D. Åñëè γr = ∂Or(z0)�ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà îêðåñòíîñòè

Or(z0), òî äëÿ âñåõ z ∈ Or(z0) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

f ′(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ, f ′n(z) =

1

2πi

∫
γr

fn(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Íî òîãäà äëÿ z ∈ Or/2(z0) áóäåì èìåòü

|f ′(z)− f ′n(z)| =
1

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
γr

f(ζ)− fn(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 4

r
max
ζ∈γr

|f(ζ)− fn(ζ)|.

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò z ∈ Or/2(z0) è ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞, òî f ′n(z) → f ′(z) ðàâíîìåðíî â Or/2(z0). Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå òî, ÷òî z0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî èç D, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ

(ii). □
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Èíîãäà óòâåðæäåíèå (i) íàçûâàþò ïåðâîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà, à (ii)�

âòîðîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà.

Ðàíåå ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëî-

ìîðôíóþ â êðóãå ñõîäèìîñòè ôóíêöèþ. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ïîçâîëÿåò ðàñ-

øèðèòü ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 12.1 (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ ðÿäîâ). Ïóñòü ðÿä∑∞
n=1 fn(z), ñîñòàâëåííûé èç ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé fn ñõîäèò-

ñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D. Òîãäà åãî ñóììà f(z) =
∑∞

n=1 fn(z) ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé è ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, ò. å.

f ′(z) =
∑∞

n=1 f
′
n(z).

Òåîðåìà 12.2 (Ãóðâèöà). Ïóñòü ôóíêöèè fn, n = 1, 2, . . ., ãîëîìîðôíû è

íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â îáëàñòè D. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî fn(z) → f(z)

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D. Òîãäà ëèáî f(z) ≡ 0, ëèáî f(z) ̸= 0 ïðè z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî f(z) ̸≡ 0 è f(a) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå

a ∈ D. Òîãäà â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè íóëåé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ

òàêîå r > 0, ÷òî Or(a) ⊂ D è f(z) ̸= 0 ïðè z ∈ Ȯr(a). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è íà γ = ∂Or(a). Ïîñêîëüêó γ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì

ìíîæåñòâîì, òî

min
z∈γ

|f(z)| = δ > 0.

Â ñèëó ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} íàéäåòñÿ

íîìåð N òàêîé, ÷òî

|fn(z)− f(z)| < δ/2

ïðè âñåõ n ⩾ N è z ∈ γ. Íî òîãäà ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ fn(z) = f(z) +

(fn(z) − f(z)) áóäåò èìåòü â Or(a) ñòîëüêî æå íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè,

ñêîëüêî è ôóíêöèÿ f(z). Îäíàêî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû, ñîãëàñ-

íî êîòîðûì fn íå äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü â îáëàñòè D. □

Ñëåäñòâèå 12.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîëèñòíûõ è ãîëîìîðôíûõ

â îáëàñòè D ôóíêöèé fn, n = 1, 2, . . ., ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D ê

ôóíêöèè f(z) ̸≡ const. Òîãäà f òàêæå îäíîëèñòíà â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî f(z1) = f(z2) = w0 äëÿ íåêîòîðûõ z1, z2 ∈
D è z1 ̸= z2. Âûáåðåì r > 0 òàê, ÷òîáû Or(z1) ⊂ D, Or(z2) ⊂ D è Or(z1) ∩
Or(z2) = ∅. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ôóíêöèÿ fn îäíîëèñòíà â D, òî fn(z) ̸= w0

õîòÿ áû â îäíîé èç îêðåñòíîñòåé Or(z1) èëè Or(z2). Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk
} è îäíó èç îêðåñòíîñòåé Or(z1) èëè Or(z2) òàê,

÷òîáû âñå ôóíêöèè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fnk
íå ïðèíèìàëè çíà÷åíèÿ w0 â

âûáðàííîé îêðåñòíîñòè, ò. å. fnk
(z) − w0 ̸= 0. Íî òîãäà ïî òåîðåìå Ãóð-

âèöà ëèáî f(z) ≡ w0, ëèáî f(z) ̸= w0 â âûáðàííîé îêðåñòíîñòè. Ïåðâîå

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ f(z) ̸≡ const., à âòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ

f(z1) = f(z2) = w0. □

12.2. Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè. Ïóñòü K �êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. ×åðåç C(K) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïðåðûâ-

íûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà K. Êàê èçâåñòíî èç êóð-

ñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
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ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.

Êðîìå òîãî ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Äëÿ ñåìåéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

âîçíèêàåò åùå îäíî ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñ íåïðåðûâíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îï-

ðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå E ⊂ C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ÿâëÿåò-

ñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì íà E, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî |f(z′)− f(z′′)| < ε äëÿ ëþáûõ z′, z′′ èç E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|z′ − z′′| < δ, è âñåõ ôóíêöèé f èç ñåìåéñòâà F .
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà

F ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

ñîñòàâëÿåò ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè â C(K). Â ëèòåðàòóðå ýòîò ðåçóëüòàò èçâå-

ñòåí êàê òåîðåìà Àðöåëà �Àñêîëè.

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå â C ìíîæåñòâî è F ⊂ C(K)� ñå-

ìåéñòâî, êîòîðîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî íà K.

Òîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå âûäåëèì òðè ïóíêòà.

1. Âûáîð ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â K. Åñëè K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-

íûì ìíîæåñòâîì, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî K áåñêîíå÷íî, è ïîñòðîèì ñ÷åòíîå ïëîòíîå â K ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ

êàæäîãî k = 1, 2, . . . ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà êâàäðà-

òû ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì ïðÿìûõ ñ èíòåðâàëîì

â 1/2k. Ïîñêîëüêó K ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî çàìêíóòûõ êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ èìåþò íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ K. Â

êàæäîì òàêîì êâàäðàòå âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå è ïîëó÷åííîå êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk. Òîãäà Q = ∪∞
k=1Qk áóäåò ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì,

ïëîòíûì â K.

2. Âûäåëåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, ñõîäÿùåéñÿ íà ñ÷åòíîì

ïîäìíîæåñòâå. Çàíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà Q = {q1, q2, . . . } è âûäåëèì,

èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà, èç {fn} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-
äÿùóþñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Q. Ïðèìåíÿÿ ê îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(q1)}∞n=1 ïðèíöèï Áîëüöàíî �Âåéåðøòðàññà, âûäåëèì

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f1,n(q1)}∞n=1. Äëÿ íóìåðàöèè ÷ëåíîâ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû èñïîëüçóåì äâîéíûå èíäåêñû (1, n) ∈ N. Äàëåå, èç

îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f1,n(q2)} âûäåëèì ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f2,n(q2)}. Â ñèëó òîãî, ÷òî {f2,n} ÿâëÿåòñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {f1,n}, òî {f2,n(q1)} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìû ïîëó÷èì

ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

f1,1, f1,2, f1,3, . . .

f2,1, f2,2, f2,3, . . .

f3,1, f3,2, f3,3, . . .

. . . . . . . . . . . .
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Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm,n} ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê
q1, . . . , qm èç Q è ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäûäóùåé {fm−1,n}.

Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn,n} ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} è ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå
ìíîæåñòâà Q.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûäåëåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì ïèñàòü gn = fn,n, n = 1, 2, . . .. Ôèê-

ñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ z′, z′′ èç K, äëÿ

êîòîðûõ |z′− z′′| < δ, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(z′)− f(z′′)| < ε/3 ïðè ëþáîé

f èç F . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà

F íà K.

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Qk ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ K íàé-

äåòñÿ òàêîå q ∈ Qk, ÷òî |z− q| <
√
2/2k. Ôèêñèðóåì k0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî δ >
√
2/2k0 . Äàëåå, ïîñêîëüêó Qk0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæå-

ñòâîì è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà, òî
ìîæíî âûáðàòü íîìåð N òàê, ÷òîáû

|gn(q)− gm(q)| < ε

3

ïðè âñåõ q ∈ Qk0 è n,m ⩾ N . Íî òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ K, âûáèðàÿ

q ∈ Qk0
∩ Oδ(z), ïîëó÷àåì äëÿ n,m ⩾ N

|gn(z)− gm(z)| ⩽ |gn(z)− gn(q)|+ |gn(q)− gm(q)|+ |gm(q)− gm(z)|
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gn} âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êðèòåðèÿ
Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà K. □

Ïóñòü òåïåðü D�ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. ×å-

ðåç H(D) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé.

Çàìåòèì, ÷òî H(D) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ñåìåéñòâî F ⊂ H(D) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åííûì â D, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè z0 ∈ D íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü

Or(z0) ⊂ D è ÷èñëî M > 0 òàêèå, ÷òî |f(z)| ⩽M ïðè âñåõ z ∈ Or(z0) è f ∈ F .

Êàê è â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðèâåäåííîå

âûøå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ êîìïàêòíûõ ìíî-

æåñòâ. Ñåìåéñòâî F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì â îáëàñòè

D â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ D

ñåìåéñòâî F ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü F ⊂ H(D)�ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå â D

ñåìåéñòâî. Òîãäà ñåìåéñòâî ïðîèçâîäíûõ F ′ = {f ′ : f ∈ F} òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì â D ñåìåéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Ïî óñëîâèþ

òåîðåìû íàéäóòñÿ r > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî Or(z0) ⊂ D è |f(z)| ⩽ M äëÿ âñåõ
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z ∈ Or(z0) è f ∈ F . Â ñèëó èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíûõ

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f ′(z) =
1

2πi

∫
∂Or(z0)

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

äëÿ z ∈ Or(z0) è ëþáîé f ∈ F . Íî òîãäà â êðóãå Or/2(z0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî

|f ′(z)| ⩽ 1

2π

∫
∂Or(z0)

|f(ζ)|
|ζ − z|2 |dζ| ⩽

4M

r
,

ò. å. ñåìåéñòâî F ′ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â Or/2(z0). Ïîñêîëüêó z0 âûáèðàëàñü

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü F ⊂ H(D)�ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå â D

ñåìåéñòâî. Òîãäà íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ D ýòî ñåìåéñòâî

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K �êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â îáëàñòè D. Ïî-

ñêîëüêó ðàññòîÿíèå d = dist(K, ∂D) îò ìíîæåñòâà K äî ãðàíèöû îáëàñòè D

ïîëîæèòåëüíî, òî ìîæíî âûáðàòü r ∈ (0, d). Ìíîæåñòâî

Kr = {z : dist(z,K) ⩽ r}

òàêæå áóäåò êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè D, è ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

íàéäåòñÿ òàêîå M > 0, ÷òî

|f ′(z)| ⩽ M ïðè âñåõ z ∈ Kr è f ∈ F .

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 ôèêñèðîâàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Âûáåðåì δ <

min{r, ε/M}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ z′, z′′ èçK, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z′−z′′| <
δ áóäåì èìåòü [z′, z′′] ⊂ Kr è

|f(z′)− f(z′′)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[z′,z′′]

f ′(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ M |z′ − z′′| < Mδ ⩽ ε,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. □

Òåîðåìà 12.6. Ïóñòü F ⊂ H(D)�ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå â D

ñåìåéñòâî. Òîãäà èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk
}, ñõîäÿùóþñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1 ⊂ K2 ⊂ . . .�êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå îáëàñòè

D, ò. å. Kj �êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè D è ∪∞
j=1Kj = D. Òàêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì R > 0 è íàòóðàëüíîå N òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî

{z ∈ D : dist(z, ∂D) ⩾ 1/N, |z| ⩽ R}
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áûëî íå ïóñòî. Òîãäà â êà÷åñòâå êîìïàêòíîãî èñ÷åðïàíèÿ ìîæíî âçÿòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Kj =

{
z ∈ D : dist(z, ∂D) ⩾

1

N + j
, |z| ⩽ R+ j

}
,

j = 1, 2, . . ..

Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñåìåéñòâî F óäîâëåòâîðÿåò íà êàæäîì êîìïàê-

òå Kj óñëîâèÿì òåîðåìû 12.3, ò. å. îíî íà êàæäîì Kj ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïðèìåíÿÿ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

Àðöåëà �Àñêîëè, äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà, ïîëó÷àåì ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü fnk
, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå Kj , j = 1, 2, . . ..

Ïóñòü òåïåðü K �ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè D. Èç

ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kj} ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð j0,

÷òî K ⊂ Kj0 . Ïîýòîìó âûäåëåííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk
} ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íà K. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî {fnk
} ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â

îáëàñòè D. □

� 13. Ýëåìåíòàðíûå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

è òåîðåìà Ðèìàíà îá îòîáðàæåíèè

Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîä äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

L(z) =
az + b

cz + d
, (13.1)

ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà a, b, c, d íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ

L è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ad− bc ̸= 0. (13.2)

Óñëîâèå (13.2) îòâå÷àåò çà íåâûðîæäåííîñòü îòîáðàæåíèÿ L, ïîñêîëüêó îíî

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî íóëü ÷èñëèòåëÿ è íóëü çíàìåíàòåëÿ íå ñîâïàäàþò. Íàñ

áóäåò èíòåðåñîâàòü L êàê îòîáðàæåíèå ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C íà ñåáÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (13.1) íå îäíîçíà÷íî,

ïîñêîëüêó óìíîæåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ íà îäíî è òî æå íåíóëåâîå ÷èñëî íå

èçìåíÿåò ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ w = L(z).

Ïðåäëîæåíèå 13.1. Ñîâîêóïíîñòü M âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Lk(z) = (akz + bk)/(ckz + dk), k = 1, 2, � äâà

äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò. å. akdk − bkck ̸= 0. Òîãäà

L1 ◦ L2(z) = L1(L2(z)) =
(a1a2 + b1c2)z + (a1b2 + b1d2)

(c1a2 + c2d1)z + (c1b2 + d1d2)
.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî L1 ◦L2 ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì, íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (13.2) äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðî-

ñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

(a1a2+b1c2)(c1b2+d1d2)−(a1b2+b1d2)(c1a2+c2d1) = (a1d1−b1c1)(a2d2−b2c2) ̸= 0,



ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÔÊÏ 87

ïîñêîëüêó óñëîâèå (13.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ L1 è L2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ñó-

ùåñòâóåò îáðàòíîå L−1 è L−1 ∈ M. Ðåøàÿ óðàâíåíèå

w =
az + b

cz + d

îòíîñèòåëüíî z, íàõîäèì

z = L−1(w) =
dw − b

−cw + a
.

Óñëîâèå (13.2) äëÿ L−1 ýêâèâàëåíòíî ýòîìó æå óñëîâèþ äëÿ L. □

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïàM (êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò ãðóïïîé ìåáèóñîâûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé) íå êîììóòàòèâíà. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ äîêà-

çûâàåò, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå C íà C. Ïðè ýòîì L(∞) = a/c è L(−d/c) = ∞, åñëè c ̸= 0,

è L(∞) = ∞, åñëè c = 0.

Ïðåäëîæåíèå 13.2. Êàæäîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿ-

åò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå C íà ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (13.1) ñ óñëîâèåì (13.2)

íà êîýôôèöèåíòû. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî c ̸= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ̸= ∞ è

̸= −d/c âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

L′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
̸= 0,

êîòîðîå îçíà÷àåò êîíôîðìíîñòü L â òî÷êå z. Â òî÷êå z = −d/c ôóíêöèÿ L

èìååò ïðîñòîé ïîëþñ è, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ÿâëÿåòñÿ êîí-

ôîðìíûì â ýòîé òî÷êå. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé è L(z) → a/c ïðè z → ∞. Ïðè ýòîì

lim
z→∞

z
(
L(z)− a

c

)
= lim

z→∞

z(bc− ad)

c(cz + d)
=

bc− ad

c2
̸= 0,

ò. å. L êîíôîðìíà â òî÷êå z = ∞.

Åñëè c = 0, òî â ñèëó (13.2) êîýôôèöèåíòû a è d íå äîëæíû îáðàùàòüñÿ

â íóëü. Ïîýòîìó L′(z) = a/d ̸= 0, ÷òî îçíà÷àåò êîíôîðìíîñòü L â êîíå÷íûõ

òî÷êàõ. Â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå L èìååò ïðîñòîé ïîëþñ è òàêæå ÿâëÿåòñÿ

êîíôîðìíûì. □

Ïðåäëîæåíèå 13.3. Ïóñòü z1, z2, z3 �òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè â C. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå T ∈ M, äëÿ êîòîðîãî T (z1) = 1, T (z2) = 0 è T (z3) =

∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ òî÷åê, ò. å. êîãäà z1, z2, z3 ∈ C, îòîá-
ðàæåíèå T îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

T (z) =
z − z2
z − z3

/
z1 − z2
z1 − z3

.
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Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç òî÷åê z1, z2 èëè z3 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé,

òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì

T (z) =



z − z2
z − z3

, åñëè z1 = ∞,

z1 − z3
z − z3

, åñëè z2 = ∞,

z − z2
z1 − z2

, åñëè z3 = ∞.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî S �äðîáíî-ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè. Òîãäà äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå L = S ◦ T−1 îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè òî÷êè 1, 0 è ∞. Èç óñëîâèÿ

L(∞) = ∞ ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (13.1) êîýôôèöèåíò c äîëæåí ðàâ-

íÿòüñÿ íóëþ. Ïîýòîìó L äîëæíî èìåòü âèä L(z) = az + b. Èñïîëüçóÿ òåïåðü

óñëîâèÿ L(0) = 0 è L(1) = 1, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî L(z) ≡ z. Îòñþäà

ñëåäóåò òîæäåñòâî S(z) ≡ T (z). □

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïîä àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷-

íûõ òî÷åê z1, z2, z3, z4 â C ïîíèìàåòñÿ îáðàç òî÷êè z1 ïðè îòîáðàæåíèè åå ïî-

ñðåäñòâîì äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì T (z2) = 1, T (z3) = 0, T (z4) = ∞. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

T (z1) = (z1, z2, z3, z4).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå ÷åòûðå òî÷êè z1, z2, z3, z4 êîíå÷íû, òî

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3
z1 − z4

/
z2 − z3
z2 − z4

.

Âàæíîñòü àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ îáóñëîâëåíà óæå òåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòîì ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü z1, z2, z3, z4 �÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè â C è L ∈ M.

Òîãäà

(L(z1), L(z2), L(z3), L(z4)) = (z1, z2, z3, z4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T (z) = (z, z2, z3, z4), ò. å. T ∈ M è T (z2) = 1,

T (z3) = 0, T (z4) = ∞. Òîãäà S = T ◦ L−1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì S(L(z2)) = 1,

S(L(z3)) = 0 è S(L(z4)) = ∞. Ïî îïðåäåëåíèþ àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ

èìååì

(L(z1), L(z2), L(z3), L(z4)) = S(L(z1)) = T◦L−1◦L(z1) = T (z1) = (z1, z2, z3, z4)

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 13.1. Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òðåõ òî÷åê z1, z2, z3 â z-ïëîñêîñòè

è ðàçëè÷íûõ òðåõ òî÷åê w1, w2, w3 â w-ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L, äëÿ êîòîðîãî

L(z1) = w1, L(z2) = w2, L(z3) = w3.
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Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî íàéòè, ðàçðåøèâ ðàâåíñòâî

(w,w1, w2, w3) = (z, z1, z2, z3)

îòíîñèòåëüíî w.

Êðóãîâîå ñâîéñòâî

Ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè êàæäîé îêðóæíîñòè íà ñôåðå Ðèìàíà â

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ. Ïîýòîìó

ïîä îêðóæíîñòüþ â C â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðÿìàÿ� ýòî îêðóæíîñòü â C ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íî

óäàëåííóþ òî÷êó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé â C ïðåîáðàçóåòñÿ

ïîñðåäñòâîì äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñåáÿ.

Ïðåäëîæåíèå 13.4. Ïðîîáðàçîì âåùåñòâåííîé îñè ïðè îòîáðàæåíèè L :

C 7→ C, L ∈ M, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü â C (ò. å. îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (13.1) ñ óñëîâèåì (13.2)

íà êîýôôèöèåíòû. Óñëîâèå z ∈ L−1(R) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

ImL(z) = 0 èëè

az + b

cz + d
− az + b

cz + d
= 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

(ac− ac)|z|2 + (ad− bc)z + (bc− ad)z + (bd− bd) = 0. (13.3)

Åñëè ac− ac = 0, òî óðàâíåíèå (13.3) ïðèíèìàåò âèä

Im{(ad− bc)z} = Im{bd},

ò. å. îïðåäåëÿåò â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè ïðÿìóþ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ac − ac ̸= 0 Òîãäà óðàâíåíèå (13.3) ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

|z|2 −Az −Az +B = 0 èëè |z −A|2 = |A|2 −B,

ãäå

A =
ad− bc

ac− ac
, B =

bd− bd

ac− ac
.

Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî

|A|2 −B =
|ad− bc|2
|ac− ac|2 > 0,

ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî óðàâíåíèå (13.3) îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü. □

Ïðåäëîæåíèå 13.5. Ðàçëè÷íûå ÷åòûðå òî÷êè z1, z2, z3, z4 ëåæàò íà îä-

íîé îêðóæíîñòè â C â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

Im(z1, z2, z3, z4) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T �äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì T (z2) = 1, T (z3) = 0, T (z4) = ∞, à C � îêðóæíîñòü â C,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè z2, z3, z4. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîîáðà-

çîì âåùåñòâåííîé îñè ïðè îòîáðàæåíèè T áóäåò îêðóæíîñòü â C. Ïîñêîëüêó
òî÷êè 1, 0 è ∞ ðàñïîëîæåíû íà âåùåñòâåííîé îñè, òî ýòèì ïðîîáðàçîì áóäåò

îêðóæíîñòü C. Íî òîãäà òî÷êà z1 áóäåò ïðèíàäëåæàòü îêðóæíîñòè C â òîì è

òîëüêî ñëó÷àå, åñëè T (z1) ∈ R, ò. å. T (z1) = (z1, z2, z3, z4) âåùåñòâåííî. □

Òåîðåìà 13.2. Ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè îêðóæíîñòè â C ïå-

ðåõîäÿò â îêðóæíîñòè â C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L�ïðîèçâîëüíîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå è C � îêðóæíîñòü â C. Âûáåðåì íà C òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, z2, z3 è ïóñòü
C∗ � îêðóæíîñòü â w-ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè L(z1), L(z2),

L(z3). Äëÿ ëþáîãî z ∈ C â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ

îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(L(z), L(z1), L(z2), L(z3)) = (z, z1, z2, z3).

Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z ∈ C â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âåùåñòâåííà. Àíàëîãè÷íî, L(z) ∈ C∗

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî æå ðàâåíñòâà âåùåñòâåííà.

Òàêèì îáðàçîì, z ∈ C â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà L(z) ∈ C∗, ò. å. L(C) =
C∗. □

Ïðèíöèï ñèììåòðèè.

Åñëè äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (13.1) îïðåäåëÿåòñÿ âåùåñòâåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè, òî îíî ïåðåâîäèò âåùåñòâåííóþ îñü íà ñåáÿ, à ïàðó òî÷åê

z è z, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, â ïàðó òî÷åê, êîòî-

ðûå òàêæå áóäóò ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Ïîñêîëüêó

äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàäàþò êðóãîâûì ñâîéñòâîì, òî åñòåñòâåí-

íî îæèäàòü, ÷òî ïàðû òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îêðóæíî-

ñòè â C áóäóò ïåðåâîäèòüñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïàðû òî÷åê,

ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îáðàçà ýòîé îêðóæíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 13.6. Ïóñòü z1, z2, z3 �òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè â C è C �
îêðóæíîñòü (èëè ïðÿìàÿ), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ. Òîãäà òî÷êè z è z∗ ñèì-

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî C â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3). (13.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T �äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïå-

ðåâîäèò òî÷êè z1, z2, z3 â 1, 0 è ∞, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óñëîâèå (13.4) ýêâè-

âàëåíòíî òîìó, ÷òî T (z∗) = T (z), èëè z∗ = T−1(T (z)). Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå

áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (13.4) âëå÷åò ñèììåòðèþ òî-

÷åê z è z∗ îòíîñèòåëüíî C. Âûäåëèì â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî äâà ñëó÷àÿ.

1). Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ò. å. ïðîõîäèò ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷-

êó. Òîãäà îòíîøåíèå (z1−z2)/(z1−z3) âåùåñòâåííî è óñëîâèå (13.4) ïðèíèìàåò
âèä

z∗ − z2
z∗ − z3

=

(
z − z2
z − z3

)
.
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Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

arg
z∗ − z2
z∗ − z3

= − arg
z − z2
z − z3

,
|z∗ − z2|
|z∗ − z3|

=
|z − z2|
|z − z3|

,

êîòîðûå îçíà÷àþò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè z∗, z2, z3 è z, z2, z3. Ïî-

ñêîëüêó ýòè òðåóãîëüíèêè èìåþò åùå è îáùóþ ñòîðîíó, òî îíè ðàâíû. Îòñþäà

ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü z∗ è z îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé C, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êè z2 è z3.

2). Ïóñòü òåïåðü C � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðàäèóñà R. Ïîñêîëü-

êó òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà C, òî |zk − a| = R äëÿ k = 1, 2, 3. Èñïîëüçóÿ ýòî è

èíâàðèàíòíîñòü àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòíîøåíèå (13.4) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3)

=

(
R2

z − a
,
R2

z1 − a
,
R2

z2 − a
,
R2

z3 − a

)
=

(
R2

z − a
, z1 − a, z2 − a, z3 − a

)
=

(
R2

z − a
+ a, z1, z2, z3

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè,

T (z∗) = T

(
R2

z − a
+ a

)
.

Ïîñêîëüêó T îäíîëèñòíî, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

z∗ =
R2

z − a
+ a èëè z∗ − a =

R2

z − a
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ z è z∗ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

arg(z∗ − a) = arg(z − a), |z∗ − a| · |z − a| = R2.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî z è z∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì

èç öåíòðà a îêðóæíîñòè C, à âòîðîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

ðàññòîÿíèé îò öåíòðà a äî òî÷åê z è z∗ ðàâíî êâàäðàòó ðàäèóñà îêðóæíîñòè C.
Òàêèì îáðàçîì, z è z∗ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî C. □

Òåîðåìà 13.3. Ïóñòü äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L îòîáðàæàåò îê-

ðóæíîñòü C â C â îêðóæíîñòü C′ â C, ò. å. C′ = L(C). Òîãäà êàæäàÿ ïàðà

òî÷åê z è z∗, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî C, ïåðåâîäèòñÿ â ïàðó òî÷åê L(z)
è L(z∗), ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî C′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z1, z2, z3 � òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íà îêðóæíîñòè C.
Òîãäà L(z1), L(z2), L(z3) ðàñïîëîæåíû íà C′. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî z è z∗ �ïàðà

òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî C. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ

ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3).
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Îäíàêî, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî

äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ýòî ðàâåíñòâî âëå÷åò ñëåäóþùåå

(L(z∗), L(z1), L(z2), L(z3)) = (L(z), L(z1), L(z2), L(z3)),

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñèììåòðè÷íîñòè òî÷åê L(z) è L(z∗) îòíîñèòåëü-

íî îêðóæíîñòè C′. □

Ïðåæäå ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé, ñäåëàåì íåêîòîðûå îáùèå çàìå÷àíèÿ. Êîíôîðìíîå îòîáðàæå-

íèå, àññîöèèðîâàííîå ñ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé, äàåò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå

î íåé, ïîäîáíî ãðàôèêó â ñëó÷àå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Êðîìå

òîãî, âî ìíîãèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèÿ òåîðèÿ ôóíêöèé êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âõîäèò ÷åðåç êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå. Îäíîé èç íàè-

áîëåå âàæíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ

êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîé îáëàñòè íà äðóãóþ. ×òîáû èìåòü ïðåäñòàâ-

ëåíèå î ðàçðåøèìîñòè ýòîãî âîïðîñà â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íóæíî

õîðîøî çíàòü èõ îòîáðàæàþùèå ñâîéñòâà. Ïîñëåäíÿÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, âûÿñíåíèåì òîãî, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ òå èëè èíûå ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Â êà÷åñòâå èññëåäóåìûõ ñåìåéñòâ êðèâûõ ÷àñòî âûáèðàþò îðòîãîíàëüíóþ ñåò-

êó ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, èëè èñïîëüçóþòñÿ ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû è èçó÷àþòñÿ îáðàçû êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé è ëó÷åé, âûõî-

äÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü α > 0. Â îáëàñòè C\R+ ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ëîãàðèôìà

è ðåãóëÿðíóþ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè zα = eα ln z. Âûäåëåíèå ýòèõ âåòâåé,

ïî ñóùåñòâó, ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ â C \R+ âåòâè arg z. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

âåòâü arg z âûäåëåíà. Òîãäà äëÿ w = zα áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

|w| = |z|α, argw = α · arg z.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî äóãè, ðàñïîëîæåííûå íà êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæ-

íîñòÿõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿòñÿ â äóãè ýòîãî æå ñåìåéñòâà, à

ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ íà

òàêèå æå ëó÷è. Ïðè ýòîì ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì θ ê

ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ âåùåñòâåííîé îñè, ïåðåâîäèòñÿ â ëó÷, êîòîðûé

â w-ïëîñêîñòè âûõîäèò ïîä óãëîì αθ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 0 < α < 1, òî ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îäíîëèñòíî îòîáðà-

æàåò îáëàñòü C\R+ íà óãëîâîé ñåêòîð ðàñòâîðà α·2π. Â ñëó÷àå α > 1 ñòåïåííàÿ

ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â C \ R+. Îäíàêî îíà áóäåò îäíîëèñòíîé â

ëþáîì óãëîâîì ñåêòîðå ðàñòâîðà 2π/α. Èç ðàâåíñòâà

dw

dz
=

d

dz
eα ln z = α

w

z

ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âî âñåõ

òî÷êàõ îáëàñòè C \ R+.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæàþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè w = ez. Åñëè z = x + iy,

òî w = exeiy, îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ z = x + iy0, −∞ < x < ∞, âçàèìíî

îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ëó÷ w = exeiy0 , −∞ < x < ∞, êîòîðûé âûõîäèò

èç íà÷àëà êîîðäèíàò è îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé

îñè óãîë, ðàâíûé y0. Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ìíèìîé îñè, îòîáðàæàþòñÿ íà

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà îêðóæ-

íîñòè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî-êðàòíîé, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ez èìååò ïåðèîä 2πi.

Âñÿêàÿ äðóãàÿ ïðÿìàÿ â z-ïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñïèðàëü

â w-ïëîñêîñòè. Îáëàñòüþ îäíîëèñòíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

âñÿêàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà, èìåþùàÿ øèðèíó, íå ïðåâûøàþùóþ 2π. Â ÷àñò-

íîñòè, ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà {z : y1 < Im z < y2} ïðè y2 − y1 < 2π îäíîëèñòíî

îòîáðàæàåòñÿ íà ñåêòîð {w : y1 < argw < y2}, êîòîðûé â ñëó÷àå y2 − y1 = π

ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ. Ïîñêîëüêó

d

dz
ez = ez ̸= 0,

òî îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé, êîíôîðìíî â

êàæäîé òî÷êå.

Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî.

Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

w =
1

2

(
z +

1

z

)
=

z2 + 1

2z

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî. Åå íàçâàíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ýòó

ôóíêöèþ Æóêîâñêèé ïðèìåíèë äëÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà êðûëà ñàìî-

ëåòà. Îíà èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà â òî÷êàõ z = 0 è z = ∞. Ïîñêîëüêó

dw

dz
=

1

2

(
1− 1

z2

)
,

òî îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî, êîíôîðìíî âî âñåõ

òî÷êàõ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ òî÷åê

z = ±1. Êîíôîðìíîñòü â òî÷êàõ z = 0 è z = ∞ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ýòèõ

òî÷êàõ ôóíêöèÿ èìååò ïðîñòûå ïîëþñû.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàêèì ñâîéñòâîì äîëæíà îáëàäàòü îáëàñòü D ⊂ C, ÷òîáû
ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî áûëà â íåé îäíîëèñòíà. Ïóñòü z1, z2 �ïðîèçâîëüíûå äâå

òî÷êè â C \ {0}. Èç ðàâåíñòâà(
z1 +

1

z1

)
−
(
z2 +

1

z2

)
= (z1 − z2)

(
1− 1

z1z2

)
âèäíî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ïàðû òî÷åê z1, z2, äëÿ êîòîðûõ

z1z2 = 1. Ïðîñòåéøèìè òàêèìè îáëàñòÿìè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííîñòü è âíåøíîñòü

åäèíè÷íîãî êðóãà, à òàêæå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòè.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìî-

ãî ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî, ïîëîæèì z = reiθ è w = u+ iv. Äðóãèìè ñëîâàìè, â
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z-ïëîñêîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, à â w-ïëîñêîñòè äåêàð-

òîâû. Òîãäà

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sin θ.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü |z| = r, r ̸= 1, ïåðåõîäèò â ýëëèïñ ñ

ïîëóîñÿìè

a =
1

2

(
r +

1

r

)
, b =

1

2

∣∣∣∣r − 1

r

∣∣∣∣
è ôîêóñàìè â òî÷êàõ w = ±1. Äåéñòâèòåëüíî,

u2

a2
+
v2

b2
= 1

è c2 = a2− b2 = 1 (ò. å. (−c, 0), (c, 0)�ôîêóñû ýëëèïñà). Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëü-

íîìó îáõîäó òî÷êîé z îêðóæíîñòè |z| = r ïðè r > 1 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëü-

íûé îáõîä ýëëèïñà òî÷êîé w, à â ñëó÷àå r < 1 îáõîä ýëëèïñà îñóùåñòâëÿåòñÿ â

ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòÿì |z| = r è |z| = 1/r

ñîîòâåòñòâóåò â w-ïëîñêîñòè îäèí è òîò æå ýëëèïñ. Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü

|z| = 1 ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−1, 1], êîòîðûé îáõîäèòñÿ äâàæäû. Ê ýòîìó îòðåç-

êó ñòÿãèâàþòñÿ ýëëèïñû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè îêðóæíîñòåé |z| = r ïðè

r → 1.

Ïóñòü òåïåðü θ ∈ (0, π/2) ôèêñèðîâàíî, à r ìåíÿåòñÿ îò 0 äî +∞. Òîãäà äëÿ

âñåõ w, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ýòîãî ëó÷à, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

u2

cos2 θ
− v2

sin2 θ
= 1,

ò. å. òî÷êè w íàõîäÿòñÿ íà ãèïåðáîëå ñ òåìè æå ôîêóñàìè w = ±1. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî êîãäà r ìåíÿåòñÿ îò 0 äî ∞, òî÷êà w äâèæåòñÿ ïî ïðàâîé âåòâè

ãèïåðáîëû ñíèçó � ââåðõ. Åñëè èçìåíèòü çíàê θ, ò. å. âçÿòü åãî èç èíòåðâà-

ëà (−π/2, 0), òî îáðàçîì ýòîãî ëó÷à áóäåò òà æå âåòâü ãèïåðáîëû, íî ñ ïðî-

òèâîïîëîæíûì îáõîäîì. Ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì

θ ∈ (π/2, π) ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ âåùåñòâåííîé îñè, îòîáðàæàþòñÿ

íà ëåâûå âåòâè ãèïåðáîë, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ ñíèçó � ââåðõ. Ñìåíà çíàêà θ è

â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ëèøü ê ñìåíå íàïðàâëåíèÿ îáõîäà âåòâè ãèïåðáîëû.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî v = ± tg θ · u� óðàâíåíèÿ àñèìïòîò ãèïåðáîëû.

Îáðàçîì ëó÷à, ñîîòâåòñòâóþùåãî θ = 0, ÿâëÿåòñÿ ëó÷ [1,∞), êîòîðûé îáõî-

äèòñÿ äâàæäû. Àíàëîãè÷íî, îáðàçîì ëó÷à, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ θ = π,

ÿâëÿåòñÿ ëó÷ (−∞,−1], êîòîðûé òàêæå îáõîäèòñÿ äâàæäû. Äëÿ ëó÷åé ñ íà-

ïðàâëåíèåì θ = ±π/2 îáðàçàìè ÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ îñü ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

îáõîäàìè.

Â ñèëó êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî ôóíêöèåé Æóêîâñêî-

ãî, ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ (îáðàçîâ îêðóæíîñòåé) è ñåìåéñòâî ãèïåðáîë (îáðàçîâ

ëó÷åé) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñåòêó â w-ïëîñêîñòè.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîí-

ôîðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü, à òàêæå è âíåøíîñòü, åäèíè÷íîãî êðóãà íà

C \ [−1, 1]. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòè êîíôîðìíî îòîáðàæàþòñÿ íà

ïëîñêîñòü ñ äâóìÿ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì (−∞,−1] è [1,∞).
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Êðóãîâîå ñâîéñòâî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò êîíôîðìíî

îòîáðàçèòü ëþáîé êðóã (èëè ïîëóïëîñêîñòü) íà îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îêðóæ-

íîñòüþ â C. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è èñ÷åð-

ïûâàþòñÿ âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ îäíîé êðóãîâîé îáëàñòè íà äðóãóþ.

Òåîðåìà 13.4. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ (ãîëîìîðôíûõ è îäíîëèñò-

íûõ) îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà D íà ñåáÿ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

f(z) = eiθ
z − a

1− az
, (13.5)

ãäå a ∈ D, θ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûÿñíèì âíà÷àëå âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ L, êîòîðîå îòîáðàæàåò D íà ñåáÿ, ò. å. L(D) = D. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè

åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü T äîëæíà ïåðåéòè â ñåáÿ. Ïóñòü a ∈ D� òî÷êà, êîòî-

ðàÿ ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò L(a) = 0. Â ñèëó ïðèíöèïà ñèììåòðèè òî÷êà

a∗ = 1/a ïåðåéäåò â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëè-

ëèñü íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L, à ñ

íèì è âèä îòîáðàæåíèÿ

L(z) = A
z − a

z − 1/a
= κ

z − a

1− az
.

Ïîñêîëüêó ïðè z ∈ T ∣∣∣∣ z − a

1− az

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣z − a

z − a

∣∣∣∣ = 1,

òî |κ| = 1 èëè κ = eiθ, θ ∈ R. Êðîìå òîãî, âñÿêîå îòîáðàæåíèå âèäà (13.5) îñó-
ùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå D íà ñåáÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëè-

íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà ñåáÿ,

à òî÷êó a èç D ïåðåâîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f : D 7→ D�ïðîèçâîëüíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå D
íà ñåáÿ, è ïóñòü f(0) = a, a ∈ D. Ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L(z) =
z − a

1− az
,

êîòîðîå îòîáðàæàåò D íà ñåáÿ è ïåðåâîäèò òî÷êó a â íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà

φ(z) = L ◦ f(z) òàêæå êîíôîðìíî îòîáðàæàåò D íà ñåáÿ è φ(0) = 0. Ïî ëåììå

Øâàðöà

|φ(z)| ⩽ |z|
äëÿ âñåõ z ∈ D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ−1 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû

Øâàðöà è ïîòîìó

|φ−1(w)| ⩽ |w|
äëÿ âñåõ w ∈ D. Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå w = φ(z), ïîëó÷àåì

|z| ⩽ |φ(z)|,
÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó |φ(z)| ≡ |z|. Â
ñèëó ëåììû Øâàðöà òîãäà φ(z) ≡ κz, ãäå |κ| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

L ◦ f(z) ≡ κz è f(z) = L−1(κz),

ò. å. f ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. □
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè îáùèé âèä êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïî-

ëóïëîñêîñòè íà åäèíè÷íûé êðóã. Ñíîâà èìè áóäóò ëèøü äðîáíî-ëèíåéíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü w = L(z)�äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îòîáðàæàþ-

ùåå âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Im z > 0 íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1. Ïóñòü A ∈ C,
ImA > 0, � òî÷êà, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å. L(A) = 0. Òîãäà,

ïîñêîëüêó L(R) = T, òî ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà A äîëæíà ïåðåéòè â áåñêîíå÷íî

óäàëåííóþ òî÷êó. Ñëåäîâàòåëüíî, L äîëæíà èìåòü âèä

L(z) = κ
z −A

z −A
.

Ïîñêîëüêó |x− A| = |x− A| ïðè x ∈ R, òî óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ âåùåñòâåííîé
îñè è åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó |κ| = 1. Òàêèì îáðàçîì,

îáùèé âèä êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà åäèíè÷íûé

êðóã îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

L(z) = eiθ
z −A

z −A
,

ãäå θ ∈ R è ImA > 0.

Â ãåîìåòðè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîé ÷àñòè òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ïðîáëåìà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ èãðàåò äîìèíèðóþùóþ ðîëü. Òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ ñ âàæíûìè ñâîéñòâàìè, ìèíóÿ åå àíàëèòè÷åñêóþ çàïèñü.

Â 1851 ã. Ðèìàí îáúÿâèë î ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå, ñîãëàñíî êîòîðîé

êàæäóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, îòëè÷íóþ îò âñåé ïëîñêîñòè, ìîæíî êîíôîðì-

íî îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã. Îäíàêî åãî äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü íå

ëèøåííûì íåäîñòàòêîâ, íà êîòîðûå îáðàùàë âíèìàíèå Âåéåðøòðàññ. Îêîëî

ïîëîâèíû âåêà ïîíàäîáèëîñü äëÿ îòûñêàíèÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåî-

ðåìû. Îäíèì èç ïåðâûõ åãî ïîëó÷èë Êåáå. Íèæå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Ðèìàíà, áëèçêîå ê ïðåäëîæåííîìó Êåáå.

Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ íå ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ âñåé

ïëîñêîñòè íà åäèíè÷íûé êðóã.

Òåîðåìà 13.5 (Ðèìàíà). Ïóñòü D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C è D ̸= C. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî z0 �òî÷êà îáëàñòè D. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîëîìîðôíàÿ è îäíîëèñòíàÿ â D ôóíêöèÿ f , êîòî-

ðàÿ îòîáðàæàåò D íà åäèíè÷íûé êðóã D è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f(z0) = 0,

f ′(z0) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå åäèíñòâåííîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî äâå

ôóíêöèè f1 è f2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà ôóíêöèÿ ζ = φ(w) =

f2 ◦ f−1
1 (w) áóäåò êîíôîðìíî îòîáðàæàòü åäèíè÷íûé êðóã D íà ñåáÿ è φ(0) =

0, φ′(0) > 0. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, φ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ

ôîðìóëîé

φ(w) = eiθ
w − a

1− aw
.

Îäíàêî, ïîñêîëüêó φ(0) = 0, òî a = 0, à óñëîâèå φ′(0) > 0 ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

φ(w) ≡ w. Íî òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ w = f1(z) â ðàâåíñòâî

f2 ◦ f−1
1 (w) ≡ w,
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ïîëó÷àåì f2(z) ≡ f1(z) è åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè f ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå êëàññ F îäíîëèñòíûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé g, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì: g(z0) = 0, g′(z0) > 0 è |g(z)| < 1 ïðè z ∈ D, ò, å. g(D) ⊂ D.
Ïîêàæåì âíà÷àëå íåïóñòîòó ââåäåííîãî êëàññà ôóíêöèé. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû

D ̸= C. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ a ∈ C \ D. Â ñèëó òîãî, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòüþ è z − a íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â D, ìîæíî â îáëàñòè D âûäåëèòü

ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèé ln(z − a) è

Q(z) =
√
z − a = e

1
2 ln(z−a).

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïàðû òî÷åê z1 è z2 èç îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðà-

âåíñòâ

Q(z1) = Q(z2) èëè Q(z1) = −Q(z2).

Òîãäà ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì z1 = z2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Q îäíîëèñòíà â D è Q(D) íå ñîäåðæèò ïàðû òî÷åê, ñèì-

ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Â ñèëó ïðèíöèïà îòêðûòîñòè òî÷-

êà w0 = Q(z0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Q(D) âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ

Or(w0). Íî òîãäà, â ñèëó îòìå÷åííîãî âûøå ñâîéñòâà îáëàñòè Q(D), ñèììåò-

ðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü Or(−w0) äîëæíà èìåòü ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Q(D). Ñëå-

äîâàòåëüíî, |Q(z) + w0| > r äëÿ âñåõ z ∈ D, à ôóíêöèÿ

h(z) =
r

w0 +Q(z)

ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â îáëàñòè D è |h(z)| < 1 ïðè z ∈ D. Âûïîëíÿÿ äîïîëíè-

òåëüíî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

g(z) =
h′(z0)

|h′(z0)|
h(z)− h(z0)

1− h(z0)h(z)
,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F , ò. å. g(D) ⊂ D, g(z0) = 0 è g′(z0) =

|h′(z0)|/(1− |h(z0)|2) > 0. Òàêèì îáðàçîì íåïóñòîòà êëàññà F äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü

α = sup{g′(z0) : g ∈ F}.
Ìû ïîêà íå èñêëþ÷àåì âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî α = +∞. Èç îïðåäåëåíèÿ

ñóïðåìóìà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F , ÷òî
f ′n(z0) → α ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî F ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â îá-

ëàñòè D, òî â ñèëó ïðèíöèïà êîìïàêòíîñòè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk

, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî

â îáëàñòè D. Èç òåîðåìû 12.1 Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ

f ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fnk
ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â D è

f ′(z0) = lim
k→∞

f ′nk
(z0) = α.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò êîíå÷íîñòü α. Ïî ñëåäñòâèþ 12.2 èç òåîðåìû

Ãóðâèöà èìååì òàêæå îäíîëèñòíîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì
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f ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé âûøå ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷è.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ f è ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîá-

ðàæåíèåì îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã D. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî

f(D) ̸= D. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà w∗ ∈ D \ f(D). Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D

âûäåëèì ðåãóëÿðíóþ âåòâü

H(z) =

√
f(z)− w∗

1− w∗f(z)
,

ôèêñèðóÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå H(z0) = ζ∗ ∈ {(−w∗)1/2}. Êàê è â ñëó÷àå ñ ôóíê-
öèåé Q(z), ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ îäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè H(z). Äîáèòüñÿ óñëîâèÿ

íîðìèðîâêè ìîæíî ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè

F (z) =
H ′(z0)

|H ′(z0)|
H(z)− ζ∗

1− ζ∗H(z)
.

Ôóíêöèÿ F ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F è

F ′(z0) =
|H ′(z0)|
1− |ζ∗|2 .

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

(H(z))2 =
f(z)− w∗

1− w∗f(z)

è ïîëàãàÿ z = z0, ïîëó÷àåì

2ζ∗H ′(z0) = α(1− |w∗|2).
Ñëåäîâàòåëüíî,

F ′(z0) =
α(1− |w∗|2)

2|ζ∗|(1− |ζ∗|2) =
1 + |w∗|
2|ζ∗| α =

1 + |ζ∗|2
2|ζ∗| α.

Ïîñêîëüêó |ζ∗| < 1, òî 1+ |ζ∗|2 > 2|ζ∗|, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå îïðåäåëå-

íèþ α. □

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

îáëàñòåé, ò. å. îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ êîí-

ôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ãðàíèöó îáëàñòè, áûë ðåøåí Êà-

ðàòåîäîðè. Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îäèí èç åãî ðåçóëüòàòîâ, êîòî-

ðûé ÷àñòî íàçûâàþò ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö.

Òåîðåìà 13.6 (Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü îáëàñòè D è D∗ îãðàíè÷åíû æîð-

äàíîâûìè êðèâûìè γ è γ∗. Òîãäà êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f îáëàñòè D íà

îáëàñòü D∗ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåîìîðôíîãî (âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî è

íåïðåðûâíîãî êàê ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî) îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòûõ îáëà-

ñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà äëÿ ëþáûõ äâóõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé,

îòëè÷íûõ îò âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæå-

íèå îäíîé îáëàñòè íà äðóãóþ.
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� 14. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ åå çíà÷åíèÿìè â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî îäíîé

òî÷êè. Âî âðåìåíà Íüþòîíà ñ÷èòàëîñü, ÷òî âñå ôóíêöèè òîëüêî òàêèå, à òðóä-

íîñòè âèäåëè ëèøü â âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé òàì, ãäå èñõîäíàÿ ôîðìóëà åå íå

îïðåäåëÿëà, ò. å. â àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè. Îñíîâíàÿ ëîãè÷åñêàÿ òðóä-

íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì, ñîñòîèò â åãî íåîäíîçíà÷íî-

ñòè.

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû ïîä ôóíêöèåé ïîíèìàëè êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîãäà

êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñòàâèëîñü â ñîîòâåòñòâèå òîëüêî îäíî êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èçó÷åíèè ëîãàðèôìà è êîðíåé ìû ñòàë-

êèâàëèñü ñ òðóäíîñòüþ èõ îïðåäåëåíèÿ, íî ïðåîäîëåâàëè ýòó òðóäíîñòü âûäå-

ëåíèåì âåòâåé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ êîíöåïöèþ, êîòîðàÿ

ðàñøèðÿåò ïîíÿòèå ôóíêöèè è òàêæå íàïðàâëåíà íà ïðåîäîëåíèå òðóäíîñòåé,

ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîçíà÷íîñòüþ ëîãàðèôìà è êîðíåé.

Ñòåïåííûå ðÿäû.

Âåéåðøòðàññ â ïîñòðîåíèè òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñèñòåìàòè÷åñêè

èñïîëüçîâàë ñòåïåííûå ðÿäû. Ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cn(z − z0)
n îïðåäåëÿåò ãî-

ëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f â íåêîòîðîì êðóãå OR0(z0), ðàäèóñ êîòîðîãî ìîæíî âû-

÷èñëèòü ïî êîýôôèöèåíòàì ðÿäà ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû (3.2) Êîøè�Àäàìàðà.

Ïóñòü z1 ∈ OR0
(z0) è

∑∞
n=0 bn(z − z1)

n � ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ýòîé æå

ôóíêöèè f . Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R1 ýòîãî ðÿäà íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò z1 äî

ãðàíèöû êðóãà OR0(z0), íî ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñóììà

ðÿäà
∑∞

n=0 bn(z−z1)n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f1 â OR1
(z1),

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà ïåðåñå÷åíèè êðóãîâ OR0
(z0) ∩ OR1

(z1). Òàêèì îáðà-

çîì ìû ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f íà OR0(z0)∪OR1(z1).

Èäåÿ Âåéåðøòðàññà çàêëþ÷àëàñü â ïîâòîðåíèè òàêîãî ïðîöåññà ïðîäîëæåíèÿ

ôóíêöèè è ïîä àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îí ïîíèìàë ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðî-

äîëæåíèé íà÷àëüíîé ôóíêöèè f . Ñòåïåííûå ðÿäû èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè âñåõ

ïðîäîëæåíèé ðàññìàòðèâàëèñü êàê ðàçëè÷íûå ôîðìû îäíîé è òîé æå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.1 äàåò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, íî íå äàåò íèêàêîé

èíôîðìàöèè î åãî ñõîäèìîñòè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ êðóãà ñõîäèìîñòè. Ìîæíî

áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà â ãðàíè÷íîé òî÷êå êàê òî ñâÿçà-

íà ñ âîçìîæíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ åãî ñóììû ÷åðåç ýòó òî÷êó

çà ïðåäåëû êðóãà ñõîäèìîñòè. Îäíàêî ýòî íå òàê, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ,

ðàññìîòðåâ ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà.

Ôóíêöèÿ f(z) = 1/(1− z) ãîëîìîðôíà â C \ {1}, íî â åäèíè÷íîì êðóãå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñòåïåííîãî ðÿäà
∑∞

n=0 z
n, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé

òî÷êå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà g(z) ñòåïåííîãî ðÿäà∑∞
n=1 z

n/n2 íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà àíàëèòè÷åñêè èç åäèíè÷íîãî êðóãà â

îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó z = 1, ïîñêîëüêó

g′′(z) =

∞∑
n=0

n+ 1

n+ 2
zn

ñòðåìèòñÿ ê ∞, êîãäà z → 1 âäîëü âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà.
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Îïðåäåëåíèå 14.1. Ïóñòü S(z)� ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

cnz
n (14.1)

ñ ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà z0 íà

îêðóæíîñòè |z| = R ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ñòåïåííîãî ðÿäà (14.1), åñ-

ëè S(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü z0 îñîáîé òî÷êîé ñòåïåííîãî ðÿäà (14.1).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê òåîðåìà Êîøè�Àäàìàðà.

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (14.1) èìååò ïîëîæèòåëüíûé ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R. Òîãäà íà îêðóæíîñòè |z| = R èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ

òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. äëÿ êàæäîé òî÷êè ζ ∈ γR,

γR = ∂OR(0), íàéäåòñÿ êðóã Uζ ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ è ðàäèóñîì Rζ > 0 òàêîé,

÷òî ñóììà S(z) ðÿäà (14.1) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â Uζ ∪OR(0). Ïîñêîëü-

êó ñåìåéñòâî êðóãîâ Uζ , ζ ∈ γR, îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî

ìíîæåñòâà γR, òî èç íåãî â ñèëó ëåììû Ãåéíå�Áîðåëÿ ìîæíî âûäåëèòü êî-

íå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uζ1 , . . . , Uζn . Íî òîãäà S(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â

îáëàñòü

D = OR(0)
⋃(

n⋃
k=1

Uζk

)
.

Ýòî ïðîäîëæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå Uζk ∩ Uζl ̸= ∅
òàêæå èìååì

Uζk ∩ Uζl ∩ OR(0) ̸= ∅

è â ïîñëåäíåì ïåðåñå÷åíèè òðåõ êðóãîâ ïðîäîëæåíèÿ â Uζk è Uζl ñîâïàäàþò ñ

S(z), à ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè îíè ñîâïàäàþò è âî âñåé îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî S(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé

â îáëàñòè D, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êðóã áîëüøåãî ðàäèóñà, ÷åì R. Íî ýòî ïðî-

òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî R�ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (14.1) è òåîðåìà

äîêàçàíà. □

Îïðåäåëåíèå 14.2. Åñëè ðÿä (14.1) èìååò ïîëîæèòåëüíûé ðàäèóñ ñõîäèìî-

ñòè R è êàæäàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè |z| = R ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, òî ýòà îêðóæíîñòü

íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé ãðàíèöåé ñóììû ðÿäà S(z).

Ïðèìåðàìè ñòåïåííûõ ðÿäîâ, äëÿ êîòîðûõ ãðàíèöà êðóãà ñõîäèìîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ åñòåñòâåííîé ãðàíèöåé, ìîãóò ñëóæèòü ðÿäû

∞∑
n=0

zn!,

∞∑
n=0

z2
n

.

Â îáîèõ ïðèìåðàõ âñå òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè äëÿ èõ

ñóììû.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü ïóòè.

Óòî÷íèì âíà÷àëå òåðìèíîëîãèþ.
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Îïðåäåëåíèå 14.3. Ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì èëè, êîðî÷å, ýëåìåíòîì

áóäåì íàçûâàòü ïàðó (f, U) ãäå U �íåêîòîðûé êðóã, à f � ãîëîìîðôíàÿ â U

ôóíêöèÿ.

Äâà ýëåìåíòà (f, U) è (g, V ) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì

ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà, åñëè U ∩ V ̸= ∅ è f(z) = g(z) ïðè z ∈ U ∩ V .

Âìåñòå f è g îïðåäåëÿþò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ â îáúåäèíåíèè êðóãîâ U ∪V .
Ïîýòîìó òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè

f â êðóã V . Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òàêîå

ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî, åñëè îíî ñóùåñòâóåò.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî (f1, U1), . . . , (fn, Un)�öåïî÷êà ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé

(fk, Uk) è (fk−1, Uk−1) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæå-

íèåì äðóã äðóãà ïðè âñåõ k = 2, . . . , n Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

(fn, Un) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (f1, U1) âäîëü öåïî÷-

êè ýëåìåíòîâ.

Ñðàçó æå îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè (fn, Un) ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (f1, U1) âäîëü íåêîòîðîé öåïî÷êè ýëåìåí-

òîâ è U1 ∩ Un ̸= ∅, òî âîâñå íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû (f1, U1) è (fn, Un) ÿâëÿ-

ëèñü íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà. Íàïðèìåð,

ðàññìîòðèì êðóãè Uk, k = 0, 1, 2, åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

ak = ei2kπ/3, à â êà÷åñòâå ôóíêöèé fk âûáåðåì ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé

ôóíêöèè {√z} â ýòèõ êðóãàõ ñ óñëîâèÿìè fk(ak) = eikπ/3. Òîãäà, êàê ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ïàðû ýëåìåíòîâ (f0, U0), (f1, U1) è (f1, U1), (f2, U2) ÿâëÿþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè äðóã äðóãà, íî f0(z) ̸= f2(z) â

ïåðåñå÷åíèè U0 ∩ U2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè (f3, U3) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëå-

ìåíòà (f1, U1) âäîëü öåïî÷êè ýëåìåíòîâ (f1, U1), (f2, U2), (f3, U3) è

U1 ∩ U2 ∩ U3 ̸= ∅,

òî (f1, U1), (f3, U3) äîëæíû áûòü íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæå-

íèåì äðóã äðóãà â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì íå íóæíî òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè êðèâûõ (èëè ïóòåé).

Êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óäîáñòâà áóäåì

áðàòü îòðåçîê [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 14.4. Ïóñòü γ �ïóòü ñ ïàðàìåòðèçàöèåé z = z(t), 0 ⩽ t ⩽ 1.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1 è òàêàÿ öåïî÷-

êà ýëåìåíòîâ (f1, U1), . . . , (fn, Un), ÷òî (fk, Uk), (fk+1, Uk+1) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n− 1 è

z(t) ∈ Uk ïðè t ∈ [tk−1, tk] äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (fn, Un)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (f1, U1) âäîëü ïóòè γ.

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü (f, U)� ýëåìåíò è γ �ïóòü ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé

z0 ∈ U è êîíå÷íîé òî÷êîé z1. Äîïóñòèì, ÷òî (f1, U1), . . . , (fn, Un) è (g1, V1),

. . ., (gm, Vm)� äâå öåïî÷êè ýëåìåíòîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå ýëåìåíòà (f, U) âäîëü ïóòè γ. Òîãäà (fn, Un) è (gm, Vm) ÿâëÿþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ : z = z(t), 0 ⩽ t ⩽ 1, è öåïî÷êå (f1, U1), . . .,

(fn, Un) ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, à öåïî÷êå (g1, V1),

. . ., (gm, Vm) ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå 0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1. Ïî óñëîâèþ

f1(z) = f(z) = g1(z) â U = U1 = V1 è òî÷êà z(1) = z1 ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ

Un ∩ Vm. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îòðåçêè

[ti−1, ti] è [sj−1, sj ] èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ýëåìåíòû (fi, Ui) è (gj , Vj) ÿâ-

ëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ïàðà èíäåêñîâ (i, j) èìååò ìèíèìàëüíóþ ñóììó

i + j ñðåäè òåõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: [ti−1, ti] ∩ [sj−1, sj ] ̸= ∅ è

(fi, Ui), (gj , Vj) íå ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì

äðóã äðóãà. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè sj−1 ⩽ ti−1. Òîãäà i ⩾ 2 (â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ti−1 = sj−1 = 0) è sj ⩾ ti−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

z(ti−1) ∈ Ui−1 ∩ Ui ∩ Vj .

Íî òîãäà [sj−1, sj ] ∩ [ti−2, ti−1] ̸= ∅ è â ñèëó ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòè ñóììû

i+ j ýëåìåíòû (fi−1, Ui−1), (gj , Vj) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì

ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (fi−1, Ui−1) è (fi, Ui) ÿâëÿþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà ïî îïðåäåëåíèþ

àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü ïóòè. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî

Ui−1 ∩ Ui ∩ Vj ̸= ∅,

ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî (fi, Ui) è (gj , Vj) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíà-

ëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

òåîðåìó. □

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà

(f, U) âäîëü ïóòè γ ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîé ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé â îêðåñò-

íîñòè êîíöåâîé òî÷êè ïóòè γ. Ïîýòîìó áóäåì îáîçíà÷àòü fγ ýòó ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 14.5. Ïóñòü D� îáëàñòü è γ0 : z = φ0(t), γ1 : z = φ1(t), 0 ⩽
t ⩽ 1, � äâà ïóòè â D ñ îáùèìè êîíöàìè φ0(0) = φ1(0) = z0, φ0(1) = φ1(1) = z1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ0 è γ1 ãîìîòîïíû â D, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå

Φ: [0, 1]× [0, 1] → D

òàêîå, ÷òî Φ(0, t) = φ0(t), Φ(1, t) = φ1(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] è Φ(s, 0) = z0,

Φ(s, 1) = z1 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå Φ íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ïóòåé

γ0 è γ1.

Ãîìîòîïèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ êðèâîé γ0 â

êðèâóþ γ1 â îáëàñòè D. Ãîìîòîïèÿ îñóùåñòâëÿåò ýòó äåôîðìàöèþ ïîñðåäñòâîì

êðèâûõ γs : z = Φ(s, t), 0 ⩽ t ⩽ 1.

Òåîðåìà 14.3. Ëþáûå äâà ïóòè ñ îáùèìè êîíöåâûìè òî÷êàìè â îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòè ãîìîòîïíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ0 : z = φ0(t), γ1 : z = φ1(t), 0 ⩽ t ⩽ 1, � äâà ïóòè

â D ñ îáùèìè êîíöåâûìè òî÷êàìè φ0(0) = φ1(0) = z0 è φ0(1) = φ1(1) = z1.
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Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî D� âûïóêëàÿ îáëàñòü. Òîãäà ãîìîòîïèÿ Φ ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Φ(s, t) = (1− s)φ0(t) + sφ1(t).

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ìîæíî ïîñðåäñòâîì êîíôîðì-

íîãî îòîáðàæåíèÿ f , êîòîðîå ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû 13.5 Ðèìàíà, îòîáðà-

çèòü D íà åäèíè÷íûé êðóã D. Îáðàçû f(γ0) è f(γ1) ìîæíî ãîìîòîïèðîâàòü,

ïîñêîëüêó D ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ. Çàòåì ãîìîòîïèþ ïóòåé f(γ0) è

f(γ1) ïåðåâåñòè îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì f−1 â ãîìîòîïèþ γ0 è γ1. □

Òåîðåìà 14.4. Ïóñòü D� îáëàñòü â C è γ0, γ1 �ïóòè ñ îáùèìè êîíöà-

ìè z0 è z1, ãîìîòîïíûå â D. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ýëåìåíò (f, U), U ⊂ D,

z0 ∈ U , àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü êàæäîãî ïóòè γs, 0 ⩽ s ⩽ 1, êîòî-

ðûå îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèÿ. Òîãäà ðåçóëüòàòû ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (f, U)

âäîëü ïóòåé γ0 è γ1 ñîâïàäàþò, ò. å. fγ0
(z) = fγ1

(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè z1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ: [0, 1] × [0, 1] → D� ãîìîòîïèÿ ïóòåé γ0 è γ1.

Êàê è âûøå, ÷åðåç γs, 0 ⩽ s ⩽ 1, áóäåì îáîçíà÷àòü ïóòü ñ ïàðàìåòðèçàöèåé

z = Φ(s, t), 0 ⩽ t ⩽ 1. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî s0 ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |s − s0| < δ, àíà-

ëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (f, U) âäîëü ïóòåé γs ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè-

÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âäîëü γs0 ò. å. fγs
(z) = fγs0

(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè z1.

Äîïóñòèì, ÷òî (f1, U1), . . . , (fn, Un)�öåïî÷êà ýëåìåíòîâ, îñóùåñòâëÿþùàÿ

àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå (f, U) âäîëü ïóòè γs0 , ò. å. U1 = U , f1(z) = f(z)

ïðè z ∈ U è z1 ∈ Un. Ïóñòü òàêæå 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1�ðàçáèåíèå

îòðåçêà [0, 1], ïðè êîòîðîì

Qk = {z = Φ(s0, t) : tk−1 ⩽ t ⩽ tk}

ñîäåðæèòñÿ â êðóãå Uk, k = 1, . . . , n. Ïîñêîëüêó Qk, k = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ

êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè, òî

min
1⩽k⩽n

dist(Qk, ∂Uk) = ε > 0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Φ íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

|Φ(s, t)− Φ(s0, t)| < ε

ïðè âñåõ t ∈ [0, 1] è |s − s0| < δ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n è s,

|s − s0| < δ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Φ(s, t) ∈ Uk ïðè t ∈ [tk−1, tk]. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî öåïî÷êà ýëåìåíòîâ (f1, U1), . . . , (fn, Un) îñóùåñòâëÿåò àíàëèòè÷å-

ñêîå ïðîäîëæåíèå (f, U) è âäîëü ïóòè γs, ò. å. fγs
(z) = fγs0

(z) ïðè z ∈ Un è

|s− s0| < δ.

Ïóñòü òåïåðü

G1 = {s ∈ [0, 1] : fγs
(z) = fγ0

(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z1},
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à G2 = [0, 1] \ G1. Ïî äîêàçàííîìó, åñëè s1 ∈ G1, òî íàéäåòñÿ δ1 > 0 òàêîå,

÷òî s ∈ G1 ïðè |s − s1| < δ1. Àíàëîãè÷íî, åñëè s2 ∈ G2, òî íàéäåòñÿ δ2 > 0

òàêîå, ÷òî s ∈ G2 ïðè |s − s2| < δ2. Â ñèëó ñâÿçíîñòè îòðåçêà [0, 1] îäíî èç

ìíîæåñòâ G1 èëè G2 äîëæíî áûòü ïóñòûì. Ïîñêîëüêó 0 ∈ G1, òî G2 = ∅ è

fγ1
(z) = fγ0

(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z1. □

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ýëåìåíòà (f1, U1) è (f2, U2) ýêâèâàëåíòíû, åñëè

îäèí èç äðóãîãî ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì (âäîëü íåêîòîðîãî

ïóòè). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåôëåê-

ñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè F ýëåìåíòîâ

áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ëþáîé ýëåìåíò (f, U) èç F
îïðåäåëÿåò âåñü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñðåäñòâîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-

æåíèÿ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî D�íåêîòîðàÿ îáëàñòü è â íåé îïðåäåëåíà ãîëîìîðô-

íàÿ ôóíêöèÿ f . Åñëè êðóã U ñîäåðæèòñÿ â D, òî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (f, U)

âäîëü ëþáîãî ïóòè γ â D ïðèâîäèò ê òîé æå ôóíêöèè f . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò (f, U) âûäåëÿåò â D âåòâü ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

F.

Òåîðåìà 14.5. Ïóñòü D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è (f, U)� ýëåìåíò, êîòî-

ðûé àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü ëþáîãî ïóòè â îáëàñòè D. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f â

U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 �öåíòð êðóãà U è γz �ïóòü â D ñ íà÷àëîì â

òî÷êå z0 è êîíöîì â z ∈ D. ×åðåç g(z) îáîçíà÷èì ïðîäîëæåíèå fγz
(z) ýëåìåíòà

(f, U) âäîëü ïóòè γz. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî g(z) íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïóòè γz. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ãîëîìîðôíà

â D è g(z) = f(z) ïðè z ∈ U . □

Çàìå÷àíèå 14.1. Ýòà òåîðåìà (à òàêæå ïðåäûäóùàÿ) íàçûâàåòñÿ òåîðå-

ìîé î ìîíîäðîìèè. Åå ñîäåðæàíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêæå ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå âäîëü ëþáîãî ïóòè â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, îïðåäåëÿåò â D

âåòâü, âûäåëÿåìóþ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì.

Äëÿ ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âîçíèêàåò íîâûé òèï èçîëèðîâàííûõ

îñîáûõ òî÷åê ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòîðûå áûëè èçó÷åíû äëÿ îäíîçíà÷íûõ

ôóíêöèé, ò. å. âåòâåé. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ïîë-

íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü Ȯr(a)

è ýëåìåíò (f, U), U ⊂ Ȯr(a), ýòîé ôóíêöèè, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü ëþ-

áîãî ïóòè â Ȯr(a). Ïóñòü 0 < ϱ < r è γϱ � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî z0 ∈ γϱ∩U . Òîãäà ïðè ïðîäîëæåíèè íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà
âäîëü ïóòè γϱ ïîñëå åå îáõîäà ìîæåì â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü òîò æå ýëåìåíò. Â

ýòîì ñëó÷àå òî÷êà a íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà. Åñëè

îáõîä γϱ ïðèâîäèò ê ýëåìåíòó, îòëè÷íîìó îò èñõîäíîãî, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

âåòâëåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè Ȯr(a) âûäåëÿ-

åòñÿ âåòâü ôóíêöèè F. Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ñóùåñòâóåò

öåëîå ÷èñëî n ⩾ 2 òàêîå, ÷òî n-êðàòíûé îáõîä γϱ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò
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ê èñõîäíîìó ýëåìåíòó. Òîãäà òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà, à íàèìåíüøåå èç ÷èñåë n, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ

ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ. Åñëè æå îáõîäû â îäíîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäÿò êàæ-

äûé ðàç ê íîâûì ýëåìåíòàì, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî

ïîðÿäêà èëè ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ.

Ïðèíöèï ñèììåòðèè Ðèìàíà�Øâàðöà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, êî-

ãäà îáëàñòè D1 è D2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èìåþò îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû. Ïðåä-

âàðèòåëüíî óñòàíîâèì îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé èíîãäà íàçûâàþò ½òåîðåìà î

ñòèðàíèè ðàçðåçà“ .

Ëåììà 14.1. Ïóñòü îáëàñòü D è ïðÿìàÿ L òàêèå, ÷òî D ∩ L = I ̸= ∅.
Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â D è ãîëîìîðôíà íà D \ I.
Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé è âî âñåé îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî ãîëîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ãîëîìîðôíîñòü f

â òî÷êàõ ìíîæåñòâà I, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé L. Ïóñòü a�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà I è

Or(a) ⊂ D. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ f íåïðåðûâíà â Or(a). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðå-

ìû Ìîðåðà ãîëîìîðôíîñòü f áóäåò äîêàçàíà, åñëè óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî íóëþ

èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèè f ïî ãðàíèöå êàæäîãî òðåóãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî

â Or(a). Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ L ïåðåñåêàåò êðóã Or(a) ïî äèàìåòðó è äåëèò

åãî íà äâà ïîëóêðóãà U+ è U−.

Ïóñòü òåïåðü ∆� òðåóãîëüíèê, êîòîðûé âìåñòå ñ çàìûêàíèåì ñîäåðæèòñÿ â

Or(a). Åñëè ∆ ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â U+ èëè U−, òî ðàâåíñòâî∫
∂∆

f(z)dz = 0

ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîøè. Ïóñòü ∆+ = ∆ ∩ U+ è ∆− = ∆ ∩ U−. Òîãäà∫
∂∆

f(z)dz =

∫
∂∆+

f(z)dz +

∫
∂∆−

f(z)dz.

Îäíàêî, èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ ïî òåîðåìå Êîøè è

ëåììà äîêàçàíà. □

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê ïðèíöèï ñèììåòðèè Ðèìàíà�Øâàðöà.

Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü D� îáëàñòü, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñò-

âåííîé îñè, è D+ = {z ∈ D : Im z > 0}, D− = {z ∈ D : Im z < 0}, I = D ∩ R.
Äîïóñòèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà D+ ∪ I, ãîëîìîðôíîé â D+ è ïðè-

íèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà I. Òîãäà îíà èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå âî âñþ îáëàñòü D, ãäå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ñèììåòðèè

f(z) = f(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â îáëàñòè D ôóíêöèþ F ïîñðåäñòâîì ðà-

âåíñòâ

F (z) =

{
f(z), åñëè z ∈ D+ ∪ I,
f(z), åñëè z ∈ D−.

Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óñòàíîâèì ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè F â îá-

ëàñòè D. Ãîëîìîðôíîñòü F â D+ ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèé

òåîðåìû. Ïóñòü z0 ∈ D− è r > 0 òàêîå, ÷òî Or(z0) ⊂ D−. Òîãäà â Or(z0)

ôóíêöèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ïî íèæíåé ôîðìóëå è

lim
z→z0

F (z)− F (z0)

z − z0
= lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

z→z0

(
f(z)− f(z0)

z − z0

)
= f ′(z0).

Òàêèì îáðàçîì, F ãîëîìîðôíà â D \ I.
Ïîêàæåì, ÷òî F íåïðåðûâíà â D. Äëÿ ýòîãî îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåïðåðûâ-

íîñòü â òî÷êàõ íà I. Ïóñòü x0 ∈ I è ε > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f íà D+ ∪ I
íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |f(z)− f(x0)| < ε ïðè z ∈ Oδ(x0)∩ [D+ ∪ I]. Íî òîãäà
äëÿ z ∈ Oδ(x0) ∩ D− áóäåì èìåòü z ∈ Oδ(x0) ∩ D+ è â ñèëó âåùåñòâåííîñòè

çíà÷åíèÿ f(x0) ïîëó÷àåì

|F (z)− f(x0)| = |f(z)− f(x0)| = |f(z)− f(x0)| < ε.

Ïîñêîëüêó x0 ∈ I è ε > 0 âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, òî íåïðåðûâíîñòü F íà I,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è â D äîêàçàíà. Óòâåðæäåíèå î ãîëîìîðôíîñòè F â îáëàñòè

D ñëåäóåò èç ëåììû. □

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èìååò î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ëþáûå

äâå îêðóæíîñòè C1 è C2 â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ìîæíî îòîá-

ðàçèòü äðóã íà äðóãà ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáëàñòü

D ìîæíî âûáèðàòü ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C1, à â êà÷åñòâå

I òîãäà áóäåò âûñòóïàòü ïåðåñå÷åíèå C1 ∩ D. Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â

÷àñòè D+ îáëàñòè D, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî C1,

íåïðåðûâíà íà D+ ∪ I è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(z) ∈ C2, êîãäà z ∈ I, òî åå ìîæ-

íî ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè âî âñþ îáëàñòü D. Ïðè ýòîì ïàðû òî÷åê z1, z2,

ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî C1, áóäóò ïåðåõîäèòü â ïàðû òî÷åê f(z1), f(z2)

ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî C2. Ïðèíöèï ñèììåòðèè Ðèìàíà�Øâàðöà ÷àñòî

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.

� 15. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Â êîíöå ïàðàãðàôà 5 ìû ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà öåëûõ ôóíêöèé,

ò. å. òàêèõ, êîòîðûå ãîëîìîðôíû âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ôóíêöèÿ f : C → C íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé, åñëè

îíà ãîëîìîðôíà â C, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî-
÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëþñàìè.

Çàìåòèì, ÷òî öåëûå ôóíêöèè ñîñòàâëÿþò ïîäêëàññ êëàññà ìåðîìîðôíûõ

ôóíêöèé. Äðóãîé âàæíûé ïîäêëàññ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé îáðàçóþò ðàöèî-

íàëüíûå ôóíêöèè. Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé.
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Ïóñòü P (z) = amz
m + . . . + a0, am ̸= 0, � ïîëèíîì ñòåïåíè m è Q(z) =

bnz
n + . . .+ b0, bn ̸= 0, � ïîëèíîì ñòåïåíè n. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî P (z) è Q(z)

íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé, à ñëåäîâàòåëüíî, îáùèõ íóëåé. Òîãäà íàèáîëüøåå

èç ÷èñåë m è n áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P (z)/Q(z).

Íóëè ïîëèíîìà P (z) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè è ôóíêöèè R(z) ñ òåìè æå êðàòíîñòÿìè,

à íóëè ïîëèíîìà Q(z) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëþñû ôóíêöèè R(z) òàêæå ñ òåìè

æå êðàòíîñòÿìè. Êðîìå òîãî, èç ïðåäñòàâëåíèÿ

R(z) =
zm

zn
am + am−1/z + . . .+ a0/z

m

bn + bn−1/z + . . .+ b0/zn
= zm−nR1(z),

ãäå R1(z) → am/bn ̸= 0 ïðè z → ∞, âèäíî, ÷òî z = ∞ ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè

R êðàòíîñòè n −m, åñëè m < n. Â ñëó÷àå m > n â òî÷êå z = ∞ ôóíêöèÿ R

èìååò ïîëþñ êðàòíîñòè m−n. Ñëó÷àé m = n ñîîòâåòñòâóåò óñòðàíèìîé îñîáîé

òî÷êå â z = ∞ è ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè R. Òàêèì îáðàçîì,

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ â C ñ ó÷¼òîì

èõ êðàòíîñòè. Ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü òåïåðü A�ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òîãäà ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ R(z) − A èìååò òî æå ÷èñëî ïîëþñîâ â C (îíè ïðîñòî ñîâïàäàþò),

÷òî è R(z). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäêè ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò

è ôóíêöèÿ R(z) − A èìååò â C ðîâíî k íóëåé ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè, ãäå k�

ïîðÿäîê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(z). Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ R(z) ïîðÿäêà k èìååò â C ðîâíî k íóëåé è k ïîëþñîâ, à òàêæå êàæäîå

óðàâíåíèå R(z) = A èìååò â òî÷íîñòè k êîðíåé.

15.1. Òåîðåìà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà. Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó êëàññó ìåðî-

ìîðôíûõ ôóíêöèé, çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì êðóãå |z| ⩽ R ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-

öèÿ ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü

áû ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîëþñîâ. Íàêàïëèâàòüñÿ ïîëþñû ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè

ìîãóò ëèøü ê áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f è g�äâå

ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè, èìåþùèå îäíè è òå æå ïîëþñû ñ îäèíàêîâûìè ãëàâ-

íûìè ÷àñòÿìè ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ëîðàíà â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ ïîëþñîâ. Òîãäà

ðàçíîñòü f(z) − g(z) áóäåò öåëîé ôóíêöèåé. Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ñëå-

äóþùåìó âûâîäó. Îáùèé âèä ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè

÷àñòÿìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè è íåêîòîðîé

ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè ÷àñòÿìè. Íàïðèìåð, ñîâîêóï-

íîñòü ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðîñòûå ïîëþñû ñ âû÷åòîì 1 â êàæäîé

òî÷êå z = n, n ∈ Z, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

f(z) = π ctg πz + h(z),

ãäå h�öåëàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â ïîëþñå z = a, a ∈
C, èìååò âèä P (1/(z − a)), ãäå P (z)�ïîëèíîì ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì,

ò. å. P (0) = 0. Âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ïîëþñîâ a1, . . . , an, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìåëà áû ãëàâíûå ÷àñòè

P1

(
1

z − a1

)
, . . . , Pn

(
1

z − an

)
,
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ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ñóììà
n∑

k=1

Pk

(
1

z − ak

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ñóì-

ìèðóÿ åå ñ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèåé, ïîëó÷àåì îáùèé âèä ðåøåíèÿ ïî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ. Â ðàññìîò-

ðåííîì âûøå ïðèìåðå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè â òî÷êàõ

z = n, n ∈ Z, ðÿä èç ãëàâíûõ ÷àñòåé
∞∑

n=−∞

1

z − n

íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû

äîëæíû ïðåîáðàçîâàòü ðÿä èç ãëàâíûõ ÷àñòåé òàê, ÷òîáû îí ñòàë ñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 15.2. Ðÿä èç ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé áóäåì íàçûâàòü ñõî-

äÿùèìñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K,

K ⊂ C, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà èìååò ïîëþñû íà K, à ïîñëå èõ

óäàëåíèÿ îñòàòîê ðÿäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà K.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê òåîðåìà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà.

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü {ak}∞k=1 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê, íå

èìåþùàÿ íè îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè â C, à {Pk(z)}∞k=1 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëèíîìîâ áåç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

f(z), êîòîðàÿ èìååò ãëàâíûå ÷àñòè Pk(1/(z− ak)) â òî÷êàõ ak, k = 1, 2, . . ., è

íå èìååò äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê â C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëþñîâ òàê, ÷òî-

áû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

|a1| ⩽ |a2| ⩽ |a3| ⩽ . . . .

Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî a1 ̸= 0, è âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà αk, k = 1, 2, . . .,

òàê, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
∑∞

k=1 αk. Ïîñêîëüêó ãëàâíàÿ ÷àñòü Pk(1/(z − ak))

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â êðóãå O|ak|(0), òî åå ðÿä Òåéëîðà

Pk

(
1

z − ak

)
=

∞∑
n=0

c(k)n zn

ñõîäèòñÿ â O|ak|(0) è ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êðóãå |z| ⩽ |ak|/2.
Ïóñòü

Qk(z) =

nk∑
n=0

c(k)n zn

� åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, ãäå íîìåð nk âûáðàí òàê, ÷òî

max

|z| ⩽ |ak|
2

∣∣∣∣Pk

(
1

z − ak

)
−Qk(z)

∣∣∣∣ < αk.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä

∞∑
k=1

[
Pk

(
1

z − ak

)
−Qk(z)

]
. (15.1)

Ôèêñèðóåì R > 0 è ðàçîáüåì ýòîò ðÿä íà äâå ÷àñòè∑
k : |ak|⩽2R

[
Pk

(
1

z − ak

)
−Qk(z)

]
+

∑
k : |ak|>2R

[
Pk

(
1

z − ak

)
−Qk(z)

]
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ k, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |ak| > 2R, ôóíê-

öèè Pk(1/(z − ak)) ãîëîìîðôíû â O2R(0) è

max
|z|⩽R

∣∣∣∣Pk

(
1

z − ak

)
−Qk(z)

∣∣∣∣ < αk,

ïîñêîëüêó R < |ak|/2. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ðÿäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è

àáñîëþòíî â êðóãå |z| ⩽ R, à ïîòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ â OR(0)

ôóíêöèþ. Êîíå÷íàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé è â êðóãå OR(0)

èìååò òðåáóåìûå ïîëþñà ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè ÷àñòÿìè.

Ïîñêîëüêó R âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî ðÿä (15.1) ñõîäèòñÿ ëî-

êàëüíî ðàâíîìåðíî. Åãî ñóììà èìååò òðåáóåìîå ïîâåäåíèå â C, çà èñêëþ÷åíèåì
âîçìîæíî ëèøü â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äîáàâëÿÿ ê ýòîé ñóììå ãëàâíóþ ÷àñòü â

z = 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ. □

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ π2/ sin2 πz,

êîòîðàÿ èìååò äâîéíûå ïîëþñû â òî÷êàõ z = n, n ∈ Z. Ãëàâíîé ÷àñòüþ ðàçëî-

æåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = n ÿâëÿåòñÿ 1/(z−n)2. Ïîñêîëüêó
ðÿä

∑∞
n=−∞ 1/(z − n)2 ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, òî

π2

sin2 πz
=

∞∑
n=−∞

1

(z − n)2
+ g(z),

ãäå g�öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî g(z) ≡ 0.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ π2/ sin2 πz è ñóììà ðÿäà

∞∑
n=−∞

1

(z − n)2

ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì 1. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g(z) òàêæå äîëæíà

èìåòü òîò æå ïåðèîä. Åñëè z = x+ iy, òî

| sinπz|2 = ch2 πy − cos2 πx

è, ñëåäîâàòåëüíî, π2/ sin2 πz → 0 ïðè |y| → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]. Ýòèì

æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ñóììà ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî,

1

|x+ iy − n|2 ⩽


1

y2
ïðèn = 0, 0 ⩽ x ⩽ 1, |y| ⩾ 1,

1

y2 + (n− 1)2
ïðèn ̸= 0, 0 ⩽ x ⩽ 1, |y| ⩾ 1,
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îòêóäà âèäíî, ÷òî

∞∑
n=−∞

1

(z − n)2
→ 0 ïðè |y| → ∞,

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè g ïîëó÷àåì åå îãðà-

íè÷åííîñòü âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïî òåîðåìå 6.1 Ëèóâèëëÿ g(z) ≡
const, íî ïîñêîëüêó g(z) → 0 ïðè z → ∞, òî g(z) ≡ 0. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó

π2

sin2 πz
=

∞∑
n=−∞

1

(z − n)2
.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè è âû÷åòàìè

1 â öåëûõ òî÷êàõ. Åå ãëàâíûå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè

1

z − n
= − 1

n
− z

n2
− z2

n3
− . . . (|z| < n, n ̸= 0, n ∈ Z).

Äîáàâëåíèå ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî 1/n ïðèâîäèò ê ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ñõî-

äÿùåìóñÿ ðÿäó è ïîòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
1

z
+
∑
n̸=0

(
1

z − n
+

1

n

)
=

1

z
+
∑
n̸=0

z

n(z − n)
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
.

Ïî òåîðåìå 12.1 Âåéåðøòðàññà ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

f ′(z) = − 1

z2
−
∑
n̸=0

1

(z − n)2
=

d

dz
(π ctg πz) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z)− π ctg πz ≡ const .

Îäíàêî ñëåâà ñòîèò íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ è êîíñòàíòà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì

π ctg πz =
1

z
+
∑
n̸=0

(
1

z − n
+

1

n

)
=

1

z
+
∑
n̸=0

z

n(z − n)
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
.

Äëÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Ïèêàðà: ½Ìåðî-

ìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, ïðèíèìàåò âñå êîìïëåêñíûå çíà÷å-

íèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, äâóõ“ . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ tg z ÿâëÿåòñÿ

ìåðîìîðôíîé è íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé ±i.

15.2. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Öåëûå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîäìíî-

æåñòâî â êëàññå âñåõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé. Åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ g íå îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü, òî â C âûäåëÿåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü h(z) = ln g(z), êîòîðàÿ

òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì g(z) = eh(z). Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé

öåëîé ôóíêöèè h ðàâåíñòâî g(z) = eh(z) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
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íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â C. Åñëè òåïåðü ó äâóõ öåëûõ ôóíêöèé g1 è g2 ñîâ-

ïàäàþò íóëè (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé), òî îòíîøåíèå g2(z)/g1(z) áóäåò öåëîé

ôóíêöèåé, íå èìåþùåé â C íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, g2(z) = g1(z)e
h(z), ãäå h�

öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñòðîåíèå öåëîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè íóëÿìè åñòåñòâåííî

îñóùåñòâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15.3. Ïóñòü {an}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(1 + an) (15.2)

ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäå-

íèé
∏n

k=1(1 + ak). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü ÷òî ïðîèçâåäåíèå (15.2) ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 |an|.

Ïðåäëîæåíèå 15.1. Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 |an| ñõîäèòñÿ, òî ïðîèçâåäåíèå (15.2)
ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî, àáñîëþòíî ñõîäÿùååñÿ ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ ê íóëþ

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé (1+an) ðàâåí

íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 |an| ñõîäèòñÿ, è ïóñòü

Pn =

n∏
k=1

(1 + ak)

�÷àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà âëå÷åò an →
0 ïðè n → ∞. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |an| < 1/2 ïðè n ⩾ N . Â

åäèíè÷íîì êðóãå |z| < 1 îïðåäåëåíà ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

ln(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn,

è äëÿ k ⩾ N îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ln(1 + ak). Äàëåå, äëÿ n > N ÷àñòè÷íûå

ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn = PN

n∏
k=N+1

(1 + ak) = PNe
Sn ,

ãäå Sn =
∑n

k=N+1 ln(1 + ak). Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàçëîæåíèÿ ln(1 + z) â ñòå-

ïåííîé ðÿä âèäíî, ÷òî

| ln(1 + z)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
zn

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

n=1

|z|n =
|z|

1− |z| ⩽ 2|z|

ïðè |z| < 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k ⩾ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

| ln(1 + ak)| ⩽ 2|ak|,
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÷òî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

S = lim
n→∞

Sn =

∞∑
n=N+1

ln(1 + an).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ez ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

lim
n→∞

Pn = PNe
S ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. □

Ïðåäëîæåíèå 15.2. Ïóñòü {φn}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ â îá-

ëàñòè D ôóíêöèé è ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} òàêèå, ÷òî αn > 0,∑∞
n=1 αn < ∞ è |φn(z) − 1| ⩽ αn äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . è z ∈ D. Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1 φn(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D ê íåêîòîðîé ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèè φ(z).

(ii) Åñëè φn(z) ̸= 0 ïðè âñåõ z ∈ D è n = 1, 2, . . ., òî φ(z) ̸= 0 â D è

φ′(z)

φ(z)
=

∞∑
n=1

φ′
n(z)

φn(z)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (i) çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì z ∈ D

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå, ïîëîæèâ φn(z) = 1+an(z), ãäå

|an(z)| ⩽ αn. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ z ∈ D,

òî ïðîèçâåäåíèå
∞∏

n=1

φn(z) =

∞∏
n=1

(1 + an(z))

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D ê íåêîòîðîé ôóíêöèè φ(z). Â ñèëó òåîðåìû Âåéåð-

øòðàññà φ ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî

K ⊂ D. Ïóñòü Pn(z) =
∏n

k=1 φk(z)�÷àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Ïî òåîðåìå Âåé-

åðøòðàññà P ′
n(z) → φ′(z) ðàâíîìåðíî íà K, ïîñêîëüêó Pn(z) → φ(z) ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî â D. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ φn(z) ̸= 0 ïðè n = 1, 2, . . . è z ∈ D. Ýòî

âëå÷åò φ(z) ̸= 0 ïðè z ∈ D. Íî òîãäà

min
z∈K

|φ(z)| > 0

è P ′
n(z)/Pn(z) → φ′(z)/φ(z) ðàâíîìåðíî íà K. Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî

P ′
n(z)

Pn(z)
=

n∑
k=1

φ′
k(z)

φk(z)
,

ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ. □

Ïðåäëîæåíèå 15.3. Ïóñòü {an}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ êîìï-

ëåêñíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 1/|an|2 ñõîäèòñÿ. Òîãäà áåñêîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1− z

an

)
ez/an (15.3)
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ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ z ∈ C è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êàõ an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî äëÿ ζ ∈ C, |ζ| ⩽ 1, âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

|(1− ζ)eζ − 1| ⩽ |ζ|2.
Äåéñòâèòåëüíî,

|(1−ζ)eζ−1| = |ζ|2
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

(
1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
ζn−1

∣∣∣∣∣ ⩽ |ζ|2
∞∑

n=1

(
1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
= |ζ|2.

Ôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíî R > 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 1/|an|2
ñõîäèòñÿ, an → ∞ ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

R/|an| < 1 ïðè n ⩾ N . Íî òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ C, |z| ⩽ R, è n ⩾ N áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣(1− z

an

)
ez/an − 1

∣∣∣∣ ⩽ R2

|an|2
.

Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 15.2 ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (15.3)

ñõîäèòñÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ â êðóãå |z| < R ôóíêöèþ. Ïî-

ñêîëüêó R > 0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíûì, òî ïðîèçâåäåíèå (15.3) ÿâëÿåòñÿ

öåëîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êàõ an, n = 1, 2, . . ..

□

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàæåì ðàâåíñòâî

sinπz

π
= z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
. (15.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f(z) =
sinπz

π
, g(z) = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∑∞

n=1 1/n
2 ñõîäèòñÿ, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 15.2 ïðîèçâåäåíèå

g(z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé è

g′(z)

g(z)
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ′(z)/f(z) = π ctg πz è, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ π ctg πz,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó(
f(z)

g(z)

)′

=
f(z)

g(z)

(
f ′(z)

f(z)
− g′(z)

g(z)

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, f(z) = cg(z), ãäå c�íåêîòîðîå ÷èñëî. Îäíàêî

lim
z→0

f(z)

z
= lim

z→0

g(z)

z
= 1

è ðàâåíñòâî (15.4) äîêàçàíî. □
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15.3. Ãàììà�ôóíêöèÿ. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè n! ñ ìíîæåñòâà öåëûõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íà áîëåå øèðîêîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàëè ìíî-

ãèå ìàòåìàòèêè. Äâà ñïîñîáà ðàñøèðåíèÿ ôàêòîðèàëà, ïðåäëîæåííûå Ýéëå-

ðîì, ïðèâîäÿò ê òàê íàçûâàåìîé ãàììà�ôóíêöèè. Åñëè îïðåäåëèòü Γ(n) =

(n − 1)!, òî ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íà öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñëàõ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

Γ(1) = 1, Γ(n+ 1) = nΓ(n), n = 1, 2, . . . .

Çàäà÷à ñîñòîèò òåïåðü â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü Γ(z) äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z

ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé

Γ(1) = 1, Γ(z + 1) = zΓ(z).

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Γ(n+ k) = 1 · 2 · . . . · (n− 1)[n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)] = Γ(n)(n)k,

ãäå ïîä (n)k ïîíèìàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñäâèíóòûé ôàêòîðèàë, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî z ðàâåíñòâîì

(z)k = z(z + 1) · . . . · (z + k − 1).

Ìåíÿÿ ðîëÿìè n è k, ïîëó÷àåì

Γ(n+ k) = Γ(n)(n)k = Γ(k)(k)n,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Γ(k) =
Γ(n)(n)k
(k)n

.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì k è n→ ∞ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

nk

(n)k
= lim

n→∞

n

n
· n

n+ 1
· . . . · n

n+ k − 1
= 1.

Èäåÿ Ýéëåðà çàêëþ÷àëàñü â ïðåäñòàâëåíèè

Γ(k) = lim
n→∞

nk(n− 1)!

(k)n

è çàìåíîé k íà z.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ(z) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðîìîðô-

íóþ ôóíêöèþ, åñëè ïîëîæèòü

Γ(z) = lim
n→∞

nz(n− 1)!

(z)n
= lim

n→∞

nz(n− 1)!

z(z + 1) · . . . · (z + n− 1)
. (15.5)

Ïðåîáðàçóåì îáðàòíóþ âåëè÷èíó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (15.5) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

(z)n
nz(n− 1)!

= ze−z lnn
n−1∏
k=1

(
1 +

z

k

)
= z exp

{
z

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n− 1
− lnn

)} n−1∏
k=1

(
1 +

z

k

)
e−z/k.
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Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n− 1
− lnn

)
= γ = 0, 5772 . . .

� ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, òî

G(z) = lim
n→∞

(z)n
nz(n− 1)!

= zeγz
∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
e−z/k,

êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 15.3, ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ñ ïðîñòûìè íóëÿìè

â òî÷êàõ z = 0,−1,−2, . . ..

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë â (15.5) îïðåäåëÿåò ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ ïðî-

ñòûìè ïîëþñàìè â òî÷êàõ z = 0,−1,−2, . . .. Êðîìå òîãî, ãàììà�ôóíêöèþ ìîæ-

íî îïðåäåëèòü êàê áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Γ(z) =
1

z
e−γz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

ez/n. (15.6)

Èç (15.5) âèäíî, ÷òî Γ(1) = 1 è

Γ(z + 1) = lim
n→∞

nz+1(n− 1)!

(z + 1)n
= z lim

n→∞

n

z + n

nz(n− 1)!

(z)n
= zΓ(z),

ò. å. Γ(z) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Äðóãîé ïîäõîä ê ðàñøèðåíèþ ïîíÿòèÿ ôàêòîðèàëà ñâÿçàí ñ ðàâåíñòâîì

n! =

∫ ∞

0

tne−tdt,

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèè

F (z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt, (15.7)

ãäå tz−1 = e(z−1) ln t, ln t ∈ R. Èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ F (z), ÿâ-

ëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì. Ïîýòîìó âíà÷àëå èññëåäóåì åãî íà ñõîäèìîñòü. Ïóñòü

0 < α < β <∞ è

S(α, β) = {z ∈ C : α < Re z < β}.
Äëÿ z ∈ S(α, β) è t ∈ (0,∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣tz−1e−t

∣∣ = tRe z−1e−t ⩽ Mα,β(t),

ãäå

Mα,β(t) =

{
tα−1 ïðè 0 < t < 1,

tβ−1e−t ïðè 1 ⩽ t <∞.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë
∫∞
0
Mα,β(t)dt ñõîäèòñÿ, òî â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè èíòåãðàë

â (15.7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â ïîëîñå S(α, β). Ïðè ýòîì

F (z) = lim
n→∞

Fn(z), Fn(z) =

n∫
1/n

tz−1e−tdt.
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Äàëåå, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Φ(z, t) = tz−1e−t ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü

Fn(z) â ïîëîñå S(α, β). Êðîìå òîãî, åñëè ∆� òðåóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé

â S(α, β), è ∂∆� åãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà, òî ó÷èòûâàÿ

ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè tz−1 â S(α, β), ïîëó÷àåì

∫
∂∆

Fn(z)dz =

∫
∂∆

 n∫
1/n

tz−1e−tdt

 dz =

n∫
1/n

∫
∂∆

tz−1dz

 e−tdt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.4 Ìîðåðà ôóíêöèè Fn, n = 1, 2, . . ., ãîëîìîðôíû

â ïîëîñå S(α, β).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Fn(z) → F (z) ïðè n→ ∞ ðàâíîìåðíî â ïîëîñå S(α, β).

Ïóñòü m,n�äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà è m < n. Òîãäà äëÿ z ∈ S(α, β) èìååì

|Fn(z)− Fm(z)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1/m∫
1/n

tz−1e−tdt+

n∫
m

tz−1e−tdt

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
1/m∫
1/n

Mα,β(t)dt+

n∫
m

Mα,β(t)dt.

Îòñþäà è èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫∞
0
Mα,β(t)dt ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-

ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn(z)} â ïîëîñå S(α, β). Íî òîãäà ïî òåîðåìå 12.1
Âåéåðøòðàññà ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â S(α, β) êàê ëîêàëüíî ðàâ-
íîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó â

ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ α è β âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, òî èíòåãðàë

â (15.7) îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 ôóíêöèþ

F (z).

Òåîðåìà 15.2. Äëÿ âñåõ z èç ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

Γ(z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (z) èç (15.7) è ãàììà�ôóíêöèÿ

ãîëîìîðôíû â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî â ñèëó òåîðåìû 6.3 åäèíñòâåííîñòè

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî F (x) = Γ(x) ïðè x > 1. Ôèêñèðóåì x > 1 è

çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì n+ 1 ðàç ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

n∫
0

(
1− t

n

)n

tx−1dt = nx
1∫

0

(1− s)nsx−1ds =
n!nx

x(x+ 1) · . . . · (x+ n)
.

Îòñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (15.5) ðàâåíñòâî F (x) = Γ(x) áóäåò ñëåäîâàòü, åñëè

ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

n∫
0

(
1− t

n

)n

tx−1dt =

∞∫
0

e−ttx−1dt. (15.8)

Ïóñòü

φn(t) =


(
1− t

n

)n

ïðè 0 ⩽ t ⩽ n,

0 ïðè t > n.
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φn(t)e
t ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé íà [0,∞) (íà ýòî óêàçû-

âàåò çíàê ïðîèçâîäíîé) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè t = 0, òî 0 ⩽ φn(t) ⩽ e−t

ïðè t ⩾ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, φn(t)t
x−1 ⩽ e−ttx−1 ïðè âñåõ t ⩾ 0 è n = 1, 2, . . .. Íî

òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

lim
n→∞

∞∫
0

φn(t)t
x−1dt =

∞∫
0

e−ttx−1dt,

÷òî ýêâèâàëåíòíî (15.8), è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ñ ãàììà�ôóíêöèåé. Èç ðàâåíñòâà Γ(1− z) =

−zΓ(−z) è ïðåäñòàâëåíèÿ (15.6) ñëåäóåò

Γ(z)Γ(1− z) =
1

z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)−1

.

Ýòî ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà (15.4) äà¼ò ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ Ýéëåðà

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sinπz
.

Ïîëàãàÿ â ýòîé ôîðìóëå z = 1/2, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó Γ(1/2) =
√
π. Îòñþäà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãàììà�ôóíêöèè âûâîäÿòñÿ

áîëåå îáùèå ðàâåíñòâà

Γ

(
1

2
+ n

)
=

√
π

n−1∏
k=0

(
k +

1

2

)
,

n = 1, 2, . . ..

Çàìå÷àíèå 15.1. Äëÿ α > 0 èíòåãðàë

∞∫
0

e−xα

dx

ñõîäèòñÿ. Âûïîëíÿÿ â íåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = t1/α, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∞∫
0

e−xα

dx =
1

α
Γ

(
1

α

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 2 ïîëó÷àåì

∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
. (15.9)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (15.9), âû÷èñëèì òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë Ôðåíåëÿ

∞∫
0

eit
2

dt =

∞∫
0

cos t2dt+ i

∞∫
0

sin t2dt.
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Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð ΓR = LR + γR − λR, R > 0, ãäå

LR : z(t) = t, 0 ⩽ t ⩽ R; λR : z(t) = teiπ/4, 0 ⩽ t ⩽ R;

γR : z(t) = Reit, 0 ⩽ t ⩽ π/4.

Ïîñêîëüêó f(z) = eiz
2

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé, òî∫
ΓR

f(z)dz = 0

ïðè âñåõ R > 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî∣∣∣∣∣∣
∫
γR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ = R

∣∣∣∣∣∣∣
π/4∫
0

eiR
2ei2teitdt

∣∣∣∣∣∣∣
⩽ R

π/4∫
0

e−R2 sin 2tdt ⩽ R

π/4∫
0

e−R24t/πdt

=
π

4R

R2∫
0

e−θdθ =
π

4R

(
1− e−R2

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
R→∞

∫
γR

f(z)dz = 0.

Íî òîãäà ïîñêîëüêó

0 =

∫
ΓR

f(z)dz =

∫
LR

f(z)dz −
∫
λR

f(z)dz +

∫
γR

f(z)dz,

òî

lim
R→∞

∫
LR

f(z)dz = lim
R→∞

∫
λR

f(z)dz.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

∞∫
0

eit
2

dt = eiπ/4
∞∫
0

e−t2dt,

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (15.9) ïîëó÷àåì

∞∫
0

eit
2

dt =

√
π

2
eiπ/4. (15.10)

Â ÷àñòíîñòè,
∞∫
0

cos t2dt =

∞∫
0

sin t2dt =

√
2π

4
.
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� 16. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è çàäà÷à Äèðèõëå

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé ïîíèìàåòñÿ âå-

ùåñòâåííîçíà÷íàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ u(z) =

u(x, y), z = x+ iy, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

△u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî,

÷òî åñëè f(z) = u(z) + iv(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé, òî

âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü u(z) = u(x, y) è ìíèìàÿ ÷àñòü v(z) = v(x, y) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè.

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü D� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ãàðìî-

íè÷åñêîé â D ôóíêöèè u(z) íàéäåòñÿ òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ f(z),

÷òî u(z) = Re f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â îáëàñòè D ôóíêöèþ g ïîñðåäñòâîì ðàâåí-

ñòâà

g(z) =
∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z),

z = x + iy. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(z) = u(x, y) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìîé, òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â

âåùåñòâåííîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè

g(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ãàðìî-

íè÷íîñòè ôóíêöèè u(z). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g(z) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîé â êîìïëåêñíîì ñìûñëå, ò. å. ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Â ñèëó òîãî,

÷òî D ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ, äëÿ ôóíêöèè g(z) ñóùåñòâóåò ïåðâîîá-

ðàçíàÿ f(z) â ýòîé îáëàñòè. Èñïîëüçóÿ àääèòèâíóþ êîíñòàíòó, ïåðâîîáðàçíóþ

f(z) = U(z) + iV (z) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈ D

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî U(z0) = u(z0). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

f ′(z) = U ′
x(z)− iU ′

y(z)

è ðàâåíñòâà f ′(z) = g(z) ñëåäóåò, ÷òî ó ôóíêöèé U(z) è u(z) ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ïî x è ïî y ñîâïàäàþò. Ýòî âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì U(z0) = u(z0) âëå÷åò

òîæäåñòâî U(z) ≡ u(z). Òàêèì îáðàçîì,

u(z) = U(z) = Re f(z)

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 16.1. Âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ôóíê-

öèÿ u(z) = u(x, y) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Â ñèëó òîãî,

÷òîD� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, íàéäåòñÿ r > 0 òàêîå, ÷òî Or(z0) ⊂ D. Ïîñêîëüêó

êðóã Or(z0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, òî íàéäåòñÿ ãîëîìîðô-

íàÿ â Or(z0) ôóíêöèÿ f(z), äëÿ êîòîðîé Re f(z) = u(z) ïðè z ∈ Or(z0). Òàêèì
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îáðàçîì, áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè u(z) = u(x, y) (ïî x è ïî

y) ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f(z).

□

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé. Ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà u(x) =

ax + b. Ðÿä ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé àíàëîãè÷åí ñâîéñòâàì ëèíåéíûõ

ôóíêöèé.

Òåîðåìà 16.2 (Ïðèíöèï ýêñòðåìóìà). Íåïîñòîÿííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â

îáëàñòè D ôóíêöèÿ u(z) íå ìîæåò äîñòèãàòü ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè

ìèíèìóìà âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî u(z0) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (èëè íàè-

ìåíüøèì) çíà÷åíèåì ôóíêöèè u(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Or(z0) ⊂ D. Ïî

ïðåäûäóùåé òåîðåìå íàéäåòñÿ òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â Or(z0) ôóíêöèÿ f , äëÿ

êîòîðîé Re f(z) = u(z) ïðè z ∈ Or(z0). Íî òîãäà ïî ïðèíöèïó ýêñòðåìóìà äëÿ

âåùåñòâåííîé ÷àñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f(z) ≡ const â Or(z0). Ñëåäîâà-

òåëüíî, è u(z) ≡ const â Or(z0). ×òîáû ðàñïðîñòðàíèòü ýòî íà âñþ îáëàñòü D,

ñíîâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =
∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z),

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà âî âñåé îáëàñòè D. Îäíàêî â Or(z0) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî g(z) = f ′(z) = 0. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé g(z) ≡ 0 â D. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè u(x, y) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

u′x, u
′
y òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ âî âñåé îáëàñòè D. Ýòî çíà÷èò, ÷òî u(z) ≡

const â D è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Èç ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà ñðàçó æå ñëåäóþò äâà âàðèàíòà òåîðåìû åäèíñòâåí-

íîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîñêîëüêó ðàç-

íîñòü äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé,

òî óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â

âèäå óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 16.3 (Åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü u(z)� ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëà-

ñòè D ôóíêöèÿ è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

(i) u(z) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Or(z0) ⊂ D;

(ii) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèÿ u(z) íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â çà-

ìûêàíèå D îáëàñòè D è u(z) = 0 ïðè z ∈ ∂D.

Òîãäà u(z) ≡ 0 â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (i). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(z) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (è ìèíèìóìà) â òî÷êå

z0. Íî â ñèëó ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà òîãäà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(z) äîëæíà

áûòü òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, ò. å. u(z) ≡ 0 â D.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (ii). Íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì

ìíîæåñòâå D íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(z) äîëæíà äîñòèãàòü ñâîåãî ìàêñèìó-

ìà è ìèíèìóìà. Îäíàêî â ñèëó ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà ìàêñèìóì è ìèíèìóì
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ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè,

åñëè u(z) ̸≡ const. Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå ∂D ôóíêöèÿ u(z) ïðèíèìàåò òîëüêî

îäíî çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, òî u(z) ≡ 0 â îáëàñòè D è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 16.1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î òîì, ÷òî èç óñëîâèÿ (i) ñëåäóåò

òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â íóëü ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèè, íàçûâà-

þò âíóòðåííåé òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâå ãàðìîíè÷å-

ñêèå ôóíêöèè u1(z) è u2(z) ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Or(z0) ⊂ D, òî

èõ ðàçíîñòü u(z) = u1(z)−u2(z) äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííûì íóëåì â îáëàñòè

D, ò. å. u1(z) ≡ u2(z) â D.

Çàìå÷àíèå 16.2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î òîì, ÷òî èç óñëîâèÿ (ii) ñëåäóåò

òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â íóëü ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèè, äàåò

òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå. Ïîä êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé

Äèðèõëå ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D è íåïðå-

ðûâíîé â çàìûêàíèè D ôóíêöèè u(z) ïî çàäàííûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì.

Ïðèìåð. Â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè îáîáùåíèÿìè çàäà÷è Äèðèõëå ïîëåçíî ðàñ-

ñìîòðåòü ñëåäóþùèé ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèè,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ âî âñå òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T, çà
èñêëþ÷åíèåì îäíîé ζ = 1. Ïóñòü L(z) = (1 + z)/(1 − z)�äðîáíî-ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Òî÷êà ζ = 1 ïå-

ðåõîäèò â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

u(z) = ReL(z) =
1− |z|2
|1− z|2

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D ôóíêöèåé è ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà T \
{1}. Èç îòîáðàæàþùèõ ñâîéñòâ L(z) âèäíî, ÷òî ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè u(z)
ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè, êîòîðûå êàñàþòñÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T â òî÷êå

ζ = 1.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñ ó÷åòîì òåîðåìû Êàðàòåîäîðè ïîçâîëÿåò ðåäóöèðî-

âàòü çàäà÷ó Äèðèõëå ñ ïðîèçâîëüíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé

æîðäàíîâîé êðèâîé, íà åäèíè÷íûé êðóã.

Òåîðåìà 16.4 (Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü). Ïóñòü u(z)� ãàðìîíè-

÷åñêàÿ â îáëàñòè G ôóíêöèÿ, à f(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D è

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç G, ò. å. f(D) ⊂ G. Òîãäà v(z) = u(f(z)) ÿâëÿåòñÿ

ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(z) ≡ const, òî è v(z) ≡ const, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f(z) ̸≡ const. Ôèêñèðóåì ïðîèç-

âîëüíî òî÷êó z0 ∈ D è ïóñòü w0 = f(z0). Â ñèëó ïðèíöèïà îòêðûòîñòè (èëè

ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè) íàéäåòñÿ ϱ > 0 òàêîå, ÷òî Oϱ(w0) ⊂ f(D). Ïîñêîëüêó

Oϱ(w0) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ, òî íàéäåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ â íåé ôóíê-

öèÿ g(w), äëÿ êîòîðîé Re g(w) = u(w) ïðè âñåõ w ∈ Oϱ(w0). Â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè f íàéäåòñÿ r > 0 òàêîå, ÷òî Or(z0) ⊂ D è f(Or(z0)) ⊂ Oϱ(w0). Íî òîãäà

â îêðåñòíîñòè Or(z0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî v(z) = Re g(f(z)). Òàêèì

îáðàçîì, ôóíêöèÿ v(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè Or(z0), ïîñêîëü-

êó â ýòîé îêðåñòíîñòè îíà ïðåäñòàâèìà êàê âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ãîëîìîðôíîé
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ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó z0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî v(z) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè

D è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ

êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ åå íàçâàíèå. Ãàðìîíè÷åñêèå

ôóíêöèè îáëàäàþò òàêæå âàæíûì ñâîéñòâîì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.

Òåîðåìà 16.5 (Î ñðåäíåì). Ïóñòü u(z)� ãàðìîíè÷åñêàÿ â êðóãå Or(z0)

è íåïðåðûâíàÿ â çàìûêàíèè Or(z0) ôóíêöèÿ. Òîãäà

u(z0) =
1

2π

2π∫
0

u(z0 + reiθ)dθ =
1

2π

∫
T

u(z0 + rζ)|dζ|,

ãäå T�ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè êðóãà íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â Or(z0) ôóíêöèÿ f(z), ÷òî Re f(z) = u(z) ïðè âñåõ

z ∈ Or(z0). Äëÿ êàæäîãî ϱ ∈ (0, r) ïðèìåíèìà èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè,

ñîãëàñíî êîòîðîé

f(z0) =
1

2πi

∫
γϱ

f(ζ)

ζ − z0
dζ,

ãäå γϱ �ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü |ζ − z0| = ϱ. Èñïîëüçóÿ

ïàðàìåòðèçàöèþ γϱ : ζ = z0 + ϱeiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, ðàâåíñòâî âûøå ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå

f(z0) =
1

2π

2π∫
0

f(z0 + ϱeiθ)dθ.

Îòäåëÿÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì

u(z0) =
1

2π

2π∫
0

u(z0 + ϱeiθ)dθ.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(z) â çàìêíóòîì êðóãå |z−z0| ⩽ r â èíòåãðàëå

ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ϱ↗ r, ÷òî ïðèâîäèò ê óòâåðæäå-

íèþ òåîðåìû. □

Òåîðåìà 16.6 (Ôîðìóëà Ïóàññîíà). Ïóñòü u(z)� ãàðìîíè÷åñêàÿ â åäè-

íè÷íîì êðóãå D è íåïðåðûâíàÿ â åãî çàìûêàíèè D ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ âñåõ

a ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(a) =
1

2π

2π∫
0

1− |a|2
|eiθ − a|2u(e

iθ)dθ =
1

2π

∫
T

1− |a|2
|κ − a|2u(κ)|dκ|. (16.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå a = 0 ðàâåíñòâî (16.1) âûðàæàåò òåîðåìó î

ñðåäíåì. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî a ̸= 0 è ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå

L(z) =
z − a

1− az
,
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êîòîðîå êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã D íà ñåáÿ è L(a) = 0. Îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ v(z) = u ◦L−1(z). Â ñèëó êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ñâîéñòâà

ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèÿ v(z) òàêæå áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé â D. Êðîìå òîãî, îíà
áóäåò íåïðåðûâíà â D è v(0) = u(a). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê

ôóíêöèè v(z), ïîëó÷àåì

u(a) = v(0) =
1

2π

∫
T

u(L−1(ζ))|dζ|.

Âûïîëíèì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé

κ = L−1(ζ), ζ = L(κ), dζ = L′(κ)dκ

è ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â âèäå

u(a) =
1

2π

∫
T

u(κ)|L′(κ)||dκ| = 1

2π

∫
T

u(κ)
1− |a|2
|1− aκ|2 |dκ|.

Ïîñêîëüêó ïðè κ ∈ T èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|1− aκ| = |κ − a| = |κ − a|,

òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ u(a) ýêâèâàëåíòíî (16.1). □

Ðàâåíñòâî (16.1) èçâåñòíî êàê ôîðìóëà Ïóàññîíà, êîòîðàÿ âîññòàíàâëèâàåò

ãàðìîíè÷åñêóþ â D è íåïðåðûâíóþ â D ôóíêöèþ u(z) ïî åå çíà÷åíèÿì íà ãðà-

íèöå T. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Ïóàññîíà äàåò êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà D, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà T ôóíêöèè

çàäà÷à Äèðèõëå ðàçðåøèìà. Ìû äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü äàæå áîëåå îáùåé

çàäà÷è, êîãäà íà ãðàíèöå T çàäàåòñÿ íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà.

Ïóñòü φ�èíòåãðèðóåìàÿ (àáñîëþòíî ïî Ðèìàíó èëè ïî Ëåáåãó) íà T âåùå-

ñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ z ∈ D îïðåäåëåí èíòåãðàë

P (z;φ) =
1

2π

2π∫
0

1− |z|2
|eiθ − z|2φ(e

iθ)dθ =
1

2π

∫
T

1− |z|2
|κ − z|2φ(κ)|dκ|,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà ñ ïëîòíîñòüþ φ. Âûðàæåíèå

(1− |z|2)/|κ − z|2

íàçûâàþò ÿäðîì Ïóàññîíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ z ∈ D è κ ∈ T èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

1− |z|2
|κ − z|2 = Re

κ + z

κ − z
.
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Âûðàæåíèå (κ + z)/(κ − z) íàçûâàþò ÿäðîì Øâàðöà è äëÿ ïëîòíîñòè φ îïðå-

äåëåí òàêæå èíòåãðàë Øâàðöà

S(z;φ) =
1

2π

∫
T

κ + z

κ − z
φ(κ)|dκ|.

Ñâÿçü

ReS(z;φ) = P (z;φ)

ìåæäó èíòåãðàëàìè Ïóàññîíà è Øâàðöà ñ îäíîé è òîé æå ïëîòíîñòüþ ïîçâîëÿ-

åò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ

èíòåãðàëà Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 16.7. Ïóñòü φ�èíòåãðèðóåìàÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T âå-

ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà S(z;φ) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â åäèíè÷íîì

êðóãå D ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî, åñëè φ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîé îò-

êðûòîé äóãå γ ⊂ T, òî S(z;φ) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ÷åðåç γ âî âíåø-

íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà è íà γ ôóíêöèÿ S(z;φ) ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå

çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîãî êðóãà D. Âû-
áåðåì r > 0, ìåíüøèì ïîëîâèíû ðàññòîÿíèÿ îò z0 äî T. Ïîñêîëüêó

S(z;φ)− S(z0;φ) =
z − z0
π

∫
T

κφ(κ)
(κ − z)(κ − z0)

|dκ|,

òî äëÿ z ∈ Ȯr(z0) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå∣∣∣∣∣∣S(z;φ)− S(z0;φ)

z − z0
− 1

π

∫
T

κφ(κ)
(κ − z0)2

|dκ|

∣∣∣∣∣∣ = |z − z0|
π

∣∣∣∣∣∣
∫
T

κφ(κ)
(κ − z)(κ − z0)2

|dκ|

∣∣∣∣∣∣
⩽

|z − z0|
4πr3

∫
T

|φ(κ)||dκ|.

Îòñþäà ñëåäóåò êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè S(z;φ) â òî÷êå z0.

Ïîñêîëüêó z0 âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî ãîëîìîðôíîñòü S(z;φ) â D äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü φ(κ) = 0 íà îòêðûòîé äóãå γ ⊂ T. Äëÿ ëþáîãî z0 ∈ γ ðàññòîÿ-

íèå îò z0 äî T \ γ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì è ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

S(z;φ) =
1

2π

∫
T\γ

κ + z

κ − z
φ(κ)|dκ|,

òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì â ñëó÷àå z0 ∈ D, ïðèâîäÿò ê íåïðå-
ðûâíîñòè è êîìïëåêñíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè S(z;φ) íà äóãå γ. Êðî-

ìå òîãî, ïîñêîëüêó

Re
κ + z

κ − z
=

1− |z|2
|κ − z|2 = 0

ïðè z ∈ γ è κ ∈ T \ γ, òî ReS(z;φ) = 0 íà γ. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

S(z;φ) ÷åðåç äóãó γ ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ñèììåòðèè Ðèìàíà�Øâàðöà. Òåîðå-

ìà äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå 16.2. Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïëîòíîñòè φ èíòåãðàë Ïóàñ-

ñîíà P (z;φ) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèåé, à åñëè

ïëîòíîñòü φ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîé îòêðûòîé äóãå γ ⊂ T, òî
P (z;φ) ãàðìîíè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ÷åðåç γ âî âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà è

P (z;φ) = 0 ïðè z ∈ γ.

Îòìåòèì òðè âàæíûõ ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ïóàññîíà.

1. Ëèíåéíîñòü. P (z;φ1 + φ2) = P (z;φ1) + P (z;φ2), P (z;αφ) = αP (z;φ),

ãäå φ,φ1, φ2 �ïëîòíîñòè, à α�÷èñëî.

2. Ìîíîòîííîñòü. Åñëè φ(κ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ κ ∈ T, òî P (z;φ) ⩾ 0 äëÿ âñåõ

z ∈ D.
3. P (z; 1) ≡ 1 è inf

κ∈T
φ(κ) ⩽ P (z;φ) ⩽ sup

κ∈T
φ(κ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ èíòåãðàëà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîñòè çàìåòèì, ÷òî ÿäðî Ïóàññîíà

1− |z|2
|κ − z|2 = Re

κ + z

κ − z

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ íà T ïðè âñåõ z ∈ D. Ïîýòî-

ìó, óìíîæàÿ ÿäðî Ïóàññîíà íà íåîòðèöàòåëüíóþ ïëîòíîñòü φ(κ), ïîëó÷èì â

ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî T íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ îò z â D.
Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òðåòüåãî ñâîéñòâà, çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ðà-

âåíñòâî P (z; 1) ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ïóàññîíà äëÿ

ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(z) ≡ 1. Ïóñòü òåïåðü

α = inf
κ∈T

φ(κ), β = sup
κ∈T

φ(κ).

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè è ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì

α ≡ P (z;α) ⩽ P (z;φ) ⩽ P (z;β) ≡ β.

□

Òåîðåìà 16.8. Ïóñòü φ�ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà T è íåïðåðûâíàÿ â

òî÷êå κ0 ∈ T. Òîãäà
lim

z → κ0
P (z;φ) = φ(κ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è âûáåðåì äóãó γ ⊂ T ñ

öåíòðîì â òî÷êå κ0 òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ κ ∈ γ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|φ(κ)− φ(κ0)| < ε/2.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè φ â òî÷êå κ0. Îïðåäåëèì íà T äâå

ïëîòíîñòè

φ1(κ) =

{
φ(κ)− φ(κ0) ïðè κ ∈ γ,

0 ïðè κ ∈ T \ γ
è

φ2(κ) =

{
0 ïðè κ ∈ γ,

φ(κ)− φ(κ0) ïðè κ ∈ T \ γ.
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Ïîñêîëüêó P (z;φ(κ0)) ≡ φ(κ0), òî

P (z;φ)− φ(κ0) = P (z;φ1) + P (z;φ2).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî P (z;φ2) íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà äóãó γ è îáðàùàåòñÿ

íà íåé â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

|P (z;φ2)| < ε/2 ïðè |z − κ0| < δ.

Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ïóàññîíà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

|P (z;φ1)| ⩽ sup
κ∈γ

|φ(κ)− φ(κ0)| ⩽
ε

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî z ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ |z − κ0| < δ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P (z;φ)− φ(κ0)| ⩽ |P (z;φ1)|+ |P (z;φ2)| < ε.

□

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî íå òîëüêî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

(îòûñêàíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íà ãðàíèöå ñîâïàäàëà áû ñ çàäàí-

íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé) ðàçðåøèìà ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà

Ïóàññîíà äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà D, íî è áîëåå îáùàÿ çàäà÷à, êîãäà çàäàííàÿ

íà T ôóíêöèÿ φ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè φ.

Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïóñòü íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ φ, êîòîðàÿ íåïðå-

ðûâíà íà T, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê κ1, . . . ,κm, â êîòîðûõ îíà

òåðïèò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

Çàäà÷à: íàéòè îãðàíè÷åííóþ ãàðìîíè÷åñêóþ â D ôóíêöèþ u(z), êîòîðàÿ

íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà D \ K, K = {κ1, . . . ,κm}, è ñîâïàäàåò ñ φ íà

T \K.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò èíòåãðàë Ïóàññîíà ñ ïëîòíîñòüþ φ, ò. å. u(z) =

P (z;φ). Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Äîïóñòèì, ÷òî u1 è u2 �äâà ðåøåíèÿ. Òîãäà U(z) = u1(z) − u2(z) áóäåò

ãàðìîíè÷åñêîé â D è íåïðåðûâíîé íà D \K ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì U(κ) = 0 ïðè

κ ∈ T \K. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî U(z) ≡ 0 â D. Ïóñòü

M = sup
z∈D

|U(z)|, d = min
i̸=j

|κi − κj |, κk = eiθk , θk ∈ [0, 2π), k = 1, . . . ,m.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε, 0 < ε < d/2, è îïðåäåëèì äóãè

γεk : z(θ) = eiθ, θk − ε

2
< θ < θk +

ε

2
, k = 1, . . . ,m.

Ðàññìîòðèì íà T äâå ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

φ±
ε (κ) =

±M ïðè κ ∈ Λε =

m⋃
k=1

γεk,

0 ïðè κ ∈ T \ Λε.
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Èíòåãðàëû Ïóàññîíà ñ ýòèìè ïëîòíîñòÿìè U±
ε (z) = P (z;φ±

ε ) ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé ãàðìîíè÷åñêèå â D ôóíêöèè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì U+
ε (z) ⩾ 0, U−

ε (z) ⩽
0 ïðè z ∈ D.

Â ñèëó ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé U+
ε (z)−U(z) ⩾ 0,

U(z)− U−
ε (z) ⩾ 0 ïðè z ∈ D. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè zn → κ ∈ T ïðè n→ ∞, òî

lim
n→∞

[U+
ε (zn)− U(zn)] ⩾ 0.

Äëÿ κ ∈ T \K ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî U(zn) → 0 ïðè n → ∞, à U+
ε (zn) ⩾ 0

ïðè âñåõ n. Â ñëó÷àå κ ∈ K ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî U+
ε (zn) →M ïðè n→ ∞,

à U(zn) ⩽M äëÿ âñåõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

inf
z∈D

[U+
ε (z)− U(z)] = α < 0,

òî ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} òàêóþ, ÷òî

lim
n→∞

[U+
ε (zn)− U(zn)] = α.

Èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {znj
}. Åå ïðåäåë z∗ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü T, ïîñêîëüêó

lim
j→∞

[U+
ε (znj

)− U(znj
)] = α < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, z∗ ∈ D è â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

U+
ε (z)−U(z), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ýêñòðåìóìà. Òàêèì îáðàçîì, U+

ε (z) ⩾
U(z) ïðè âñåõ z ∈ D. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî U−

ε (z) ⩽ U(z) ïðè z ∈ D.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ z ∈ D èìååì

|U±
ε (z)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣∣
m∑

k=1

∫
γε
k

1− |z|2
|κ − z|2φ

±
ε (κ)|dκ|

∣∣∣∣∣∣∣
⩽

M

2π

1 + |z|
1− |z|

m∑
k=1

∫
γε
k

|dκ| = M

2π

1 + |z|
1− |z|nε.

Íî òîãäà è

|U(z)| ⩽ ε
nM

2π

1 + |z|
1− |z| .

Ïîñêîëüêó ε âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî èç ïðîìåæóòêà (0, d/2), òî â ïîëó÷åííîì

íåðàâåíñòâå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε→ 0 è ìû ïðèõîäèì

ê ðàâåíñòâó U(z) = 0.

Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êðóãå, ìîæ-

íî ïåðåíåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì Ðèìàíà è Êàðàòåîäîðè íà îáëàñòè, îãðà-

íè÷åííûå æîðäàíîâûìè êðèâûìè.
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� 17. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Ôóíêöèÿ Ýéðè

Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ î÷åíü åñòåñòâåííî äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äàëåêî íå âñåãäà âûðàæàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ýòî ïðè-

âåëî ê ïîÿâëåíèþ øèðîêîãî êëàññà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ÷àñòî

ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ââîäÿòñÿ êàê íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò

ïàðàìåòðà. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ïðîòàáóëèðîâàíû, ÷òî ñåé÷àñ

ïîçâîëÿþò ñ ëåãêîñòüþ äåëàòü ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé òðåáóåò ðàçâè-

òèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå íà ïðèìåðå ôóíêöèè Ýéðè

áóäåò ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà äëÿ èçó÷åíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Â 1838 ã. Ýéðè ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ îïòèêè (ÿâëåíèÿ ðàäóãè) ïðèøåë ê äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′′ = xy, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëî åãî èìÿ.

Åìó óäàëîñü íàéòè ðåøåíèå â âèäå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà è ïðîòàáóëèðî-

âàòü íàéäåííîå ðåøåíèå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Â 1928 ã. Äæåôôðèñ ââåë

ñàì òåðìèí ½ôóíêöèÿ Ýéðè“ è åå ïðåäñòàâëåíèå

Ai(x) =
1

π

∞∫
0

cos

(
t3

3
+ xt

)
dt.

Çàìå÷àÿ, ÷òî
∞∫

−∞

sin

(
t3

3
+ xt

)
dt = 0,

è, ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü êîñèíóñà, ôóíêöèþ Ýéðè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ai(x) =
1

2π

∞∫
−∞

ei(t
3/3+xt)dt, (17.1)

x ∈ R.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ðåøåíèþ óðàâíå-

íèÿ Ýéðè ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî

ïîðÿäêà, êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðèìåíåíèå îá-

ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå (17.1) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-

æèòåëÿ.

Îäíàêî èíòåãðàë â (17.1) áûñòðî îñöèëëèðóåò è íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõî-

äÿùèìñÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå ôóíêöèè Ýéðè â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè.

Áîëåå ïîëíî ðàñêðûâàþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéðè è äîñòèãàåòñÿ áîëåå ýô-

ôåêòèâíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ñ âûõîäîì âî âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñ-

êîñòü. Ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ýéðè â êîíòåêñòå êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ìû

âåðíåìñÿ ïîçæå ïîñëå îáñóæäåíèÿ íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ

èíòåãðàëîâ.

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì íåêîòîðûå òåðìèíû: f(z) = o(g(z)) ïðè z → ω, åñëè

f(z) = α(z)g(z), ãäå α(z) → 0 ïðè z → ω; f(z) = O(g(z)) ïðè z → ω, åñëè

f(z) = β(z)g(z), ãäå |β(z)| ⩽ K â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ω. Áóäåì òàêæå

ïèñàòü f(z) ∼ g(z) ïðè z → ω, åñëè f(z)− g(z) = o(g(z)) ïðè z → ω.
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17.1. Ìåòîä Ëàïëàñà. Ïîä èíòåãðàëàìè Ëàïëàñà ïîíèìàþò èíòåãðàëû

âèäà

F (λ) =

b∫
a

f(x)eλS(x)dx, (17.2)

ãäå f(x), S(x)�äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäíîé

ôóíêöèåé (èëè àìïëèòóäîé) è ôàçîâîé ôóíêöèåé (èëè ôàçîé), à λ� âåùåñòâåí-

íûé ïàðàìåòð. Îñíîâíîé âîïðîñ: àñèìïòîòèêà F (λ) ïðè λ → ∞. Â ñïåöè-

àëüíîì ñëó÷àå (êîãäà S(x) = −x, a = 0, b = ∞) F (λ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(x). Ïîýòîìó èíòåãðàë â (17.2) íàçûâàþò

èíòåãðàëîì Ëàïëàñà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) è S(x) áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, õîòÿ ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Èíòåãðàë â (17.2) ìî-

æåò áûòü íåñîáñòâåííûì êàê â ñâÿçè ñ íåîãðàíè÷åííîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíî-

ãî âûðàæåíèÿ, òàê è â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ëèáî a = −∞, ëèáî b = ∞, ëèáî

(a, b) = (−∞,∞).

Â îñíîâå ìåòîäà Ëàïëàñà ëåæèò íàáëþäåíèå, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìï-

òîòèêó èíòåãðàëà Ëàïëàñà äàþò ëèøü çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â

ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà ôàçîâîé ôóíêöèè. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â

ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 17.1. Ïóñòü α > 0 è r > 0 ôèêñèðîâàíû. Òîãäà ïðè λ → ∞ âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

r∫
0

e−λxxα−1dx =
Γ(α)

λα
+O(e−rλ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå α > 0 ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà. Êðî-

ìå òîãî,
r∫

0

e−λxxα−1dx =

∞∫
0

e−λxxα−1dx−
∞∫
r

e−λxxα−1dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåí-

íîé èíòåãðèðîâàíèÿ λx = t äàåò âûðàæåíèå Γ(α)/λα. ×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî

èíòåãðàëà, òî ïðè λ ⩾ 1 èìååì

∞∫
r

e−λxxα−1dx = e−rλ

∞∫
r

e−λ(x−r)xα−1dx ⩽ e−rλ

∞∫
r

e−(x−r)xα−1dx,

ò. å. ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ O(e−rλ) ïðè λ→ ∞. □

Ïîñêîëüêó ìû äîïóñêàåì íåîãðàíè÷åííîñòü ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, òî

ïîä óñëîâèåì ½S(x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà [a, b] â åäèíñòâåí-

íîé òî÷êå x0 ∈ (a, b)“ áóäåì ïîíèìàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

S(x0) > sup
|x−x0|⩾δ

S(x)

äëÿ âñåõ δ > 0.
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Òåîðåìà 17.1. Ïóñòü S(x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà [a, b] â

åäèíñòâåííîé òî÷êå x0 ∈ (a, b) è S′′(x0) < 0, f(x0) ̸= 0. Òîãäà åñëè èíòå-

ãðàë â (17.2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì λ = λ0, òî îí àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ λ ⩾ λ0 è

F (λ) = f(x0)e
λS(x0)

√
2π

λ|S′′(x0)|
+O

(
eλS(x0)

λ

)
ïðè λ→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ > λ0. Òîãäà∣∣∣f(x)eλS(x)
∣∣∣ = |f(x)|eλ0S(x)e(λ−λ0)S(x) ⩽ e(λ−λ0)S(x0)|f(x)|eλ0S(x),

îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (17.2) ïðè λ ⩾ λ0. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî λ > max{λ0, 0}.
Ïîñêîëüêó x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè S(x), òî S

′(x0) = 0 è

S(x)− S(x0) =
1

2
S′′(x0)(x− x0)

2h(x),

ãäå h(x), êàê è ôóíêöèÿ S(x), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðè ýòîì h(x0) =

1 è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ h(x) ïðèíèìàåò

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x) = (x− x0)
√
h(x),

ãäå
√
h(x) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó g(x0) = 0 è g′(x0) =

1, òî íàéäóòñÿ x1, x2 èç (a, b) è r > 0 òàêèå, ÷òî a < x1 < x0 < x2 < b, à ôóíêöèÿ

g(x) îòîáðàæàåò ãîìåîìîðôíî îòðåçîê [x1, x2] íà [−r, r].
Ïðåäñòàâèì òåïåðü èíòåãðàë F (λ) â âèäå

F (λ) = eλS(x0)(F1(λ) + F2(λ) + F3(λ)),

ãäå

F1(λ) =

x1∫
a

f(x)eλ[S(x)−S(x0)]dx, F2(λ) =

b∫
x2

f(x)eλ[S(x)−S(x0)]dx

è

F3(λ) =

x2∫
x1

f(x)eλ[S(x)−S(x0)]dx.

Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé

sup{S(x)− S(x0) : x ∈ (a, x1] ∪ [x2, b)} = −µ,

ãäå µ > 0. Ïîñêîëüêó ïðè λ > λ0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ[S(x)− S(x0)] = (λ− λ0)[S(x)− S(x0)] + λ0[S(x)− S(x0)]

⩽ −(λ− λ0)µ− λ0S(x0) + λ0S(x),
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òî äëÿ F1(λ) ïîëó÷àåì îöåíêó

|F1(λ)| ⩽ e−λµeλ0(µ−S(x0))

x1∫
a

|f(x)|eλ0S(x)dx,

ò. å. F1(λ) = O(e−µλ) ïðè λ → ∞. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî F2(λ) = O(e−µλ)

ïðè λ→ ∞.

Ïðèñòóïàÿ ê îöåíêå èíòåãðàëà F3(λ), ââåäåì îáîçíà÷åíèå

σ = −1

2
S′′(x0).

Çàìåòèì, ÷òî σ > 0 è íà îòðåçêå [x1, x2] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

S(x)− S(x0) = −σ(g(x))2.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ôóíêöèÿ g(x) ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò îòðåçîê [x1, x2]

íà îòðåçîê [−r, r]. Ïóñòü φ(y) = g−1(y)� îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Âûïîëíèì â

èíòåãðàëå F3(λ) çàìåíó ïåðåìåííîé x = φ(y) è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

F3(λ) =

r∫
−r

f(φ(y))e−λσy2

φ′(y)dy

= f(x0)

r∫
−r

e−λσy2

dy +

r∫
−r

[f(φ(y))φ′(y)− f(x0)]e
−λσy2

dy.

Ïîñêîëüêó

f(φ(y))φ′(y)|y=0 = f(x0),

òî f(φ(y))φ′(y) − f(x0) = yψ(y), ãäå ψ(y)� áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ íà [−r, r]. Ïóñòü
M = max

y∈[−r,r]
|ψ(y)|.

Òîãäà∣∣∣∣∣∣
r∫

−r

[f(φ(y))φ′(y)− f(x0)]e
−λσy2

dy

∣∣∣∣∣∣ ⩽ M

r∫
−r

e−λσy2 |y|dy

= 2M

r∫
0

e−λσy2

ydy = M

r2∫
0

e−λσtdt

⩽ M

∞∫
0

e−λσtdt =
M

σλ
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ÷åòíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è âûïîëíÿÿ çàìåíó

u = σy2, ïîëó÷àåì

r∫
−r

e−λσy2

dy = 2

r∫
0

e−λσy2

dy =
1√
σ

σr2∫
0

u−1/2e−λudu.



132 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

Èç ïðåäûäóùåãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 17.1 ïðèõîäèì ê àñèìïòîòèêå èí-

òåãðàëà F3(λ) ïðè λ→ ∞

F3(λ) = f(x0)
Γ(1/2)√
σλ

+O

(
1

λ

)
= f(x0)

√
π

σλ
+O

(
1

λ

)
,

÷òî âìåñòå ñ îöåíêàìè èíòåãðàëîâ F1(λ) è F2(λ) ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ òåî-

ðåìû. □

Çàìå÷àíèå 17.1. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî

F (λ) ∼ f(x0)e
λS(x0)

√
2π

λ|S′′(x0)|

â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ìàêñèìóìà ôàçîâîé ôóíêöèè S(x) ðàñïîëîæåíà âíóòðè

ïðîìåæóòêà [a, b]. Èç õîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà

x0 ïîïàäàåò â êîíöåâóþ òî÷êó îòðåçêà [a, b], àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà F (λ) áóäåò

èìåòü âèä

F (λ) ∼ 1

2
f(x0)e

λS(x0)

√
2π

λ|S′′(x0)|
.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû ïðèâåäåì àñèìïòîòèêó

ãàììà-ôóíêöèè Γ(λ) ïðè λ→ ∞. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ λ > 0 èìååì

Γ(λ+ 1) =

∞∫
0

tλe−tdt =

∞∫
0

eλ(ln t−t/λ)dt.

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé t ïî ôîðìóëå t = λx. Òîãäà ln t = lnλ + lnx,

dt = λdx è

Γ(λ+ 1) = λeλ lnλ

∞∫
0

eλ(ln x−x)dx = λλ+1

∞∫
0

eλS(x)dx,

ãäå S(x) = lnx − x. Èç ðàâåíñòâà S′(x) = 1/x − 1 âèäíî, ÷òî S(x) èìååò íà

(0,∞) ìàêñèìóì â åäèíñòâåííîé òî÷êå x0 = 1. Ïðè ýòîì S(1) = S′′(1) = −1.

Íî òîãäà â ñèëó òåîðåìû 17.1

Γ(λ+ 1) = λλ+1e−λ

(√
2π

λ
+O

(
1

λ

))
=

√
2πλ

(
λ

e

)λ(
1 +O

(
1√
λ

))
ïðè λ→ ∞. Äëÿ öåëûõ λ ýòî ðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

n! = Γ(n+ 1) =
√
2πn

(n
e

)n(
1 +O

(
1√
n

))
ïðè n → ∞. Èíòåðåñíî, ÷òî óæå ïðè n = 2 ãëàâíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè äàåò

çíà÷åíèå 1, 919 . . ., áëèçêîå ê 2!.
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17.2. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Òåïåðü ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêó èí-

òåãðàëîâ âèäà

Φ(λ) =

b∫
a

f(x)eiλS(x)dx (17.3)

ïðè λ→ ∞, ãäå [a, b]�êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê, à ôóíêöèè f(x) è S(x) ïî-ïðåæ-

íåìó áóäåì ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè è íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåí-

íî àìïëèòóäîé è ôàçîâîé ôóíêöèÿìè. Ïðåäïîëîæåíèå î âåùåñòâåííîñòè ôóíê-

öèè f(x) ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì çàìåíèòü òàê, ÷òîáû îíà ïðèíèìàëà êîì-

ïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâèâ å¼ â âèäå ñóììû âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

Èíòåãðàë âèäà (17.3) â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò èíòåãðàëîì Ôóðüå.

Èçâåñòíàÿ ëåììà Ðèìàíà�Ëåáåãà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè èíòåãðàë
∫∞
−∞ |f(x)|dx

ñõîäèòñÿ, òî
∞∫

−∞

f(x)eiλxdx → 0

ïðè λ → ∞. Åñëè S(x) ìîíîòîííà, òî ìîæíî çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðî-

âàíèÿ ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàë Φ(λ) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Ðèìàíà�Ëåáåãà.

Îäíàêî ýòî íå äàåò ïðåäñòàâëåíèÿ î ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ Φ(λ) ïðè

λ → ∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòå-

ãðàëà Ôóðüå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîâåäåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â

îêðåñòíîñòè ½ñòàöèîíàðíûõ“ òî÷åê ôàçîâîé ôóíêöèè S(x), ò. å. ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ S′(x) = 0. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè

ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ S(x) áóäåò íå ñèëüíî ìåíÿòüñÿ, ÷òî çàìåäëÿåò îñöèëëÿöèþ

ýêñïîíåíòû.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x0 áóäåò íàçûâàòüñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè S′′(x0) ̸= 0.

Ëåììà 17.2. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è r > 0 ôèêñèðîâàíû. Òîãäà ïðè λ → ∞
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

r∫
0

xα−1eiλxdx =
Γ(α)

λα
eiαπ/2 +O

(
1

λ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü îòðèöàòåëü-

íîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè C \ R− ðàññìîòðèì âåòâü ôóíêöèè zα−1, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè.

Ïóñòü g(z) = zα−1eiz. Ïóñòü 0 < ε < R. Â îáëàñòè DR,ε = {z ∈ C : ε < |z| <
R, 0 < arg z < π/2} ïðèìåíèìà òåîðåìà Êîøè äëÿ ôóíêöèè g(z), ñîãëàñíî êî-

òîðîé ∫
∂DR,ε

g(z)dz = 0.

Ïðè ýòîì ∂DR,ε = [ε,R] + γR − [iε, iR] − γε, γr : z(t) = reit, 0 ⩽ t ⩽ π/2. Ïî-

ñêîëüêó |g(z)| ⩽ εα−1 ïðè z ∈ γε, òî èíòåãðàë ïî äóãå γε ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè ε → 0. Èíòåãðàë ïî äóãå γR ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞ â ñèëó ëåììû
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Æîðäàíà 9.2. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
R→∞
ε→0

 ∫
[ε,R]

g(z)dz −
∫

[iε,iR]

g(z)dz

 = 0,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

∞∫
0

xα−1eixdx = eiαπ/2
∞∫
0

yα−1e−ydy = eiαπ/2Γ(α).

Äàëåå,
r∫

0

xα−1eiλxdx =

∞∫
0

xα−1eiλxdx−
∞∫
r

xα−1eiλxdx.

Âûïîëíÿÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ λx = y, ïî-

ëó÷àåì
∞∫
0

xα−1eiλxdx =
1

λα

∞∫
0

yα−1eiydy =
Γ(α)

λα
eiαπ/2.

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì∣∣∣∣∣∣
∞∫
r

xα−1eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ = 1

λ

∣∣∣∣∣∣xα−1eiλx|∞r − (α− 1)

∞∫
r

eiλx

x2−α
dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

1

λ

rα−1 + (1− α)

∞∫
r

dx

x2−α

 = O

(
1

λ

)
.

Ëåììà äîêàçàíà □

Òåîðåìà 17.2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è S(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû

íà îòðåçêå [a, b], ôóíêöèÿ S(x) èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó

x0 ∈ (a, b), â êîòîðîé f(x0) ̸= 0 è S′′(x0) > 0. Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà (17.3)

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Φ(λ) =

b∫
a

f(x)eiλS(x)dx = eiπ/4eiλS(x0)f(x0)

√
2π

λS′′(x0)
+O

(
1

λ

)

ïðè λ→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 17.1 âûäåëèì îêðåñò-

íîñòü òî÷êè x0, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

S(x)− S(x0) =
1

2
S′′(x0)(x− x0)

2h(x),

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x) = (x− x0)
√
h(x).
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Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò îòðåçîê [x1, x2], êîòîðûé ôóíêöèÿ g(x) ãîìåîìîðôíî

îòîáðàæàåò íà îòðåçîê [−r, r], r > 0. Ïðè ýòîì g(x0) = 0 è g′(x0) = 1.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë Φ(λ) â âèäå

Φ(λ) = Φ1(λ) + Φ2(λ) + Φ3(λ),

ãäå

Φ1(λ) =

x1∫
a

f(x)eiλS(x)dx, Φ2(λ) =

b∫
x2

f(x)eiλS(x)dx

è

Φ3(λ) =

x2∫
x1

f(x)eiλS(x)dx.

Ïîñêîëüêó x0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà íà [a, b], â êîòîðîé S′(x) îáðàùàåòñÿ â

íóëü, òî

min{|S′(x)| : x ∈ [a, x1]
⋃

[x2, b]} = µ > 0.

Íî òîãäà

|Φ1(λ)| =

∣∣∣∣∣∣
x1∫
a

f(x)eiλS(x)dx

∣∣∣∣∣∣ = 1

λ

∣∣∣∣∣∣
x1∫
a

f(x)

S′(x)

d

dx

{
eiλS(x)

}
dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

1

λ

∣∣∣∣ f(x)S′(x)
eiλS(x)

∣∣∣∣x=x1

x=a

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
x1∫
a

eiλS(x)

(
f(x)

S′(x)

)′

dx

∣∣∣∣∣∣


⩽
1

λ

∣∣∣∣ f(x1)S′(x1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f(a)S′(a)

∣∣∣∣+
x1∫
a

∣∣∣∣∣
(
f(x)

S′(x)

)′
∣∣∣∣∣ dx

 ,

ò. å. Φ1(λ) = O(1/λ) ïðè λ → ∞. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Φ2(λ) = O(1/λ)

ïðè λ→ ∞.

Èíòåãðàë Φ3(λ) ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ3(λ) = eiλS(x0)

x2∫
x1

f(x)eiλσ(g(x))
2

dx,

ãäå σ = 1
2S

′′(x0) > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(y) ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê g(x) è

âûïîëíèì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé x = φ(y). Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë

Φ3(λ) ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φ3(λ) = eiλS(x0)

r∫
−r

f(φ(y))φ′(y)eiλσy
2

dy

= eiλS(x0)

f(x0) r∫
−r

eiλσy
2

dy +

r∫
−r

yψ(y)eiλσy
2

dy

 ,
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ãäå yψ(y) = f(φ(y))φ′(y) − f(x0). Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó-

÷àåì ∣∣∣∣∣∣
r∫

−r

yψ(y)eiλσy
2

dy

∣∣∣∣∣∣ = 1

σλ

∣∣∣∣∣∣ψ(y)eiσλy2
∣∣∣r
−r

−
r∫

−r

ψ′(y)eiλσy
2

dy

∣∣∣∣∣∣
⩽

1

σλ

|ψ(r)|+ |ψ(−r)|+
r∫

−r

|ψ′(y)|dy

 = O

(
1

λ

)
ïðè λ→ ∞. Äàëåå, ïîëàãàÿ t = σy2, ïîëó÷àåì

r∫
−r

eiλσy
2

dy = 2

r∫
0

eiλσy
2

dy =
1√
σ

σr2∫
0

t−1/2eiλtdt.

Èç ëåììû 17.2 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî

r∫
−r

eiλσy
2

dy =
eiπ/4√
σλ

Γ

(
1

2

)
+O

(
1

λ

)
ïðè λ→ ∞. Íî òîãäà

Φ3(λ) = f(x0)e
iλS(x0)eiπ/4

√
π

σλ
+O

(
1

λ

)
ïðè λ → ∞. Ýòî ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ è ðàâåíñòâà σ =
1
2S

′′(x0) ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. □

Çàìå÷àíèå 17.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 17.2 íåðàâåíñòâî S′′(x0) > 0

çàìåíèòü íà íåðàâåíñòâî S′′(x0) < 0, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ïîìåíÿåòñÿ íà

ñëåäóþùåå

Φ(λ) = e−iπ/4f(x0)e
iλS(x0)

√
2π

−λS′′(x0)
+O

(
1

λ

)
.

ïðè λ→ ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôàçîâîé ôóíêöèè −S(x) áóäóò âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ

òåîðåìû. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû ê ýòîìó ñëó÷àþ ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Φ(λ) = eiπ/4f(x0)e
−iλS(x0)

√
2π

−λS′′(x0)
+O

(
1

λ

)
.

Ïåðåõîä â ýòîì ðàâåíñòâå ê êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ ïðèâîäèò ê ïðèâåäåí-

íîìó âûøå ñîîòíîøåíèþ.

Àñèìïòîòèêà Ai(x) ïðè x → −∞. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû ïîçâîëÿåò

íàéòè àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Ýéðè (17.1) ïðè x → −∞. Â ýòîì ñëó÷àå u = −x
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîëüøîé ïàðàìåòð. Ïðè ýòîì

Ai(x) = Ai(−u) =
1

2π

∞∫
−∞

ei(t
3/3−ut)dt.
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Ïîñêîëüêó u > 0, çàìåíà ïåðåìåííîé t = u1/2τ ïðåîáðàçóåò èíòåãðàë ê âèäó

Ai(−u) =
u1/2

2π

∞∫
−∞

eiu
3/2(τ3/3−τ)dτ.

Îáîçíà÷èì λ = u3/2 è ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Φ(λ) =
u1/2

2π

∞∫
−∞

eiλS(x)dx,

ãäå S(x) = x3/3−x. Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ S(x) = x3/3−x èìååò äâå ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè x = ±1, â êîòîðûõ

S(1) = −2

3
, S′′(1) = 2, S(−1) =

2

3
, S′′(−1) = −2.

Îáå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìï-

òîòèêè Φ(λ) ïðè λ → ∞ ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ (−∞,∞) íà

èíòåðâàëû (−∞,−2), (−2, 0), (0, 2), (2,∞). Òîãäà äëÿ Φ(λ) ïîëó÷èì ïðåäñòàâ-

ëåíèå

Φ(λ) =

−2∫
−∞

eiλS(x)dx+

0∫
−2

eiλS(x)dx+

2∫
0

eiλS(x)dx+

∞∫
2

eiλS(x)dx

= Φ1(λ) + Φ2(λ) + Φ3(λ) + Φ4(λ).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ Φ1(λ) è Φ4(λ) ïîëó÷àþòñÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîñêîëüêó S′(x) = x2 − 1, òî

Φ1(λ) =

−2∫
−∞

eiλS(x)dx =
1

iλ

 eiλS(x)

x2 − 1

∣∣∣∣−2

−∞
+ 2

−2∫
−∞

xeiλS(x)

(x2 − 1)2
dx

 ,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ1(λ) = O(1/λ) ïðè λ→ ∞. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì Φ4(λ) =

O(1/λ) ïðè λ→ ∞.

Äàëåå, èç òåîðåìû 17.2 ñëåäóåò, ÷òî

Φ3(λ) = eiπ/4e−i2λ/3

√
π

λ
+O

(
1

λ

)
.

Àíàëîãè÷íî èç çàìå÷àíèÿ 17.2 ïîëó÷àåì

Φ2(λ) = e−iπ/4ei2λ/3
√
π

λ
+O

(
1

λ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà Φ(λ) îïðåäåëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëàìè Φ2(λ),Φ3(λ) è

Φ(λ) = Φ2(λ) + Φ3(λ) = 2

√
π

λ
cos

(
2λ

3
− π

4

)
+O

(
1

λ

)
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ïðè λ→ ∞. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè Ýéðè, ïîëó÷àåì

Ai(−u) =
u1/2

2π
Φ(u3/2) = π−1/2u−1/4 cos

(
2

3
u3/2 − π

4

)
+O

(
1

u

)
ïðè u→ ∞.

17.3. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ìåòîä ïåðåâàëà (èëè ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñ-

êà) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíûé âàðèàíò ìåòîäà Ëàïëàñà. Ýòîò

ìåòîä ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì àñèìïòîòèêè ïðè λ→ ∞ èíòåãðàëîâ âèäà

I(λ) =

∫
γ

f(ζ)eλS(ζ)dζ, (17.4)

ãäå f(ζ) è S(ζ)� ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, à γ �íåêîòîðûé êîíòóð â îáëàñòè

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ãîëîìîðôíîñòè ïîäûí-

òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòóðà γ â íîâûé êîíòóð γ∗, íà

êîòîðîì ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ S(ζ) èìååò ïîñòîÿííóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ò. å. ImS(ζ) =
v0 ïðè ζ ∈ γ∗. Íî òîãäà èíòåãðàë (17.4) ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå

I(λ) = eiλv0
∫
γ∗

f(ζ)eλReS(ζ)dζ,

ò. å. íà γ∗ èíòåãðàë I(λ) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë

Ëàïëàñà. Çäåñü ñíîâà âàæíóþ ðîëü èãðàþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Êàê è âû-

øå, ïîä êðèòè÷åñêîé òî÷êîé áóäåì ïîíèìàòü êîðåíü óðàâíåíèÿ S′(z) = 0 è

êðèòè÷åñêóþ òî÷êó z0 áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííîé, åñëè S′′(z0) ̸= 0.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôàçîâîé ôóíêöèè S(z) â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé

êðèòè÷åñêîé òî÷êè z0. Ïîñêîëüêó S
′(z0) = 0 è S′′(z0) ̸= 0, òî òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ

íóëåì âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè S(z)− S(z0) è

S(z)− S(z0) = (z − z0)
2h(z),

ãäå h(z)� ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â òîé æå îáëàñòè, ÷òî è S(z). Ïðè ýòîì

h(z0) =
1
2S

′′(z0) ̸= 0 è óñëîâèå h(z) ̸= 0 áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè Or(z0), r > 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.2 (î âûäåëåíèè ðåãóëÿðíîé âåòâè ëî-

ãàðèôìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè) â ýòîé îêðåñòíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ðåãóëÿð-

íóþ âåòâü ψ(z) êîðíÿ
√
h(z). Îïðåäåëèì â Or(z0) ôóíêöèþ g(z) = (z−z0)ψ(z).

Òîãäà â Or(z0) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S(z)− S(z0) = (g(z))2.

Ïðè ýòîì g′(z0) = ψ(z0) ̸= 0 è ïî òåîðåìå 11.4 î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå îòîáðàæå-

íèÿ íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Oϱ(0), â êîòîðîé îïðåäåëåíà è îäíîëèñòíà îáðàòíàÿ

ôóíêöèÿ φ(z) = g−1(ζ). Íî òîãäà

S(φ(ζ))− S(z0) = [g(φ(ζ))]2 = ζ2

ïðè |ζ| ⩽ ϱ. Ïóñòü ζ = ξ + iη è

S(z)− S(z0) = U(z) + iV (z).
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Èç ðàâåíñòâà âûøå âèäíî, ÷òî

V (φ(ζ)) = Imζ2 = 2ξη

îáðàùàåòñÿ â íóëü â êðóãå |ζ| ⩽ ϱ íà âåùåñòâåííîì è ìíèìîì äèàìåòðàõ. Ïðè

ýòîì ôóíêöèÿ

U(φ(ζ)) = ξ2 − η2

äîñòèãàåò â òî÷êå ζ = 0 ìèíèìóìà íà âåùåñòâåííîì äèàìåòðå è ìàêñèìóìà íà

ìíèìîì äèàìåòðå.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ γ∗ : z(t) = φ(it), −ϱ ⩽ t ⩽ ϱ, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

z0 = z(0) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(i) ImS(z) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà γ∗;

(ii) ReS(z) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà γ∗ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå z0.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî z0 ÿâëÿåòñÿ ½ñåäëîâîé“ òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè U(z) Ïðè

ýòîì, âûõîäÿ èç òî÷êè z0 âäîëü êðèâîé γ∗, ìû èìååì íàèñêîðåéøåå óáûâà-

íèå ôóíêöèè U(z). Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðàäèåíò ∇U = U ′
x + iU ′

y

ôóíêöèè U íàïðàâëåí âäîëü êðèâîé γ∗. Äåéñòâèòåëüíî,

z′(t) · ∇U = |z′(t)| · |∇U |(cos θ + i sin θ),

ãäå θ� óãîë ìåæäó z′(t) è ∇U . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé

Êîøè�Ðèìàíà è ðàâåíñòâà V (z(t)) = 0, −ϱ ⩽ t ⩽ ϱ, ïîëó÷àåì

Im{z′(t)∇U} = Im{(x′(t)− iy′(t))(U ′
x + iU ′

y)}
= U ′

y · x′(t)− U ′
x · y′(t)

= −
[
V ′
x · x′(t) + V ′

y · y′(t)
]

= − d

dt
V (z(t)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, sin θ = 0, ò. å. z′(t) è ∇U íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé. Â

ñâÿçè ñ ýòèì ìåòîä ïåðåâàëà íàçûâàþò òàêæå ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

èëè ìåòîäîì ½ñåäëîâîé“ òî÷êè.

Êàê è â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà è Ôóðüå ìåòîä ïåðåâàëà ìîæíî ñâåñòè

ê ïðîñòîé ôîðìóëå.

Òåîðåìà 17.3. Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è S(z) ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D ⊆
C, ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ : z = z(t), −r ⩽ t ⩽ r, ðàñïîëîæåíà â D è ïðîõîäèò

÷åðåç íåâûðîæäåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó z0 = z(0), â êîòîðîé f(z0) ̸= 0.

Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ImS(z(t)) ≡ ImS(z0) è ìàêñèìóì ReS(z(t)) íà [−r, r]
äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå t = 0. Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà (17.4) èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

I(λ) = eiϕf(z0)e
λS(z0)

√
2π

λ|S′′(z0)|
+O

(
eλS(z0)

λ

)
ïðè λ→ ∞, ãäå ϕ = arg z′(0).



140 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ, Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ôóíêöèÿ

S̃(t) = S(z(t))− S(z0)

îïðåäåëåíà è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå [−r, r]. Ïðè

ýòîì S̃(0) = S̃′(0) = 0, S̃′′(0) ̸= 0. Ïîýòîìó ê èíòåãðàëó

I(λ) = eλS(z0)

r∫
−r

f(z(t))eλS̃((t)z′(t)dt

ïðèìåíèìà òåîðåìà 17.1, ñîãëàñíî êîòîðîé

r∫
−r

f(z(t))eλS̃((t)z′(t)dt = f(z0)z
′(0)

√
2π

λ|S̃′′(0)|
+O

(
1

λ

)

ïðè λ→ ∞. Ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå

S̃′′(t) = S′′(z(t))(z′(t))2 + S′(z(t))z′′(t)

çíà÷åíèå t = 0, ïîëó÷àåì |S̃′′(0)| = |S′′(z0)| · |z′(0)|2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

I(λ) =
z′(0)

|z′(0)|f(z0)e
λS(z0)

√
2π

λ|S′′(z0)|
+O

(
eλS(z0)

λ

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 17.3. Ìíîæèòåëü eiϕ â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå òåîðåìû 17.3

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òåðìèíàõ ôàçîâîé ôóíêöèè:

ϕ =
π

2
− 1

2
argS′′(z0).

Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðå-

ìû 17.3, â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè z0 (ñ òî÷íîñòüþ

äî îðèåíòàöèè) ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z(t) = φ(it),

−ϱ ⩽ t ⩽ ϱ, ãäå z(0) = z0 �êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, è

S(φ(ζ))− S(z0) = ζ2,

|ζ| ⩽ ϱ. Ñëåäîâàòåëüíî, z′(0) = iφ′(0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå

S′′(φ(ζ))(φ′(ζ))2 + S′(φ(ζ))φ′′(ζ) = 2

ζ = 0, ïîëó÷àåì (φ′(0))2 = 2/S′′(z0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

argφ′(0) = −1

2
S′′(z0),

è â ðåçóëüòàòå

arg z′(0) =
π

2
− 1

2
argS′′(z0).
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17.4. Óðàâíåíèå Ýéðè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì òåïåðü

óðàâíåíèå Ýéðè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

w′′ = zw, (17.5)

ãäå z è w ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè. Åñëè çàôèêñèðîâàòü íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ w(0) è w′(0), òî ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî

íàéòè ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè w(z), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòå-

ïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ðåøåíèå w(z) óðàâíåíèÿ (17.5) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Îäíàêî ðàçëîæå-

íèå Òåéëîðà ïëîõî ïðèñïîñîáëåíî ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíê-

öèè. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòî-

äîì îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå w(z) óðàâíåíèÿ (17.5) â âèäå

w(z) =

∫
Γ

F (ζ)e−zζdζ, (17.6)

ãäå êîíòóð Γ è ôóíêöèÿ F ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå

â óðàâíåíèå Ýéðè (17.5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫
Γ

(ζ2 − z)F (ζ)e−zζdζ = 0.

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî òàê, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ z îñòàâàëàñü

òîëüêî â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó

d

dζ
(e−zζ) = −ze−zζ,

òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

−z
∫
Γ

F (ζ)e−zζdζ =
[
F (ζ)e−zζ

]
Γ
−
∫
Γ

F ′(ζ)e−zζdζ,

ãäå [·]Γ îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå â êîíöåâûõ òî÷êàõ êîíòóðà Γ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî

ðàâåíñòâà ôóíêöèÿ (17.6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéðè, åñëè âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå ∫
Γ

(ζ2F (ζ)− F ′(ζ))e−zζdζ +
[
F (ζ)e−zζ

]
Γ
= 0.

Ñìûñë ìåòîäà ñîñòîèò â âûáîðå êîíòóðà Γ è ôóíêöèè F òàê, ÷òîáû îáà ñëà-

ãàåìûõ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îáðàòèëèñü â íóëü. Óðàâíåíèå F ′(ζ) = ζ2F (ζ)

èìååò ðåøåíèå F (ζ) = ceζ
3/3. Òàêèì îáðàçîì, åñëè [F (ζ)e−zζ ]Γ = 0, òî â êà÷å-

ñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè (17.5) ìîæíî âçÿòü

Ai(z) =
1

2πi

∫
Γ

e−zζ+ζ3/3dζ. (17.7)
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Ôóíêöèÿ G(ζ) = e−zζ+ζ3/3 ÿâëÿåòñÿ öåëîé è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ζ → ∞ â

ñåêòîðàõ

∆1 =
{
ζ ∈ C :

π

6
< arg ζ <

π

2

}
, ∆2 =

{
ζ ∈ C :

5π

6
< arg ζ <

7π

6

}
,

∆3 =
{
ζ ∈ C : − π

2
< arg ζ < −π

6

}
.

Ýòè ñåêòîðû âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì Reζ3 < 0. Åñëè â êà÷åñòâå Γ âûáðàòü çà-

ìêíóòóþ êðèâóþ, òî [F (ζ)e−zζ ]Γ îáðàòèòñÿ â íóëü. Îäíàêî ïðè ýòîì è (17.7)

îáðàòèòñÿ â íóëü, ÷òî äàñò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå w(z) ≡ 0.

Â äàëüíåéøåì ïîä êîíòóðîì Γ â ôîðìóëå (17.7) áóäåì ïîíèìàòü êóñî÷íî-ãëà-

äêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ âûõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè â ñåêòîðå ∆3 è óõîäèò íà

áåñêîíå÷íîñòü â ñåêòîðå ∆1. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ å¼ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêè ïðè-

áëèæàåòñÿ ê ëó÷ó arg ζ = θ′, π/6 < θ′ < π/2, à íèæíÿÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêè

ïðèáëèæàåòñÿ ê ëó÷ó arg ζ = θ′′, −π/2 < θ′′ < −π/6. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë

â (17.7) áûñòðî ñõîäèòñÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ ôóíêöèþ. Ýòà ôóíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéðè (17.5). Ìíîæèòåëü ïåðåä èíòåãðà-

ëîì â (17.7) âûáðàí òàê, ÷òîáû ïðè âåùåñòâåííûõ z èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå-

íèå (17.7) ïðèâîäèëî ê èñõîäíîé ôóíêöèè Ýéðè (17.1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Ai(x) ïðè x > 0, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëå (17.7)

ñîâïàäàåò ñ Ai(x) èç (17.1).

Ïóñòü x > 0 ôèêñèðîâàíî è Γ�êîíòóð òàêîé, êàê îïèñàíî âûøå. Åñëè γ+R �

äóãà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ðàñïîëîæåííàÿ â ñåêòîðå ∆1, ò. å. γ
+
R : ζ(t) = Reit,

π/6 ⩽ t ⩽ π/2, òî

∫
γ+
R

e−xζ+ζ3/3dζ → 0

ïðè R → ∞. Ýòî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì,

êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Æîðäàíà. Çàìåòèì âíà÷à-

ëå, ÷òî

∣∣∣∣∣∣∣
∫
γ+
R

e−xζ+ζ3/3dζ

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ R

π/2∫
π/6

exp

{
−xR cos t+

1

3
R3 cos 3t

}
dt

⩽ R

π/2∫
π/6

e
1
3R

3 cos 3tdt.
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Âûïîëíÿÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé θ = 3(t− π/6), ïîëó÷àåì

R

π/2∫
π/6

e
1
3R

3 cos 3tdt =
R

3

π∫
0

e−
1
3R

3 sin θdθ

=
2R

3

π/2∫
0

e−
1
3R

3 sin θdθ

⩽
2R

3

π/2∫
0

e−
2
3πR3θdθ <

π

R2
→ 0

ïðè R→ ∞. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî∫
γ−
R

e−xζ+ζ3/3dζ → 0

ïðè R → ∞, ãäå γ−R �äóãà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ðàñïîëîæåííàÿ â ñåêòîðå

∆3. Äîêàçàííûå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ è ñòàíäàðòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû

Êîøè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè Ai(x), x > 0, â ðàâåíñòâå (17.7) â êà-

÷åñòâå Γ ìîæíî âçÿòü ìíèìóþ îñü. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ζ = it, −∞ < t < ∞,

è

Ai(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−i(xt+t3/3)dt =
1

2π

∞∫
−∞

ei(xt+t3/3)dt.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (17.7) äàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

Ýéðè âî âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (17.7) ôóíêöèè Ýéðè, ðàññìîòðèì âîïðîñ å¼ àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè x→ ∞. Âûïîëíèì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé

ζ = x1/2w. Ïðè ýòîì êîíòóð Γ, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâà-

íèÿ w, òàêæå âûõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè â ñåêòîðå∆3 è óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü

â ñåêòîðå ∆1. Òåïåðü èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä

Ai(x) =
x1/2

2πi

∫
Γ

eλS(w)dw,

ãäå λ = x3/2 è S(w) = 1
3w

3 − w. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâ-

íåíèÿ S′(w) = w2 − 1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè

w = ±1, â êîòîðûõ S′′(1) = 2 è S′′(−1) = −2, ò. å. îáå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿ-

þòñÿ íåâûðîæäåííûìè. Ïðè ýòîì S(1) = −2/3, S(−1) = 2/3. Èíòåðåñóþùèå

íàñ êîíòóðû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè òî÷êè, áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ

ImS(w) = 0. Åñëè w = u+ iv, òî

S(w) = u

(
1

3
u2 − v2 − 1

)
+ iv

(
u2 − 1

3
v2 − 1

)
,
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îòêóäà âèäíî, ÷òî êðèâûå ñ íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ ôóíêöèè S(w) â w-ïëîñêîñòè

îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè v = 0 èëè v2 = 3(u2 − 1). Óðàâíåíèå v = 0 îïðå-

äåëÿåò âåùåñòâåííóþ îñü, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû îáå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, íî

îíà íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â èíòåãðàëå (17.7). Êðîìå òîãî, íà ýòîé ëèíèè â

êðèòè÷åñêîé òî÷êå w = 1 âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ReS(u) èìååò ëîêàëüíûé ìèíè-

ìóì.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå Γ âåòâü ãèïåðáîëû v2 = 3(u2 − 1), êîòîðàÿ ïðîõîäèò

÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó w = 1. Çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ÷àñòü ãèïåðáîëû Γ

àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ëó÷ó argw = π/3, à íèæíÿÿ ÷àñòü àñèìïòîòè-

÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ëó÷ó argw = −π/3, ò. å. Γ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé êðèâîé

â (17.7). Ïðè ýòîì âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ôóíêöèè S(w)−S(1) íà êðèâîé Γ èìååò

âèä

Re{S(w)− S(1)} = −8

3
u3 + 2u+

2

3
.

u

v

w = 10−1 1

∆1

∆3

Γ

Ïîñêîëüêó íà Γ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u ⩾ 1, òî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

Re{S(w) − S(1)} íà Γ äîñòèãàåò àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå w = 1. Òà-

êèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 17.3 è

∫
Γ

eλS(w)dw = ie−
2
3λ

√
π

λ
+O

(
e−

2
3λ

λ

)
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ïðè λ → ∞. Çäåñü eiϕ = i, ïîñêîëüêó êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé Γ â òî÷êå w = 1

íàïðàâëåíà âäîëü ìíèìîé îñè. Â ðåçóëüòàòå, âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x,

ïîëó÷àåì

Ai(x) =
1

2
π−1/2x−1/4e−

2
3x

3/2
(
1 +O(x−3/2)

)
ïðè x → ∞. Ó÷èòûâàÿ òàêæå àñèìïòîòèêó Ai(x) ïðè x → −∞, ïîëó÷åííóþ

ðàíåå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 17.4. Äëÿ ôóíêöèè Ýéðè (17.1) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ

Ai(x) ∼ π−1/2|x|−1/4 cos

(
2

3
|x|3/2 − π

4

)
ïðè x→ −∞,

Ai(x) ∼ 1

2
π−1/2x−1/4e−

2
3x

3/2

ïðè x→ ∞.

17.5. ßâëåíèå Ñòîêñà. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êðèâàÿ Γ, êîòîðàÿ áûëà èñ-

ïîëüçîâàíà ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ai(x) ïðè x→ ∞,

èìååò â êà÷åñòâå àñèìïòîò ëó÷è, êîòîðûå äåëÿò ñåêòîðû ∆1 è ∆3 ïîïîëàì.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà ïåðåìåííîé ζ = wz1/2 â èíòåãðàëå (17.7) ïðè óñëîâèè

| arg z| ⩽ π

3
− δ,

ãäå δ > 0 è ìàëî, ïðåîáðàçóåò êðèâóþ Γ â äîïóñòèìóþ êðèâóþ. Ïðè ýòîì

Ai(z) =
z1/2

2πi

∫
Γ

eλŜ(w)dw,

ãäå λ = |z|3/2, à Ŝ(w) = ei3θ/2S(w), z = |z|eiθ. Äëÿ Ŝ(w) êðèòè÷åñêèå òî÷êè òå

æå, ÷òî è äëÿ S(w). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ϕ = π/2− 3θ/4, ïîëó÷àåì

Ai(z) ∼ 1

2
√
π
z−1/4e−

2
3 z

3/2

ïðè z → ∞ â ñåêòîðå | arg z| ⩽ π/3− δ.

Çàïèøåì òàêæå â òåðìèíàõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîð-

ìóëó èç òåîðåìû 17.4 ïðè x → −∞. Íà îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè

z = |z|eiπ, i|z|3/2 = −z3/2 è

cos

(
2

3
|z|3/2 − π

4

)
=

1

2

(
e−iπ/4e−

2
3 z

3/2

+ eiπ/4e
2
3 z

3/2
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ai(z) ∼ 1

2
√
π
z−1/4

(
e−

2
3 z

3/2

+ ie
2
3 z

3/2
)

ïðè z → ∞ âäîëü îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ai(z) èìååò ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëè-

æåíèÿ ïðè z → ∞ â ðàçëè÷íûõ ñåêòîðàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ëèòåðàòó-

ðå ýòîò ýôôåêò ñâÿçûâàþò ñ òàê íàçûâàåìûì ÿâëåíèåì Ñòîêñà. Ýòî ÿâëåíèå

ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðîñòîì ïðèìåðå.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå w′′ = ν2w, ãäå ν > 0. Îíî èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ðåøåíèÿ eνz è e−νz. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå ch(νz) ïðè áîëüøèõ |z|
ìîæíî çàìåíèòü ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè:

ch(νz) ∼ 1

2
eνz ïðè z → ∞, −π

2
< arg z <

π

2
,

è

ch(νz) ∼ 1

2
e−νz ïðè z → ∞,

π

2
< arg z <

3π

2
.

Ïðè arg z = ±π/2 íè îäíî èç ýòèõ ïðèáëèæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå ôóíêöèè Ai(z) óñëîæíÿåòñÿ åùå òåì, ÷òî àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ

U+(z) = z−1/4e
2
3 z

3/2

è U−(z) = z−1/4e−
2
3 z

3/2

óðàâíåíèÿ Ýéðè, êîòîðûå äàåò, íàïðèìåð, èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå ÂÊÁ-ìåòîä,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè ñ òî÷êîé âåòâëåíèÿ â íà÷àëå êî-

îðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷íîå ðåøåíèå Ai(z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöè-

åé. Ïîýòîìó, åñëè ìû îáîéäåì âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, òî Ai(z) âåðíåòñÿ ê

ïåðâîíà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, ÷òî íå ïðîèçîéäåò ñ âåòâÿìè U+(z) è U−(z). Ñëå-

äîâàòåëüíî, íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé íå ìîæåò ñëóæèòü

àïïðîêñèìàöèåé Ai(z) ïðè z → ∞ ñðàçó âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîýôôèöèåí-

òû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äîëæíû çàâèñåòü îò ñåêòîðà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

÷òî ïîäòâåðæäàþò ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû.

Â íàøåì ñëó÷àå îäíà èç ôóíêöèé U+, U− ìàêñèìàëüíî äîìèíèðóåò íàä äðó-

ãîé íà ëèíèÿõ Ñòîêñà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì Imz3/2 = 0. Ýòî

óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò òðè ëó÷à arg z = 0 è arg z = ±2π/3. Íà ëó÷àõ arg z =

±π/3 è îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |U+(z)| =
|U−(z)|. Ýòè ëó÷è íàçûâàþò àíòèñòîêñîâûìè ëèíèÿìè.

Òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè U+(z) è U−(z) â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè

ôóíêöèè Ýéðè äîëæíû çàâèñåòü îò îáëàñòè, âïåðâûå îáíàðóæèë Ñòîêñ â 1857 ã.

Îí òàêæå óòâåðæäàë, ÷òî èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ äîëæíî ïðîèñõîäèòü òàì,

ãäå îäíà èç ôóíêöèé U+(z), U−(z) ìàêñèìàëüíî äîìèíèðóåò íàä äðóãîé, ò. å.

íà ëèíèÿõ Ñòîêñà. Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðîÿâëÿåòñÿ âíåçàïíî òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê àíòèñòîêñîâûì ëèíèÿì, ãäå U+(z) è U−(z)

½ñáàëàíñèðîâàíû“, ïîñêîëüêó íà ýòèõ ëèíèÿõ |U+(z)| = |U−(z)|.
Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò

ïóòàíèöà â òåðìèíîëîãèè. Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ ìåíÿþò ìåñòàìè ïîíÿòèÿ

½ëèíèè Ñòîêñà“è ½àíòèñòîêñîâûå ëèíèè“.
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