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� 1. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò è àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðîâà

Ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîñòü è âåðîÿòíîñòü åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ïîâñåäíåâíîé

æèçíè. Ìû ñ íèìè ñòàëêèâàåìñÿ, êîãäà èãðàåì â àçàðòíûå èãðû, ó÷àñòâóåì â

ðîçûãðûøå ëîòåðåè èëè ïîêóïàåì àêöèè. Ïðè ýòîì íàì ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü

âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ñîáûòèé.

cO Â.Â. Ãîðÿéíîâ, 2025
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Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå îòðà-

æàþò ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Êàê è â ëþáîé äðóãîé òåîðèè (íàïðèìåð,

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ãåîìåòðèè è äð.), îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé îòðàæàþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ìèðà, íî ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè

îáúåêòàìè. Ìû áóäåì èñõîäèòü èç ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, ðåçóëü-

òàò êîòîðîãî íåëüçÿ çàðàíåå ïðåäñêàçàòü, íî ñàì ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïðîâåñòè

â îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ïðèìåðû: ïîäáðàñûâàíèå ìî-

íåòû, ïîäáðàñûâàíèå èãðàëüíîé êîñòè. Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìû ìîæåì

íàáëþäàòü òå èëè èíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü A,B,C, . . .. Åñëè

ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíò â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî n ðàç, òî

÷àñòîòà nA/n ( nA �÷èñëî ïîÿâëåíèÿ A) ñîáûòèÿ A áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòî-

ðîé âåëè÷èíå. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîáûòèå A îáëàäàåò íåêîòî-

ðîé ñêðûòîé õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðóþ íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ è îáîçíà÷àþò

P(A).

×òîáû ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êîíêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà, íóæíî ïðîéòè òðè ýòàïà: îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñî-

áûòèé Ω, âûäåëèòü â íåì êëàññ F ñîáûòèé (ïîäìíîæåñòâ Ω), îïðåäåëèòü íà

âûäåëåííîì êëàññå ïîäìíîæåñòâ âåðîÿòíîñòü P(A), A ∈ F .

1.1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáû-

òèå (èñõîä). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îáðàçóåò

ìíîæåñòâî Ω, êîòîðîå íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ýëå-

ìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà (ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ) îáîçíà÷àþò ω. Îáû÷íî íàñ

èíòåðåñóåò íå òî, êàêîå èìåííî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω ∈ Ω ïðîèçîéäåò, à

ïîÿâëåíèå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Ω, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ñî-

áûòèåì. Åñëè èñõîä ω ïðèíàäëåæèò A, ò. å. ω ∈ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå

A ïðîèçîøëî, åñëè æå ω ̸∈ A, òî ñîáûòèå A â ýòîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå

íå ïðîèçîøëî. Òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þò ëîãè÷åñêèì îïåðàöèÿì íàä ñîáûòèÿìè. Åñëè A ⊂ B, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A âëå÷åò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B, ò. å. èç A ñëåäóåò B.

Ñîáûòèå A = Ω \ A íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì ñîáûòèÿ A. Îáúåäèíåíèþ A ∪ B

ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçîøëî A èëè

B. Ïåðåñå÷åíèþ A∩B = AB ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ëèøü

â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî è A è B. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò

îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîáûòèé (ïîäìíîæåñòâ Ω). Ðàçíîñòü

A \B = AB îçíà÷àåò ñîáûòèå, êîãäà A ïðîèçîøëî, íî B â ýòîì ýêñïåðèìåíòå

íå ïðîèçîøëî. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω òàêæå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê ñîáûòèå. Åãî íàçûâàþò äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì, ïîñêîëüêó îíî

ïðîèñõîäèò âñåãäà. Íàðÿäó ñ ýòèì ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñâÿçûâàþò ñ íåâîçìîæ-

íûì ñîáûòèåì, êîòîðîå íèêîãäà íå ïðîèñõîäèò.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè

A
⋂(⋃

i∈I

Bi

)
=
⋃

i∈I

(ABi), A
⋃(⋂

i∈I

Bi

)
=
⋂

i∈I

(
A
⋃

Bi

)
.
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Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ èçâåñòíû êàê ïðàâèëà äå Ìîðãàíà:

⋃

i∈I

Ai =
⋂

i∈I

Ai,
⋂

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Ai.

Ïðåæäå, ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê îáñóæäåíèþ îáùåé ñèòóàöèè, ðàññìîòðèì

áîëåå ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âîïðîñ êëàññà F è âåðîÿòíîñòè P(A),

A ∈ F , ðåøàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.

1.2. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Åñëè Ω êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî ãîâîðÿò î äèñ-

êðåòíîé ìîäåëè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (èëè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà). Ðàññìîò-

ðèì ýòîò ñëó÷àé, ò. å. äîïóñòèì, ÷òî Ω = {ω1, ω2, . . .} êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Â

ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå F ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Ω. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω ÷àñòî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì 2Ω.

Äîïóñòèì, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ ωk ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿò-

íîñòü pk. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà pk, k = 1, 2, . . . , äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëü-

íûìè è èõ ñóììà
∑

pk äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1. Òàêîé íàáîð ÷èñåë pk íàçûâàþò

ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω ìîæíî

òåïåðü îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

P(A) =
∑

k:ωk∈A

pk.

Â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ îñîáåííî âûäåëÿåòñÿ ñëó÷àé êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî Ω ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñî-

áûòèé ω1, . . . , ωn, êîòîðûå â ñèëó êàêèõ ëèáî ïðè÷èí (íàïðèìåð, ñèììåòðèè)

ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîâåðîÿòíûìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ïîäáðàñû-

âàíèè ìîíåòû èëè èãðàëüíîé êîñòè. Òîãäà pk = 1/n äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, à

ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ⊂ Ω ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ÷èñëà |A| ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþùèõ A. Â ÷àñòíîñòè, |Ω| = n, à äëÿ P(A) â ýòèõ

òåðìèíàõ ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó

P(A) =
|A|
|Ω| ,

êîòîðàÿ è ñîñòàâëÿåò êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îñíîâíûì èí-

ñòðóìåíòîì ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Îñíîâíîå ïðàâèëî êîìáèíàòîðèêè. Ïóñòü èìååòñÿ m ãðóïï ýëåìåíòîâ,

ïðè÷åì i-òàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç ki ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç

êàæäîé ãðóïïû. Òîãäà îáùåå ÷èñëî N ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïðîèçâåñòè

òàêîé âûáîð, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

N = k1 · k2 · . . . · km.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè.

Âûáîðêè. Ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå âû÷èñëåíèÿ óêëàäûâàþòñÿ â ñëåäóþ-

ùóþ ñõåìó. Äîïóñòèì, ÷òî ìû èìååì n çàíóìåðîâàííûõ øàðîâ: a1, . . . , an.

Îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðêà îáúåìà k èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè øàðîâ. Íàñ èíòåðåñó-

åò êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî îñóùåñòâèòü ýòó âûáîðêó. Ïðè ýòîì
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âîçíèêàåò ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè: âûáîðêà ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åííîé

èëè íåóïîðÿäî÷åííîé è ñ âîçâðàùåíèåì èëè áåç âîçâðàùåíèÿ.

♣ Êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì (èëè ðàçìåùåíèé èç

n ïî k ñ ïîâòîðåíèÿìè) ðàâíî nk. Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ïðàâèëà

êîìáèíàòîðèêè.

♣ Êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ (èëè ðàçìåùåíèé

èç n ïî k áåç ïîâòîðåíèé) ðàâíî

Ak
n = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
.

Ýòà ôîðìóëà òàêæå ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè.

♣ Êîëè÷åñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ (èëè ñî÷åòàíèé

èç n ïî k áåç ïîâòîðåíèé) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäåëèâ Ak
n íà k!, ÷èñëî ñïîñîáîâ

óïîðÿäî÷èòü k ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

♣ Êîëè÷åñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì (èëè ñî÷åòàíèé èç

n ïî k ñ ïîâòîðåíèÿìè) ðàâíî Ck
n+k−1.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà òàêèõ âûáîðîê âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöè-

åé. Êàæäóþ òàêóþ âûáîðêó îäíîçíà÷íî ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü óïîðÿäî÷åí-

íîé öåïî÷êîé íóëåé è åäèíèö ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå íàïèøåì ñòîëüêî

åäèíèö, ñêîëüêî â âûáîðêå ïðèñóòñòâóåò a1, ïîñëå ÷åãî ïîñòàâèì íóëü; çàòåì

íàïèøåì ñòîëüêî åäèíèö, ñêîëüêî â âûáîðêå ïðèñóòñòâóåò a2, ïîñëå ÷åãî ñíîâà

ïîñòàâèì íóëü è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé âûáîðêå áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k åäèíèö è n− 1 íóëåé. ×òîáû çàôèêñèðîâàòü

âûáîðêó, äîñòàòî÷íî óêàçàòü ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ åäèíèö. Ýòî ýêâèâàëåíòíî

îñóùåñòâëåíèþ íåóïîðÿäî÷åííîé âûáîðêå èç n+k− 1 ýëåìåíòîâ îáúåìà k, ò. å.

èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî Ck
n+k−1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû.

âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì áåç âîçâðàùåíèÿ

óïîðÿäî÷åííûå nk Ak
n =

n!

(n− k)!

íåóïîðÿäî÷åííûå Ck
n+k−1 =

(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!
Ck

n =
n!

k!(n− k)!

Ðàçìåùåíèå ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. Â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåí-

íàÿ âûøå êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà âñòðå÷àåòñÿ â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè. Ðàçìå-

ùàåòñÿ k ÷àñòèö ïî n ÿ÷åéêàì. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå â êà÷åñòâå ÷àñòèö

ìîãóò áûòü ýëåêòðîíû, ïðîòîíû, à â êà÷åñòâå ÿ÷ååê, íàïðèìåð, ýíåðãåòè÷åñêèå

óðîâíè. Çäåñü òàêæå âûäåëÿåòñÿ ÷åòûðå ñëó÷àÿ: ðàçëè÷èìûå èëè íåðàçëè÷è-

ìûå ÷àñòèöû è ðàçìåùåíèå ñ îãðàíè÷åíèåì (íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû â îäíîé

ÿ÷åéêå) èëè áåç îãðàíè÷åíèé. Ðàçìåùåíèþ áåç îãðàíè÷åíèé ðàçëè÷èìûõ ÷à-

ñòèö ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà, ðàçìåùåíèþ áåç îãðà-

íè÷åíèé íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêà Áîçå�Ýéíøòåéíà, à

ðàçìåùåíèþ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêà
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Ôåðìè�Äèðàêà. Ñëó÷àé ðàçìåùåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö â

ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ðàçìåùåíèå ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ëåãêî ñâîäèòñÿ ê âûáîðêàì. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ÿ÷åéêè çàíóìåðîâàíû: a1, . . . , an. Òîãäà ïîä ðàçìåùåíèåì ìîæíî ïîíèìàòü

íàçíà÷åíèå êàæäîé ÷àñòèöå íîìåðà ÿ÷åéêè. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùåìó ðåçóëüòàòó.

♠ Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé áåç îãðàíè÷åíèé ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö (ñòàòèñòèêà

Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà) ðàâíî nk.

♠ Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé áåç îãðàíè÷åíèé íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö (ñòàòè-

ñòèêà Áîçå�Ýéíøòåéíà) ðàâíî Ck
n+k−1.

♠ Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé ñ îãðàíè÷åíèåì íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö (ñòàòèñòè-

êà Ôåðìè�Äèðàêà) ðàâíî Ck
n.

♠ Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàâíî Ak
n.

1.3. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó, â êîòî-

ðîé ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ñ÷åòíûì. Äîïó-

ñòèì, ÷òî äâà ëèöà X è Y óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ ìåæäó 14 è 15 ÷àñàìè â

îïðåäåëåííîì ìåñòå. Ïðèøåäøèé ïåðâûì æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå 10 ìèíóò,

à çàòåì óõîäèò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èõ âñòðå÷è, åñëè ïðèõîä êàæäîãî ëèöà â

ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èç óñëîâëåííîãî ïðîìåæóòêà ðàâíîâåðîÿòåí?

Âûáåðåì â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ îäèí ÷àñ è ïóñòü x�ïðîìåæóòîê

âðåìåíè (â äîëÿõ ÷àñà) îò 14 ÷àñîâ äî ìîìåíòà ïðèõîäà X, à y�ïðîìåæóòîê

âðåìåíè îò 14 ÷àñîâ äî ìîìåíòà ïðèõîäà Y . Òîãäà ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé áóäåò êâàäðàò

Ω = {(x, y) : 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1},

à ñîáûòèå A, êîòîðîå îòâå÷àåò âñòðå÷å, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî Ω,

âûäåëÿåìîå óñëîâèåì: |x− y| ⩽ 1/6.

Â ýòîé çàäà÷å íåëüçÿ ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ïðîñòî ïðèïèñàâ âå-

ðîÿòíîñòü êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëîãè÷íî ñ÷è-

òàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ åå ïëîùàäè ê ïëîùàäè

âñåãî Ω. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü Ω ðàâíà 1, à ïëîùàäü A ðàâíà

1−
(
1− 1

6

)2

=
11

36
,

òî P(A) = 11/36.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé îáëàñòü â R
n, n = 1, 2, . . ., è âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ

ðàâíîâåðîÿòíûìè, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ⊂ Ω áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

P(A) =
mes(A)

mes(Ω)
,

ãäå ïîä mes(A) ïîíèìàåòñÿ ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A, õîòÿ â ïðèëîæåíèÿõ

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìåðà Æîðäàíà.
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1.4. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ

âûäåëåíèÿ êëàññà ñîáûòèé F , ò. å. ïîäìíîæåñòâ Ω, è îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñò-

íîé ìåðû P. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð çàäà÷è î âñòðå÷å, ìû íå ìîæåì â îáùåì

ñëó÷àå îïðåäåëèòü F è P, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äèñêðåòíîé ìîäåëè. Êðîìå

òîãî, òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ 2Ω ñëèøêîì âå-

ëèêî, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî âçÿòü â êà÷åñòâå F . Ýòî, íàïðèìåð, ïîêàçûâàåò

ðåçóëüòàò Âèòàëè (1905 ã.) äëÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ áåñêîíå÷íûì ïîä-

áðàñûâàíèåì ìîíåòû. Óïîìÿíåì òàêæå ðåçóëüòàò Áàíàõà è Êóðàòîâñêîãî (1929

ã.), ñîãëàñíî êîòîðîìó íå ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P, îïðåäåëåííîé íà

âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ îòðåçêà [0, 1] è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ P({x}) = 0 äëÿ

êàæäîãî x ∈ [0, 1].

Ïóñòü òåïåðü Ω�íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Êëàññ F ïîäìíîæåñòâ Ω,

êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèÿìè, äîëæåí áûòü çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ïîñêîëüêó îíè ñîîòâåòñòâóþò ëîãè÷åñêèì

îïåðàöèÿì íàä ñîáûòèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êëàññ A ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ïîäìíî-

æåñòâ Ω, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ω ∈ A ;

(ii) åñëè A ∈ A , òî A ∈ A ;

(iii) åñëè A,B ∈ A , òî A ∪B ∈ A .

Óñëîâèÿ (i)�(iii) äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññ A áûë çàìêíóò îòíîñè-

òåëüíî âñåõ òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. Èç óñëîâèé (ii) è (iii) ñëåäóåò,

÷òî îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è îïåðàöèè âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ. Ïî-

êàæåì, ÷òî îí çàìêíóò è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü A è B èç

A . Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (ii) äîïîëíåíèÿ A, B ïðèíàäëåæàò A . Ïðåäñòàâëåíèå

AB = A ∪B

è óñëîâèå (iii) äîêàçûâàþò ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ AB êëàññó A .

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ïðèõîäèòñÿ

ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N) ïîäìíîæåñòâ Ω. ÅñëèA1, A2, . . .

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñîáûòèÿ, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñîáûòèå A∗, êîòîðîå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèçîøëî áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(An : n ∈ N), ò. å. ω ∈ A∗ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (Ank
: k ∈ N) òàêàÿ, ÷òî ω ∈ Ank

äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . .. Ýòî

ñîáûòèå A∗ íàçûâàþò âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N) è

îáîçíà÷àþò lim
n

An. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþò òàêæå ñîáûòèå A∗, êîòîðîå ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèçîøëè âñå ñîáûòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N) çà

èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ò. å. ω ∈ A∗ â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, åñëè ω ∈ ∩k⩾NAk ïðè íåêîòîðîì N . Ñîáûòèå A∗ íàçûâàþò íèæíèì

ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N) è îáîçíà÷àþò lim
n

An. Çàìåòèì, ÷òî

A∗ = lim
n

An =

∞⋂

n=1

⋃

k⩾n

Ak, A∗ = lim
n

An =

∞⋃

n=1

⋂

k⩾n

Ak.
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Â ñëó÷àå A∗ = A∗ ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N) ñõîäèòñÿ è

÷åðåç lim
n

An îáîçíà÷àþò åå âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû, êîòîðûå â äàííîé ñè-

òóàöèè ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, ê óñëîâèþ çàìêíóòîñòè F îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî�ìíîæå-

ñòâåííûõ îïåðàöèé íóæíî äîáàâèòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíîãî ÷èñëà

îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Êëàññ F ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè

îí ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N) ⊂ F îáú-

åäèíåíèå ∪∞
n=1An ïðèíàäëåæèò F .

Äðóãèìè ñëîâàìè, σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñ÷åò-

íîãî ÷èñëà òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, çàìêíóòîñòü

îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé ñîäåðæèòñÿ â îïðåäåëåíèè, à çàìêíóòîñòü

îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé âûâîäèòñÿ, êàê è â ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâà

çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèé àëãåáðû, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë äå

Ìîðãàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü Ω�íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî èF � σ-àëãåá-

ðà åãî ïîäìíîæåñòâ. Ïàðà (Ω,F ) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îñòàåòñÿ

äîïîëíèòü èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Ïðè ôîðìèðîâàíèè

àêñèîì âåðîÿòíîñòè åñòåñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ÷àñòîòû ïîÿâëå-

íèÿ ñîáûòèÿ A ∈ F . Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ ìèíèìàëüíîñòè ïîñòóëèðóå-

ìûõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü (Ω,F )�èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî. Íåîòðèöàòåëü-

íàÿ ôóíêöèÿ P : F → R+ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé (âåðîÿòíîñòüþ),

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) P(Ω) = 1 (íîðìèðîâàííîñòü);

(ii) åñëè A1, A2, . . .�ïðèíàäëåæàò F è AiAj = ∅ ïðè i ̸= j, òî P(∪∞
n=1An) =∑∞

n=1 P(An) (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü).

Òðîéêà (Ω,F ,P) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðîâà òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé. Èç ïîñòóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòè âûâîäèòñÿ ðÿä

äðóãèõ âàæíûõ ñâîéñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü P� âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà èç-

ìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ). Òîãäà èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:

1. P(∅) = 0 è äëÿ A,B ∈ F , AB = ∅, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P(A∪B) =

P(A) + P(B) (êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü);

2. Åñëè A,B ∈ F è A ⊂ B, òî P(B \ A) = P(B) − P(A) è P(A) ⩽ P(B)

(ìîíîòîííîñòü);

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A1, . . . , An èç F âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
n⋃

k=1

Ak

)
⩽

n∑

k=1

P(Ak)
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(ïîëóàääèòèâíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé (An : n ∈ N),

ãäå âñå An = ∅. Ïî ñâîéñòâó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè P(∅) =
∑∞

n=1 P(∅), îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî P(∅) = 0. Â ñëó÷àå A,B ∈ F è AB = ∅ ïðèìåíåíèå ñâîéñòâà

ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1 = A, A2 = B, Ak = ∅, k =

3, 4, . . ., ïðèâîäèò ê ñâîéñòâó êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Åñëè A,B ∈ A è A ⊂ B, òî B = A ∪ (B \ A) è â ñèëó ñâîéñòâà êîíå÷íîé

àääèòèâíîñòè ïîëó÷àåì P(B) = P(A)+P(B \A), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P(B \A) =

P(B)− P(A) è P(A) ⩽ P(B).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ B1 = A1,

B2 = A2A1, . . . , Bn = AnA1 · . . . · An−1. Î÷åâèäíî, ÷òî BiBj = ∅ ïðè i ̸= j è

∪n
i=1Ai = ∪n

i=1Bi. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó Bi ⊂ Ai, òî â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîí-

íîñòè âåðîÿòíîñòè P(Bi) ⩽ P(Ai), i = 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà è

ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè, ïîëó÷àåì

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
= P

(
n⋃

i=1

Bi

)
=

n∑

i=1

P(Bi) ⩽
n∑

i=1

P(Ai).

□

Òåîðåìà 1.1 (Ñëîæåíèÿ). Ïóñòü A1, . . . , An �ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ, ò. å.

ïðèíàäëåæàò F . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P(Ai)−
∑

1⩽i1<i2⩽n

P(Ai1Ai2) + . . .+ (−1)n−1P(A1 · . . . ·An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé n = 2. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

A1 ∪A2 = (A1 \ (A1A2)) ∪ (A2 \ (A1A2)) ∪ (A1A2)

è ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò

P(A1 ∪A2) = P(A1)− P(A1A2) + P(A2)− P(A1A2) + P(A1A2)

= P(A1) + P(A2)− P(A1A2).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

âïëîòü äî n − 1 è ïîêàæåì, ÷òî îíî òîãäà áóäåò âåðíûì è äëÿ n. Èñïîëüçóÿ

âíà÷àëå äîêàçàííîå ðàâåíñòâî, à çàòåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

P

(
An ∪

(
n−1⋃

i=1

Ai

))
= P(An) + P

(
n−1⋃

i=1

Ai

)
− P

(
n−1⋃

i=1

AnAi

)

= P(An) +



n−1∑

i=1

P(Ai)−
∑

1⩽i1<i2⩽n−1

P(Ai1Ai2) + . . .+ (−1)n−2P(A1 · . . . ·An−1)




−



n−1∑

i=1

P(AnAi)−
∑

1⩽i1<i2⩽n−1

P(AnAi1Ai2) + . . .+ (−1)n−2P(A1 · . . . ·An)




=

n∑

i=1

P(Ai)−
∑

1⩽i1<i2⩽n

P(Ai1Ai2) + . . .+ (−1)n−1P(A1 · . . . ·An).
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Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî-

ñòüþ ìåðû. Äîïóñòèì, ÷òî (An : n ∈ N)�ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, ò. å. A1 ⊆ A2 ⊆ . . .. Òîãäà äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

⋂

k⩾n

Ak = An,
⋃

k⩾n

=

∞⋃

n=1

An

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n

An = lim
n

An = lim
n

An =

∞⋃

n=1

An.

Åñëè (An : n ∈ N)�ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å. A1 ⊇
A2 ⊇ . . ., òî

⋂

k⩾n

Ak =

∞⋂

n=1

An,
⋃

k⩾n

Ak = An

ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . è

lim
n

An = lim
n

An = lim
n

An =

∞⋂

n=1

An.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N) ⊂ F ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííîé. Òîãäà

P(lim
n

An) = lim
n→∞

P(An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Ðàññìîòðèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-

áûòèé B1 = A1, Bn = AnAn−1, n = 2, 3, . . .. Çàìåòèì, ÷òî BiBj = ∅ ïðè i ̸= j è

äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

n⋃

k=1

Bk =

n⋃

k=1

Ak = An.

Êðîìå òîãî,
∞⋃

n=1

Bn =

∞⋃

n=1

An = lim
n

An.

Ïîýòîìó â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååì

P(lim
n

An) =

∞∑

n=1

P(Bn) = lim
n→∞

n∑

k=1

P(Bk) = lim
n→∞

P(An).

Åñëè (An : n ∈ N) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî

(An : n ∈ N) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ïî äîêàçàííîìó

P

( ∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
P(An) = 1− lim

n→∞
P(An).
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Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äå Ìîðãàíà, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

P(An) = 1− P

( ∞⋃

n=1

An

)
= P

( ∞⋃

n=1

An

)
= P

( ∞⋂

n=1

An

)
= P(lim

n
An).

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû è ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè

âëåêóò åå ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü.

� 2. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé

Ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìååò âàæíîå çíà÷åíèå. Âî-ïåðâûõ, ÷àñòî

òðåáóåòñÿ ïåðåîöåíèòü èñõîäíûå âåðîÿòíîñòè ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé èíôîð-

ìàöèè. Âî-âòîðûõ, óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ äàæå ïðè îòñóòñòâèè

äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè äëÿ áîëåå ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ èñõîäíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé.

2.1. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Íàðÿäó ñ îñíîâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé P
÷àñòî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ìåðà, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì ÷àñòè÷-

íîé èíôîðìàöèè îá èñõîäå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äîïóñòèì, ÷òî A,B �äâà

ñîáûòèÿ è A ïðîèçîøëî. Ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè î íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ A

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ñëåäóåò èçìåíèòü, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèå B

ìîæåò ïðîèçîéòè, åñëè òîëüêî ïðîèçîéäåò AB. Ïîýòîìó èñïðàâëåííàÿ âåðîÿò-

íîñòü äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå P(AB).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ñîáû-

òèå A èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü, P(A) ̸= 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî B èç

F ïîä óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ýòîãî ñîáûòèÿ ïðè óñëîâèè A áóäåì ïîíèìàòü

âåëè÷èíó

P(B|A) =
P(AB)

P(A)
.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáåñïå÷èâàåò åñòåñòâåííîå

ðàâåíñòâî P(A|A) = 1.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(B|A) = PA(B), êàê ôóíêöèÿ PA : F → R+, îáëà-

äàåò âñåìè ñâîéñòâàìè âåðîÿòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî

ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê íîâîìó âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàí-

ñòâó (Ω,F ,PA).

Íà ïðàêòèêå ÷àùå ëåã÷å áûâàåò âû÷èñëèòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P(B|A) è

ñ åå ïîìîùüþ ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé,

ò. å. âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

P(AB) = P(A)P(B|A).

Ýòî ðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê òåîðåìà óìíîæåíèÿ è èìååò ñëåäóþùåå îáîáùå-

íèå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ñîáûòèÿ A1, . . . , An òàêîâû, ÷òî P(A1 · . . . · An) > 0.

Òîãäà

P(A1 · . . . ·An) = P(A1) · P(A2|A1) · . . . · P(An|A1 · . . . ·An−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî âñå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

â äîêàçûâàåìîì ðàâåíñòâå êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Ýòî îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå

P(A1 · . . . ·An) > 0 è òî, ÷òî A1 · . . . ·An ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êàæäîãî óñëî-

âèÿ. Ïðè n = 2 äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íåïî-

ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ýòî

ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íîìåðîâ, âïëîòü äî n−1. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ åãî

äëÿ äâóõ ñîáûòèé A = A1, . . . , An−1 è B = An ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì

ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

P(A1 · . . . ·An) = P(A1 · . . . ·An−1)P(An|A1 · . . . ·An−1)

= P(A1) · P(A2|A1) · . . . · P(An|A1 · . . . ·An−1).

□

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê ½ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè“.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü H1, . . . ,Hn � ñîáûòèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì HiHj = ∅ ïðè i ̸= j, P(Hi) > 0, i = 1, . . . , n, è
∑n

i=1 P(Hi) = 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P(A) =

n∑

i=1

P(Hi)P(A|Hi). (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå ñîáûòèå H0 = Ω \∪n
i=1Hi.

Î÷åâèäíî, ÷òî P(H0) = 0 è D = {H0, H1, . . . ,Hn} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì. Ïî-

ñêîëüêó

A = AΩ = AH0 ∪AH1 ∪ . . . ∪AHn

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ïîïàð-

íî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé) è P(AH0) = 0, òî

P(A) =

n∑

i=1

P(AHi).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó â ïîñëåäíåé ñóììå òåîðåìó óìíîæå-

íèÿ P(AHi) = P(Hi)P(A|Hi), ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (2.1). □

Ôîðìóëà (2.1) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè âû÷èñëåíèè âå-

ðîÿòíîñòåé ñëîæíûõ ñîáûòèé. Ïðè ýòîì ñîáûòèÿ H1, . . . ,Hn â ýòîé ôîðìóëå

îáû÷íî íàçûâàþò ãèïîòåçàìè. Èíîãäà âìåñòî óñëîâèÿ
∑n

i=1 P(Hi) = 1 òðåáó-

þò, ÷òîáû ∪n
i=1Hi = Ω, è ñîâîêóïíîñòü H1, . . . ,Hn íàçûâàþò ïîëíîé ãðóïïîé

ñîáûòèé.

Òåîðåìà 2.3 (Ôîðìóëà Áàéåñà). Ïóñòü ñîáûòèÿ H1, . . . ,Hn óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2 è A ∈ F , P(A) > 0. Òîãäà äëÿ k = 1, . . . , n èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

P(Hk|A) =
P(Hk)P(A|Hk)
n∑

i=1

P(Hi)P(A|Hi)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

è òåîðåìû óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì

P(Hk|A) =
P(HkA)

P(A)
=

P(Hk)P(A|Hk)

P(A)
.

Îñòàåòñÿ çíàìåíàòåëü çàïèñàòü ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (2.1) è ìû ïðè-

õîäèì ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ. □

Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P(Hk) íàçûâàþò îáû÷íî àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè,

à óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P(Hk|A)� àïîñòåðèîðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà

Áàéåñà ïîçâîëÿåò ½ïåðåîöåíèòü“ àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû ïðè íàëè÷èè

èíôîðìàöèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A.

Íàèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷-

íûì âûâîäàì î ïðè÷èííî�ñëåäñòâåííûõ ñâÿçÿõ. Ïðè ðàáîòå ñ óñëîâíûìè âåðî-

ÿòíîñòÿìè î÷åíü âàæíî ïîíèìàòü òî, â êàêîì âèäå ìû ïîëó÷èëè äîïîëíèòåëü-

íóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïåðåîöåíêè âåðîÿòíîñòåé. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñåìüþ ñ äâóìÿ äåòüìè. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç íèõ

ìàëü÷èê. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðîæäåíèå ìàëü÷èêà è äåâî÷êè ðàâíîâåðîÿòíî. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ðåá¼íîê òîæå ìàëü÷èê?

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå Ω = {(ì,ì), (ì,ä), (ä,ì), (ä,ä)} èçâåñòíàÿ èí-

ôîðìàöèÿ A = {(ì,ì), (ì,ä), (ä,ì)}. Íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B =

{(ì,ì)} ïðè óñëîâèè A. Ïîñêîëüêó |Ω| = 4, |A| = 3, |AB| = |B| = 1, òî

P(B|A) = 1/3.

Ïðèìåð 2. Èçâåñòíî, ÷òî ó êîëëåãè ïî ðàáîòå äâîå äåòåé. Ìû âñòðå÷àåì åãî

íà ïðîãóëêå ñ ìàëü÷èêîì, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí åãî ñûíîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî âòîðîé ðåá¼íîê êîëëåãè òîæå ìàëü÷èê?

Ðåøåíèå. Èçíà÷àëüíî ìû èìååì òðè ãèïîòåçû: H1 � â ñåìüå êîëëåãè äâà

ñûíà, H2 � ñûí è äî÷ü, H3 �äâå äî÷åðè. Ñîáûòèå A�êîëëåãà âûøåë íà ïðî-

ãóëêó ñ ñûíîì. Â ýòîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(H1|A).

Çàìå÷àÿ, ÷òî P(H1) = P(H3) = 1/4, P(H2) = 1/2, P(A|H1) = 1, P(A|H2) = 1/2,

P(A|H3) = 0, ïî ôîðìóëå Áàéåñà ïîëó÷àåì

P(H1|A) =
1/4 · 1

1/4 · 1 + 1/2 · 1/2 + 0
=

1

2
.

2.2. Íåçàâèñèìîñòü. Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç îñ-

íîâíûõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñ èíôîðìàöèîííîé òî÷êè çðåíèÿ ïîä íåçà-

âèñèìîñòüþ ñîáûòèÿ B îò ñîáûòèÿ A åñòåñòâåííî ïîíèìàòü òî, ÷òî çíàíèå î

íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ A íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B. Ýòî

âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì P(B|A) = P(B). Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ìû äîëæíû

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî P(A) > 0. Åñëè ïðè ýòîì è P(B) > 0, òî èç íåçàâèñèìîñòè B

îò A ñëåäóåò

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
=

P(A)P(B|A)

P(B)
= P(A).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîãäà è ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ B, ò. å. ñâîéñòâî

íåçàâèñèìîñòè äâóõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Êðîìå òîãî, íåçàâèñè-

ìîñòü ñîáûòèé A è B â íàçâàííîì âûøå ñìûñëå ñðàçó æå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

P(AB) = P(A)P(B),
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êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåçàâèñèìîñòè. Îäíàêî, òðåáîâàíèå âûïîë-

íåíèÿ ðàâåíñòâà P(AB) = P(A)P(B) íå ïðåäïîëàãàåò óñëîâèé íè P(A) > 0, íè

P(B) > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ñîáûòèé A,B ∈ F áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî îíè íåçàâèñèìû, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(AB) = P(A)P(B),

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A1, . . . , An ïðè n > 2 âûãëÿäèò ñëîæíåå.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ î

íàñòóïëåíèè íåêîòîðûõ ñîáûòèé èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè íå âëèÿåò íà ïåðåîöåíêó

âåðîÿòíîñòåé îñòàëüíûõ ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèÿA1, . . . , An íåçàâèñèìû (íåçà-

âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè), åñëè

P

(⋂

i∈I

Ai

)
=
∏

i∈I

P(Ai) (2.2)

äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊆ {1, 2, . . . , n}.
Çàìåòèì, ÷òî èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè, à óñëîâèå (2.2) ñâÿçàíî ñ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ∑n
k=2 C

k
n = 2n−n−1 ðàâåíñòâ. Êðîìå òîãî, ïðè ïðîâåðêå íåçàâèñèìîñòè â ñîâî-

êóïíîñòè íå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîâåðêîé ëèøü ñàìûõ äëèííûõ öåïî÷åê

â ðàâåíñòâå (2.2). Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}, ãäå âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ωi

ðàâíîâåðîÿòíû. Îïðåäåëèì A = {ω1, ω2}, B = {ω1, ω3}, C = {ω1, ω4}. Ýòè

ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî

P(ABC) ̸= P(A)P(B)P(C).

Ïðèìåð 2. Ïîäáðàñûâàåòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìîòðèì òðè ñîáûòèÿ:

A = {íà ïåðâîé êîñòè âûïàëà ½åäèíèöà“, ½äâîéêà“ èëè ½ïÿòåðêà“},

B = {íà ïåðâîé êîñòè âûïàëà ½÷åòâåðêà“, ½ïÿòåðêà“ èëè ½øåñòåðêà“},

C = {ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ íà äâóõ èãðàëüíûõ êîñòÿõ ðàâíà äåâÿòè}.
Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(ABC) = P(A)P(B)P(C),

íî íåò äàæå ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìåíà îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ èç ñî-

áûòèé Ak íà îòðèöàíèå Ak íå íàðóøàåò íåçàâèñèìîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü ñîáûòèÿ A1, . . . , An íåçàâèñèìû (â ñîâîêóïíî-

ñòè). Òîãäà íåçàâèñèìû òàêæå ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ⊆ {2, 3, . . . , n} è H = ∩i∈IAi. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A1, . . . , An, ïîëó÷àåì

P(A1H) = P(H \HA1) = P(H)− P(HA1)

= P(H)(1− P(A1)) = P(H)P(A1), = P(A1)
∏

i∈I

P(Ai),

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.2) äëÿ ñîáûòèé A1, A2, . . . , An. □

Îïðåäåëåíèå 2.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñîáûòèé íåçà-

âèñèìî, åñëè ëþáîå åãî êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî íåçàâèñèìî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè, êîòîðàÿ óòâåð-

æäàåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé âåðõíèé

ïðåäåë èìååò âåðîÿòíîñòü ëèáî 0, ëèáî 1.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü (An : n ∈ N)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Åñëè
∑∞

n=1 P(An) < ∞, òî P(lim
n

An) = 0;

(ii) Åñëè
∑∞

n=1 P(An) = +∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N) íåçàâèñè-

ìà, òî P(lim
n

An) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü Bn = ∪k⩾nAk, n = 1, 2, . . .. Òîãäà (Bn : n ∈ N)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîáûòèé è

∞⋂

n=1

Bn = lim
n

Bn = lim
n

An.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû è ñâîéñòâî ïîëóàääè-

òèâíîñòè, ïîëó÷àåì

P(lim
n

An) = lim
n→∞

P(Bn) ⩽ lim
n→∞

∑

k⩾n

P(Ak) = 0.

(ii) Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî

lim
n

An = lim
n

An =

∞⋃

n=1

Cn,

ãäå Cn = ∩k⩾nAk. Èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈ N)

ñëåäóåò, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, íåçàâèñèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An : n ∈
N). Çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè âñåõ m = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Cn ⊆ ∩n+m

k=n Ak,

â ñèëó íåçàâèñèìîñòè (An : n ∈ N), ïîëó÷àåì

P(Cn) ⩽ P

(
n+m⋂

k=n

Ak

)
=

n+m∏

k=n

P(Ak) =

n+m∏

k=n

(1− P(Ak)).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî 1− x ⩽ e−x, x > 0, âûâîäèì

P(Cn) ⩽ exp

{
−

n+m∑

k=n

P(Ak)

}
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äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . .. Îäíàêî, ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè m → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P(Cn) = 0 äëÿ âñåõ n, è

P

(
lim
n

An

)
= lim

n→∞
P(Cn) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

P
(
lim
n

An

)
= 1− P

(
lim
n

An

)
= 1.

□

2.3. Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ. Ñõåìà Áåðíóëëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-

ñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êîòîðàÿ øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç n íåçàâèñèìûõ

ýêñïåðèìåíòîâ (èñïûòàíèé), â êàæäîì èç êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p, 0 < p < 1,

ìîæåò íàñòóïèòü è ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p ìîæåò íå íàñòóïèòü íåêîòîðîå ñî-

áûòèå A. Ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A îáû÷íî íàçûâàþò ½óñïåõîì“, à íå ïîÿâëåíèå �

½íåóäà÷åé“. Îñíîâíîé âîïðîñ â ñõåìå Áåðíóëëè ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåðî-

ÿòíîñòè ñîáûòèÿ Bn(k), êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðîâåäåííîé ñåðèè

èñïûòàíèé ïðîèçîøëî ðîâíî k óñïåõîâ, k = 0, 1, . . . , n.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F ,P), ñîîòâåòñòâóþùåå ñõåìå Áåðíóëëè. Êàæäûé ðåçóëüòàò ñåðèè ýêñïå-

ðèìåíòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü n-ìåðíîé òî÷êîé ω = (δ1, . . . , δn), ãäå δi ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå 1 â ñëó÷àå óñïåõà â i-òîì èñïûòàíèè è çíà÷åíèå 0 â ñëó÷àå

íåóñïåõà. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáû-

òèÿ ω = (δ1, . . . , δn) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâîì

P({ω}) = p
∑n

i=1 δiqn−
∑n

i=1 δi . (2.3)

Åñëè ω ∈ Bn(k), òî èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî P({ω}) = pkqn−k. Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî

Bn(k) ñîñòîèò èç Ck
n ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

P(Bn(k)) = Ck
np

kqn−k. (2.4)

Ñîáûòèÿ Bn(k), k = 0, 1, . . . , n, îáðàçóþò ðàçáèåíèå. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðà-

âåíñòâîì
n∑

k=0

P(Bn(k)) =

n∑

k=0

Ck
np

kqn−k = (p+ q)n = 1.

Ôîðìóëà (2.4) âûðàæàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà óñïåõîâ â n íåçà-

âèñèìûõ èñïûòàíèÿõ. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ðåàëèçàöèÿ ôîðìóëû (2.4) ñîïðÿæåíà ñ òðóäîåì-

êèìè âû÷èñëåíèÿìè. Ïîýòîìó åå ïûòàþòñÿ çàìåíèòü ïðèáëèæåííûìè ôîðìó-

ëàìè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà p ìàëî, à n âåëèêî. Â

ñâÿçè ñ ìàëîñòüþ p ýòîò ðåçóëüòàò èíîãäà íàçûâàþò çàêîíîì ðåäêèõ ñîáûòèé.

Òåîðåìà 2.5 (Ïóàññîíà). Åñëè n → ∞ è p → 0 òàê, ÷òî np → λ, 0 < λ <

∞, òî ïðè âñåõ k = 0, 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P(Bn(k)) = Ck
np

kqn−k → λk

k!
e−λ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåîáðàçîâàíèé

n!

k!(n− k)!
pkqn−k =

1

k!

(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk−1
nkpk(1− p)n−k

=
(np)k

k!

(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− k − 1

n

)
(1− p)−k(1− p)

1
pnp

è ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

lim
p→0

(1− p)1/p = e−1

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. □

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïóàññîíà 2.5 èìååò ìåñòî îöåíêà
∣∣∣∣P(Bn(k))−

λk

k!
e−λ

∣∣∣∣ ⩽
λ2

n
, λ = np,

ò. å. ðåçóëüòàò ïðèìåíèì, êîãäà np2 ìàëî.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ïðåäåëüíûì òåîðåìàì â

ñõåìå Áåðíóëëè. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

pk = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íà-

çûâàþò ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåõà

ôèêñèðîâàíà, à ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, èñïîëüçóþò

ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 2.6 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Ïóñòü â ñõåìå

Áåðíóëëè 0 < p < 1 ôèêñèðîâàíî, σ =
√
npq, x = x(k) = (k − np)/σ, k =

0, 1, 2, . . .. Òîãäà äëÿ ëþáîãî M > 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì k òàêèì, ÷òî |x(k)| ⩽
M , ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

P(Bn(k)) =
1

σ
√
2π

e−x2/2(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåæèò ôîðìóëà Ñòèð-

ëèíãà

n! =
√
2πn · nn · e−n · e θ

12n , 0 < θ < 1.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

lnn! = ln
√
2πn+ n lnn− n+O

(
1

n

)
.

Ïóñòü k òàêîâî, ÷òî |x(k)| ⩽ M . Òîãäà èç ðàâåíñòâà

k = np+ xσ = np
(
1 +

xq

σ

)

ñëåäóåò, ÷òî k → ∞ ïðè n → ∞ (σ → ∞). Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà

n− k = nq − xσ = nq
(
1− xp

σ

)
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âèäíî, ÷òî (n − k) → ∞ ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ê (n − k)! è k! òàêæå

ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ñòèðëèíãà. Êðîìå òîãî,

1

n
= O

(
1

σ2

)
,

1

k
= O

(
1

σ2

)
,

1

n− k
= O

(
1

σ2

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

lnP(Bn(k)) = lnn!− ln k!− ln(n− k)! + k ln p+ (n− k) ln q

=
1

2
ln

n

2πk(n− k)
+ n lnn− k ln k − (n− k) ln(n− k)

+ k ln p+ (n− k) ln q +O

(
1

σ2

)

=
1

2

(
ln

1

2π
+ ln

n

k(n− k)

)
− k ln

k

np
− (n− k) ln

n− k

nq
+O

(
1

σ2

)
.

Äàëåå,

ln
n

k(n− k)
= ln

1

npq
− ln

(
1 +

xq

σ

)
− ln

(
1− xp

σ

)
= 2 ln

1

σ
+O

(
1

σ

)
,

à òàêæå

k ln
k

np
+ (n− k) ln

n− k

nq
= (np+ xσ) ln

(
1 +

xq

σ

)
+ (nq − xσ) ln

(
1− xp

σ

)

= (np+ xσ)

(
xq

σ
− x2q2

2σ2
+ o

(
1

σ2

))

+ (nq − xσ)

(
−xp

σ
− x2p2

2σ2
+ o

(
1

σ2

))

= xσ − x2q

2
+ x2q − xσ − x2p

2
+ x2p+O

(
1

σ

)

=
x2

2
+O

(
1

σ

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lnP(Bn(k)) = ln
1

σ
√
2π

− x2

2
+O

(
1

σ

)
,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. □

Òåîðåìà 2.7 (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Ïóñòü â ñõå-

ìå Áåðíóëëè 0 < p < 1 ôèêñèðîâàíî è Sn �÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n íåçàâè-

ñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òîãäà äëÿ −∞ < a < b < +∞ ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî

ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P

(
a ⩽

Sn − np√
npq

⩽ b

)
=

1√
2π

b∫

a

e−
x2

2 dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû,

êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçæå.

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ïóàññîíà è Ìóàâðà�Ëàïëàñà èñïîëüçóþò äëÿ ïðèáëè-

æåííûõ âû÷èñëåíèé âåðîÿòíîñòåé P(Sn = k) è P(k1 ⩽ Sn ⩽ k2) â ñõåìå Áåðíóë-

ëè, êîãäà n âåëèêî. Â òåîðåìå Ïóàññîíà ïîÿâèëîñü ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:

pk = e−λλk/k!, k = 0, 1, 2, . . .. Â òåîðåìå Ìóàâðà�Ëàïëàñà âîçíèêàåò íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ φ(x) = e−x2/2/
√
2π. Äëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è èíòåãðàëà Ëàïëàñà

Φ0(x) =
1√
2π

x∫

0

e−
u2

2 du

èìåþòñÿ òàáëèöû.

Äîïóñòèì, ÷òî íàì íóæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü P(k1 ⩽ Sn ⩽ k2) â ñõåìå

Áåðíóëëè ñ n íåçàâèñèìûìè èñïûòàíèÿìè è âåðîÿòíîñòüþ p óñïåõà â îòäåëü-

íîì èñïûòàíèè. Åñëè n âåëèêî, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó

Ìóàâðà�Ëàïëàñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(k1 ⩽ Sn ⩽ k2) = P

(
k1 − np√

npq
⩽

Sn − np√
npq

⩽
k2 − np√

npq

)
≈ Φ(x2)− Φ(x1),

ãäå

x1 =
k1 − np√

npq
, x2 =

k2 − np√
npq

, Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−
u2

2 du.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî Φ0(x) = −Φ0(|x|) ïðè îòðèöàòåëüíûõ x, òî Φ(x2) − Φ(x1) =

Φ0(x2)−Φ0(x1) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x1, x2. Ýòî ñëåäóåò èç ÷åòíîñòè ôóíêöèè

φ(x).

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû Áåðíóëëè. Çäåñü ðå-

çóëüòàòîì êàæäîãî èñïûòàíèÿ ìîæåò áûòü îäèí èç r âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñ-

õîäîâ A1, . . . , Ar ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâëåíèÿ p1, . . . , pr, ñîîòâåòñòâåííî, p1 +

. . . + pr = 1. Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåðèè íåçàâèñèìûõ n

èñïûòàíèé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ω = (δ1, . . . , δn), ãäå êàæäîå δi ìîæåò

ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé 1, . . . , r. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ â

ñèëó íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâîì

P({ω}) = pδ1 · . . . · pδn .

Ïîäîáíî ñîáûòèþ Bn(k), êîòîðîå ðàññìàòðèâàëîñü â ñõåìå Áåðíóëëè, â ïîëèíî-

ìèàëüíîé ñõåìå ââîäèòñÿ Bn(k1, . . . , kr)� ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ñåðèè

èç n ýêñïåðèìåíòîâ ïðîèçîøëî k1 èñõîäîâ ñ íîìåðîì 1, . . . , kr èñõîäîâ ñ íîìå-

ðîì r, k1 + . . .+ kr = n. Èç îáùåé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî åñëè ω ∈ Bn(k1, . . . , kr),

òî

P({ω}) = pk1
1 · . . . · pkr

r .

Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ïðàâèëî êîìáèíàòîðèêè, ëåãêî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â Bn(k1, . . . , kr):

Ck1
n · Ck2

n−k1
· . . . · Ckr

kr
=

n!

k1! · . . . · kr!
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû�

ïîëèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

P(Bn(k1, . . . , kr)) =
n!

k1! · . . . · kr!
pk1
1 · . . . · pkr

r , k1 + . . .+ kr = n.

Â ñëó÷àå r = 2 ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ñõåìó Áåðíóëëè.

� 3. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

×àñòî ñ ðåçóëüòàòîì ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ñâÿçûâàþò ÷èñëî. Â ñâÿçè ñ

ýòèì âîçíèêàåò âàæíîå ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû

ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé äèñêðåòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Ïîçæå íåêîòîðûå îïðåäåëå-

íèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íåñêîëüêî èíà÷å ïðè ñíÿòèè îãðà-

íè÷åíèÿ êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íî îíè áóäóò

ýêâèâàëåíòíûìè ïðèâåäåííûì çäåñü äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîä äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåë¼ííîé íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), áóäåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå ξ : Ω → R,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: ξ(Ω)�êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî â R è äëÿ

êàæäîãî x ∈ R ìíîæåñòâî {ω : ξ(ω) = x} ïðèíàäëåæèò F , ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñî-

áûòèåì. Åñëè ξ(Ω)�êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ξ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ̸∈ ξ(Ω), òî ìíîæåñòâî {ω : ξ(ω) = x} ïóñòî è óñëîâèå

åãî ïðèíàäëåæíîñòè σ-àëãåáðå F î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî óñëîâèå ñîäåð-

æàòåëüíî, êîãäà x ∈ ξ(Ω). Ïîñêîëüêó ξ(Ω) êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî, òî åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ(Ω) = {xi}i∈I , ãäå â êà÷åñòâå èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà I

âûáèðàåòñÿ {1, 2, . . . , n} â ñëó÷àå ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, åñëè ξ(Ω) ñ÷¼òíî. Êàæäîìó xi ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæå-

ñòâî Di = {ω : ξ(ω) = xi} ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Ïîñêîëüêó

DiDj = ∅ ïðè i ̸= j è ∪i∈IDi = Ω, òî Dξ := {Di}i∈I îáðàçóåò ðàçáèåíèå

ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, ñîîòâåòñòâóþùåå äèñêðåòíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíå ξ. Âåðîÿòíîñòü P(Di) àòîìà ðàçáèåíèÿ Dξ îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå xi â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. ×èñëà

Pξ(xi) := P(Di) = P(ξ = xi), i ∈ I,

îáðàçóþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, îïðåäåë¼ííûå

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(ξ = x, η = y) = P(ξ = x)P(η = y).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîáûòèÿ {ξ = x} è {η = y} äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû-

ìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ñîäåðæàòåëüíî, êîãäà x ∈ ξ(Ω) è y ∈ η(Ω). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íóëü.
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Ïðîñòûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èãðàþò îñîáóþ ðîëü êàê â ïîñòðîåíèè òåîðèè,

òàê è â ïðèëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó ìû íà÷íåì èçó÷åíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ

íèõ. Ïðîñòåéøåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A ∈ F ,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

1A(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ A,

0, åñëè ω ̸∈ A.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà èíäèêàòîðîâ, êîòîðûå ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç

îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äîñòîâåðíîãî è íåâîçìîæíîãî ñîáûòèé èìååì 1Ω(ω) ≡ 1 è

1∅(ω) ≡ 0. Êðîìå òîãî, 1A(ω) = 1−1A(ω). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü

çàâèñèìîñòü îò ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ è ïèñàòü ïðîñòî 1A. Åñëè {Ai}ni=1 �

íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ñîáûòèé, òî

1∩Ai
=
∏

1Ai
, 1∪Ai

= 1− 1∪Ai
= 1− 1∩Ai

= 1−
∏

(1− 1Ai
) .

Ïóñòü òåïåðü ξ : Ω → R�ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ξ(Ω) = {x1, . . . , xn}
⊂ R. Åñëè Dξ = {D1, . . . , Dn}�ðàçáèåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ξ, ò. å. Di = {ξ =

xi}, i = 1, . . . , n, òî ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêà-

òîðîâ àòîìîâ ðàçáèåíèÿ

ξ =

n∑

i=1

xi1Di
.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ïðîâîäèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî N ýêñïåðèìåíòîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó (Ω,F ,P). Òîãäà çíà÷åíèå xi

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ áóäåò ïðèíèìàòü ïðèáëèçèòåëüíî â NPξ(xi) ñëó÷àÿõ, à

ñðåäíåå íàáëþäàâøèõñÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî

ðàâíî

1

N

n∑

i=1

xiNPξ(xi) =

n∑

i=1

xiPξ(xi).

Ýòè ðàññóæäåíèÿ äåëàþò èíòóèòèâíî ïîíÿòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü ξ �ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), è ξ(Ω) = {x1, . . . , xn}. Ìàòåìàòè-

÷åñêèì îæèäàíèåì (èëè ñðåäíèì) ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Eξ :=

n∑

i=1

xiPξ(xi) =

n∑

i=1

xiP(ξ = xi).

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ, çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â âèäå ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè èíäèêàòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Íàïðèìåð, åñëè îäèí èëè

íåñêîëüêî àòîìîâ ðàçáèåíèÿ Dξ ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ìíîæåñòâ èç F , òî ìû ïîëó÷èì íîâîå ðàçáèåíèå, íà àòîìàõ êîòîðîãî ξ

ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêàòîðîâ íîâîãî ðàçáèåíèÿ. Ïðè ýòîì íà íåêîòîðûõ

àòîìàõ íîâîãî ðàçáèåíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ áóäåò ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ ëþáîå å¼ ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêàòîðîâ ðàçáèåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü

D ′ = {D′
1, . . . , D

′
n}, D ′′ = {D′′

1 , . . . , D
′′
m}

� ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω òàêèå, ÷òî

ξ =

n∑

i=1

xi1D′
i
=

m∑

j=1

yj1D′′
j
.

Òîãäà
n∑

i=1

xiP(D
′
i) =

m∑

j=1

yjP(D
′′
j ) = Eξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó D ′ è D ′′ ÿâëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿìè ïðîñòðàí-

ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

P(D′
i) =

m∑

j=1

P(D′
iD

′′
j ), P(D′′

j ) =

n∑

i=1

P(D′
iD

′′
j ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑

i=1

xiP(D
′
i) =

n∑

i=1

m∑

j=1

xiP(D
′
iD

′′
j ) =

n∑

i=1

m∑

j=1

yjP(D
′
iD

′′
j ) =

m∑

j=1

yjP(D
′′
j )

ïîñêîëüêó xi = yj , åñëè D′
iD

′′
j ̸= ∅, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå P(D′

iD
′′
j ) = 0. □

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ξ �ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), è φ : R → R�íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî

η = φ ◦ ξ = φ(ξ) òàêæå áóäåò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà (Ω,F ,P). Ïðè
ýòîì, åñëè

ξ =

n∑

i=1

xi1Di
, Dξ = {D1, . . . , Dn},

òî

η =

n∑

i=1

φ(xi)1Di

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Eη = Eφ(ξ) =

n∑

i=1

φ(xi)Pξ(xi).

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

1◦. Äëÿ ëþáîãî A ∈ F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî E1A = P(A);

2◦. (Ëèíåéíîñòü.) Åñëè ξ, η� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è α ∈ R, òî E(αξ) = αEξ
è E(ξ + η) = Eξ + Eη;

3◦. (Ìîíîòîííîñòü.) Åñëè ξ ⩾ 0, òî Eξ ⩾ 0 è ðàâåíñòâî Eξ = 0 âîçìîæíî

ëèøü â ñëó÷àå P({ω : ξ(ω) ̸= 0}) = 0, ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïî÷òè

íàâåðíîå ðàâíà íóëþ;

4◦. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |Eξ| ⩽ E|ξ|;
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5◦. (Íåðàâåíñòâî Øâàðöà.) Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî (E|ξη|)2 ⩽ (Eξ2)(Eη2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1◦ î÷åâèäíî. Ðàâåíñòâî E(αξ) = αEξ ñëåäó-

åò èç çàìå÷àíèÿ î ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî

ξ =
∑n

i=1 xi1Di
, η =

∑m
j=1 yj1Hj

�äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à {D1, . . . , Dn},
{H1, . . . ,Hm}� ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàçáèåíèÿ. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ + η ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ξ + η =
∑

i,j

(xi + yj)1DiHj
.

Íî òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 èìååì

E(ξ + η) =
∑

i,j

(xi + yj)P(DiHj)

=
∑

i,j

xiP(DiHj) +
∑

i,j

yjP(DiHj)

=
∑

i

xi

∑

j

P(DiHj) +
∑

j

yj
∑

i

P(DiHj)

=
∑

i

P(Di) +
∑

j

yjP(Hj)

= Eξ + Eη

è ñâîéñòâî 2◦ äîêàçàíî.
Óñëîâèå ξ ⩾ 0 îçíà÷àåò, ÷òî â ξ(Ω) = {x1, . . . , xn} âñå xi, i = 1, . . . , n, íåîòðè-

öàòåëüíû. Íî òîãäà è Eξ, êàê ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, òàêæå áóäåò
íåîòðèöàòåëüíîé. Ðàâåíñòâî Eξ = 0 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà Pξ(xi) = 0

äëÿ òåõ èíäåêñîâ i, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì

xi. Ýòî äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 3◦.
Ñâîéñòâî 4◦ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-

íèêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 5◦ çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ

ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Øâàðöà îáðàùàåòñÿ â íóëü è ëåâàÿ åãî ÷àñòü. Åñëè,

íàïðèìåð, Eξ2 = 0, òî P(ξ = 0) = 1 è Eξη = 0. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Eξ2 > 0 è

Eη2 > 0. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ̂ =
|ξ|√
Eξ2

, η̂ =
|η|√
Eη2

.

Çàìå÷àÿ, ÷òî Eξ̂2 = Eη̂2 = 1, è èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî 2ξ̂η̂ ⩽ ξ̂2 + η̂2,

ïîëó÷àåì

2Eξ̂η̂ ⩽ Eξ̂2 + Eη̂2 = 2, Eξ̂η̂ ⩽ 1,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó Øâàðöà. □

Äðóãîé âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ

äèñïåðñèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ½ðàçáðîñà“ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû.
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dξ = E(ξ − Eξ)2.

Âåëè÷èíà σξ =
√
Dξ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì (èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì) îò-

êëîíåíèåì.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè.

1◦. Dξ = Eξ2 − (Eξ)2;
2◦. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà c è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

D(cξ) = c2Dξ, D(ξ + c) = Dξ;

3◦. Ðàâåíñòâî Dξ = 0 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå P(ξ = Eξ) = 1, ò. å. ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíà ïîñòîÿííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ, ïîëó÷àåì

Dξ = E(ξ − Eξ)2 = Eξ2 − 2Eξ · Eξ + (Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2.

Ïóñòü òåïåðü c ∈ R è ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà

D(cξ) = E(cξ − cEξ)2 = c2E(ξ − Eξ)2 = c2Dξ,

à òàêæå

D(ξ + c) = E(ξ + c− E(ξ + c))2 = E(ξ − Eξ)2 = Dξ.

Èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 3◦ ñëåäóåò, ÷òî Dξ =

E(ξ − Eξ)2 ⩾ 0 è ðàâåíñòâî Dξ = 0 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå ξ − Eξ = 0 ïî÷òè

íàâåðíîå. □

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ñâÿ-

çàííîå ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ξ è η�íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

Eξη = Eξ · Eη, D(ξ + η) = Dξ + Dη.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ξ =

n∑

i=1

xi1Di
, η =

m∑

j=1

yj1Hj
.

Òîãäà, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà P(DiHj) =

P(Di)P(Hj) è, ñëåäîâàòåëüíî,

E(ξη) =
∑

i,j

xiyjP(DiHj) =
∑

i,j

xiyjP(Di)P(Hj)

=

(
n∑

i=1

xiP(Di)

)


m∑

j=1

yjP(Hj)


 = EξEη.
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Äàëåå,

D(ξ+ η) = E(ξ+ η)2 − (E(ξ+ η))2 = Eξ2 +2E(ξη) +Eη2 − (Eξ)2 − 2EξEη− (Eη)2.

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà Eξη = EξEη ïîëó÷àåì, ÷òî D(ξ + η) =

Dξ + Dη è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

Ýòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó çàâèñèìîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü ξ è η�äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå

íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîä êîâàðèàöèåé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî

cov(ξ, η) = E(ξ − Eξ)(η − Eη).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè íóæíî çíàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Ïóñòü ξ =
∑n

i=1 xi1Di
, η =

∑m
j=1 yj1Hj

, ò. å. Dξ = {D1, . . . , Dn},
Dη = {H1, . . . ,Hm}. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η), êîòîðûé ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå (xi, yj) íà DiHj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àé-

íîìó âåêòîðó (ξ, η) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàçáèåíèå

Dξ,η = {DiHj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}.

Âåðîÿòíîñòè pij = P(DiHj) = P(ξ = i, η = j) îïðåäåëÿþò ñîâìåñòíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ïðîñòûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óäîáíî ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé.

ξ⧹η y1 y2 . . . ym

x1 p11 p12 . . . p1m
x2 p11 p12 . . . p1m
...

...
...

. . .
...

xn pn1 pn2 . . . pnm

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ýòîé òàáëèöû. Ïîñêîëüêó Dξη ÿâëÿåòñÿ

ðàçáèåíèåì, òî
∑

i,j pij = 1. Êðîìå òîãî,

m∑

j=1

pij = pxi = P(ξ = xi),

n∑

i=1

pij = pyj = P(η = yj).

Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü èõ èíäèâèäóàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ξ è η ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâ pij = pxi p
y
j , i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òàáëèöà ñ âûïîëíåíèåì óñëî-

âèé pij ⩾ 0,
∑

i,j pij = 1 îïðåäåëÿåò ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Íàðÿäó ñ êîâàðèàöèåé òàêæå ðàññìàòðèâàþò êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Åãî

ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî Dξ > 0 è Dη > 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
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äèñïåðñèÿ îäíîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà íóëþ, íàïðèìåð Dξ = 0, òî ξ = Eξ
ïî÷òè íàâåðíîå è â ýòîì ñëó÷àå cov(ξ, η) = 0. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Dξ > 0 è

Dη > 0. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ̂ =
ξ − Eξ√

Dξ
, η̂ =

η − Eη√
Dη

,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Eξ̂ = Eη̂ = 0, Dξ̂ = Dη̂ = 1.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ϱ(ξ, η) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ϱ(ξ, η) = E(ξ̂η̂) =
cov(ξ, η)√
Dξ · √Dη

.

Ñâîéñòâà êîâàðèàöèè è êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.

1◦. cov(ξ, η) = Eξη − Eξ · Eη;
2◦. Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî cov(ξ, η) = 0;

3◦. |ϱ(ξ, η)| ⩽ 1 è |ϱ(ξ, η)| = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè P(η = aξ+b) =

1 ïðè íåêîòîðûõ a, b ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1◦ è 2◦ î÷åâèäíû. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñâîéñòâî
3◦. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè äèñïåðñèè èìååì

0 ⩽ D(ξ̂ ± η̂) = Dξ̂ + Dη̂ ± 2ϱ(ξ, η) = 2(1± ϱ(ξ, η)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −1 ⩽ ϱ(ξ, η) ⩽ 1. Åñëè æå ϱ(ξ, η) = 1, òî D(ξ̂ − η̂) = 0

è òîãäà ξ̂ − η̂ ≡ const ïî÷òè íàâåðíîå. Ýòî âëå÷åò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ξ è

η. Àíàëîãè÷íî, åñëè ϱ(ξ, η) = −1, òî D(ξ̂ + η̂) = 0 è òîãäà ξ̂ + η̂ ≡ const ïî÷òè

íàâåðíîå. □

Ïðèìåð. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ξ1 �÷èñëî î÷êîâ,

âûïàâøèõ íà ïåðâîé èãðàëüíîé êîñòè, à ξ2 �íà âòîðîé. Îïðåäåëèì äðóãèå äâå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: η1 = ξ1 + ξ2 è η2 = ξ1 − ξ2. Òîãäà

cov(η1, η2) = E(ξ1 + ξ2)(ξ1 − ξ2)− E(ξ1 + ξ2)E(ξ1 − ξ2) = Dξ1 − Dξ2 = 0.

Îäíàêî, η1 è η2 îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò ÷åòíûå è íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ, ò. å.

îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðî-

âàííûìè, åñëè cov(ξ, η) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî çíàòü òàáëèöó

èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó

Eξ =

n∑

i=1

xi

m∑

j=1

pij , Eη =

m∑

j=1

yj

n∑

i=1

pij , Eξη =

n∑

i=1

m∑

j=1

xiyjpij .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà

D(ξ + η) = Dξ + Dη + 2cov(ξ, η), cov(ξ, η) =
√
Dξ ·

√
Dη · ϱ(ξ, η).
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Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ñòåïåíü èõ ïîïàðíîé çàâèñèìîñòè îòðàæàåò êîâàðè-

àöèîííàÿ ìàòðèöà V = (vij), vij = cov(ξi, ξj), i, j = 1, . . . , n. Â ñëó÷àå i = j

ýëåìåíò vij ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé Dξi. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè êîâàðè-

àöèîííîé ìàòðèöû. Ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, îíà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ò. å.

x
t
Vx =

n∑

i,j=1

vijxixj ⩾ 0

äëÿ âñåõ x = (x1, . . . , xn) èç R
n. Áóäåì x ∈ R

n ïðåäñòàâëÿòü êàê âåêòîð-ñòîëáåö.

Òàêæå ñôîðìèðóåì ñëó÷àéíûé âåêòîð-ñòîëáåö X = (ξ1, . . . , ξn) è ïóñòü EX =

(Eξ, . . . ,Eξn)� åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Òîãäà

V = E{(X− EX)(X− EX)t},

à çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà âåêòîðå x ∈ R
n çàïèøåòñÿ â âèäå

x
t
Vx = E{xt(X− EX)(X− EX)tx} = E(xt(X− EX))2 ⩾ 0. (3.1)

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñèììåòðè÷íîñòü è íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ÿâëÿ-

þòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.

Åñëè Dξi = vii > 0 ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, òî îïðåäåëåíà òàêæå êîððåëÿöè-

îííàÿ ìàòðèöà K = (ϱij), ϱij = vij/(σiσj), ãäå σi =
√
Dξi. Êîððåëÿöèîííàÿ

ìàòðèöà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Åå

îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû.

Öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Åñëè äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé

x1, x2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . ., ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. Pξ(xk)pk, k = 1, 2, . . .,

òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eξ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü äàæå â ñëó÷àå ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 xkpk. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ïî

òåîðåìå Ðèìàíà ïóòåì ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ (ïåðåíóìåðàöèåé çíà÷åíèé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå çíà÷åíèå â êà÷åñòâå ñóììû ýòîãî ðÿ-

äà. Ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì çíà÷åíèé òðåáóþò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò ñ÷åòíîå ÷èñëî

çíà÷åíèé: P(ξ = xk) = pk, k = 1, 2, . . .. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ξ îïðåäåëåíî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, åñëè ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

k=1 |xk|pk. Â ýòîì

ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ

Eξ :=

∞∑

k=1

xkpk.

Äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ïðèíèìàþùóþ òîëüêî öåëûå íåîòðè-

öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàþò öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Åå ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P(ξ = k) = pk, k = 0, 1, 2, . . ., óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
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ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

gξ(x) = Exξ =

∞∑

k=0

pkx
k.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä, îïðåäåëÿþùèé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ñõîäèòñÿ

ïðè |x| ⩽ 1. Ïðè ýòîì gξ(1) = 1 è

pk =
1

k!
g
(k)
ξ (0), k = 0, 1, 2, . . . .

Åñëè pk ̸= 0 ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ, òî gξ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîëèíîì, à ξ ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ îò

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äåéñòâèòåëüíî,

Eξ =

∞∑

k=1

kpk = g′ξ(1),

è àíàëîãè÷íî

Dξ =

∞∑

k=1

k2pk −
( ∞∑

k=1

kpk

)2

= g′′ξ (1) + g′ξ(1)−
(
g′ξ(1)

)2
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

åñëè ξ1, . . . , ξn �íåçàâèñèìûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è Sn = ξ1 +

. . .+ ξn, òî

gSn
(x) =

n∏

k=1

gξk(x).

Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ è íàéäåì èõ

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

⋄ Áåðíóëëèåâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
P(ξ = 1) = p, P(ξ = 0) = q, q = 1− p, 0 < p < 1.

gξ(x) = px+ q, Eξ = p, Dξ = pq.

⋄ Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
P(ξ = k) = Ck

np
kqn−k, 0 < p < 1, q = 1− p, k = 0, 1, . . . , n.

gξ(x) = (px+ q)n, Eξ = np, Dξ = npq.

⋄ Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

P(ξ = k) = e−λλ
k

k!
, λ > 0, k = 0, 1, 2, . . . .

gξ(x) = eλ(x−1), Eξ = λ, Dξ = λ.

⋄ Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
P(ξ = k) = pqk, 0 < p < 1, q = 1− p, k = 0, 1, . . . .

gξ(x) =
p

1− qx
, Eξ =

q

p
, Dξ =

q

p2
.
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� 4. Ñòðóêòóðà ñèãìà�àëãåáð, ïðîäîëæåíèå

ìåðû, íåçàâèñèìîñòü êëàññîâ ñîáûòèé

Íà ïðèìåðå ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìû âèäåëè, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ,

ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, ïåðåíîñÿòñÿ íà ÷èñëîâóþ îñü R. Ýòî

äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿò-

íîñòíóþ ìåðó íà R, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà ξ(Ω). Ïðè ýòîì Pξ(x)

äëÿ x ∈ ξ(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü

Pξ(x) = P({ω : ξ(ω) = x})

è ïîñëå îïðåäåëåíèÿ Pξ íåò íåîáõîäèìîñòè îáðàùàòüñÿ ê èñõîäíîìó âåðîÿò-

íîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó (Ω,F ,P).

Â ñëó÷àå, êîãäà ξ(Ω) íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì (èëè êîíå÷íûì) ìíîæåñòâîì, åñòå-

ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî Pξ áóäåò âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, îïðåäåë¼ííîé íà íåêîòî-

ðîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Êàê îïðåäåëèòü ýòó σ-àëãåáðó?

Âíà÷àëå óìåñòíî áûëî áû âûäåëèòü íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ ìíîæåñòâ, íà êîòî-

ðîì òî÷íî äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ìåðà Pξ. Â íàøåì ñëó÷àå ê òàêîìó êëàññó

ìíîæåñòâ ñëåäóåò îòíåñòè èíòåðâàëû (a, b) ⊂ R, ïîñêîëüêó

Pξ((a, b)) = P({ω : a < ξ(ω) < b})

âûðàæàåò âåðîÿòíîñòü òîãî ôàêòà, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå

èç ýòîãî èíòåðâàëà. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîãî, ìíîæåñòâà íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ýòà σ-àëãåáðà äîëæíà ñîäåðæàòü è âñå îòêðûòûå

ìíîæåñòâà. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê îïðåäåëåíèþ ýòîé σ-àëãåáðû, ðàññìîò-

ðèì íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå σ-àëãåáð, ïîðîæä¼ííûõ òåì èëè

èíûì êëàññîì ïîäìíîæåñòâ Ω.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Êëàññ T ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ π-ñèñòåìîé, åñëè

èç óñëîâèÿ A,B ∈ T ñëåäóåò, ÷òî AB ∈ T .

Äðóãèìè ñëîâàìè, π-ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïå-

ðåñå÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò σ-àëãåáðû ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé π-ñèñòåìû

çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäèí êëàññ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Êëàññ G ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ δ-ñèñòåìîé, åñëè

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ω ∈ G ;

(ii) Åñëè A,B ∈ G è A ⊆ B, òî B \A ∈ G ;

(iii) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (An : n ∈ N) ⊂ G ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò, òî å¼ ïðåäåë lim
n

An = ∪∞
n=1An òàêæå ïðèíàäëåæèò G .

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ π-ñèñ-

òåìîé è δ-ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 4.1. Êëàññ G ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé â òîì è òîëü-

êî òîì ñëó÷àå, åñëè G îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ π-ñèñòåìîé è δ-ñèñòåìîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ âûøå, íàì íóæíî äîêàçàòü,

÷òî åñëè G çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(i)�(iii) èç îïðåäåëåíèÿ δ-ñèñòåìû, òî G ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Äëÿ ýòîãî íàì

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé èç îïðåäåëåíèÿ σ-àëãåáðû. Èç óñëî-

âèÿ (i) â îïðåäåëåíèè δ-ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî Ω ∈ G . Ýòî ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì
(ii) âëå÷¼ò çàìêíóòîñòü G îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè A ∈ G , òî Ω \ A = A òàêæå ïðèíàäëåæèò G . Çàìêíóòîñòü G
îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî ÷èñëà îáúåäèíåíèé ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

A ∪B = A ∩B.

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N) ñîäåðæèòñÿ â G . Òîãäà ìíî-

æåñòâà Bn = ∪n
k=1Ak ïðèíàäëåæàò G è îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñèëó óñëîâèÿ (iii) â îïðåäåëåíèè δ-ñèñòåìû å¼ ïðåäåë

lim
n

Bn =

∞⋃

n=1

Bn =

∞⋃

n=1

An

ïðèíàäëåæèò G . Òàêèì îáðàçîì, G çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñ÷¼òíûõ îáúåäèíå-

íèé è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü K �íåêîòîðûé êëàññ ïîäìíîæåñòâ Ω. Òîãäà ïîä

σ(K ) áóäåì ïîíèìàòü σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ Ω, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùèì óñëîâèÿì:

(i) K ⊂ σ(K );

(ii) Åñëè G � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω è K ⊂ G , òî σ(K ) ⊂ G .

Â ñâÿçè ñ óñëîâèåì (ii) σ(K ) íàçûâàþò ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ïîðîæä¼í-

íîé êëàññîì K . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ δ(K )�ìèíèìàëüíàÿ δ-ñèñòåìà,

ïîðîæä¼ííàÿ êëàññîì K .

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî êëàññà K ïîäìíîæåñòâ Ω ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà σ(K ) (ìèíèìàëüíàÿ δ-ñèñòåìà δ(K )), ïîðîæ-

ä¼ííàÿ êëàññîì K . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 2Ω (ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Ω) ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé (δ-ñèñòåìîé) è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà σ-àëãåáð

(δ-ñèñòåì) òàêæå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé (δ-ñèñòåìîé).

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ñòðóêòóðû σ-àëãåáð,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ Äûíêèí ñôîðìóëèðîâàë â ìîíîãðàôèè

½Îñíîâàíèÿ òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ“ êàê ëåììó. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

íàøà òåðìèíîëîãèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ìîíî-

ãðàôèè Äûíêèíà. Íåêîòîðûå àâòîðû èñïîëüçóþò íàçâàíèÿ ½ñèñòåìû Äûíêè-

íà“, λ-ñèñòåìû èëè d-ñèñòåìû äëÿ êëàññîâ ìíîæåñòâ, êîòîðûå â íàøåì êóðñå

íàçûâàþòñÿ δ-ñèñòåìàìè.

Òåîðåìà 4.2 (Ëåììà Äûíêèíà). Ïóñòü êëàññ T ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿ-

åòñÿ π-ñèñòåìîé. Òîãäà δ(T ) = σ(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå δ(T ) ⊆ σ(T ) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó σ-àëãåáðà

îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è δ-ñèñòåìîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ σ(T ) ⊆



30 Â.Â. ÃÎÐßÉÍÎÂ

δ(T ) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî δ(T ) ÿâëÿåòñÿ π-ñèñòåìîé, è óòâåðæäåíèå áóäåò

ñëåäîâàòü èç òåîðåìû 4.1.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå êëàññ ìíîæåñòâ

E = {E ∈ δ(T ) : ED ∈ δ(T ) äëÿ âñåõD ∈ T }.
Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîãî êëàññà âèäíî, ÷òî T ⊆ E . Ïîêàæåì, ÷òî E ÿâëÿåò-

ñÿ δ-ñèñòåìîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (i)�(iii)

èç îïðåäåëåíèÿ δ-ñèñòåìû. Óñëîâèå (i) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ΩD = D äëÿ

ëþáîãî D ∈ T è T ⊆ δ(T ). Ïóñòü òåïåðü A,B ∈ E è A ⊆ B. Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî D ∈ T áóäåì èìåòü âêëþ÷åíèÿ AD ∈ δ(T ), BD ∈ δ(T ) è,

ñëåäîâàòåëüíî,

(B \A)D = BAD = (BD) \ (AD)

òàêæå ïðèíàäëåæèò δ(T ) è B \ A ∈ E . Óñëîâèå (ii) èç îïðåäåëåíèÿ δ-ñèñòåìû

äëÿ E âûïîëíåíî.

Äîïóñòèì, íàêîíåö, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (An : n ∈ N) ⊂ E ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííî âîçðàñòàþùåé è lim
n

An = A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî D ∈ T ìíîæåñòâà AnD

áóäóò ïðèíàäëåæàòü δ(T ), à ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (AnD : n ∈ N) òàê-

æå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è lim
n
(AnD) = AD, òî AD ∈ δ(T ). Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèå (iii) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ E è, ñëåäîâàòåëüíî, E ÿâëÿåòñÿ δ-ñèñòåìîé.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî E = δ(T ).

Îïðåäåëèì òåïåðü êëàññ ìíîæåñòâ

G = {G ∈ δ(T ) : GD ∈ δ(T ) äëÿ âñåõD ∈ δ(T )}
è ïîêàæåì, ÷òî G = δ(T ). Óñëîâèå T ⊆ G ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ E è ðà-

âåíñòâà E = δ(T ). Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (i)�(iii) äëÿ G ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ êëàññà E . Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿ-

åòñÿ δ-ñèñòåìîé, ÷òî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî G = δ(T ).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðàâåíñòâî G = δ(T ) îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü δ(T ) îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, δ(T ) ÿâëÿåòñÿ

π-ñèñòåìîé è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü Ω = R (èëè R
n) è K � ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ. Ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà σ(K ) íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé

è îáîçíà÷àåòñÿ B(R) = B (ñîîòâåòñòâåííî, B(Rn) = Bn). Ìíîæåñòâà B èç

B íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè, à èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (R,B)

íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì êëàññîì ìíîæåñòâ, ÷åì ìî-

æåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Â ÷àñòíîñòè, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæå-

ñòâà, à òàêæå âñåâîçìîæíûå èõ ñ÷¼òíûå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ

áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè. Îäíàêî ýòèì äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ σ-àëãåáðà

B è å¼ êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíîå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû

ïðèõîäèì ê áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå B, åñëè çíà÷èòåëüíî ñóçèì ïîðîæäàþùèé

êëàññ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü T � êëàññ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (−∞, x] (èëè

(−∞, x), [x,∞), (x,∞)), x ∈ R. Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà σ(T ) ñîâïàäàåò

ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà ñî-

äåðæàòñÿ â σ(T ). Ïðîâåä¼ì ðàññóæäåíèÿ, êîãäà T ñîñòîèò èç ïîëóèíòåðâàëîâ

âèäà (−∞, x], x ∈ R. Ñëó÷àè äðóãèõ âèäîâ ïîëóèíòåðâàëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî σ(T ) ñîäåðæèò ïîëóèíòåðâàëû âèäà (a, b], ãäå a < b.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè σ(T ) îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíî-

æåñòâåííûõ îïåðàöèé è ðàâåíñòâà (a, b] = (−∞, b] \ (−∞, a]. Äàëåå, ïîñêîëüêó

∞⋃

n=1

(
a, b− ε

n

]
= (a, b), ε =

b− a

3
,

òî σ(T ) ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå èíòåðâàëû (a, b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ (íå áî-

ëåå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà) íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

îòêðûòûå ìíîæåñòâà ñîäåðæàòñÿ â σ(T ) è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. □

Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåííûì èçìåðèìûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ìåðà Pξ â îáùåì ñëó÷àå, ÿâ-

ëÿåòñÿ áîðåëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî (R,B). Îäíàêî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ Pξ ÷åðåç âå-

ðîÿòíîñòíóþ ìåðó P âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F ,P), íà êîòîðîì îïðå-

äåëåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ïîòðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû ïðîîáðàçû ξ−1(B),

B ∈ B, ïðèíàäëåæàëè σ-àëãåáðå F .

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðà-

æåíèå ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåë¼ííîé íà ýòîì âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B åãî

ïðîîáðàç

ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B}
ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå F .

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

ξ : Ω → R ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íóæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå ξ−1(B) ∈
F äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîâåðêó ýòîãî

óñëîâèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü.

Îòìåòèì âíà÷àëå íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðîîáðàçà. Ïóñòü Ω

è E �ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà è f : Ω → E �íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(a) Åñëè {Gi}i∈I � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ E, òî

f−1

(⋃

i∈I

Gi

)
=
⋃

i∈I

f−1(Gi), f−1

(⋂

i∈I

Gi

)
=
⋂

i∈I

f−1(Gi).

(b) Åñëè G ⊂ E, òî f−1(E \G) = Ω \ f−1(G).

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ξ :

Ω → R� îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ξ−1(D) ∈ F äëÿ âñåõ D ∈
T , ãäå T � êëàññ ïîäìíîæåñòâ R òàêîé, ÷òî σ(T ) = B. Òîãäà ξ ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ξ−1(B) ∈ F äëÿ âñåõ áîðåëåâ-

ñêèõ ìíîæåñòâ B. Ðàññìîòðèì êëàññ ïîäìíîæåñòâ R, âûäåëÿåìûé óñëîâèåì

G = {B ⊆ R : ξ−1(B) ∈ F}.

Ïîêàæåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Äåéñòâèòåëüíî, R ∈ G , ïîñêîëüêó ξ−1(R)

= Ω. Åñëè G ∈ G , òî â ñèëó (b) ξ−1(R \ G) = Ω \ ξ−1(G) ïðèíàäëåæèò F , à

R \ G ïðèíàäëåæèò G . Íàêîíåö, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gn} ñîäåðæèòñÿ â

G , ò. å. ξ−1(Gn) ∈ F , n = 1, 2, . . ., òî â ñèëó (a)

ξ−1

( ∞⋃

n=1

Gn

)
=

∞⋃

n=1

ξ−1(Gn),

îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü G îòíîñèòåëüíî ñ÷¼òíûõ îáúåäèíåíèé. Òàêèì îá-

ðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ïî óñëîâèþ T ⊂ G è σ(T ) = B, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ

B ⊆ G , ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. □

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1, â êà÷åñòâå T ìîæíî âçÿòü êëàññ ïîëóèíòåð-

âàëîâ âèäà (−∞, x] (èëè (−∞, x), [x,∞), (x,∞)), x ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, ξ : Ω → R

áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

{ω : ξ(ω) ⩽ x} ∈ F .

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Ïîä ðàñïðåäåëåíèåì (èëè ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó Pξ,

îïðåäåë¼ííóþ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (R,B) ðàâåíñòâîì

Pξ(B) = P(ξ−1(B)) = P({ω : ξ(ω) ∈ B})

äëÿ âñåõ B ∈ B.

Òî, ÷òî äëÿ Pξ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé

ìåðû, ñëåäóåò èç ñâîéñòâ (a), (b) îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðîîáðàçà è òîãî, ÷òî P
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Åñëè ξ �äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è

ξ(Ω) = (xi : i ∈ I), òî äëÿ ëþáîãî B ∈ B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Pξ(B) =
∑

i : xi∈B

Pξ(xi).

Åñëè (Ω,F )�èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, à µ : F → R+ � ñ÷¼òíî-àääèòèâíàÿ

ôóíêöèÿ ñ µ(Ω) < ∞ (ò. å. íå îáÿçàòåëüíî íîðìèðîâàííàÿ), òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî µ�êîíå÷íàÿ ìåðà, îïðåäåë¼ííàÿ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ). Ïî-

ñêîëüêó µ îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ëèøü ïîëîæèòåëüíûì ìíîæèòå-

ëåì, òî îíà îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè: êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü, ìî-

íîòîííîñòü, íåïðåðûâíîñòü. Êàê îòìå÷àëîñü â íà÷àëå ïàðàãðàôà, îáû÷íî ìåðà

îïðåäåëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðîñòîì êëàññå ìíîæåñòâ, à çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ

íà σ-àëãåáðó. Â ÷àñòíîñòè, áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ (ò. å. îïðåäåë¼ííàÿ íà (R,B))

ïðîäîëæàåòñÿ ñ êëàññà T ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (a, b], a < b, ïî ñëåäóþùåé
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ñõåìå. Âíà÷àëå ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè µ ïðîäîëæàåòñÿ íà àëãåáðó

A ïîäìíîæåñòâ R, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ èç T . Ïîñëå ýòîãî íà âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ R

îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíÿÿ ìåðà µ∗ è ïî ñõåìå Ëåáåãà èëè Êàðàòåîäîðè âûäåëÿåòñÿ
σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ è îïðåäåëÿåòñÿ µ, êàê ïðîäîëæå-

íèå ñ àëãåáðû A . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåðà åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîðîæäàþùåé π-ñèñòåìû.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü (Ω,F )�èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî è T �íåêîòîðàÿ

π-ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ Ω, äëÿ êîòîðîé σ(T ) = F . Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî

íà (Ω,F ) îïðåäåëåíû äâå ìåðû µ è ν, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì µ(Ω) = ν(Ω)

è µ(T ) = ν(T ) äëÿ âñåõ T ∈ T . Òîãäà µ è ν ñîâïàäàþò íà F , ò. å. µ(A) = ν(A)

äëÿ âñåõ A ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå êëàññ ìíîæåñòâ

G = {G ∈ F : µ(G) = ν(G)}

è ïîêàæåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ δ-ñèñòåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó µ(Ω) = ν(Ω),

òî Ω ∈ G . Äàëåå, åñëè A,B ∈ G è A ⊆ B, òî

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) = ν(B)− ν(A) = ν(B \A)

è B \ A òàêæå ïðèíàäëåæèò G . Íàêîíåö, åñëè (Gn : n ∈ N)�ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç G è G = lim
n

Gn, òî â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè ìåðû ïîëó÷àåì

µ(G) = lim
n→∞

µ(Gn) = lim
n→∞

ν(Gn) = ν(G),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî G ∈ G . Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ δ-ñèñòåìîé. Íî òîãäà

δ(T ) ⊆ G , ïîñêîëüêó T ⊂ G ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Â ñèëó ëåììû Äûíêèíà 4.2

δ(T ) = σ(T ) = F è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è Ki ⊂
F , i = 1, . . . , n. Êëàññû K1, . . . ,Kn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ âñÿ-

êîãî âûáîðà A1 ∈ K1, . . . , An ∈ Kn ïîëó÷àåì íåçàâèñèìûå (â ñîâîêóïíîñòè)

ñîáûòèÿ. Áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî êëàññîâ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì,

åñëè íåçàâèñèìî ëþáîå åãî êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü êëàññû T1, . . . ,Tn ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿþòñÿ π-ñèñ-

òåìàìè è íåçàâèñèìû. Òîãäà íåçàâèñèìû òàêæå ïîðîæä¼ííûå èìè σ-àëãåáðû

σ(T1), . . . , σ(Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî σ(T1),T2, . . . ,Tn ÿâëÿþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè. Ïóñòü I ⊆ {2, . . . , n} è äëÿ êàæäîãî i ∈ I âûáåðåì â Ti ïðîèçâîëüíî

Ti. Îïðåäåëèì íà σ(T1) äâå ìåðû

µ(A) = P

(
A
⋂

i∈I

Ti

)
, ν(A) = P(A)

∏

i∈I

P(Ti).
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Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ýòè ìåðû ñîâïàäàþò íà T1 è µ(Ω) = ν(Ω). Ïî òåîðåìå 4.3

ýòè ìåðû ñîâïàäàþò íà σ(T1), ò. å. µ(A) = ν(A) äëÿ âñåõ A ∈ σ(T1). Ýòî

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

P

(
A
⋂

i∈I

Ti

)
= P(A)

∏

i∈I

P(Ti)

äëÿ ëþáûõ A ∈ σ(T1) è I ⊆ {2, . . . , n}, ò. å. σ(T1),T2, . . . ,Tn ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-

ñèìûìè.

Äàëåå àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì ê íåçàâèñèìîñòè êëàññîâ

σ(T1), σ(T2),T3 . . . ,Tn. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ çàìåíû π-ñèñòåì íà èõ ìèíèìàëü-

íûå σ-àëãåáðû, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. □

Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå (Ω,F ,P). Èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíÿëà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîèçîøëî èëè íåò êàæäîå èç ñîáûòèé ξ−1(B) ∈ F ,

B ∈ B. Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ ñâÿçàíà σ-àëãåáðà

σ(ξ) = {ξ−1(B) : B ∈ B}.

Èç ïðåäûäóùåãî âèäíî, ÷òî ýòà σ-àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ π-ñèñòåìîé

π(ξ) = {ξ−1((−∞, x]) : x ∈ R},

ò. å. σ(π(ξ)) = σ(ξ).

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn, îïðåäåë¼ííûå íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè íåçàâèñè-

ìû σ(ξ1), . . . , σ(ξn).

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû,

åñëè íåçàâèñèìû èõ π-ñèñòåìû π(ξ1), . . . , π(ξn).

Åñëè ξ1, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è σ(ξ1), . . . , σ(ξn)�èõ σ-àëãåáðû, òî

îáúåäèíåíèå ∪n
k=1σ(ξk) âîâñå íå îáÿçàíî áûòü σ-àëãåáðîé. ×åðåç σ(ξ1, . . . , ξn)

áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíèìàëüíóþ σ-àëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ýòèì îáúåäèíåíèåì.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . .�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îïðåäåëèì ñëå-

äóþùèå σ-àëãåáðû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,

An = σ(ξ1, . . . , ξn), Xn = σ(ξn+1, ξn+2, . . .), X =

∞⋂

n=1

Xn.

Ïðè ýòîìX íàçûâàåòñÿ õâîñòîâîé σ-àëãåáðîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξn : n ∈
N). Ýòà σ-àëãåáðà ñîäåðæèò ðÿä âàæíûõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð, ñõîäèìîñòü ñà-

ìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ðÿäà
∑∞

n=1 ξn îòíîñÿòñÿ ê ñîáûòèÿì õâîñòîâîé

σ-àëãåáðû.

Òåîðåìà 4.5 (Çàêîí ½0 èëè 1“ Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü (ξn : n ∈ N)�ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è X � å¼ õâîñòîâàÿ σ-àëãåáðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ X âåðîÿòíîñòü P(A) ðàâíà íóëþ, ëèáî åäèíèöå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî X íå çàâèñèò îò ñåáÿ, ò. å. äëÿ ëþáûõ

A,B ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P(AB) = P(A)P(B). Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî

A ∈ X áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî P(A) = (P(A))2, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî An è Xn (â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåî-

ðåìû) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå π-ñèñòåìû: Tn �

ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà

T =
⋂

i∈I

{ξi ⩽ xi}, xi ∈ R, I ⊆ {1, . . . , n},

è Sn � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà

S =
⋂

i∈I

{ξn+i ⩽ xi}, xi ∈ R,

ãäå I �ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â N. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

Tn è Sn íåçàâèñèìû. Êðîìå òîãî, σ(Tn) = An, σ(Sn) = Xn. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî òåîðåìå 4.4 σ-àëãåáðû An è Xn íåçàâèñèìû.

Äàëåå, èç âêëþ÷åíèÿ X ⊆ Xn ñëåäóåò, ÷òî X è An íåçàâèñèìû ïðè âñåõ

n = 1, 2, . . ..

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî A1 ⊆ A2 ⊆ . . .. Ïîýòîìó A = ∪∞
n=1An ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðîé (íå îáÿçàòåëüíî σ-àëãåáðîé). Íî òîãäà èç íåçàâèñèìîñòè X è An,

n = 1, 2, . . ., ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü X è A . Îäíàêî, X1 ⊆ σ(A ) è ñíîâà ïî

òåîðåìå 4.4 ïðèõîäèì ê íåçàâèñèìîñòè X è X1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X ⊆ X1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî X íåçàâèñèìà îò ñåáÿ è òåîðåìà äîêàçàíà. □

� 5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (îáùèé ñëó÷àé)

5.1. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðå-

äåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Íà ïðàêòèêå âîâñå íå âàæ-
íî, êàê óñòðîåíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) ïðè èçó÷åíèè ÷èñëîâûõ
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ïîñêîëüêó âñå âû÷èñëåíèÿ ïåðåíîñÿò-

ñÿ íà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (R,B,Pξ). Íàïîìíèì, ÷òî Pξ ÿâëÿåòñÿ áî-

ðåëåâñêîé ìåðîé, Pξ(B) = P(ξ−1(B)), B ∈ B, è íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùå-

ãî ïàðàãðàôà, Pξ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ïîëóèíòåðâàëàõ

âèäà (−∞, x], x ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Ôóíêöèÿ

Fξ(x) = Pξ((−∞, x]) = P({ω ∈ Ω: ξ(ω) ⩽ x}), x ∈ R,

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îòìåòèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1◦ Fξ(x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé íà R;

2◦ Fξ(x) íåïðåðûâíà ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå x ∈ R;

3◦ Fξ(−∞) = limx→−∞ Fξ(x) = 0, Fξ(∞) = limx→∞ Fξ(x) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè Fξ ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ìîíî-

òîííîñòè ìåðû Pξ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x′ < x′′, òî (−∞, x′] ⊂ (−∞, x′′]
è Pξ((−∞, x′]) ⩽ Pξ((−∞, x′′]), ò. å. Fξ(x

′) ⩽ Fξ(x
′′). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî

xn ↘ x ïðè n → ∞. Òîãäà (−∞, xn] ↘ (−∞, x] è ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè

ìåðû Pξ èìååì

lim
n→∞

Fξ(xn) = lim
n→∞

Pξ((−∞, xn]) = Pξ((−∞, x]) = Fξ(x).

Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà ôóíêöèè Fξ. Ñâîéñòâî 3◦ òàêæå

ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ìåðû Pξ ïîñêîëüêó (−∞, xn] ↘ ∅ ïðè xn ↘ −∞ è

(−∞, xn] ↗ R ïðè xn ↗ ∞. □

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ íà R è óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèÿì 1◦ � 3◦, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòî-
ðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ìåðà ïîëóèíòåðâàëîâ (a, b], a < b, îïðåäåëÿåòñÿ

ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

Pξ((a, b]) = F (b)− F (a).

Äàëåå îíà åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðîäîëæàåòñÿ íà σ-àëãåáðó B, ïîñêîëüêó,

êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, áîðåëåâñêèå ìåðû, ñîâïàäàþùèå

íà π-ñèñòåìå T ïîëóèíòåðâàëîâ (−∞, x], x ∈ R, ñîâïàäàþò è íà B.

Â ñëó÷àå ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ½ñòóïåí÷àòóþ“ ôóíêöèþ ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà ξ(Ω).

Ñðåäè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíûå.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

fξ, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà íà R è äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Fξ(x) =

x∫

−∞

fξ(u) du.

Ïðè ýòîì fξ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè fξ ìîæåò âûñòóïàòü ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

f íà R, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è

∞∫

−∞

f(x) dx = 1.

Â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè fξ ïðîñòî âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè

P({ω : a < ξ(ω) < b}) = P({ω : a ⩽ ξ(ω) ⩽ b}) =

b∫

a

fξ(x) dx.

Êðîìå òîãî, â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ôóíêöèÿ Fξ äèôôåðåíöèðóåìà

è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F ′
ξ(x) = fξ(x).
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Ñðåäè íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé îòìåòèì ñëåäóþùèå.

♢ Ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [a, b]

fξ(x) =
1

b− a
1[a,b](x).

♢ Ïîêàçàòåëüíîå (èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå)

fξ(x) = λe−λx
1[0,∞)(x), λ > 0.

♢ Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè

fξ(x) =
1

π

1

x2 + 1
.

♢ Íîðìàëüíîå (èëè ãàóññîâñêîå) ñ ïàðàìåòðàìè a ∈ R, σ > 0

fξ(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−a)2/2σ2

.

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò ξ ∈ N (a, σ2). Åñëè a = 0 è σ = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Âñå ñâîéñòâà ïëîòíîñòè äëÿ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ðàñïðåäåëåíèé ïðîâåðÿ-

þòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ïðè ïðîâåðêå ðàâåíñòâà èíòåãðàëà

åäèíèöå â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫

−∞

e−x2

dx =
√
π.

Â ñëó÷àå, êîãäà ξ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è φ : R → R�ïðî-

èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êîìïîçèöèþ φ ◦ ξ, êîòîðàÿ òàêæå
áóäåò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ

íà ôóíêöèþ φ.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ôóíêöèÿ φ : R → R íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B åãî ïðîîáðàç φ−1(B) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), à φ : R → R� áîðå-

ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, òî êîìïîçèöèÿ φ ◦ ξ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,

îïðåäåë¼ííîé íà òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Êëàññ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðîîá-

ðàçîì φ−1(G) ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ R ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîå ìíîæå-

ñòâî. Ïîñêîëüêó B ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ïîðîæä¼ííîé êëàññîì

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ

ïðîâåäåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4.2 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-

ôà. Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ôóíêöèþ φ, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ξ �

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî òàêæå ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ |ξ|, ξ2 è ò. ä.
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5.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ âûäåëåíèÿ

êëàññà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå. Âíà÷àëå ìû ýòî ñäåëàåì äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü ïðîñòûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòî-

ðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óæå îïðåäåëåíî.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ξ�íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼í-

íàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (ξn : n ∈ N) ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêàÿ, ÷òî 0 ⩽ ξn ⩽ ξn+1,

σ(ξn) ⊆ σ(ξ), n = 1, 2, . . ., è

lim
n→∞

ξn(ω) = ξ(ω)

äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ðàçáèåíèå

Dn = {∆n, D
(n)
1 , . . . , D

(n)
n2n}, ãäå

∆n = ξ−1([n,∞)), D
(n)
k = ξ−1

([
(k − 1)2−n, k2−n

))
, k = 1, . . . , n2n,

è îïðåäåëèì ïðîñòóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ξn = n1∆n
+

n2n∑

k=1

(k − 1)2−n
1
D

(n)
k

.

Èç îïðåäåëåíèÿ ξn âèäíî, ÷òî σ(ξn) ⊆ σ(ξ) è 0 ⩽ ξn ⩽ ξ. Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü,

÷òî ïðè âñåõ ω ∈ Ω ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn(ω) : n ∈ N) ÿâëÿåòñÿ

íåóáûâàþùåé è ξn(ω) → ξ(ω) ïðè n → ∞.

Åñëè ω ∈ ∆n, òî ξn(ω) = n, à ξn+1(ω) îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî

ω ∈ ∆n+1 (òîãäà ξn+1(ω) = n + 1) èëè ω ∈ D
(n+1)
k ïðè k > n2n+1 (òîãäà

ξn+1(ω) ⩾ n), ò. å. ξn(ω) ⩽ ξn+1(ω). Åñëè ω ∈ D
(n)
k ïðè k ⩽ n2n, òî ïîñêîëüêó

ïðè ïåðåõîäå ê ðàçáèåíèþ Dn+1 àòîì D
(n)
k äåëèòñÿ íà àòîìû D

(n+1)
2k−1 è D

(n+1)
2k ,

òî ξn+1(ω) ðàâíÿåòñÿ ëèáî (k − 1)2−n = ξn(ω), ëèáî (2k − 1)2−(n+1) > ξn(ω).

Äàëåå, ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ω ∈ Ω, è ïóñòü N òàêîå, ÷òî ξ(ω) < N . Òîãäà

ïðè n ⩾ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ξn(ω) ⩽ ξ(ω) < ξn(ω) + 2−n,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ξn(ω) → ξ(ω) ïðè n → ∞. □

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ïðîñòûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Eξn : n ∈ N) ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îæèäàíèé àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç òåîðåìû 5.1 ÿâëÿ-

åòñÿ íåóáûâàþùåé. Ïîýòîìó îíà ëèáî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî èìååò

êîíå÷íûé ïðåäåë. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäåë ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (êîíå÷-

íûé èëè áåñêîíå÷íûé) íå çàâèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìèðóþùåé ìîíîòîííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü η, ξ1, ξ2, . . .�ïðîñòûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn : n ∈ N) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Åñëè ïðè

ýòîì

lim
n→∞

ξn(ω) = ξ(ω) ⩾ η(ω)

äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, òî

Eη ⩽ lim
n→∞

Eξn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è îïðåäåëèì

An = {ω : ξn(ω) ⩾ η(ω)− ε}, n = 1, 2, . . . .

Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (An : n ∈ N)�íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñîáûòèé è lim
n

An = Ω. Ïîýòîìó P(An) → 1 ïðè n → ∞. Äàëåå, ïóñòü

M = max{η(ω) : ω ∈ Ω}.

Òîãäà

ξn ⩾ (η − ε)1An ⩾ η − ε−M1An
,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Eξn ⩾ Eη − ε−MP(An).

Ïîñêîëüêó P(An) → 0 ïðè n → ∞, òî lim
n→∞

Eξn ⩾ Eη − ε. Ó÷èòûâàÿ òåïåðü

ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå ε, ïîëó÷àåì lim
n→∞

Eξn ⩾ Eη è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü (ξn : n ∈ N) è (ηn : n ∈ N)� äâå íåóáûâàþùèå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è

lim
n→∞

ξn(ω) = lim
n→∞

ηn(ω) = ξ(ω)

äëÿ âñåõ ω ∈ Ω. Òîãäà

lim
n→∞

Eξn = lim
n→∞

Eηn,

ëèáî îáà ïðåäåëà ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . .

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

Eξn ⩾ Eηk.

Îñóùåñòâëÿÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k → ∞, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Eξn ⩾ lim
k→∞

Eηk.

Ìåíÿÿ ðîëÿìè ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷èì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, ÷òî è

äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. □

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü ξ �íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è (ξn :

n ∈ N)�íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

ξn = ξ . Òîãäà ïîä ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì ïîíèìàòü

Eξ := lim
n→∞

Eξn. (5.1)
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Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1 è ñëåäñòâèÿ 5.1 Ïðå-

äåë â (5.1), êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, ñóùåñòâóåò â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (Eξn : n ∈ N). ×àñòî äîïóñêàþò çíà÷åíèå áåñêîíå÷íîñòè â (5.1)

èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà, íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Eξ äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñóùåñòâóåò, åñëè ýòîò ïðåäåë êîíå÷íûé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå íåîòðèöà-

òåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ+ = max{ξ, 0}, ξ− = max{−ξ, 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ξ = ξ+− ξ− è |ξ| = ξ++ ξ−. Â ñëó÷àå, êîãäà Eξ+ è Eξ− êîíå÷íû,

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ξ èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ïîëàãàòü

Eξ := Eξ+ − Eξ−.

Ââåä¼ííîå òàêèì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâà-

íèÿ) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, êîòîðûå áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ïðîñòûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî ìóëü-

òèïëèêàòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü ξ è η�íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êî-

íå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ξη òàêæå

èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E(ξη) = (Eξ)(Eη).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî ξ è η�íåçàâèñèìûå íåîòðèöà-

òåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè Eξ
è Eη. Â ñèëó òåîðåìû 5.1 íàéäóòñÿ òàêèå íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(ξn : n ∈ N) è (ηn : n ∈ N) ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî

lim
n→∞

ξn = ξ, lim
n→∞

ηn = η.

Ïðè ýòîì σ(ξn) ⊆ σ(ξ), σ(ηn) ⊆ σ(η) äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .. Èç íåçàâèñèìîñòè ξ

è η ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü ξn è ηn è ïîòîìó Eξnηn = EξnEηn ïî ñâîéñòâó ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êðîìå òîãî, (ξnηn :

n ∈ N) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðîé lim
n→∞

ξnηn = ξη. Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîëó÷àåì

Eξη = lim
n→∞

Eξnηn = lim
n→∞

EξnEηn = EξEη.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè çàìåòèì, ÷òî σ(ξ±) ⊆ σ(ξ) è σ(η±) ⊆ σ(η). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ξ± è η± ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè è ïî äîêàçàííîìó ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì

Eξη = E(ξ+ − ξ−)(η+ − η−)

= Eξ+Eη+ − Eξ+Eη− − Eξ−Eη+ + Eξ−Eη−

= (Eξ+ − Eξ−)(Eη+ − Eη−)

= EξEη.
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□

Çàìå÷àíèå 5.1. Ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè ξ1, . . . , ξn �íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, òî èõ ïðî-

èçâåäåíèå òàêæå èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

E(ξ1 · . . . · ξn) = Eξ1 · . . . · Eξn.

Ïðè îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eξ áûëà ðåàëèçîâàíà êîíñòðóê-
öèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà îò ôóíêöèè ξ : Ω → R, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû

F , ïî ìåðå P. Òàêèì îáðàçîì,

Eξ =

∫

Ω

ξ(ω)P(dω) =

∫

Ω

ξdP.

Êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âñå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå

ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, ìîæíî ïåðåíåñòè íà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(R,B,Pξ).

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ξ� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé Pξ è φ : R → R�

áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîãî èç èíòåãðàëîâ
∫

Ω

φ(ξ)dP,

∫

R

φdPξ

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äðóãîãî è èõ ðàâåíñòâî, ò. å.
∫

R

φdPξ =

∫

R

φ(x)Pξ(dx) = Eφ(ξ). (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî φ(x) = 1B(x), ãäå B ∈ B. Òîãäà

φ ◦ ξ = 1B ◦ ξ = 1ξ−1(B) è

Eφ(ξ) = P(ξ−1(B)) = Pξ(B) =

∫

R

φdPξ,

ò. å. ðàâåíñòâî (5.2) â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíî. Åñëè φ�ïðîñòàÿ áîðåëåâñêàÿ

ôóíêöèÿ φ =
∑n

k=1 xk1Bk
, Bk ∈ B è BiBj = ∅ ïðè i ̸= j, òî â ñèëó ñâîéñòâà

ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ñíîâà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (5.2). Äëÿ íåîòðèöàòåëü-

íîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè φ ðàâåíñòâî (5.2) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðå-

äåëüíîãî ïåðåõîäà äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (φn : n ∈ N)

ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå φ = φ+ − φ−. □

Çàìå÷àíèå 5.2. Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí-

ñòâî (5.2) ïðèíèìàåò âèä

Eφ(ξ) =

∫

R

φ(x)fξ(x)dx, (5.3)
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ãäå fξ �ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, à èíòåãðàë ïîíèìà-

åòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â ñìûñëå Ëåáåãà, õîòÿ â áîëüøåé ÷àñòè ïðèëîæåíèé îí

ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà.

Èíòåãðàë Ëåáåãà èìååò ìíîãî ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåãðàëîì Ðè-

ìàíà. Îäíèì èç òàêèõ ïðåèìóùåñòâ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì äâå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóå-

ìûå òàêèå òåîðåìû. Âíà÷àëå ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î òåðìèíîëîãèè. Î

ñâîéñòâå, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ íà ñîáûòèè, èìåþùåì âåðîÿòíîñòü 1, ãîâîðÿò,

÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (ñîêðàùåííî ï. í.). Â ÷àñòíîñòè, ïðèìå-

íèòåëüíî ê ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èëè ïî÷òè

íàâåðíîå, è ïèñàòü ξn
ï.í.→ ξ, åñëè

P({ω : lim
n→∞

ξn(ω) = ξ(ω)}) = 1.

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ñîâïà-

äàþò ïî÷òè íàâåðíîå, è íå áóäåì ýòî êàæäûé ðàç îãîâàðèâàòü.

Òåîðåìà 5.4 (Î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü (ξn : n ∈ N)�íåóáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è lim
n→∞

ξn =

ξ. Òîãäà

lim
n→∞

Eξn = Eξ,

ëèáî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëèáî

ñóùåñòâóåò, ëèáî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì. Ïîýòîìó óñëîâèå åãî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ìîæíî êîðîòêî ïðåäñòàâèòü íåðàâåíñòâîì Eξ < ∞. Â îáùåì ñëó÷àå

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

E|ξ| < ∞, ïîñêîëüêó |ξ| = ξ+ + ξ−.

Òåîðåìà 5.5 (Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû η, ξ, ξ1, ξ2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: |ξn| ⩽ η, n = 1, 2, . . .,

ξn
ï.í.→ ξ è Eη < ∞. Òîãäà

E|ξ| < ∞, lim
n→∞

Eξn = Eξ, lim
n→∞

E|ξn − ξ| = 0.

5.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Fξ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Pξ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðèìåíèìû íå êî âñåì ðàñïðåäåëå-

íèÿì. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

Mξ(t) = Eetξ,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ òåõ t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ξ èìååò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

Mξ(t) =
1√
2π

∞∫

−∞

etxe−x2/2dx =
et

2/2

√
2π

∞∫

−∞

e−(x−t)2/2dx = et
2/2.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çäåñü â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé ìîæíî áûëî âìåñòî âåùå-

ñòâåííîãî t âçÿòü êîìïëåêñíîå z è ïîëó÷èòü ãîëîìîðôíóþ âî âñåé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ôóíêöèþ Mξ(z) = ez
2/2.

Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà

hξ(t) = Eeitξ = E(cos tξ + i sin tξ), t ∈ R,

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå

hξ(t). Åñëè ξ �ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è Pξ(xk) = pk, k = 1, . . . , n,∑n
k=1 pk = 1, òî

hξ(t) =

n∑

k=1

pke
itxk =

n∑

k=1

(cosxkt+ i sinxkt).

Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü

fξ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

hξ(t) =

∞∫

−∞

eitxfξ(x)dx.

Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1◦. |hξ(t)| ⩽ 1 è hξ(0) = 1;

2◦. hξ(−t) = hξ(t) (çäåñü ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå);

3◦. Äëÿ a, b ∈ R è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî haξ+b(t) =

eitbhξ(at);

4◦. Åñëè ξ1, . . . , ξn �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è Sn = ξ1 + . . .+ ξn,

òî hSn(t) =
∏n

k=1 hξk(t);

5◦. Ôóíêöèÿ hξ(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R;

6◦. Åñëè E|ξ|n < ∞, òî hξ(t) èìååò ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî è

Eξn =
1

in
h
(n)
ξ (0);

7◦. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷¼òíàÿ ïðîèçâîäíàÿ h
(2k)
ξ (0), òî Eξ2k < ∞.

Óòâåðæäåíèÿ 1◦−4◦ ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâèÿìè ñâîéñòâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.

Ïðèâåä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â

ïðèëîæåíèÿõ ðàñïðåäåëåíèé.

♣ Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå P(ξ = a) = 1.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëó÷à-

åì åå âèä

hξ(t) = Eeitξ = eiat.
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♣ Ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèå. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå

t ̸= 0 èìååì

hξ(t) =
1

b− a

b∫

a

eitxdx =
eitx

it(b− a)

∣∣∣∣
x=b

x=a

=
eitb − eita

it(b− a)
.

Ïðè t = 0 èìååì hξ(0) = 1.

♣ Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Çäåñü ñíîâà âîñ-

ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

hξ(t) = λ

∞∫

0

eitxe−λxdx =
λe(it−λ)x

it− λ

∣∣∣∣
x=∞

x=0

=
λ

λ− it
.

♣ Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

hξ(t) = e−|t|.

Âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðîâîäÿòñÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òåîðèè âû÷åòîâ.

♣ Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå c ïàðàìåòðàìè a ∈ R è σ > 0 èìååò õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

hξ(t) = eiate−σ2t2/2.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êî-

ãäà a = 0 è σ = 1, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîèçâî-

äÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ

hξ(t) = Mξ(it) = e−t2/2.

Ïóñòü òåïåðü σ > 0 è a ∈ R. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = σξ+a áóäåò èìåòü,

â ñèëó ñâîéñòâà 3◦, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

hη(t) = eiate−σ2t2/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Fη(x) = P(σξ + a ⩽ x) = P(ξ ⩽
x− a

σ
) =

1√
2π

(x−a)/σ∫

−∞

e−u2/2du,

ò. å.

fη(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−a)2

2σ2

è η èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2.

♣ Öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé gξ(x) èìå-

åò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ hξ(t) = gξ(e
it). Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èç îïðåäåëåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèé.
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Ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ èìå-

åò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ a < b

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
R→∞

1

2π

R∫

−R

e−iat − e−ibt

it
hξ(t)dt =

1

2
[Pξ([a, b)) + Pξ((a, b])]

=
1

2
[Fξ(b− 0)− Fξ(a− 0) + Fξ(b)− Fξ(a)] .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ hξ àáñîëþòíî èíòå-

ãðèðóåìà, ò. å.
∞∫

−∞

|hξ(t)|dt < ∞,

òî ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, à åå ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

fξ(x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ixthξ(t)dt.

5.4. Íåðàâåíñòâà. Â îñíîâå ìíîãèõ íåðàâåíñòâ ëåæèò èäåÿ âûïóêëîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ : (a, b) → R (äîïóñêàåòñÿ a = −∞, b = ∞) íàçûâàåò-

ñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ âñåõ x′, x′′ ∈ (a, b) è λ ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

φ(λx′ + (1− λ)x′′) ⩽ λφ(x′) + (1− λ)φ(x′′).

Ëåììà 5.1. Ïóñòü φ : (a, b) → R� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

x0 ∈ (a, b) íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ l(x) = αx + β, α, β ∈ R, òàêàÿ, ÷òî l(x) ⩽ φ(x)

äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) è l(x0) = φ(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a < x′ < x0 < x′′ < b. Òîãäà â ñèëó âûïóêëîñòè

ôóíêöèè φ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

φ(x0) = φ

(
x′′ − x0

x′′ − x′ x
′ +

x0 − x′

x′′ − x′x
′′
)

⩽
x′′ − x0

x′′ − x′ φ(x
′) +

x0 − x′

x′′ − x′φ(x
′′).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

x′′ − x0

x′′ − x′ (φ(x0)− φ(x′)) ⩽
x0 − x′

x′′ − x′ (φ(x
′′)− φ(x0)),

è äàëåå
φ(x0)− φ(x′)

x0 − x′ ⩽
φ(x′′)− φ(x0)

x′′ − x0
.

Ïîñêîëüêó x′, x′′ âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò x0, òî íàéä¼òñÿ

α ìåæäó èíôèìóìîì ïðàâîé ÷àñòè è ñóïðåìóìîì ëåâîé ïîëó÷åííîãî íåðàâåí-

ñòâà. Íî òîãäà äëÿ ýòîãî α è âñåõ x ∈ (a, b) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

φ(x)− φ(x0) ⩾ α(x− x0).

□
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Òåîðåìà 5.6 (Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà). Ïóñòü φ : (a, b) → R� âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ è ξ� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêèå, ÷òî P(ξ ∈ (a, b)) = 1, E|ξ| < ∞ è

E|φ(ξ)| < ∞. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

φ(Eξ) ⩽ Eφ(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P(ξ ∈ (a, b)) = 1, òî Eξ ∈ (a, b). Â ñèëó ëåì-

ìû 5.1 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ l(x) = αx+β òàêàÿ, ÷òî l(x) ⩽ φ(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b)

è l(Eξ) = φ(Eξ). Íî òîãäà

Eφ(ξ) ⩾ El(ξ) = αEξ + β = l(Eξ) = φ(Eξ),

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûïóêëóþ ôóíêöèþ, ìîæíî ïîëó÷àòü

ðàçëè÷íûå íåðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, âûáîð ôóíêöèè φ(x) = |x| ïðèâîäèò ê

íåðàâåíñòâó |Eξ| ⩽ E|ξ| , à â ñëó÷àå φ(x) = x2 ïîëó÷àåì (Eξ)2 ⩽ Eξ2.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò êîíå÷íûé r-òûé ìîìåíò

(r ⩾ 1), åñëè E|ξ|r < ∞. Ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, îïðåäåë¼ííûõ

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) è èìåþùèõ êîíå÷íûé r-òûé ìîìåíò,

áóäåì îáîçíà÷àòü Lr(Ω,F ,P) èëè, êîðîòêî, Lr. Íàïîìíèì, ÷òî ìû îòîæäåñòâ-

ëÿåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ñîâïàäàþò ïî÷òè íàâåðíîå. Ïîýòîìó ïîä

ýëåìåíòîì â Lr ïîíèìàåòñÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè íà-

âåðíîå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Lr îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè E|ξ|r < ∞, òî äëÿ α ∈ R èìååì E|αξ|r = |α|rE|ξ|r < ∞. Çàìêíóòîñòü

Lr îòíîñèòåëüíî ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|ξ + η|r ⩽ 2r(|ξ|r + |η|r).
Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Lr ââîäèòñÿ íîðìà

||ξ||Lr
:= (E|ξ|r)1/r.

Îñîáî âûäåëÿåòñÿ ñëó÷àé r = 2, ïîñêîëüêó â L2 íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì

⟨ξ, η⟩ := Eξη

è L2 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå r-ãî ìî-

ìåíòà, r > 1 âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ìîìåíòîâ q-ãî ïîðÿäêà äëÿ âñåõ q ∈ [1, r].

Òåîðåìà 5.7 (Íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà). Ïóñòü 1 ⩽ q < r < ∞ è ξ ∈ Lr.

Òîãäà ξ ∈ Lq è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

||ξ||Lq
⩽ ||ξ||Lr

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξn = (min{|ξ|, n})q. Òîãäà (ξn : n ∈ N)�íåóáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ξn → |ξ|q,
ξ
r/q
n → |ξ|r ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó φ(x) = xr/q ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöè-

åé íà (0,∞), òî èç íåðàâåíñòâà Èåíñåíà ñëåäóåò (Eξn)
r/q ⩽ Eξ

r/q
n . Èñïîëüçóÿ

òåïåðü òåîðåìó 5.4 î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì

E|ξ|r = lim
n→∞

Eξr/qn ⩾
(
lim
n→∞

Eξn
)r/q

= (E|ξ|q)r/q,
îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. □
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Èç íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè Eξ2 < ∞, òî E|ξ| < ∞ è äëÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëåíà äèñïåðñèÿ Dξ = Eξ2 − (Eξ)2. Ñëåäóþùèå

äâà âàæíûõ íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò îöåíèòü âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû îò å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷åðåç ïåðâûå äâà ìîìåíòà.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü ξ� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) è ε > 0. Òîãäà

(i) åñëè E|ξ| < ∞, òî

P(|ξ| ⩾ ε) ⩽
E|ξ|
ε

; (5.4)

(ii) åñëè Eξ2 < ∞, òî

P(|ξ − Eξ| ⩾ ε) ⩽
Dξ

ε2
. (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

|ξ| ⩾ ε1{|ξ|⩾ε}

è ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì

E|ξ| ⩾ εP(|ξ| ⩾ ε),

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (5.4).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.4), ïîëó÷àåì

P(|ξ − Eξ| ⩾ ε) = P((ξ − Eξ)2 ⩾ ε2) ⩽
Dξ

ε2
.

□

Íåðàâåíñòâî (5.4) íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà, à íåðàâåíñòâî (5.5) èç-

âåñòíî êàê íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Èç (5.5) ñëåäóåò øèðîêî èçâåñòíîå ½ïðàâèëî

òð¼õ ñèãì“. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ Eξ = m è Dξ = σ2. Òîãäà

P(|ξ −m| ⩾ 3σ) ⩽ 1/9.

Ýòî îáùåå äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé íåðàâåíñòâî ñóùåñòâåííî óëó÷øàåòñÿ äëÿ

êîíêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

5.5. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðà-

æåíèå ξ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω → R
n íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, åñëè ξ−1(B) ∈

F äëÿ âñåõ B ∈ Bn.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà Bn ïîðîæäàåòñÿ π-ñèñòåìîé T n

n-ìåðíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ

Q(−∞,x] = (−∞, x1]× . . .× (−∞, xn],

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, ò. å. σ(T n) = Bn.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå ξ = (ξ1 . . . , ξn) : Ω → R
n

áûëî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäàÿ êîîðäè-

íàòíàÿ ôóíêöèÿ ξi : Ω → R, i = 1, . . . , n, ÿâëÿëàñü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ = (ξ1 . . . , ξn) : Ω → R
n � ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ïî-

êàæåì, ÷òî åãî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ñäåëàåì ýòî äëÿ ξ1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî B ∈ B è çàìå-

òèì, ÷òî

ξ−1
1 (B) = {ω : ξ1(ω) ∈ B} = {ω : ξ(ω) ∈ B × R

n−1} ∈ F .

Òàêèì îáðàçîì, ξ1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îáðàòíî, ïóñòü ξ1, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ξ = (ξ1, . . . , ξn). Ôèêñè-

ðóåì ïðîèçâîëüíî x = (x1, . . . , xn) â R
n. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ìíîæåñòâà

ξ−1
i ((−∞, xi]) ïðèíàäëåæàò F . Íî òîãäà è

ξ−1(Q(−∞,x]) =

n⋂

i=1

ξ−1((−∞, xi])

òàêæå ïðèíàäëåæèò F . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ−1(T n) ⊂ F , à ïîñêîëüêó σ(T n) =

Bn, òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-

íèÿ 4.2, ïðèâîäÿò ê âêëþ÷åíèþ ξ−1(Bn) ⊂ F . □

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü f : Rn → R� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, à ξ1, . . . , ξn �

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåë¼ííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P).
Òîãäà η = f(ξ1, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ñëåäóåò, ÷òî ξ = (ξ1, . . . , ξn)� ñëó-

÷àéíûé âåêòîð. Ïðè ýòîì η = f ◦ ξ. Äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B
ïîëó÷àåì

η−1(B) = {ω : f ◦ ξ(ω) ∈ B} = {ω : ξ(ω) ∈ f−1(B)} = ξ−1(f−1(B)) ∈ F ,

ïîñêîëüêó f−1(B) ∈ Bn. □

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) îïðå-

äåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pξ(B) = P(ξ−1(B)) íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå

(Rn,Bn). Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ξ1, . . . , ξn. Îíà òàêæå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ n-ìåðíîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = P(ξ1 ⩽ x1, . . . , ξn ⩽ xn), x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

Çäåñü òàêæå âûäåëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå îïðå-

äåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ïëîòíîñòè

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =

x1∫

−∞

· · ·
xn∫

−∞

fξ1,...,ξn(u1, . . . , un)du1 · . . . · dun.

Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé è

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn)dx1 · . . . · dxn = 1.
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Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn, îïðåäåë¼ííûå íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), íåçàâèñèìû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè äëÿ âñåõ x = (x1, . . . , xn) èç R
n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

Fξi(xi). (5.6)

Êðîìå òîãî, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ïëîò-

íîñòè fξ1 , . . . , fξn , òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) òàêæå èìååò ïëîò-

íîñòü è

fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

fξi(xi). (5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è x =

(x1, . . . , xn) èç R
n, òî

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = P(ξ1 ⩽ x1, . . . , ξn ⩽ xn)

=

n∏

i=1

P(ξi ⩽ xi) =

n∏

i=1

Fξi(xi).

Ïóñòü òåïåðü äëÿ âñåõ x = (x1, . . . , xn) èç R
n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (5.6).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊆ {1, . . . , n}. Äëÿ âñåõ j ̸∈ I â

ðàâåíñòâå (5.6) îñóùåñòâèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè xj → ∞. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì

P

(⋂

i∈I

{ξi ⩽ xi}
)

=
∏

i∈I

P({ξi ⩽ xi}).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ {ξ1 ⩽ x1}, . . . , {ξn ⩽ xn} íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëå-

äóåò íåçàâèñèìîñòü π-ñèñòåì π(ξ1), . . . , π(ξn), à â ñèëó òåîðåìû 4.4 ïîëó÷àåì

íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn.

Äîïóñòèì, ÷òî ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ïëîòíîñòè fξ1 , . . . , fξn . Òîãäà

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

Fξi(xi)

=

n∏

i=1

xi∫

−∞

fξi(ui)dui =

x1∫

−∞

· · ·
xn∫

−∞

(
n∏

i=1

fξi(ui)

)
du1 · . . . · dun.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn) èìååò àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, à åãî ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (5.7). □

Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò ïëîòíîñòü fξ,η, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (ξ, η) â îáëàñòü

D ⊂ R
2 îïðåäåëÿåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì

P({ω : (ξ(ω), η(ω)) ∈ D}) =

∫∫

D

fξ,η(x, y)dxdy.
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Åñëè φ(x, y)� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ è ζ = φ(ξ, η) èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå, òî

Eφ(ξ, η) =

∫∫

R2

φ(x, y)fξ,η(x, y)dxdy.

Â ÷àñòíîñòè,

Eξη =

∫∫

R2

xyfξ,η(x, y)dxdy.

Ýòî äàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè cov(ξ, η) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η,

êîòîðûå èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

� 6. Çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèé êà-

ñàåòñÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì, ò. å. àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì âûäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè.

Îäèí èç íèõ óæå âñòðå÷àëñÿ â òåîðåìàõ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà Ëåáåãà (ñì. îïðåäåëåíèå 5.5). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââåä¼ì åùå òðè

âèäà ñõîäèìîñòè è óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó íèìè. Íà÷íåì ñ õàðàêòåðèñòèêè

ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü ξ, ξ1, ξ2, . . .� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåë¼ííûå íà âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Äëÿ ε > 0 è n ∈ N îïðåäåëèì

Aε
n = {ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ⩾ ε}.

Òîãäà ξn
ï.í.→ ξ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå P(lim
n

Aε
n) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ξn
ï.í.→ ξ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå P(A) =

0, ãäå A = {ω : ξn(ω) ̸→ ξ(ω)}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ω ∈ A â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, åñëè ω ∈ Aε = lim
n

Aε
n ïðè íåêîòîðîì ε > 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Aε2 ⊆

Aε1 , åñëè ε1 < ε2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (A1/k : k ∈ N) ÿâëÿåòñÿ

íåóáûâàþùåé è lim
k

A1/k = A. Â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé

ìåðû

P(A) = lim
k→∞

P(A1/k).

Íî òîãäà P(A) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà P(A1/k) = 0 ïðè âñåõ k ∈ N.

Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî P(Aε) = 0 ïðè âñåõ ε > 0. □

Îïðåäåëåíèå 6.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, è ïèñàòü

ξn
P→ ξ, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P(|ξn − ξ| ⩾ ε) = 0.
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Çàìå÷àíèå 6.1. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèéAn, n =

1, 2, . . ., âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P(lim
n

An) ⩾ lim
n→∞

P(An),

òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî÷òè íàâåðíîå ñëå-

äóåò å¼ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ P(lim
n

Aε
n)

= 0 äëÿ âñåõ ε > 0. Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P(Aε
n) → 0 ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ ε > 0.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ξ, ξ1, ξ2, . . .� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óò-

âåðæäåíèÿ:

(i) Åñëè ξn
P→ ξ, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξnk

} òàêàÿ, ÷òî
ξnk

ï.í.→ ξ;

(ii) Åñëè èç âñÿêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξnk
} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ξnkj
}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíå ξ, òî ξn
P→ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ξn
P→ ξ, è ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξnk
: k ∈ N), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ξ ïî÷òè íàâåðíîå. Äëÿ

k = 1 âûáåðåì n1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå P(|ξn1 −ξ| ⩾ 1) < 1/2. Äàëåå

âûáåðåì nk òàê, ÷òîáû nk > nk−1 è P(|ξnk
−ξ| ⩾ 1/k) < 1/2k, k = 2, 3, . . .. Ïóñòü

òåïåðü ε > 0. Âûáåðåì N òàê, ÷òîáû 1/N < ε. Íî òîãäà

∞∑

k=1

P(Aε
nk
) =

∞∑

k=1

P(|ξnk
− ξ| ⩾ ε)

⩽
N∑

k=1

P(|ξnk
− ξ| ⩾ ε) +

∞∑

k=N+1

P(|ξnk
− ξ| ⩾ 1/k)

⩽
N∑

k=1

P(Aε
nk
) +

∞∑

k=N+1

1

2k
< ∞,

è ïî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè (òåîðåìà 2.4) P(lim
k

Aε
nk
) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ξnk

ï.í.→ ξ ïðè k → ∞ è óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî èç âñÿêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(ξn : n ∈ N) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ïî÷òè íàâåð-

íîå ê ξ. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è ïóñòü αn = P(Aε
n). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αnk
: k ∈ N) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî âëå÷¼ò ñòðåìëåíèå ê íóëþ è ñàìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å. P(Aε
n) → 0 ïðè n → ∞. □

Ëåììà 6.2. Ïóñòü ξn
P→ ξ è f : R → R�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

f(ξn)
P→ f(ξ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ξnk

ï.í.→ ξ, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

f èìååì òàêæå f(ξnk
)

ï.í.→ f(ξ). Íî òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç

òåîðåìû 6.1. □

Òåîðåìà 6.2 (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ×åáûø¼âà). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . .�

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ Dξn ⩽ C,

n = 1, 2, . . ., ïðè íåêîòîðîì C > 0. Òîãäà

1

n
(Sn − ESn)

P→ 0,

ãäå Sn = ξ1 + . . .+ ξn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà (5.5),

ïîëó÷àåì

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− ESn

n

∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

DSn

ε2n2
.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû, òî DSn = Dξ1 + . . . +

Dξn ⩽ nC, è

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− ESn

n

∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

C

nε2
→ 0

ïðè n → ∞. □

Îäèí èç ïåðâûõ çàêîíîâ áîëüøèõ ÷èñåë áûë ïîëó÷åí Áåðíóëëè.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü Sn �÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n íåçàâèñèìûõ èñïû-

òàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ p, 0 < p < 1, óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè. Òîãäà
Sn

n

P→ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξk �èíäèêàòîð óñïåõà â k-òîì èñïûòàíèè. Òî-

ãäà ξ1, ξ2, . . .�íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

Eξk = p è Dξk = p(1− p). Ïîýòîìó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.2, èç êîòîðîé

ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. □

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà äà¼ò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç ÷àñòîòó åãî ïîÿâëåíèÿ.

Òåîðåìû ×åáûø¼âà è Áåðíóëëè îòíîñÿò ê ñëàáûì çàêîíàì áîëüøèõ ÷èñåë,

ïîñêîëüêó â íèõ óòâåðæäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ñðåäíèõ ê ìàòåìà-

òè÷åñêîìó îæèäàíèþ. Òåîðåìû, â êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè

íàâåðíîå, íàçûâàþò óñèëåííûìè çàêîíàìè áîëüøèõ ÷èñåë. Ïðèâåä¼ì îäèí òà-

êîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . .�íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eξn = a. Òîãäà

Sn

n

ï.í.→ a,

ãäå Sn = ξ1 + . . .+ ξn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ñòè â ïðåäïîëîæåíèè ξn ⩾ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿì (ξ+n : n ∈ N) è (ξ−n : n ∈ N). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñóùåñòâåííî

óïðîùàþòñÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî êîíå÷íîñòü âòîðûõ ìîìåíòîâ ó

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn. Â Äîáàâëåíèè 13 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Çäåñü æå äîïóñòèì, ÷òî Dξn = σ2 < ∞. Ïîýòîìó

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξn ⩾ 0 è äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì

Aε
n =

{
ω :

∣∣∣∣
Sn(ω)

n
− a

∣∣∣∣ ⩾ ε

}
,

n = 1, 2, . . .. Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà (5.5) ñëåäóåò, ÷òî P(Aε
n) ⩽ σ2/(ε2n).

Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé (Aε
k2 : k ∈ N) è çàìåòèì, ÷òî

∞∑

k=1

P(Aε
k2) ⩽

∞∑

k=1

σ2

ε2k2
< ∞.

Â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè 2.4 P(lim
k

Aε
k2) = 0. Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò

Sk2

k2
ï.í.→ a.

Ïóñòü

E =

{
ω : lim

k→∞
Sk2(ω)

k2
= a

}
.

Ïî äîêàçàííîìó P(E) = 1. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ω ∈ E è k2 ⩽ n < (k +

1)2. Òîãäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäóò âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâà
Sk2(ω)

(k + 1)2
⩽

Sn(ω)

n
⩽

S(k+1)2(ω)

k2

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

k2

(k + 1)2
Sk2(ω)

k2
⩽

Sn(ω)

n
⩽

(k + 1)2

k2
S(k+1)2(ω)

(k + 1)2
.

Ïîñêîëüêó ïðè n → ∞ èìååì òàêæå k → ∞ è

k2

(k + 1)2
→ 1,

Sk2(ω)

k2
→ a,

òî Sn(ω)/n → a. Òàêèì îáðàçîì, Sn/n
ï.í.→ a, ïîñêîëüêó P(E) = 1. □

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, ξ1, ξ2, . . . èìåþò êîíå÷íûå

r-òûå ìîìåíòû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn : n ∈ N) ñõîäèòñÿ

ê ξ â ñðåäíåì ïîðÿäêà r è ïèñàòü ξn
Lr→ ξ, åñëè E|ξn − ξ|r → 0 ïðè n → ∞.

Íàèáîëåå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè: r = 1� ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì è r = 2�

ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì.
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Ëåììà 6.3. Ïóñòü ξn
Lr→ ξ ïðè íåêîòîðîì r. Òîãäà ξn

P→ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà (5.4), ïî-

ëó÷àåì

P(|ξn − ξ| ⩾ ε) = P(|ξn − ξ|r ⩾ εr) ⩽
1

εr
E|ξn − ξ|r → 0

ïðè n → ∞. □

Çàìå÷àíèå 6.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.4 ïîòðåáîâàòü êîíå÷íîñòü äèñ-

ïåðñèè, òî íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
Sn

n

L2→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ESn = nσ2 è

E

(
Sn

n
− a

)2

= D
Sn

n
=

σ2

n
→ 0

ïðè n → ∞. □

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìåæäó ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F è ìíî-

æåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé h èìååò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå îêàçûâàåòñÿ è íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñõîäèìîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (Fn : n ∈ N) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è ïèñàòü

Fn ⇒ F , åñëè Fn(x) → F (x) ïðè n → ∞ â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ôóíê-

öèè F .

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü F1, F2, . . .�ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, à h1, h2, . . .� ñî-

îòâåòñòâóþùèå èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè Fn ⇒ F è h�õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F , òî hn(t) → h(t) ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ t ∈ R;

(ii) Åñëè hn(t) → h(t) ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ t ∈ R è ôóíêöèÿ h íåïðåðûâíà â

òî÷êå t = 0, òî h ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è Fn ⇒ F .

Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðåçóëüòàòû, óòâåðæäàþùèå íîðìàëü-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ áîëüøèõ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáû÷íî

èõ îáúåäèíÿþò â îäíó ãðóïïó ñ íàçâàíèåì öåíòðàëüíà ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.

Ðàññìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . .�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè Eξn = a è Dξn = σ2.

Òîãäà äëÿ Sn = ξ1 + . . .+ ξn âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P

(
Sn − na

σ
√
n

⩽ x

)
=

1√
2π

x∫

−∞

e−u2/2du

äëÿ âñåõ x ∈ R.



ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÂ 55

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ζn = (Sn − na)/σ
√
n, n = 1, 2, . . .. Òîãäà

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Fζn ⇒ Φ, ãäå Φ�ôóíêöèÿ Ëà-

ïëàñà, ò. å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, èìåþùåé ñòàíäàðò-

íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñèëó òåîðåìû ñõîäèìîñòè 6.5 ýòî ýêâèâàëåíò-

íî óñëîâèþ hζn(t) → hη(t) ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ t ∈ R.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ̂n = (ξn − a)/σ, n = 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî,

÷òî Eξ̂n = 0 è Dξ̂n = Eξ̂2n = 1. Ïðè ýòîì

ζn =
ξ̂1√
n
+ . . .+

ξ̂n√
n
.

Ïóñòü

h(t) = hξ̂n
(t) = Eeitξ̂n .

Èç ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-

öèðóåìîé äî âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèåé. Ïîñêîëüêó h(0) = 1, h′(0) = iEξ̂n = 0,

h′′(0) = −Eξ̂2n = −1, òî ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

h(t) = 1− 1

2
t2 + o(t2)

ïðè t → 0. Íî òîãäà

hζn(t) =
(
hξ̂n/

√
n(t)

)n
=

(
h

(
t√
n

))n

=

(
1− 1

2

t2

n
+ o

(
t2

n

))n

.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ R èìååì t2/n → 0 ïðè n → ∞ è

lim
n→∞

hζn(t) = lim
n→∞

e
n ln(1− t2

2n
+ o(

t2

n
))

= e−t2/2.

Çàìå÷àÿ, ÷òî hη(t) = e−t2/2, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. □

Ñëåäñòâèå 6.1 (òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà). Ïóñòü Sn �÷èñëî óñïå-

õîâ â ñõåìå Áåðíóëëè èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ p, 0 <

p < 1, óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè. Òîãäà äëÿ −∞ < a < b < ∞ âûïîëíÿ-

åòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P

(
a ⩽

Sn − np√
npq

⩽ b

)
= Φ(b)− Φ(a),

ãäå q = 1− p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíäèêàòîðàìè óñïåõà â k-îì

èñïûòàíèè: P(ξk = 1) = p, P(ξk = 0) = q, k = 1, 2, . . .. Òîãäà Eξk = p, Dξk = pq.

Ïðèìåíåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. □

Îïðåäåëåíèå 6.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ïî ðàñïðåäåëåíèþ, è ïèñàòü

ξn
d→ ξ, åñëè Fξn ⇒ Fξ.
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Çíà÷åíèå ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ îáóñëîâëåíî óæå òåì, ÷òî âèä ïðå-

äåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåò âñå âàæíåéøèå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäåëü-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè

íàâåðíîå, à òàêæå èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Òåîðåìà 6.7. Åñëè ξn
P→ ξ, òî ξn

d→ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è îïðåäåëèì

Aε
n = {ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ⩾ ε}.

Èç óñëîâèÿ ξn
P→ ξ ñëåäóåò, ÷òî P(Aε

n) → 0 ïðè n → ∞. Ïóñòü Fn = Fξn è

F = Fξ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ R âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

F (x− ε) ⩽ lim
n→∞

Fn(x) ⩽ lim
n→∞

Fn(x) ⩽ F (x+ ε), x ∈ R. (6.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèé

{ξ ⩽ x− ε} ⊆ {ξn ⩽ x} ∪Aε
n, {ξn ⩽ x} ⊆ {ξ ⩽ x+ ε} ∪Aε

n

è óñëîâèÿ P(Aε
n) → 0 ïðè n → ∞. Åñëè x� òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F ,

òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (6.1) ïðè ε → 0 ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâàì

F (x) ⩽ lim
n→∞

Fn(x) ⩽ lim
n→∞

Fn(x) ⩽ F (x),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Fn(x) → F (x) ïðè n → ∞. Ýòî îçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü

Fξn ⇒ Fξ. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô îäíîé òåîðåìîé Áåðíøòåéíà î ðàâíîìåðíîì ïðè-

áëèæåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè ïîëèíîìàìè, êîòîðàÿ õîðîøî èë-

ëþñòðèðóåò ñâÿçè ìåæäó òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé è àíàëèçîì.

Ïóñòü f � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Â ñèëó òåî-

ðåìû Êàíòîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0, 1] è åå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ω(δ; f) = sup{|f(x′)− f(x′′)| : |x′ − x′′| ⩽ δ, x′, x′′ ∈ [0, 1]}

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ ↘ 0. Êðîìå òîãî,

sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]} = M < ∞.

Äëÿ n = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà

Bn(x; f) =

n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck

nx
k(1− x)n−k.

Èõ ñòðóêòóðà ñâÿçàíà ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü Sn �êîëè÷åñòâî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ

x ∈ [0, 1] óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè. Òîãäà

Bn(x; f) = Ef

(
Sn

n

)
.
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Òåîðåìà 6.8 (Áåðíøòåéíà). Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà [0, 1] ôóíêöèè f

âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

max
x∈[0,1]

|Bn(x; f)− f(x)| → 0

ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0 è n ∈ N. Òîãäà

|Bn(x; f)− f(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k

(
f

(
k

n

)
− f(x)

)∣∣∣∣∣

⩽ ω(δ; f)
∑

k : | kn−x|⩽δ

Ck
nx

k(1− x)n−k

+ 2M
∑

k : | kn−x|>δ

Ck
nx

k(1− x)n−k.

Ïîñêîëüêó DSn = nx(1− x) ⩽ 1
4n, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì

∑

k : | kn−x|>δ

Ck
nx

k(1− x)n−k = P

(∣∣∣∣
Sn

n
− x

∣∣∣∣ > δ

)
⩽

DSn

n

δ2
⩽

1

4δ2n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

max
x∈[0,1]

|Bn(x; f)− f(x)| ⩽ ω(δ; f) +
M

2δ2n
.

Ïóñòü òåïåðü ε > 0. Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ω(δ; f) < ε/2. Çàòåì âûáåðåì N

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

M

2δ2N
<

ε

2
.

Íî òîãäà ïðè n ⩾ N è âñåõ x ∈ [0, 1] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|Bn(x; f)− f(x)| ⩽ ε

2
+

ε

2
= ε

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

� 7. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ è óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ïî íàáëþäåíèåì çà îäíîé èëè

íåñêîëüêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè íóæíî äåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î íåíà-

áëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî èíôîðìàöèè, êîòîðóþ

íàì äà¼ò íàáëþäåíèå çà îäíèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, íåîáõîäèìî äàâàòü

ïðîãíîç íà äðóãèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìåðû îòêëî-

íåíèÿ ïðîãíîçà îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå êâàäðàòà ðàçíîñòè ïðîãíîçà è íåíàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Ïîýòîìó ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû èìåþò êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ

ìåòîäû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (Ω,F ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç L2(Ω,F ,P) (èëè ïðî-

ñòî L2) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, îïðå-

äåë¼ííûõ íà (Ω,F ,P) è èìåþùèõ êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò, ò. å. Eξ2 < ∞.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîâïàäàþùèå ïî÷òè

íàâåðíîå, â îäèí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨ξ, η⟩ = Eξη è íîðìà ||ξ|| =
√
⟨ξ, ξ⟩ =

√
Eξ2. Âñå àêñèîìû

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, è íîðìû) âûïîëíÿþòñÿ. Êðîìå òîãî,

ïðîñòðàíñòâî L2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò. å. âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü â í¼ì ñõîäèòñÿ. Åñëè ξ1, . . . , ξn �ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

â L2, òî ÷åðåç L (ξ1, . . . , ξn) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýòîé ñèñòå-

ìû, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
∑n

k=1 αkξk, αk ∈ R. Äâå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èç L2 íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè è ïèøóò ξ ⊥ η,

åñëè ⟨ξ, η⟩ = 0. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì â ãåîìåòðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà î ïðîåêöèè.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L2 è ξ ∈ L2. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ξ̂ ∈ M òàêîé, ÷òî

||ξ − ξ̂|| = inf{||ξ − η|| : η ∈ M }.

Ïðè ýòîì (ξ − ξ̂) ⊥ M .

Ýëåìåíò ξ̂ íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà ξ íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî M . Çàìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ξ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïîñòî-

ÿííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Eξ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η ∈ L2 ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn èç L2. Áîëåå

òî÷íî, íàñ èíòåðåñóåò îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ η̂ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íà

ïîäïðîñòðàíñòâî M = L (1, ξ1, . . . , ξn). Ýòà ïðîåêöèÿ äîëæíà èìåòü âèä

η̂ = µ+

n∑

k=1

αkξk, αk ∈ R, k = 1, . . . , n,

è óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

⟨η − η̂, 1⟩ = 0, ⟨η − η̂, ξk⟩ = 0, k = 1, . . . , n.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî Eη = Eη̂ è, ñëåäîâàòåëüíî,

µ = Eη −
n∑

k=1

αkEξk,

à ñàìó ïðîåêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

η̂ = Eη +

n∑

k=1

αk(ξk − Eξk).
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è óñëîâèå ⟨η − η̂, 1⟩ = 0,

ïîëó÷àåì

⟨η − η̂, ξk⟩ = ⟨η − η̂, ξk − Eξk⟩

= ⟨η − Eη −
n∑

k=1

αi(ξi − Eξi), ξk − Eξk⟩

= cov(η, ξk)−
n∑

i=1

αicov(ξi, ξk).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî ⟨η − η̂, ξk⟩ = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

cov(η, ξk) =

n∑

i=1

αicov(ξi, ξk).

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïóñòü V = (vi,j)�

êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn). ×åðåç a îáîçíà÷èì

âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αn, à ÷åðåç c âåê-

òîð ñ êîîðäèíàòàìè ci = cov(η, ξi), i = 1, . . . , n. Òîãäà ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ

ïðèíèìàþò âèä Va = c.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòå-

ìó, òî ìàòðèöà V ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è detV ̸= 0. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà (x1, . . . , xn) èç R
n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî
n∑

i=1

n∑

j=1

xixjvij = 0,

òî (ñì. (3.1))

E

(
n∑

i=1

xi(ξi − Eξi)

)2

= 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∑n

i=1 xi(ξi − Eξi) = 0 ïî÷òè íàâåðíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îäíó èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîì-

áèíàöèþ îñòàëüíûõ. Ïîýòîìó â çàäà÷å ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî detV ̸= 0. Íî òîãäà ìàòðèöà V îáðàòèìà è âåêòîð a ñ êîìïîíåíòàìè íåèç-

âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ a = V
−1
c.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé n = 1. Ïóñòü ξ �íàáëþäàåìàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà è Dξ ̸= 0. Òîãäà íàèëó÷øàÿ ëèíåéíàÿ îöåíêà äëÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû η áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê η̂ = αξ + µ, ãäå

µ = Eη − αEξ, α =
cov(ξ, η)

Dξ
.

Òàêèì îáðàçîì,

η̂ = Eη +
cov(ξ, η)

Dξ
(ξ − Eξ).

Ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè η íà ξ. Âåëè÷èíà E(η − η̂)2

íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé îöåíèâàíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
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n = 1

E(η − η̂)2 = E

(
η − Eη − cov(ξ, η)

Dξ
(ξ − Eξ)

)2

= Dη(1− ϱ2(ξ, η)).

Ðåøåíèå çàäà÷è íåëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ, ò. å. ïîèñê φ â êëàññå âñåõ áîðå-

ëåâñêèõ ôóíêöèé φ : R → R (èëè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå φ : Rn → R), êîòîðàÿ

ìèíèìèçèðîâàëà áû E(η−φ(ξ))2 (ñîîòâåòñòâåííî, E(η−φ(ξ1, . . . , ξn))
2), ñâÿçàíî

ñ ïîíÿòèåì óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Åñëè φ : R → R� áîðåëåâ-

ñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà φ(ξ) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé η ïî ξ. Óñëîâèå

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η̂ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ξ ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü ξ è η� äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåë¼ííûå íà âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), è η ÿâëÿåòñÿ σ(ξ)-èçìåðèìîé, ò. å.

σ(η) ⊆ σ(ξ). Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ φ : R → R, ÷òî

η = φ(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η ìîæíî ñ÷è-

òàòü îãðàíè÷åííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê arctg η.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φξ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå äîïóñêàþò

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå φ(ξ), ãäå φ : R → R� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Íàì íóæíî

ïîêàçàòü, ÷òî η ∈ Φξ.

Ïóñòü A ∈ σ(ξ), ÷òî îçíà÷àåò A = ξ−1(B) äëÿ íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-

æåñòâà B. Òîãäà 1A ∈ Φξ, ïîñêîëüêó 1A = 1B(ξ), à 1B : R → R� áîðåëåâ-

ñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó Φξ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé), òî âñå ïðîñòûå σ(ξ)-èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò Φξ. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî η ⩾ 0. Â ñèëó àïïðîê-

ñèìàöèîííîé òåîðåìû 5.1 íàéä¼òñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ σ(ξ)-èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ηn : n ∈ N), ñõîäÿùàÿñÿ

ê η. Äëÿ êàæäîé ηn íàéä¼òñÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ φn òàêàÿ, ÷òî ηn = φn(ξ).

Íî òîãäà

φ(x) = lim
n→∞

φn(x)

òàêæå áóäåò áîðåëåâñêîé ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ω ∈ Ω áóäåì èìåòü

φ(ξ(ω)) = lim
n→∞

φn(ξ(ω)) = lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω),

ò. å. η ∈ Φξ. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ η = η+ − η− è ïðèìåíåíèåì äîêàçàííîãî ê η+ è η−. □

Çàìå÷àíèå 7.1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ n ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn. Åñëè η ÿâëÿåòñÿ σ(ξ1, . . . , ξn)-èçìåðèìîé, òî íàéä¼òñÿ áîðå-

ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ φ : Rn → R òàêàÿ, ÷òî η = φ(ξ1, . . . , ξn).

Èòàê, âîïðîñ î íàèëó÷øåé îöåíêå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñâîäèòñÿ ê îòûñ-

êàíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η̂, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò E(η − ζ)2 â êëàññå âñåõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζ ∈ L2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ σ(ξ)-èçìåðèìûìè.

Ïóñòü òåïåðü G �ïðîèçâîëüíàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω è G ⊂ F . Òî-

ãäà L2(Ω,G ,P) áóäåò çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
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L2(Ω,F ,P). Åñëè η� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èç L2(Ω,F ,P), òî ïî òåîðåìå î ïðî-
åêöèè 7.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò η̂ â L2(Ω,G ,P), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, ò. å. ||η − η̂|| ⩽ ||η − ζ|| äëÿ
âñåõ ζ ∈ L2(Ω,G ,P). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η̂ íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì η îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû G , à åñëè G = σ(ξ), òî η̂� óñëîâíîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è η̂ = φ(ξ),

ãäå φ�íåêîòîðàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

äà¼ò áîëåå äåòàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, ÷åì êîâàðèàöèÿ. Êðîìå òîãî, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî

ââåñòè è â ñëó÷àå, êîãäà ξ è η íå èìåþò êîíå÷íûõ âòîðûõ ìîìåíòîâ.

Îòìåòèì âíà÷àëå õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η̂, ïîëó÷åí-

íîé êàê îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ η íà ïîäïðîñòðàíñòâî L2(Ω,G ,P). Êðîìå

G -èçìåðèìîñòè η̂ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîãî G ∈ G âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Eη1G = Eη̂1G,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îðòîãîíàëüíîñòè η−η̂ ïîäïðîñòðàíñòâó L2(Ω,G ,P).
Îäíàêî äëÿ òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ

ëèøü ïåðâîãî ìîìåíòà.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü η� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), è G �

íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â F . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

(ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâåíñòâà ï. í.) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η̂, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèÿì:

(i) E|η̂| < ∞;

(ii) η̂ ÿâëÿåòñÿ G -èçìåðèìîé;
(iii) äëÿ ëþáîãî G ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Eη1G = Eη̂1G.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Åäèíñòâåííîñòü) Ïóñòü η̂1 è η̂2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì (i)� (iii). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî P(η̂1 ̸= η̂2) = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå.

Òîãäà õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé {η̂1 − η̂2 > 0}, {η̂2 − η̂1 > 0} èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ âåðîÿòíîñòü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè P({η̂1−η̂2 > 0}) > 0, è ðàññìîòðèì

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé An = {η̂1 − η̂2 > 1/n},
n = 1, 2, . . .. Â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû

lim
n→∞

P(An) = P(η̂1 − η̂2 > 0) > 0.

Íî òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî P(An0
) > 0, è

E(η̂1 − η̂2)1An0
⩾

1

n0
P(An0

) > 0.

Îäíàêî An0
∈ G , ïîñêîëüêó η̂1 è η̂2 ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè, è ïîëó÷åííîå íåðà-

âåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (iii).

(Ñóùåñòâîâàíèå) Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî η ⩾ 0. Òîãäà â ñèëó àïïðîêñè-

ìàöèîííîé òåîðåìû 5.1 íàéä¼òñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ηn : n ∈ N), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê η. Ïî-

ñêîëüêó ïðè êàæäîì n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηn ïðèíàäëåæèò L2(Ω,F ,P), òî äëÿ
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íå¼ íàéä¼òñÿ èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η̂n òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî G ∈ G
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Eηn1G = Eη̂n1G.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è íåîòðèöàòåëüíîñòè ηn ñëåäóåò, ÷òî è η̂n ⩾ 0 ï. í. Çàìå-

òèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ηn+1 − ηn ⩾ 0, òî è η̂n+1 − η̂n ⩾ 0 ï. í. äëÿ âñåõ

n = 1, 2, . . .. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (η̂n : n ∈ N) îïðåäåëåíà

ïî÷òè íàâåðíîå íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η̂ = lim
n→∞

η̂n.

Äëÿ ëþáîãî G ∈ G ïî òåîðåìå 5.4 î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì

Eη1G = lim
n→∞

Eηn1G = lim
n→∞

η̂n1G = Eη̂1G.

Òàêèì îáðàçîì, η̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)� (iii).

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì η â âèäå ðàç-

íîñòè äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η = η+ − η−. □

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü η� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è

ïóñòü G � σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â F . Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì η îòíîñèòåëüíî G íàçûâàåòñÿ G -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ :=

E(η|G ) òàêàÿ, ÷òî Eζ1G = Eη1G äëÿ âñåõ G ∈ G .

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà 7.3.

Åñëè σ-àëãåáðà G ïîðîæäåíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, G = σ(ξ), òî E(η|σ(ξ))
íàçûâàþò óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì η îòíîñèòåëüíî ξ è îáîçíà-

÷àþò E(η|ξ). Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.2, E(η|ξ) = φ(ξ), ãäå

φ : R → R� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå âàæíî êàêèå çíà-

÷åíèÿ φ ïðèíèìàåò âíå ξ(Ω). Ïîýòîìó îáû÷íî ïîëàãàþò φ(x) = 0 ïðè x ̸∈ ξ(Ω).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ξ �ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è ïóñòü

ξ =

n∑

i=1

xi1Di
,

ãäå Dξ = {D1, . . . , Dn}�ðàçáèåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ξ(Ω) = {x1, . . . , xn}, à ôóíê-
öèÿ φ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ

ζ = E(η|ξ) =

n∑

i=1

φ(xi)1Di .

Ïîñêîëüêó Di ∈ σ(ξ), i = 1, . . . , n, òî èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò

Eη1Di = Eζ1Di = E

(
1Di

n∑

k=1

φ(xk)1Dk

)
= φ(xi)P(Di).
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ìû íå ðàçëè÷àåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîâïàäàþùèå ïî÷òè

íàâåðíîå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå àòîìû ðàçáèåíèÿ Dξ èìåþò ïîëîæèòåëü-

íóþ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà èç ðàâåíñòâà âûøå íàõîäèì, ÷òî

φ(xi) =
1

P(Di)
Eη1Di

.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå φ(xi) = E(η|ξ = xi), ò. å. φ(x) èíòåð-

ïðåòèðóåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè óñëîâèè

ξ = x.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è η îïèñûâàåòñÿ ïëîòíî-

ñòüþ fξ,η(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèå {ξ = x} èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü äëÿ

ëþáîãî x ∈ R. ×òîáû ïîíÿòü êàê äîëæíà âûãëÿäåòü ôóíêöèÿ φ â ýòîì ñëó÷àå,

çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿþùèì äëÿ íå¼ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Eη1A = Eφ(ξ)1A, (7.1)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ A ∈ σ(ξ). Ïîñêîëüêó σ(ξ) = ξ−1(B), òî

1A = 1B(ξ), B ∈ B, è ðàâåíñòâî (7.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Eη1B(ξ) = Eφ(ξ)1B(ξ). (7.2)

Ïóñòü fξ(x) è fη(y)�ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξ è η. Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

fη|ξ(y|x) =





fξ,η(x, y)

fξ(x)
, åñëè fξ(x) ̸= 0,

0, åñëè fξ(x) = 0.

Òîãäà

φ(x) = E(η|ξ = x) =

∫

R

yfη|ξ(y|x)dy. (7.3)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè B ∈ B, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ôóááèíè ïîëó÷àåì

Eη1B(ξ) =

∫∫

R×R

y1B(x)fξ,η(x, y)dxdy

=

∫

R

1B(x)fξ(x)



∫

R

yfη|ξ(y|x)dy


 dx

=

∫

R

1B(x)fξ(x)φ(x)dx

= Eφ(ξ)1B(ξ),

ò. å. äëÿ ôóíêöèè φ èç (7.3) è ëþáîãî B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (7.2).

Ïåðåõîä ê fη|ξ(y|x) â èíòåãðàëå îáîñíîâàí, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà

fξ(x) =

∫

R

fξ,η(x, y)dy
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âèäíî, ÷òî åñëè fξ(x) = 0, òî fξ,η(x, y) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ y.

Ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîñêîëüêó óñëîâ-

íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî ðàâåí-

ñòâà ñ íèìè ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâà ïî÷òè íàâåðíîå. Êàê è îáû÷íîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì ëèíåéíîñòè, êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñâîéñòâî ìîíîòîííî-

ñòè (E(η|G ) ⩾ 0, åñëè η ⩾ 0) áûëî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.3.

Òåîðåìà 7.4 (Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà). Ïóñòü η� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

à φ : R → R� âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òàêèå, ÷òî E|η| < ∞ è E|φ(η)| < ∞. Òîãäà

φ(E(η|G )) ⩽ E(φ(η)|G ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå φ(x) = sup l(x), ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì l âèäà l(x) = ax+b

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ l(x) ⩽ φ(x). Äëÿ ëþáîé òàêîé ôóíêöèè l èìååì

E(φ(η)|G ) ⩾ E(l(η)|G ) = l(E(η|G )),

è, ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ê ñóïðåìóìó, ïðèõîäèì ê íåðà-

âåíñòâó Èåíñåíà. □

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü ξ, η� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, à G ,H � σ-àëãåáðû, ñîäåðæàùèåñÿ â F . Òîãäà

(i) åñëè η è G íåçàâèñèìû, òî E(η|G ) = Eη;

(ii) åñëè G ⊆ H , òî E(E(η|H )|G ) = E(η|G );

(iii) åñëè ξ G -èçìåðèìà è E|ξη| < ∞, òî E(ξη|G ) = ξE(η|G ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ζ ≡ Eη óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ñâîéñòâàì óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(η|G ). Óñëîâèÿ E|η| < ∞ è

G -èçìåðèìîñòè î÷åâèäíû. Ïóñòü G ∈ G . Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêà-

òèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eη1G = Eη · E1G = Eζ1G.

(ii) Ïóñòü ζ1 = E(η|H ), ζ2 = E(η|G ). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî E(ζ1|G ) = ζ2.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî G ∈ G . Òîãäà G ïðèíàäëåæèò òàêæå è σ-àëãåáðå H .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Eζ11G = Eη1G = Eζ21G.

(iii) Ïóñòü ζ = E(η|G ). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî E(ξη|G ) = ξζ. Ïîñêîëüêó ξ è η

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî

â ñèëó ëèíåéíîñòè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ξ ⩾ 0, η ⩾ 0. Ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî G ∈ G âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

E(ξζ1G) = E(ξη1G). (7.4)

Åñëè ξ = 1A, òî â ñèëó G -èçìåðèìîñòè A ∈ G . Íî òîãäà AG ∈ G è

E(ξζ1G) = E(1Aζ1G) = E(ζ1AG) = E(η1AG) = E(ξη1G).
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàâåíñòâî (7.4) áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ è äëÿ ïðîñòûõ G -èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ. Èç àïïðîêñèìàöè-

îííîé òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn : n ∈ N), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ

ê ξ, è êàæäàÿ ξn ÿâëÿåòñÿ G -èçìåðèìîé. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî n ∈ N áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

E(ξnζ1G) = E(ξnη1G). (7.5)

Â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ζ ⩾ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (ξnζ1G : n ∈ N)�íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-

òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξζ1G, à (ξnη1G : n ∈ N)� òàêàÿ

æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê ξη1G. Ïîýòîìó, îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëü-

íûé ïåðåõîä ïðè n → ∞ â ðàâåíñòâå (7.5) â ñèëó òåîðåìû 5.4 î ìîíîòîííîé

ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (7.4). □

� 8. Öåïè Ìàðêîâà

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ìîìåí-

òû âðåìåíè t = 1, 2, . . . , T . Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì E = {e1, . . . , er} è íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñðåäè ðåàëüíûõ ñèñòåì âàæíûé êëàññ îáðàçóþò òàêèå, ó êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè

ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íå çàâèñèò îò

òîãî, êàê âåëà ñåáÿ ñèñòåìà â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèå ñèñòåìû

íàçûâàþò ìàðêîâñêèìè èëè öåïÿìè Ìàðêîâà. Ýâîëþöèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû

îïèñûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé ω = (ω0, ω1, . . . , ωT ), ãäå ωt = i, åñëè ñèñòåìà â ìîìåíò

âðåìåíè t íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ei. Ïîýòîìó ïîä ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì áó-

äåì ïîíèìàòü ω = (ω0, ω1, . . . , ωT ), ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ ñîñòîÿíèé,

â êîòîðûõ íàõîäèëàñü ñèñòåìà â ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, . . . , T . Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êî-

òîðîé óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè çàìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðûå äðóãèå åñòåñòâåííûå

ïðåäïîëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ è ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ,

ñâÿçàííûå ñ öåïÿìè Ìàðêîâà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ω = (ω0, ω1, . . . , ωT ) áóäåò

ðåàëèçîâàíà êàê i0, i1, . . . , iT , ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé óìíîæåíèÿ

P(ω0 = i0, . . . , ωT = iT ) =

P(ω0 = i0)P(ω1 = i1|ω0 = i0) · . . . · P(ωT = iT |ω0 = i0, . . . , ωT−1 = iT−1).

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ ñ íóëåâîé

âåðîÿòíîñòüþ ðàâíà íóëþ.

Óñëîâèå ìàðêîâîñòè (íåçàâèñèìîñòü îò ïðîøëîãî) âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî

äëÿ ëþáûõ s < t âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

P(ωt = j|ω0 = i0, . . . , ωs−1 = is−1, ωs = i) = P(ωt = j|ωs = i),

i, j = 1, . . . , r. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû, íàõîäèâøåéñÿ

â ñîñòîÿíèè i â ìîìåíò âðåìåíè s, â ñîñòîÿíèå j â ìîìåíò âðåìåíè t íå çàâèñèò

îò òîãî, êàê îíà ñåáÿ âåëà äî ìîìåíòà âðåìåíè s.
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Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûå ìàðêîâñêèå öåïè, äëÿ êî-

òîðûõ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j çà âðåìÿ

t íå çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè s îíà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè i,

ò. å.

P(ωs+t = j|ωs = i) = P(ωt = j|ω0 = i) = pij(t).

Âåðîÿòíîñòè pij(t) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦. pij(t) ⩾ 0;

2◦.
r∑

j=1

pij(t) = 1;

3◦. pij(0) = δij .

Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç âåðîÿòíîñòåé pij(t), áóäåì îáîçíà÷àòü Π(t). Ñâîé-

ñòâà 1◦ è 2◦ îçíà÷àþò, ÷òî Π(t) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Âåðî-

ÿòíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j çà åäèíè÷íîå âðåìÿ

pij(1) íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè è îáîçíà÷àþòñÿ pij . Ìàòðèöà

Π(1) = Π íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì-ñòðîêîé −→p (0) =

(p1(0), . . . , pr(0)) íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé (pi(0)� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè i) è ìàòðèöåé ïåðå-

õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Π. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü pj(t) òîãî, ÷òî ñèñòåìà

áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè j â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

pj(t) = P(ωt = j) =

r∑

i=1

pi(0)pij(t).

Åñëè −→p (t)� âåêòîð-ñòðîêà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé â ìîìåíò âðåìåíè t, òî

−→p (t) = −→p (0)Π(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà Π(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Π. Ýòî ñëåäóåò èç óðàâíå-

íèé Êîëìîãîðîâà �×åïìåíà

pij(s+ t) =

r∑

k=1

pik(s)pkj(t), (8.1)

êîòîðûå âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñâîéñòâ ìàðêîâîñòè è îäíîðîäíîñòè

pij(s+ t) = P(ωs+t = j|ω0 = i)

=
P(ωs+t = j, ω0 = i)

P(ω0 = i)

=

r∑

k=1

P(ωs+t = j, ω0 = i, ωs = k)

P(ω0 = i)

=

r∑

k=1

P(ωs = k, ω0 = i)P(ωs+t = j|ω0 = i, ωs = k)

P(ω0 = i)

=
∑

k=1

pik(s)pkj(t).
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Óðàâíåíèÿ (8.1) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Π(s+ t) = Π(s)Π(t).

Ïîñêîëüêó Π(1) = Π, òî Π(t) = Πt. Ñëåäîâàòåëüíî,

−→p (t) = −→p (0)Πt.

Âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé èìååò ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8.1. [Î ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ.] Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t0 > 0

âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Πt0 = (pij(t0)) ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r ñóùåñòâóåò ïðåäåë

pj = lim
t→∞

pij(t).

Ïðè ýòîì pj > 0, j = 1, . . . , r, íå çàâèñÿò îò i è ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì ñèñòåìû

r∑

k=1

xkpkj = xj ,

r∑

k=1

xk = 1. (8.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

Mj(t) = max
1⩽i⩽r

pij(t), mj(t) = min
1⩽i⩽r

pij(t).

Â ñèëó óðàâíåíèé (8.1)

pij(1 + t) =

r∑

k=1

pikpkj(t).

Îòñþäà è íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ mj(t) è Mj(t) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

mj(t) ⩽ pij(t+ 1) ⩽ Mj(t).

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

mj(t) ⩽ mj(t+ 1) ⩽ Mj(t+ 1) ⩽ Mj(t).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî mj(t) íå óáûâàåò ïî t, à Mj(t) íå âîçðàñòàåò ïî t.

Îáîçíà÷èì

ε = min
1⩽i,j⩽r

pij(t0).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 0 < ε < 1. Äëÿ t > 0, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (8.1), ïîëó÷àåì

pij(t0 + t) =

r∑

k=1

pik(t0)pkj(t)

=

r∑

k=1

[pik(t0)− εpjk(t)]pkj(t) + ε

r∑

k=1

pjk(t)pkj(t)

=

r∑

k=1

[pik(t0)− εpjk(t)]pkj(t) + εpjj(2t).
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Çàìå÷àÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî

pij(t0 + t) ⩽ Mj(t)

r∑

k=1

[pik(t0)− εpjk(t)] + εpjj(2t) = (1− ε)Mj(t) + εpjj(2t),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

Mj(t0 + t) ⩽ (1− ε)Mj(t) + εpjj(2t).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

pij(t0 + t) ⩾ (1− ε)mj(t) + εpjj(2t)

è

mj(t0 + t) ⩾ (1− ε)mj(t) + εpjj(2t).

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

Mj(t0 + t)−mj(t0 + t) ⩽ (1− ε)(Mj(t)−mj(t)).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî k ðàç ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

Mj(kt0 + t)−mj(kt0 + t) ⩽ (1− ε)k(Mj(t)−mj(t)).

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→∞

[Mj(kt0 + t)−mj(kt0 + t)] = 0,

à ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mj(t)−mj(t)}∞t=1 ìîíîòîííî óáûâàåò, òî

lim
t→∞

[Mj(t)−mj(t)] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

pj = lim
t→∞

Mj(t) = lim
t→∞

mj(t) = lim
t→∞

pij(t),

j = 1, . . . , r. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó mj(t) íå óáûâàþò ïî t, òî

pj ⩾ mj(t0) ⩾ ε > 0,

ò. å. âñå pj ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ïðè ýòîì

r∑

j=1

pj = lim
t→∞

r∑

j=1

pij(t) = 1.

Îñóùåñòâëÿÿ â ðàâåíñòâå

pij(t+ 1) =
∑

k=1

pik(t)pkj
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ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t → ∞, ïîëó÷àåì

pj =

r∑

k=1

pkpkj ,

ò. å. p1, . . . , pr �ðåøåíèå ñèñòåìû (8.2).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî q1, . . . , qr òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû, ò. å.

qj =

r∑

k=1

qkpkj ,

r∑

k=1

qk = 1.

Çàìåòèì, ÷òî òîãäà q1, . . . , qr áóäåò ðåøåíèåì è ñèñòåìû

qj =

r∑

k=1

qkpkj(t) (8.3)

ïðè t = 1, 2, . . .. Äåéñòâèòåëüíî,

r∑

k=1

qkpkj(t) =

r∑

k=1

qk

r∑

l=1

pklplj(t− 1) =

r∑

l=1

qlplj(t− 1) = . . . =

r∑

k=1

qkpkj = qj .

Îñóùåñòâëÿÿ â ðàâåíñòâå (8.3) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t → ∞, ïîëó÷àåì

qj =

r∑

k=1

qkpj = pj

è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8.2) äîêàçàíà. □

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ýðãîäè÷åñêèì òåîðåìàì.

Åå ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî çà äëèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñèñòåìà êàê

áû çàáûâàåò, èç êàêîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îíà ñòàðòîâàëà.

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Πt0 îçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîëîæè-

òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìà ìîæåò

ïåðåéòè çà âðåìÿ t0.

� 9. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû

Íåìíîãî èñòîðèè. Èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ

ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïóáëèêàöèåé Ãàëüòîíà 1873 ãîäà. Ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäøåñòâî-

âàëè ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ: ½Èñ÷åçíîâåíèå ôàìèëèé ëèö, êîòîðûå çàíèìàëè

âèäíîå ïîëîæåíèå â èñòîðèè, ýòî ôàêò, íåîäíîêðàòíî îòìå÷àâøèéñÿ â ïðî-

øëîì; ïî ýòîìó ïîâîäó ñòðîèëèñü ðàçíûå äîãàäêè... Ñëèøêîì ìíîãî÷èñëåííû

áûëè ïðèìåðû ôàìèëèé, êîòîðûå, áóäó÷è ðàñïðîñòðàíåííûìè, ñòàíîâèëèñü

ðåäêèìè èëè ñîâñåì èñ÷åçàëè“ . ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ïðèðîäå èñ÷åçíîâåíèÿ

ôàìèëèé, Ãàëüòîí ïîñòàâèë çàäà÷ó ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñû-

âàþùåé ýòîò ïðîöåññ. Òàêóþ ìîäåëü ïîñòðîèë Âàòñîí â 1874 ãîäó. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü Ãàëüòîíà è Âàòñîíà áûëà âñêîðå çàáûòà â ñâÿçè ñ ýëåìåíòàðíîé

îøèáêîé Âàòñîíà, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà ê âûâîäó, ÷òî êàæäàÿ ôàìèëèÿ äîëæíà
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âûðîäèòüñÿ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñðåäíÿÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ðàñòåò îò

ïîêîëåíèÿ ê ïîêîëåíèþ. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïî÷èòàòü â ìîíîãðà-

ôèè Ò. Õàððèñà ½Òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ“ . Èíòåðåñíî, ÷òî â

ìîíîãðàôèè 1934 ãîäà Í. Í. Ñåìåíîâ èñïîëüçîâàë ìîäåëü Ãàëüòîíà�Âàòñîíà

êàê ýëåìåíò ñâîåé òåîðèè õèìè÷åñêèõ (íåÿäåðíûõ) öåïíûõ ðåàêöèé. Çà ýòè

èññëåäîâàíèÿ Í. Í. Ñåìåíîâ â 1956 ãîäó ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ. Ñàì

òåðìèí ½âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ“ âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â ðàáîòå À. Í. Êîëìîãîðîâà è

Í. À. Äìèòðèåâà 1947 ãîäà.

Îïèñàíèå ìîäåëè. Ïåðâîíà÷àëüíî çàäà÷à ôîðìóëèðîâàëàñü ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü p0, p1, p2, . . .� âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îòåö èìååò ñîîòâåòñòâåííî

0, 1, 2, . . . ñûíîâåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè ìîæåò èìåòü

ñâîèõ ñûíîâåé è ò. ä. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ìóæñêàÿ ëèíèÿ âûðîäèòñÿ ê

n-îìó ïîêîëåíèþ?

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îäíîòèïíûå ÷àñòèöû, ïîä êîòîðûìè

ìîãóò ïîíèìàòüñÿ ëþäè, æèâîòíûå, áàêòåðèè èëè íåéòðîíû â öåïíûõ ðåàêöèÿõ.

Âåðîÿòíîñòè pk, k = 0, 1, . . ., áóäóò ñâÿçûâàòüñÿ ñ ñîáûòèÿìè, ÷òî îäíà ÷àñòèöà

â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè ïðåâðàùàåòñÿ â k ÷àñòèö. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû

ðàçìíîæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è äëÿ êàæäîé èç íèõ âåðîÿòíîñòè pk,

k = 0, 1, . . ., îäíè è òå æå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ0, ξ1, ξ2, . . . ÷èñëî ÷àñòèö â íóëåâîì, ïåðâîì, âòîðîì,. . . ïî-

êîëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ξn � îáúåì ïîïóëÿöèè â n-îì ïî-

êîëåíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü (áåç îñîáîãî îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè), ÷òî ξ0 = 1, ò. å.

íà÷àëüíîå ïîêîëåíèå ñîñòîèò èç îäíîé ÷àñòèöû. Îáúåì ïîñëåäóþùèõ ïîêîëå-

íèé ξ1, ξ2, . . . áóäåò ñëó÷àéíûì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

{p0, p1, . . .} áóäåò ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1, ò. å.

P(ξ1 = k) = pk, k = 0, 1, . . .. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû ðàçìíîæàþòñÿ íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà è ÷èñëî ïîòîìêîâ êàæäîé èç íèõ èìååò îäíî è òî æå ðàñïðåäå-

ëåíèå âåðîÿòíîñòåé, òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn äîëæíî îïðåäå-

ëÿòüñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî íåïî-

ñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû Eξ1 =
∑∞

k=0 kpk = m. Â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ:

� äîêðèòè÷åñêèì, åñëè m < 1;

� êðèòè÷åñêèì, åñëè m = 1;

� íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè m > 1 (èëè m = ∞).

×åðåç σ2 áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü äèñïåðñèþ Dξ1. Ïóñòü A� ñîáûòèå, êîòî-

ðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîöåññ ξ0 = 1, ξ1, ξ2, . . . â êîíöå êîíöîâ âûðîäèòñÿ. Åãî

âåðîÿòíîñòü q = P(A) áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà.

Áëèæàéøåé íàøåé öåëüþ áóäåò íàéòè çàâèñèìîñòü q îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà. Ïîñêîëüêó ξ1, ξ2, . . . ÿâëÿþòñÿ öåëî-

÷èñëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé åñòå-

ñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îáîçíà÷èì

f(x) = gξ1(x) =

∞∑

k=0

pkx
k
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è áóäåì íàçûâàòü f ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïðîöåññà. Äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîèç-

âîäÿùèõ ôóíêöèé gξn , n = 2, 3, . . ., íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü η1, η2, . . .�íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå öå-

ëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé gη(x) è ν �íåçà-

âèñèìàÿ îò íèõ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöè-

åé gν(x). Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Sν = η1 + . . .+ ην (S0 = 0) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

gSν (x) = gν ◦ gη(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-

öèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì

gSν
(x) = ExSν =

∞∑

k=0

E
(
xSν1{ν=k}

)

=

∞∑

k=0

E
(
xη1+...+ηk1{ν=k}

)

=

∞∑

k=0

(gη(x))
k P(ν = k) = gν (gη(x)) .

□

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü ξ0 = 1, ξ1, ξ2, . . .� âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà�

Âàòñîíà ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé gξ1(x) = f(x). Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-

öèÿ gξn(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-óþ èòåðàöèþ fn ôóíêöèè f , ò. å.

gξn(x) = fn(x) = f ◦ . . . ◦ f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì n-îå ïîêîëåíèå ÷àñòèö â âèäå ξn = η1+ . . .+

ηξn−1
, ãäå η1 �÷èñëî ïîòîìêîâ îò ïåðâîé ÷àñòèöû, η2 � îò âòîðîé, . . . , ηξn−1

�

îò ïîñëåäíåé èç (n− 1)-ãî ïîêîëåíèÿ. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

gξn(x) = gξn−1
◦ gη(x) = gξn−1

◦ f(x).

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. □

Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü An � ñîáûòèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî n-îå ïîêîëåíèå îòñóòñòâóåò, ò. å. An = {ξn = 0}. Òîãäà An ↗ A =

∪∞
n=1An. Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû

q = P(A) = lim
n→∞

P(An).

Òåîðåìà 9.3. Âåðîÿòíîñòü q âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà ñ

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

q = lim
b→∞

fn(0)

è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ

f(x) = x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P(ξn = 0) = fn(0), òî fn(0) ↗ q. Îñóùåñòâ-

ëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè n → ∞ â ðàâåíñòâå

f(fn(0)) = fn+1(0),

ïîëó÷àåì f(q) = q, ò. å. q�êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî q�íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x. Äîïóñòèì

ïðîòèâíîå, ò. å. f(α) = α è 0 ⩽ α < q. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f

áóäåì èìåòü

f(0) ⩽ f(α) = α < q = f(q).

Ñíîâà, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè f , ïîëó÷àåì

f2(0) ⩽ α < q.

Ïîâòîðåíèå ýòîãî ïðîöåññà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâàì

fn(0) ⩽ α < q, n = 2, 3, . . . .

Íî òîãäà

lim
n→∞

fn(0) ⩽ α,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ q. □

Òåîðåìà 9.4. Åñëè ïðîöåññ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà êðèòè÷åñêèé èëè äîêðè-

òè÷åñêèé, òî q = 1. Â ñëó÷àå íàäêðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà 0 ⩽ q < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî m = f ′(1) ⩽ 1. Åñëè ïðîöåññ íå âûðîæ-

äåííûé, òî f ′(x) < 1 ïðè 0 ⩽ x < 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî x0 ∈ [0, 1). Ïî

òåîðåìå î ñðåäíåì íàéäåòñÿ òàêîå x∗ ∈ (x0, 1), ÷òî

1− f(x0) = f ′(x∗)(1− x0).

Íî òîãäà

1− f(x0) < 1− x0

è f(x0) > x0. Ò. î. â èíòåðâàëå [0, 1) êîðíåé óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò.

Åñëè m = f ′(1) > 1, òî íàéäåòñÿ òàêîå x0 ∈ (0, 1), ÷òî f ′(x0) > 1. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷àåì

1− f(x0) > 1− x0,

ò. å. f(x0) − x0 < 0. Åñëè f(0) = 0, òî q = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(0) > 0 è

ôóíêöèÿ φ(x) = f(x)−x ïðèíèìàåò íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [0, x0] çíà÷åíèÿ ðàç-

íûõ çíàêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðîìåæóòêå íàéäåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x) = x. □

� 10. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

Â 1785 ã. ßí Èíãåíõàóç (Jan Ingenhousz) îáíàðóæèë õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå

÷àñòèöû â æèäêîñòè. Ïðè íàáëþäåíèè â ìèêðîñêîïå âçâåñè öâåòî÷íîé ïûëü-

öû â 1827 ã. Ð. Áðàóí (Robert Brown) ïåðåîòêðûë ýòî ÿâëåíèå. Â ðåçóëüòàòå
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ìíîãî÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé îí ïðèøåë ê ðÿäó âûâîäîâ. Äâèæåíèå ÷àñòèöû

íå îñëàáåâàåò ñî âðåìåíåì è íå çàâèñèò îò õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû, åãî èí-

òåíñèâíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñðåäû è ñ óìåíüøåíèåì å¼

âÿçêîñòè è ðàçìåðîâ ÷àñòèöû.

Êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ áûëà äàíà Ýéíøòåéíîì è

Ñìîëóõîâñêèì 1905 è 1906 ãã. íà îñíîâå ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè.

Âûâîäû ýòîé òåîðèè áûëè ïîäòâåðæäåíû èçìåðåíèÿìè Æ. Ïåððåíà è Ò. Ñâåä-

áåðãà â 1906 ã. Íàêîíåö, â 1923 ã. Í. Âèíåð ïîñòðîèë ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî â 1900 ã. ê ìîäåëè áðîóíîâ-

ñêîãî äâèæåíèÿ ïðèø¼ë Ë. Áàøåëüå ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè öåí àêöèé. Â

íàñòîÿùåå âðåìÿ òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â ñòîõàñòè-

÷åñêîì àíàëèçå è ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñîñòîèò â îïèñà-

íèè ½èíôèíèòåçèìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ“. Èìåííî òàê îíî âîçíèêàåò

â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âëåâî èëè

âïðàâî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íà ðàññòîÿíèå ∆x. Îíà ýòî äåëàåò ÷åðåç êàæ-

äûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ìåíÿåòñÿ

ëèøü â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè k∆t, k = 1, 2, . . .. Íàõîäÿñü â òî÷êå x,

÷àñòèöà íåçàâèñèìî îò ïðåäøåñòâóþùåãî ïîâåäåíèÿ ïåðåõîäèò ðàâíîâåðîÿòíî

â îäíó èç ñîñåäíèõ òî÷åê x±∆x.

Ñ÷èòàÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû x = 0 ïðè t = 0, ÷åðåç X(t) îáîçíà-

÷èì å¼ ïîëîæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå äâèãàòüñÿ âëåâî èëè

âïðàâî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, ìû áóäåì ìîäåëèðîâàòü åãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(ξk = 1) = P(ξk = −1) = 1/2. Òîãäà

X(t) = ∆x

∞∑

k=1

ξk1[0,∞)(t− k∆t), t ⩾ 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå. Äëÿ n = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì

S0 = 0, Sn = ξ1+ . . .+ξn. Ïóñòü òàêæå n(t) îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà t/∆t,

ò. å.

n(t) =

[
t

∆t

]
, t ⩾ 0.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ X(t) = ∆xSn(t). Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî EX(t) = 0

è DX(t) = (∆x)2n(t).

Óñòðåìëÿÿ ê íóëþ ∆x è ∆t ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ

ïîëó÷èòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, íåïðåðûâíîå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Åñëè

t > 0 ôèêñèðîâàíî, òî n(t) → ∞ ïðè ∆t → 0. Ïðè ýòîì n(t)∆t → t. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè ∆x è ∆t áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, òî

DX(t) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ è ìû íå ïîëó÷èì ñîäåðæàòåëüíîé ìîäåëè. Ïî-

ýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (∆x)2/∆t = σ2 ïîñòîÿííî ïðè ∆t → 0, ∆x → 0. Â

ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïîñòîÿííàÿ σ2 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôó-

çèè.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû 6.6

Sn(t)√
n(t)

d→ ηt
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ïðè n(t) → ∞ (∆t → 0), ãäå ηt èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ∆x
√

n(t) → σ
√
t, ïîëó÷àåì

X(t) = ∆x
√

n(t)
Sn(t)√
n(t)

d→ σ
√
tηt

ïðè ∆t → 0 ((∆x)2/∆t = σ2). Ýòè ðàññóæäåíèÿ åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê ñëåäó-

þùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïîä áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ñ êîýôôèöèåíòîì äèô-

ôóçèè σ2 áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí B = (B(t) : t ⩾ 0),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

(i) B(0) = 0;

(ii) äëÿ ëþáûõ 0 ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ . . . ⩽ tn ïðèðàùåíèÿ B(tn)−B(tn−1), . . . , B(t2)−
B(t1) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè;

(iii) äëÿ âñåõ t ⩾ 0 è h > 0 ïðèðàùåíèå B(t + h) − B(t) èìååò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2h;

(iv) ïî÷òè íàâåðíîå ôóíêöèÿ t 7→ B(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Â ñëó÷àå σ = 1 ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì

âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì è îáîçíà÷àòü W = (W (t) : t ⩾ 0).

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ìû îïðåäåëè-

ëè áðîóíîâñêîå äâèæåíèå êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ B = (B(t) : t ⩾ 0), êîòîðûé

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ω 7→ B(t, ω), îïðåäåë¼ííûõ

íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ñåìåé-

ñòâî B ìîæíî ïîñìîòðåòü êàê íà îòîáðàæåíèå B : R+ ×Ω → R. Åñëè ôèêñèðî-

âàòü ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω ∈ Ω, òî ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ t 7→ B(t, ω), êîòî-

ðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé, ðåàëèçàöèåé èëè âûáîðî÷íîé ôóíêöèåé ïðîöåññà

B. Óñëîâèå (iv) îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîä êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà B = (B(t) : t ⩾
0) ìû ïîíèìàåì ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

(B(t1), . . . , B(tn))

äëÿ âñåõ 0 ⩽ t1 < t2 < . . . < tn, n = 2, 3, . . .. Ïåðâûå òðè ïóíêòà â îïðåäåëåíèè

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîñêîëüêó áðîóíîâñêîå äâèæåíèå èìååò íîðìàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, òî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îòíîñÿò ê òàê íàçûâàåìûì ãàóññîâñêèì ïðî-

öåññàì.

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì. Èìååòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ áðîóíîâñêî-

ãî äâèæåíèÿ. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó èíâàðèàíòíîñòè Äîíñêåðà�Ïðîõîðîâà áðî-

óíîâñêîå äâèæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáèðàÿ ìàñøòàáèðîâàííûå êîïèè ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòîò ðåçóëüòàò

íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì èíâàðèàíòíîñòè, ïîñêîëüêó âñå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ,

ïðèðàùåíèÿ êîòîðûõ èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå è êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ, ïî ñóùå-

ñòâó, ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó � áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

W = (W (t) : t ⩾ 0). Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî W (t) êàê ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà èìååò êîíå÷íûå ìîìåíòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n = 2k + 1 íå÷¼òíî,

òî

E(W (t))n =
1√
2πt

∞∫

−∞

x2k+1e−x2/2tdx = 0,

êàê èíòåãðàë îò íå÷¼òíîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó. Äëÿ ÷¼ò-

íûõ n = 2k èìååì

E(W (t))n =
1√
2πt

∞∫

−∞

x2ke−x2/2tdx

=

√
2

πt

∞∫

0

x2ke−x2/2tdx

=
2ktk√

π

∞∫

0

yk−1/2e−ydy

=
2ktkΓ(k + 1/2)√

π
,

ãäå Γ� ãàììà-ôóíêöèÿ. Äàëåå, åñëè 0 < s < t, òî èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü

ïðèðàùåíèé, ïîëó÷àåì

cov(W (t),W (s)) = EW (t)W (s) = EW (s)[W (t)−W (s)+W (s)] = E(W (s))2 = s.

Ñâîéñòâà òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïóñòü W = (W (t) : t ⩾
0)� ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äëÿ T > 0 è n ∈ N ââåä¼ì â ðàññìîò-

ðåíèå ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Vn(T ) =

n∑

i=1

|W (ti)−W (ti−1)|, V 2
n (T ) =

n∑

i=1

|W (ti)−W (ti−1)|2,

ãäå ti = iT/n, i = 0, 1, . . . , n.

Ëåììà 10.1. V 2
n (T )

P→ T ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

δ =
T

n
, ∆Wi = W (ti)−W (ti−1)

è çàìåòèì, ÷òî E(∆Wi)
2 = δ, E(∆Wi)

4 = 3δ2, i = 1, . . . , n. Îòñþäà ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé ïîëó÷àåì

EV 2
n (T ) = E

(
n∑

i=1

(∆Wi)
2

)
= nδ = T.
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Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè

DV 2
n (T ) = E

(
n∑

i=1

(∆Wi)
2

)2

− T 2

=

n∑

i=1

E(∆Wi)
4 +

∑

i̸=j

E(∆Wi)
2(∆Wj)

2 − T 2

= 3nδ2 + (n2 − n)δ2 − T 2 = 2nδ2 = 2Tδ.

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Ïîñêîëüêó δ → 0 ïðè n → ∞, òî, èñïîëüçóÿ

íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà (5.5), ïîëó÷àåì

P(|V 2
n (T )− T | ⩾ ε) ⩽

1

ε2
DV 2

n (T ) =
2Tδ

ε2
→ 0

ïðè n → ∞. □

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âàðèàöèè ôóíêöèè íà èíòåðâàëå. Ïóñòü φ : [0, T ] →
R�äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ è P = {0 = t0 < t1 < . . . < tn = T}�
ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, T ]. Îáîçíà÷èì

V (φ, [0, T ],P) =

n∑

i=1

|φ(ti)− φ(ti−1)|.

Âåëè÷èíó

V (φ, [0, T ]) = supV (φ, [0, T ],P),

ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì P, íàçûâàþò âàðèàöèåé (èëè ïîëíîé

âàðèàöèåé) ôóíêöèè φ íà ïðîìåæóòêå [0, T ].

Ëåììà 10.2. Ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èìåþò áåñêî-

íå÷íóþ âàðèàöèþ, ò. å. äëÿ ëþáîãî T > 0 ïî÷òè íàâåðíîå V (W, [0, T ]) = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîõðàíÿÿ ïðèíÿòûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 10.1 îáî-

çíà÷åíèÿ, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé âèíåðîâñêî-

ãî ïðîöåññà

max
1⩽i⩽n

|∆Wi| → 0

ïðè n → ∞. Çäåñü, êàê è âûøå,

∆Wi = W (ti)−W (ti−1), ti =
iT

n
, i = 0, 1, . . . , n.

Èç ëåììû 10.1 è òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(nk : k ∈ N) òàêàÿ, ÷òî

V 2
nk
(T )

ï.í.→ T

ïðè k → ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

V 2
nk
(T ) =

nk∑

i=1

(∆Wi)
2 ⩽ max

1⩽i⩽n
|∆Wi|

nk∑

j=1

|∆Wj | = Vnk
(T ) max

1⩽i⩽n
|∆Wi|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Vnk
(T )

ï.í.→ ∞ ïðè k → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V (W, [0, T ]) =
∞ ïî÷òè íàâåðíîå. □
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Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ â òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðà-

ëà.

Ìîìåíòû îñòàíîâêè è ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî. Ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì ñâÿçûâàþò òàêæå ñåìåéñòâî σ-àëãåáð Ft = σ({W (s) : 0 ⩽ s ⩽ t}). Êàæäóþ
σ-àëãåáðó Ft ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíôîðìàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ íàáëþ-

äåíèåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà äî ìîìåíòà âðåìåíè t. Ñåìåéñòâî (Ft : t ⩾ 0)

íàçûâàþò ôèëüòðàöèåé è îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì Fs ⊆ Ft ïðè s ⩽ t.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 ïðîöåññ

Wa = (Wa(t) = W (t+ a)−W (a) : t ⩾ 0)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì, ÷òî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîâåðêîé

ñâîéñòâ (i)� (iv) èç îïðåäåëåíèÿ 10.1. Êðîìå òîãî, ïðîöåññ Wa íå çàâèñèò îò

σ-àëãåáðû Fa. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî ïðîöåñ-

ñà. Íàðÿäó ñ ýòèì âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îáëàäàåò ½ñòðîãèì ìàðêîâñêèì ñâîé-

ñòâîì“. Åãî ôîðìóëèðîâêà ñâÿçàíà ñ âàæíûì ïîíÿòèåì ìîìåíòà îñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ , îïðåäåë¼ííàÿ

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè îò-

íîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (Ft : t ⩾ 0), åñëè äëÿ âñåõ t ⩾ 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

{ω : τ(ω) ⩽ t} ∈ Ft.

Óñëîâèå {τ ⩽ t} ∈ Ft ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òî, ÷òî ñîáûòèå {τ ⩽ t} çàâèñèò
òîëüêî îò èñòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà äî ìîìåíòà âðåìåíè t. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî åñëè τ �ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (Ft : t ⩾ 0), òî

Wτ = (Wτ (t) = W (t+ τ)−W (τ) : t ⩾ 0)

òàêæå áóäåò âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Ýòîò ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû íå áóäåì

äîêàçûâàòü, ñîñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìîå ñòðîãî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî âèíåðîâ-

ñêîãî ïðîöåññà.

Îäíèì èç âàæíûõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, ñâÿçàííûõ ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì,

ÿâëÿåòñÿ

τa = inf{t : W (t) = a}, a > 0,

�ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ a.

Ëåììà 10.3. Ïóñòü a > 0, t > 0. Òîãäà P(τa < t) = 2P(W (t) > a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèåW (t) > a. Òîãäà â ñè-

ëó íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà áóäåò òàêæå âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèå τa < t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

{W (t) > a} ⊆ {τa < t}, {W (t) > a, τa < t} = {W (t) > a}.

Äàëåå, â ñèëó ñèììåòðèè è ñòðîãî ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P(W (t) > a|τa < t) = P(W (t) < a|τa < t) =
1

2
,
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ïîñêîëüêó ïðè âûõîäå èç òî÷êè a çà âðåìÿ îò τa äî t áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà

ðàâíîâåðîÿòíî îêàæåòñÿ ëåâåå èëè ïðàâåå òî÷êè a. Íî òîãäà

P(W (t) > a) = P(W (t) > a, τa < t) = P(τa < t)P(W (t) > a|τa < t) =
1

2
P(τa < t)

è ëåììà äîêàçàíà. □

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

τa. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ t > 0 èìååì

Fτa(t) = P(τa ⩽ t) = 2P(W (t) ⩾ a)

=
2√
2πt

∞∫

a

e−x2/2tdx =

√
2

π

∞∫

a/
√
t

e−u2/2du.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, íàõîäèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fτa(t) =
a√
2π

t−3/2e−a2/2t
1(0,∞)(t).

Ìàêñèìóì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà ïðîìåæóòêå [0, t]. Íàéä¼ì òå-

ïåðü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ âïðàâî áðîóíîâ-

ñêîé ÷àñòèöû çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû

Mt := max{W (s) : 0 ⩽ s ⩽ t}.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî Mt ⩾ 0 è ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ïî t.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ x > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

{ω : Mt(ω) ⩾ x} = {ω : τx(ω) ⩽ t}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P(Mt ⩾ x) = P(τx ⩽ t) =

√
2

π

∞∫

x/
√
t

e−u2/2du,

îòêóäà ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fMt
(x) =

d

dx
(1− P(Mt ⩾ x)) =

√
2

πt
e−x2/2t

1(0,∞)(x).

Ýòî òàê íàçûâàåìûé óäâîåííûé íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ x > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (Áàøåëüå)

P(Mt ⩾ x) = 2P(W (t) ⩾ x).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

M−
t := min{W (s) : 0 ⩽ s ⩽ t}.
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Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

fM−
t
(x) =

√
2

πt
e−x2/2t

1(−∞,0)(x).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó òðàåêòîðèé âèíåðîâ-

ñêîãî ïðîöåññà. Äëÿ ëþáîãî t > 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

P(M−
t < 0) = P(Mt > 0) = 2P(W (t) > 0) = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âûõîäÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà çà ñêîëü

óãîäíî ìàëîå âðåìÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîáûâàåò êàê ïðàâåå òî÷êè x = 0, òàê è

ëåâåå ýòîé òî÷êè.

� 11. Ñëó÷àéíûå âûáîðêè è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè� ïîëó÷èòü îïðåäåë¼ííûå âûâîäû èç ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáðàòíû-

ìè ïî îòíîøåíèþ ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Êîðîòêî èõ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ (ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå),

ïî êîòîðûì ìû õîòèì âîññòàíîâèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïîëó÷åííûì äàííûì. Îäíà èç ïåðâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè� ýòî

çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé. ×àùå âñåãî èñõîäíûå äàííûå

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ñâÿçè ñ

ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ.

Ïîä (ñëó÷àéíîé) âûáîðêîé îáú¼ìà n, îòâå÷àþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F , áóäåì ïîíèìàòü íàáîð (èëè âåêòîð) èç n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X = (X1, . . . , Xn), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå F , ò. å. FXi
(x) =

F (x), i = 1, . . . , n. Ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) áóäåì

îáîçíà÷àòü x = (x1, . . . , xn). Åñëè φ : Rn → R� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà φ(X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé âûáîðêè X. Îäíîé

èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî ñëó÷àé-

íûì âûáîðêàì X ñòàòèñòèê, êîòîðûå ìîãëè áû ñëóæèòü îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ

ðàñïðåäåëåíèé.

Êàæäîé ðåàëèçàöèè x âûáîðêè X ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿ-

äî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé x(1) ⩽ x(2) ⩽ . . . ⩽ x(n), ãäå x(1) �

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èç x1, . . . , xn, à x(n) �ìàêñèìàëüíîå. Óïîðÿäî÷èâàíèå

êàæäîé ðåàëèçàöèè x = (x1, . . . , xn) 7→ (x(1), . . . , x(n)) ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçî-

âàíèþ (X1, . . . , Xn) 7→ (X(1), . . . , X(n)). Ñëó÷àéíûé âåêòîð (X(1), . . . , X(n)) íà-

çûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì âûáîðêè X, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X(i), i =

1, . . . , n, íàçûâàþòñÿ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè âûáîðêè X. Â ÷àñòíîñòè,

X(1) = min{X1, . . . , Xn} è X(n) = max{X1, . . . , Xn}. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäêîâûå
ñòàòèñòèêè èìåþò êàæäàÿ ñâîþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FX(i)
(x) = P(X(i) ⩽ x) =

n∑

k=i

Ck
n(F (x))k(1− F (x))n−k.

Çäåñü âûðàæåí òîò ôàêò, ÷òî â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ïðèíÿëà íå ìåíåå i ðàç çíà÷åíèå, íå ïðåâûøà-
þùåå x.
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Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fn ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äëÿ ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

1(−∞,x](Xi), −∞ < x < ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì x ∈ R ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Äëÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè x = (x1, . . . , xn) ìû

ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

1(−∞,x](xi), −∞ < x < ∞.

Çíà÷åíèå Fn(x) âûðàæàåò äîëþ òåõ çíà÷åíèé x1, . . . , xn, êîòîðûå íå ïðåâîñõî-

äÿò x. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåàëèçàöèè âûáîðêè ÷àñòî èñïîëüçóþò ãèñòîãðàììó.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå îíà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn)� âûáîðêà, îòâå÷àþùàÿ ôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R

Fn(x)
ï.í.→ F (x),

ãäå Fn � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ R ôèêñèðîâàíî. Îáîçíà÷èì ξi = 1{Xi⩽x}.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

P(ξi = 1) = F (x), P(ξi = 0) = 1− F (x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Eξi = F (x), Dξi = F (x)(1− F (x)),

ò. å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.4. Íî òîãäà

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

ξi
ï.í.→ Eξ1 = F (x).

□

Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðîé ñâîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé âûáîðêè. Íàðÿäó ñ ýòèì ñ êàæäîé âû-

áîðêîé ñâÿçûâàþò òàêæå âûáîðî÷íûå ìîìåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå âûáîðêó â

öåëîì. Ïîä âûáîðî÷íûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà r, r ∈ N, âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn)

ïîíèìàåòñÿ

X(r) =
1

n

n∑

i=1

(Xi)
r.

Âûáîðî÷íûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò âûáîðî÷íûì ñðåäíèì è îáî-

çíà÷àþò X. Â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè ðàññìàòðèâàþò

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2 èëè S
2
=

1

n

n∑

i=1

(Xi −X)2.
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Äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ðàçíûå ñòàòèñòèêè, ïîëåçåí ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 11.1. Ïóñòü x1, . . . , xn è a�ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà è

x = 1
n

∑n
i=1 xi. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

(i)
∑n

i=1(xi − a)2 =
∑n

i=1(xi − x)2 + n(x− a)2;

(ii)
∑n

i=1(xi − x)2 =
∑n

i=1 x
2
i − nx2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó
∑n

i=1(xi − x) = 0, òî

n∑

i=1

(xi − a)2 =
n∑

i=1

(xi − x+ x− a)2 =
n∑

i=1

(xi − x)2 + n(x− a)2,

÷òî äîêàçûâàåò (i). Ðàâåíñòâî (ii) ñëåäóåò èç (i) ïðè a = 0. □

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Ïóñòü âûáîðêà X = (X1, . . . , Xn) îòâå÷àåò ðàñïðåäå-

ëåíèþ ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé σ2.

Òîãäà

EX = a, DX =
σ2

n
, ES2 = σ2, ES

2
=

n− 1

n
σ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî EX = a ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è óñëîâèÿ EXi = a. Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí â âûáîðêå è óñëîâèÿ DXi = σ2 ïîëó÷àåì

DX = D

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

DXi =
1

n
σ2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ES2 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (ii) èç ëåììû 11.1

ES2 =
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi −X)2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

EX2
i − nEX

2

)

=
1

n− 1

(
nσ2 + na2 − σ2 − na2

)
= σ2.

Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî S
2
= n−1

n S2, ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. □

×àñòî â ïðèëîæåíèÿõ áûâàåò èçâåñòíî, ÷òî âûáîðêà X îòíîñèòñÿ ê íåêîòî-

ðîìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïà-

ðàìåòðàìè (íàïðèìåð, ïóàññîíîâñêîå, ïîêàçàòåëüíîå, íîðìàëüíîå è ò. ä.). Ïðè

ýòîì àïðèîðè íåêîòîðûå ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû. Âîçíèêàåò çàäà÷à îöåíèâàíèÿ

íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Ïîä îöåíêîé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ ïîíèìàåò-

ñÿ ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûáîðêè, ò. å. ñòàòèñòèêà. Îäíàêî íå âñå

îöåíêè â òàêîì ïîíèìàíèè èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Ïîýòîìó ââîäÿòñÿ

ïîíÿòèÿ, êîòîðûå âûäåëÿþò ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå îöåíêè. Îäíèì èç òàêèõ

ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîñòü.
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Ñòàòèñòèêà φn(X) íàçûâàåòñÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè

Eφn(X) = θ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 11.2 ñëåäóåò, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X ÿâëÿåò-

ñÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S2 �íåñìåù¼ííîé îöåíêîé äèñïåðñèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò

âûáîðêà. Ïðè ýòîì S
2
íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé äèñïåðñèè.

Äðóãîå ïîíÿòèå ñâÿçàíî ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì îöåíêè ïðè n →
∞. Ñòàòèñòèêà φn(X) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè

φn(X)
P→ θ ïðè n → ∞. Â ñëó÷àå, êîãäà φn(X)

ï.í.→ θ, ãîâîðÿò î ñèëüíîé

ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè.

Çàìå÷àíèå 11.1. Èç óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî X ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, åñëè âûáîð-

êà îòâå÷àåò ðàñïðåäåëåíèþ ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ïóñòü X� âûáîðêà, îòâå÷àþùàÿ ðàñïðåäåëåíèþ ñ êî-

íå÷íûì ÷åòâ¼ðòûì ìîìåíòîì. Òîãäà S2 è S
2
ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëü-

íûìè îöåíêàìè äèñïåðñèè σ2 ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó S2 = n
n−1S

2
, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîñòîÿ-

òåëüíîñòü ëþáîé èç âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé. Äîêàæåì ýòî äëÿ îöåíêè S
2
. Èç

ðàâåíñòâà (ii) ëåììû 11.1 è îïðåäåëåíèÿ S
2
ñëåäóåò

S
2
=

1

n

n∑

i=1

X2
i −X

2
.

Êàê îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè âûøå, X
ï.í.→ a ïðè n → ∞. Íî òîãäà X

2 ï.í.→ a2.

Îáîçíà÷èì X2
i = ηi. Ïî óñëîâèþ η1, η2, . . . ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî

ðàñïðåäåë¼ííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè.

Íî òîãäà ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

1

n

n∑

i=1

X2
i =

1

n

n∑

i=1

ηi
ï.í.→ Eη1 = σ2 + a2.

Ýòî âìåñòå ñ óñëîâèåì X
2 ï.í.→ a2 äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. □

Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîãàäàòüñÿ î

âèäå îöåíêè. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ åñòåñòâåííî âçÿòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå. Îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ ñèòó-

àöèÿõ òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Îäíèì èç ïåðâûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ

îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, êîòîðûé âîñõîäèò

ê Ïèðñîíó è äîñòàòî÷íî ïðîñò. Ñóòü ìåòîäà ìîìåíòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ñâÿçàòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ìîìåí-

òàìè íåèçâåñòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàçðåøèâ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è çàìåíèâ ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûáîðî÷íû-

ìè ìîìåíòàìè, ïîëó÷àåì îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðèìåð. Ïóñòü ξ �äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåë¼ííàÿ íà {1, 2, . . . , θ}, ò. å. P(ξ = k) = 1/θ, k = 1, . . . , θ. Íàéòè îöåíêè

ïàðàìåòðà θ è äèñïåðñèè Dξ.
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Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü θ1 = θ è θ2 = Dξ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè,

äëÿ êîòîðûõ íóæíî íàéòè îöåíêè. Îáîçíà÷èì m1 = Eξ è m2 = Eξ2. Òîãäà

m1 =
1 + θ1

2
, m2 = θ2 +m2

1,

îòêóäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

θ1 = 2m1 − 1, θ2 = m2 −m2
1.

Òàêèì îáðàçîì,

θ̂1(X) = 2X − 1, θ̂2(X) = X(2) −X
2
.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íîãî êîëè-

÷åñòâà ìîìåíòîâ. Ïðèìåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ýòîò ìåòîä íå ðàáî-

òàåò, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.

Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå øèðîêî èñ-

ïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê. Äîïóñòèì X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(x; θ) Çäåñü θ� ñêàëÿðíûé èëè âåêòîðíûé ïàðà-

ìåòð, êîòîðûé íóæíî îïðåäåëèòü. Äëÿ x = (x1, . . . , xn)�ðåàëèçàöèè âûáîðêè

ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

f(x; θ) =

n∏

i=1

f(xi; θ).

Â ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîå, â êà÷åñòâå f(x; θ) ðàññìàòðèâàåòñÿ

Pθ(ξ = x)� âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ x ïðè âåðîÿòíîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ñ ïàðà-

ìåòðîì θ.

Ïóñòü θ̂(x)� çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, íà êîòîðîì f(x; θ) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

êàê ôóíêöèÿ θ ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Îöåíêîé íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ïàðàìåòðà θ òîãäà ïîëàãàþò θ̂(X).

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Äðóãîé ïîäõîä â îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíîãî

ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Ïî

âûáîðêå X = (X1, . . . , Xn) ñòðîèòñÿ èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûé ïàðà-

ìåòð. Ïóñòü θ(X) è θ(X)�äâå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âûáîðêè X òàêèå, ÷òî

θ(X) ⩽ θ(X).

Èíòåðâàë (θ(X), θ(X)) íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåèçâåñò-

íîãî ïàðàìåòðà θ, îòâå÷àþùèì äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè α (èëè óðîâíþ

äîâåðèÿ α), åñëè

P
(
θ(X) < θ < θ(X)

)
⩾ α.

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ îñíîâûâàþòñÿ íà öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå.

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ íåèçâåñòíîãî a = EX ïðè èçâåñòíîé äèñïåð-

ñèè σ2 = DX.

Â ñèëó ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X

èìååì

P

(√
n

σ

(
X − a

)
< x

)
≈ Φ(x),
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ãäå Φ(x)�ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Îòñþäà

ïîëó÷àåì

P

(
−l <

√
n

σ

(
X − a

)
< l

)
≈ Φ(l)− Φ(−l),

èëè

P

(
X − lσ√

n
< a < X +

lσ√
n

)
≈ Φ(l)− Φ(−l).

Ïîñêîëüêó Φ(−l) = 1−Φ(l), òî Φ(l)−Φ(−l) = 2Φ(l)−1, è óñëîâèå Φ(l)−Φ(−l) ⩾
α áóäåò âûïîëíåíî â ñëó÷àå l ⩾ xγ , ãäå xγ �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ(x) = γ,

γ = (1 + α)/2. Òàêèì îáðàçîì, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ óðîâíåì äîâåðèÿ α

ìîæíî ïîëó÷èòü, îïðåäåëèâ

θ(X) = X − σxγ√
n
, θ(X) = X +

σxγ√
n
.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a = EX ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè åñòåñòâåí-

íî âûáðàòü â âèäå

θ(X) = X − xγ

√
S2

√
n

, θ(X) = X +
xγ

√
S2

√
n

,

ãäå

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2.

� 12. Ìàðòèíãàëû

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïîä ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ìû ïîíèìàåì ñåìåéñòâî

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåë¼ííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Õà-

ðàêòåð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è ìåòîäû åãî èçó÷åíèÿ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ

òåì, êàê çàäàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Âàæíûé êëàññ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå, âûäåëÿåòñÿ

òåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîøëûì è áóäóùèì îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü âðåìÿ äèñêðåòíûì è íàðÿäó ñ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì

(Ω,F ,P) ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ-àëãåáð (Fn : n ⩾ 0) òàêóþ, ÷òî

Fm ⊆ Fn ⊆ F , 0 ⩽ m ⩽ n. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íà (Ω,F ,P) îïðåäåëåíà
ôèëüòðàöèÿ (Fn), à âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé îáîçíà÷àþò

(Ω,F ,P, (Fn)). Èíòóèòèâíî Fn ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíôîðìàöèþ,

êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé â ìîìåíò âðåìåíè n, ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè

n ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî î êàæäîì ñîáûòèè èç Fn ïðîèçîøëî îíî èëè íåò. Ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè ýòà èíôîðìàöèÿ ðàñøèðÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X = (Xn : n ⩾ 0) áóäåì íàçûâàòü

ñîãëàñîâàííûì ñ ôèëüòðàöèåé (Fn), åñëè Xn ÿâëÿåòñÿ Fn-èçìåðèìîé äëÿ âñåõ

n = 0, 1, 2, . . .. Åñëè æå äëÿ âñåõ n ⩾ 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xn ÿâëÿþòñÿ

Fn−1-èçìåðèìûìè (ñ÷èòàåì, ÷òî F−1 = F0), òî ïðîöåññ X íàçûâàåòñÿ ïðåä-

ñêàçóåìûì.
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Äëÿ èëëþñòðàöèè ââîäèìûõ îïðåäåëåíèé ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ïðåäñòàâèì ñåáå èãðó â êàçèíî, ãäå èãðîê ïåðåä êàæäîé èãðîé

ìîæåò äåëàòü ñòàâêè. Äîïóñòèì, ÷òî ξ1, ξ2, . . .�íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå ξn � ñóììà âûèãðûøà â n-òîé èãðå íà

åäèíè÷íîé ñòàâêå. Òîãäà S0 = 0, Sn = ξ1+ . . .+ξn, n = 1, 2, . . ., áóäåò âûðàæàòü

÷èñòûé âûèãðûø (êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ) èãðî-

êà ïîñëå n-òîé èãðû, åñëè îí äåëàåò êàæäûé ðàç åäèíè÷íóþ ñòàâêó. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èãðîê ìîæåò ïðèäåðæèâàòüñÿ íåêîòîðîé ñòðàòåãèè, äåëàÿ íà n-òóþ

èãðó ñòàâêó Hn, n = 1, 2, . . .. Òîãäà åãî ÷èñòûé âûèãðûø ïîñëå n-òîé èãðû

ñîñòàâèò Xn = H1ξ1+ . . .+Hnξn. Â ýòîì ïðèìåðå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ôèëü-

òðàöèÿ (Fn), ãäå F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), n = 1, 2, . . .. Â òåðìèíîëîãèè

îïðåäåëåíèÿ 12.1 S = (Sn : n ⩾ 0), è X = (Xn : n ⩾ 0) áóäóò ïðîöåññàìè, ñîãëà-

ñîâàííûìè ñ ôèëüòðàöèåé Fn, à H = (Hn : n ⩾ 0)�ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ,

ïîñêîëüêó âûáîð Hn ôîðìèðóåòñÿ äî n-òîé èãðû íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î

ðåçóëüòàòàõ ïðåäûäóùèõ èãð. Çäåñü ïîëàãàåì H0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü (Ω,F ,P, (Fn))�ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé.

Ïðîöåññ X = (Xn : n ⩾ 0), îïðåäåë¼ííûé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ

ìàðòèíãàëîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(i) X ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ôèëüòðàöèåé (Fn);

(ii) E|Xn| < ∞ äëÿ âñåõ n ⩾ 0;

(iii) E(Xn|Fn−1) = Xn−1 ï. í. äëÿ âñåõ n ⩾ 1.

Åñëè â óñëîâèè (iii) ðàâåíñòâî çàìåíèòü íà íåðàâåíñòâî E(Xn|Fn−1) ⩾ Xn−1

(E(Xn|Fn−1) ⩽ Xn−1), òî ïðîöåññ X íàçûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì (ñóïåðìàð-

òèíãàëîì).

Óñëîâèå (iii) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå E(∆Xn|Fn−1) = 0 ï. í. (èëè

E(∆Xn|Fn−1) ⩾ 0 â ñëó÷àå ñóáìàðòèíãàëà), ãäå ∆Xn = Xn −Xn−1.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå â ñëó÷àå Eξn = 0 ïðîöåññ S =

(Sn : n ⩾ 0) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, à èãðà íàçûâàåòñÿ ÷åñòíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (òåîðåìà 7.5) ïîëó÷àåì

E(∆Sn|Fn−1) = E(ξn|Fn−1) = 0.

Â ñëó÷àå Eξn ⩾ 0 (Eξn ⩽ 0) ïðîöåññ S ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì (ñóïåðìàðòèí-

ãàëîì), à èãðà ñ÷èòàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé (íåïðåäïî÷òèòåëüíîé) äëÿ èãðîêà.

Èç îïðåäåëåíèÿ 12.2 òàêæå âèäíî, ÷òî åñëè X = (Xn : n ⩾ 0) ÿâëÿåòñÿ ñóá-

ìàðòèíãàëîì, òî−X = (−Xn : n ⩾ 0) áóäåò ñóïåðìàðòèíãàëîì. Ñîãëàñîâàííûé

ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îí îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì è ñóïåðìàðòèíãàëîì. Ýòî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (iii) âûïîë-

íÿåòñÿ è äëÿ íåñîñåäíèõ èíäåêñîâ. Ïóñòü X � ñóáìàðòèíãàë è m < n. Òîãäà

ïîñêîëüêó Fm ⊆ Fn, òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèé (òåîðåìà 7.5), ïîëó÷àåì

E(Xn|Fm) = E(E(Xn|Fn−1)|Fm) ⩾ E(Xn−1|Fm).

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

E(Xn|Fm) ⩾ Xm,
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ò. å. ñâîéñòâî ñóáìàðòèíãàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âñåõ èíäåêñîâ m < n.

Ïóñòü òåïåðüX � ñóïåðìàðòèíãàë. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå ñâîéñòâî äëÿ ñóáìàð-

òèíãàëà −X, ïîëó÷àåì E(−Xn|Fm) ⩾ −Xm, îòêóäà ñëåäóåò E(Xn|Fm) ⩽ Xm.

Äëÿ ìàðòèíãàëà ðàâåíñòâî E(Xn|Fm) = Xm ïðè m < n ñëåäóåò òåïåðü èç òîãî,

÷òî îí îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì è ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Ïðåäëîæåíèå 12.1. Ïóñòü X = (Xn : n ⩾ 0)�ìàðòèíãàë, à φ : R → R�

âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî E|φ(Xn)| < ∞ äëÿ âñåõ n ⩾ 0.

Òîãäà φ◦X = (φ(Xn) : n ⩾ 0) ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì. Óòâåðæäåíèå îñòà-

¼òñÿ â ñèëå, åñëè X � ñóáìàðòèíãàë, à ôóíêöèÿ φ âûïóêëà è íå óáûâàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X �ìàðòèíãàë è m < n. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

Èåíñåíà 7.4, ïîëó÷àåì

φ(Xm) = φ(E(Xn|Fm)) ⩽ E(φ(Xn)|Fm),

÷òî îçíà÷àåò ñóáìàðòèíãàëüíîñòü ïðîöåññà φ ◦X.

Â ñëó÷àå, êîãäà X � ñóáìàðòèíãàë, à φ ÿâëÿåòñÿ åù¼ è íåóáûâàþùåé, èìååì

φ(Xn) ⩽ φ(E(Xn|Fm)) ⩽ E(φ(Xn)|Fm).

□

Ñëåäñòâèå 12.1. Åñëè X = (Xn : n ⩾ 0)�ìàðòèíãàë, òî |X| = (|Xn| : n ⩾
0)� ñóáìàðòèíãàë. Â ñëó÷àå, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì

ìàðòèíãàëîì, ò. å. EX2
n < ∞ äëÿ âñåõ n ⩾ 0, òî X2 = (X2

n : n ⩾ 0)� ñóáìàð-

òèíãàë.

Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ è âûïóêëîñòè ôóíêöèé

|x| è x2.

Ïóñòü òåïåðü H �ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ, à X � ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ.

Îïðåäåëèì ïðîöåññ Y = (Yn : n ⩾ 0), ïîëîæèâ

Y0 = 0, Yn =

n∑

k=1

Hk∆Xk, n = 1, 2, . . . .

Ïðîöåññ Y íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì X ïîñðåäñòâîì H è îáîçíà÷àþò H •X =

((H •X)n : n ⩾ 0), ò. å. Yn = (H •X)n. Åñëè X �ìàðòèíãàë, òî H •X íàçûâàþò

ìàðòèíãàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü H = (Hn : n ⩾ 0)�ïðåäñêàçóåìûé îãðàíè÷åííûé

ïðîöåññ, ò. å. |Hn| ⩽ M ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì M è âñåõ n. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè X �ìàðòèíãàë, òî H •X òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

(ii) Åñëè X � ñóáìàðòèíãàë (ñóïåðìàðòèíãàë), à ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ H

äîïîëíèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (Hn ⩾ 0 äëÿ âñåõ n), òî

H •X � ñóáìàðòèíãàë (ñóïåðìàðòèíãàë).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîöåññà H âëå÷¼ò óñëîâèå E|Yn| < ∞
äëÿ âñåõ n. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèå ìàðòèíãàëüíîñòè äëÿ ïðîöåññà Y =

H •X. Åñëè X �ìàðòèíãàë, òî

E(∆Yn|Fn−1) = E(Hn∆Xn|Fn−1) = HnE(∆Xn|Fn−1) = 0,
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÷òî äîêàçûâàåò (i).

Â ñëó÷àå, êîãäà X � ñóáìàðòèíãàë, èñïîëüçóÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðîöåññà

H, ïîëó÷àåì

E(∆Yn|Fn−1) = HnE(∆Xn|Fn−1) ⩾ 0,

ò. å. H • X � ñóáìàðòèíãàë. Åñëè X � ñóïåðìàðòèíãàë, òî ïîñëåäíåå íåðàâåí-

ñòâî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå è (ii) äîêàçàíî. □

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé îá óñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëü-

êó H • X ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà ïðîöåññà X. Â ñëó÷àå íàøåãî ïðèìåðà ÷èñòûé

âûèãðûø èãðîêà, åñëè îí ïðèäåðæèâàåòñÿ ñòðàòåãèè H, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðåîáðàçîâàíèå H •S. Èç òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñòðàòå-

ãèÿ èãðîêà íå ìåíÿåò êà÷åñòâà èãðû.

Ìîìåíòû îñòàíîâêè è îñòàíîâëåííûé ïðîöåññ. Ïîíÿòèå ìîìåíòà îñòà-

íîâêè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â òåîðèè ìàðòèíãàëîâ. Ýòîò òåð-

ìèí ïðèø¼ë èç òåîðèè èãð è òåñíî ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ñòðàòåãèè, íàïðèìåð, ñ

ìîìåíòîì âûõîäà èç èãðû.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ : Ω → Z+∪{∞} íàçûâàåòñÿ ìî-
ìåíòîì îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (Fn), åñëè P(τ < ∞) = 1 è äëÿ

âñåõ n ⩾ 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

{τ = n} ∈ Fn. (12.1)

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Â îïðåäåëåíèè ìîìåíòà îñòàíîâêè óñëîâèå (12.1) ìîæ-

íî çàìåíèòü íà ýêâèâàëåíòíîå

{τ ⩽ n} ∈ Fn. (12.2)

äëÿ âñåõ n ⩾ 0, Êðîìå òîãî, äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâêè τ è ëþáîãî n ∈ N âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

{τ > n} ∈ Fn, {τ < n} ∈ Fn−1, {τ ⩾ n} ∈ Fn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ �ìîìåíò îñòàíîâêè, ò. å. äëÿ êàæäîãî n ⩾ 0

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (12.1). Òîãäà èç ðàâåíñòâà

{τ ⩽ n} =

n⋃

k=0

{τ = k}

è îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðàöèè ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (12.2).

Îáðàòíî, åñëè äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (12.2), òî èç ðàâåíñòâà

{τ = n} = {τ ⩽ n} \ {τ ⩽ n− 1}

ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (12.1).

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

{τ > n} = {τ ⩽ n}, {τ < n} = {τ ⩽ n− 1}, {τ ⩾ n} = {τ < n}.

□
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Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü τ è ν �ìîìåíòû îñòàíîâêè. Òîãäà τ∧ν = min{τ, ν},
τ ∨ ν = max{τ, ν} è τ + ν òàêæå áóäóò ìîìåíòàìè îñòàíîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

{τ ∧ ν ⩽ n} = {τ ⩽ n} ∪ {ν ⩽ n},
{τ ∨ ν ⩽ n} = {τ ⩽ n} ∩ {ν ⩽ n},

{τ + ν = n} =

n⋃

k=0

{τ = k}{ν = n− k}.

□

Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå îñòàíîâëåííîãî ïðîöåññà. Ïóñòü X � ñîãëàñîâàííûé

ïðîöåññ, à τ �ìîìåíò îñòàíîâêè. Ïîä îñòàíîâëåííûì ïðîöåññîì áóäåì ïîíè-

ìàòü Xτ = (Xτ
n : n ⩾ 0), ãäå

Xτ
n = Xτ∧n =

n−1∑

k=0

Xk1{τ=k} +Xn1{τ⩾n}.

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü X � ñóáìàðòèíãàë, à τ �ìîìåíò îñòàíîâêè. Òîãäà

Xτ òàêæå áóäåò ñóáìàðòèíãàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî

Xτ
n =

n−1∑

k=0

Xk(1{τ⩾k} − 1{τ⩾k+1}) +Xn1{τ⩾n} = X0 +

n∑

k=1

∆Xk1{τ⩾k},

à H = (Hn = 1{τ⩾n} : n ⩾ 1)�ïðåäñêàçóåìûé îãðàíè÷åííûé íåîòðèöàòåëüíûé

ïðîöåññ (ñì. ïðåäëîæåíèå 12.2). Ïîýòîìó Xτ = X0 + H • X è óòâåðæäåíèå

ñëåäóåò èç òåîðåìû 12.1. □

Ñëåäñòâèå 12.2. Åñëè X � ñóïåðìàðòèíãàë (ìàðòèíãàë), òî Xτ òàêæå

áóäåò ñóïåðìàðòèíãàëîì (ìàðòèíãàëîì).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî ìàðòèíãàëüíîñòè ñîõðàíÿ-

åòñÿ è íà îãðàíè÷åííûõ ìîìåíòàõ îñòàíîâêè.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü X � ñóáìàðòèíãàë, à τ è ν �ìîìåíòû îñòàíîâêè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ν ⩽ τ ⩽ N , ãäå N ∈ N. Òîãäà EXν ⩽ EXτ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Y = Xτ −Xν ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ äëÿXτ
n èXν

n ïðåäñòàâëåíèå èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäû-

äóùåé òåîðåìû, ïîëó÷àåì Y0 = 0 è

Yn = Xτ
n −Xν

n =

n∑

k=1

(
1{τ⩾k} − 1{ν⩾k}

)
∆Xk,

n = 1, 2, . . .. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ n èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

{ν ⩾ n} ⊆ {τ ⩾ n}. Ñëåäîâàòåëüíî, Cn = 1{τ⩾n} − 1{ν⩾n} ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíîé Fn−1-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Çàìå÷àÿ, ÷òî Y = C •X, ãäå
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C = (Cn : n ⩾ 1)�ïðåäñêàçóåìûé îãðàíè÷åííûé íåîòðèöàòåëüíûé ïðîöåññ,

ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî Y � ñóáìàðòèíãàë. Íî òîãäà

0 = EY0 ⩽ EYN = EXτ − EXν

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 12.3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû X � ñóïåðìàðòèíãàë (ìàðòèí-

ãàë), òî EXν ⩾ EXτ (EXν = EXτ ).

Íåðàâåíñòâà. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñ ìàðòèíãàëà-

ìè.

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü X = (Xn : n ⩾ 0)� ñóáìàðòèíãàë. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

a > 0 è n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
max

0⩽k⩽n
Xk ⩾ a

)
⩽

1

a
EX+

n . (12.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 0 è n ∈ N ôèêñèðîâàíû. Îáîçíà÷èì

A =

{
ω : max

0⩽k⩽n
Xk(ω) ⩾ a

}

è ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå τ = inf{k : Xk ⩾ a} (inf ∅ = ∞) è ν = τ ∧ n. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ν ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 12.4 ïîëó÷àåì

EXn ⩾ EXν = EXν1A + EXν1A ⩾ aP(A) + EXn1A,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

aP(A) ⩽ EXn − EXn1A = EXn1A.

Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî Xn1A ⩽ X+
n , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (12.3). □

Òåîðåìà 12.6. Ïóñòü X � êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë. Òî-

ãäà äëÿ ëþáûõ a > 0 è n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
max

0⩽k⩽n
|Xk| ⩾ a

)
⩽

1

a2
EX2

n. (12.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó X2 = (X2
n : n ⩾ 0) ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì,

òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (12.3), ïîëó÷àåì

P

(
max

0⩽k⩽n
|Xk| ⩾ a

)
= P

(
max

0⩽k⩽n
X2

k ⩾ a2
)

⩽
1

a2
EX2

n.

□

Òåîðåìà 12.7 (Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü ξ1, . . . , ξn �íåçàâè-

ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè

Dξk = σ2
k, k = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
max

0⩽k⩽n
|ξ1 + . . .+ ξk| ⩾ a

)
⩽

1

a2

n∑

k=1

σ2
k. (12.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ1, ξ2 . . .�íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íó-

ëåâûìè ñðåäíèìè è êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè. Îïðåäåëèì ôèëüòðà-

öèþ (Fn), F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), n ⩾ 1, è ðàññìîòðèì ïðîöåññ

S = (Sn : n ⩾ 0), ïîëîæèâ S0 = 0 è Sn = ξ1 + . . . + ξn, n ⩾ 1. Ïðîöåññ S

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (Fn) è

ES2
n = DSn =

n∑

k=1

Dξk,

ò. å. S �êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó íåðàâåí-

ñòâî (12.4), ïîëó÷àåì

P

(
max

0⩽k⩽n
|Sk| ⩾ a

)
⩽

1

a2
ES2

n =
1

a2

n∑

k=1

Dξk.

□

Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íåðàâåíñòâî

×åáûø¼âà è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷è-

ñåë Êîëìîãîðîâà.

� 13. Äîáàâëåíèå

Ïðè ðàññìîòðåíèè âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí óäîáíî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êàê è ïðè

îïðåäåëåíèè òî÷íîé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ïåðåéäåì ê

ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R = [−∞,∞]. Ïîýòîìó ìû áóäåì äîïóñêàòü çíà-

÷åíèÿ ±∞ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà B åñòåñòâåííûì

åñòåñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíÿåòñÿ äî σ-àëãåáðû B(R) = B, à ïîä ðàñøèðåí-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé áóäåì ïîíèìàòü èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ξ : Ω → R,

ò. å. ξ−1(B) ∈ F äëÿ âñåõ B ∈ B.

Ïóñòü òåïåðü ξ1, ξ2, . . .�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Äëÿ ëþáîãî x ∈ R

{ω : sup
n

ξn > x} =

∞⋃

n=1

{ω : ξn > x} ∈ F .

Ïîñêîëüêó π-ñèñòåìà ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (x,∞] ïîðîæäàþò σ-àëãåáðó B, òî

supn ξn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Àíàëîãè÷íî èç

ðàâåíñòâà

{ω : inf
n

ξn < x} =

∞⋃

n=1

{ω : ξn < x}

ñëåäóåò, ÷òî infn ξn ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ðàâåíñòâà

lim
n→∞

ξn = inf
n

sup
k⩾n

ξk, lim
n→∞

ξn = sup
n

inf
k⩾n

ξk

ïîêàçûâàþò, ÷òî lim
n→∞

ξn è lim
n→∞

ξn òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåííûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè.
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Åñëè ξ �ðàñøèðåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî óñëîâèå E|ξ| < ∞ áóäåò àâòî-

ìàòè÷åñêè ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî P(|ξ| < ∞) = 1. Ïðèâåäåì òåïåðü äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåì î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,

êîòîðûå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ðàíåå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè. 5.4 Â ñèëó ñâîé-

ñòâà ìîíîòîííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Eξn} ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Ïîýòîìó å¼ ïðåäåë (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé) ñó-
ùåñòâóåò è

lim
n→∞

Eξn ⩽ Eξ.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.

Äëÿ êàæäîé ξn âûáåðåì àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn,k, k = 1, 2, . . ., (ηn,k ↑ ξn ïðè k → ∞)

è îïðåäåëèì

ζj = max
1⩽i⩽j

ηi,j .

Ïîñêîëüêó

ζj = max
1⩽i⩽j

ηi,j ⩽ max
1⩽i⩽j

ηi,j+1 ⩽ max
1⩽i⩽j+1

ηi,j+1 = ζj+1,

òî ζj , j = 1, 2, . . ., îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ζ = limj→∞ ζj ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-

öàòåëüíîé (âîçìîæíî ðàñøèðåííîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïî îïðåäåëåíèþ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eζ = lim
n→∞

Eζn.

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . èìååì

ξn = lim
k→∞

ηn,k ⩽ lim
k→∞

ζk = ζ

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ = lim
n→∞

ξn ⩽ ζ, Eξ ⩽ Eζ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ζj = max
1⩽i⩽j

ηi,j ⩽ max
1⩽i⩽j

ξi ⩽ ξj ,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî Eζj ⩽ Eξj . Íî òîãäà ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå

íåðàâåíñòâà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

Eξ ⩽ Eζ = lim
j→∞

ζj ⩽ lim
j→∞

Eξj ,

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê ëåììà Ôàòó.

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü (ξn : n ∈ N)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëü-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òîãäà

E lim
n→∞

ξn ⩽ lim
n→∞

Eξn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ηn = inf
k⩾n

ξk.

Ïîñêîëüêó ηn, n = 1, 2, . . ., îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è

η = lim
n→∞

ηn = lim
n→∞

ξn,

òî â ñèëó òåîðåìû 5.4 î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè

Eη = E lim
n→∞

ξn = lim
n→∞

Eηn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ηn ⩽ ξn
è, ñëåäîâàòåëüíî,

Eη = lim
n→∞

Eηn ⩽ lim
n→∞

Eξn.

□

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. 5.5

Ïîñêîëüêó |ξn| ⩽ η, òî η ± ξn ⩾ 0 è ïðèìåíåíèå ëåììû Ôàòó äàåò

Eη ± Eξ = E lim
n→∞

(η ± ξn) ⩽ lim
n→∞

E(η ± ξn),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Eξ ⩽ lim
n→∞

Eξn

è

−Eξ ⩽ lim
n→∞

(−Eξn) = − lim
n→∞

Eξn.

Òàêèì îáðàçîì,

Eξ ⩽ lim
n→∞

Eξn ⩽ lim
n→∞

Eξn ⩽ Eξ,

ò. å.

Eξ = lim
n→∞

Eξn.

Äàëåå, ïîñêîëüêó |ξn − ξ| ï.í.→ 0 è |ξn − ξ| ⩽ 2η, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(|ξn − ξ| : n ∈ N) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïîýòîìó ïî äîêàçàííîìó

lim
n→∞

E|ξn − ξ| = E lim
n→∞

|ξn − ξ| = 0.

□

Äîêàçàòåëüñòâî óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. 6.4 Êàê óæå ðà-

íåå îòìå÷àëîñü, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξn ⩾ 0 è Eξn = a > 0.

Îïðåäåëèì òàêæå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ̂n = ξn1{ξn⩽n}, n = 1, 2, . . ., è îáîçíà-

÷èì Ŝn = ξ̂1 + . . . + ξ̂n. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
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òåîðåìû ìîæíî ïåðåíåñòè ñ ñóììû Sn = ξ1 + . . .+ ξn íà ñóììó Ŝn. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî

∞∑

n=1

P(ξn ̸= ξ̂n) =

∞∑

n=1

P(ξn > n)

⩽
∞∑

n=1

P(ξn ⩾ n) =

∞∑

n=1

P(ξ1 ⩾ n) =

∞∑

n=1

nP(n ⩽ ξ1 < n+ 1)

⩽
∞∑

n=1

E
(
ξ11{n⩽ξ1<n+1}

)
⩽ Eξ1 < ∞.

Îòñþäà è èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè 2.4 ñëåäóåò, ÷òî P
(
lim
n
{ξn ̸= ξ̂n}

)
= 0. Íî

òîãäà E = lim
n
{ξn = ξ̂n}, êàê äîïîëíåíèå ê lim

n
{ξn ̸= ξ̂n}, èìååò âåðîÿòíîñòü 1.

Ïðè ýòîì, åñëè ω ∈ E, òî ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(ω)/n} è {Ŝn(ω)/n}
îäíîâðåìåííî ëèáî ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó, ëèáî ðàñõîäÿòñÿ.

Ñëåäóþùèé ïóíêò äîêàçàòåëüñòâà ñâÿçàí ñ âûáîðîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{nk} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 1
nk

Ŝnk

ï.í.→ a ïðè

k → ∞. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî α > 1 è äëÿ k = 1, 2, . . . îïðåäåëèì nk = [αk]

� íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî ⩽ αk.

Ïóñòü ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà (5.5) è íåçàâè-

ñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂1, ξ̂2, . . ., ïîëó÷àåì

P

(∣∣∣∣∣
Ŝn

n
− EŜn

n

∣∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

DŜn

ε2n2
=

1

ε2n2

n∑

k=1

Dξ̂k

⩽
1

ε2n2

n∑

k=1

Eξ̂2k =
1

ε2n2

n∑

k=1

E
(
ξ2k1{ξk⩽k}

)

=
1

ε2n2

n∑

k=1

E
(
ξ211{ξ1⩽k}

)

⩽
1

ε2
E

(
1

n
ξ211{ξ1⩽n}

)
.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà nk ⩾ αk/2, êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ k ∈ N,

ñëåäóåò

∞∑

k=1

P

(∣∣∣∣∣
Ŝnk

nk
− EŜnk

nk

∣∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

1

ε2

∞∑

k=1

E

(
1

nk
ξ211{ξ1⩽nk}

)

=
1

ε2
E

( ∞∑

k=1

1

nk
ξ211{ξ1⩽nk}

)

⩽
1

ε2
E


 ∑

k : nk⩾ξ1

2ξ21
αk


 ⩽

2

ε2
E


 ∑

k : αk⩾ξ1

ξ21
αk




⩽
2

ε2
E




∞∑

j=0

ξ1
αj


 =

2Eξ1
ε2(1− 1/α)

.
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Â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè 2.4

P

(
lim
k

{∣∣∣∣∣
Ŝnk

nk
− EŜnk

nk

∣∣∣∣∣ ⩾ ε

})
= 0.

Ýòî ñ ó÷¼òîì ëåììû 6.1 îçíà÷àåò, ÷òî

Ŝnk

nk
− EŜnk

nk

ï.í.→ 0 ïðè k → ∞.

Ïîñêîëüêó (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè) Eξ̂n → a ïðè

n → ∞, òî

EŜnk

nk
=

1

nk

nk∑

j=1

Eξ̂j → a ïðè k → ∞.

Òàêèì îáðàçîì,

1

nk
Ŝnk

ï.í.→ a è
1

nk
Snk

ï.í.→ a ïðè k → ∞.

Ïóñòü E(α) � ïîäìíîæåñòâî Ω òåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ω, äëÿ êîòîðûõ

lim
k→∞

1

nk
Snk

(ω) = a.

Ôèêñèðóåì ω ∈ E(α) è ïóñòü n ∈ N. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåîò-

ðèöàòåëüíû è nk ↗ ∞, òî nk ⩽ n < nk+1 ïðè íåêîòîðîì k è

nk

nk+1
· Snk

nk
=

Snk

nk+1
⩽

Snk+1

nk
=

Snk+1

nk+1
· nk+1

nk
.

Çàìå÷àÿ, ÷òî k → ∞ è nk+1/nk → α ïðè n → ∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì

a

α
⩽ lim

n→∞

Sn

n
⩽ lim

n→∞
Sn

n
⩽ αa.

Ïóñòü òåïåðü αj > 1 è αj ↘ 1 ïðè j → ∞. Ìíîæåñòâî E∗ = ∩∞
j=1E(αj) èìååò

âåðîÿòíîñòü 1. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ω ∈ E∗ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

a

αj
⩽ lim

n→∞

Sn

n
⩽ lim

n→∞
Sn

n
⩽ αja.

Ïðè j → ∞ ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Sn

n
= lim

n→∞
Sn

n
= a,

ò. å. 1
nSn

ï.í.→ a è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è 1
n (ξ1 + . . .+ ξn)

ï.í.→ a ïðè n → ∞. Òîãäà E|ξ1| < ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Sn = ξ1 + . . . + ξn. Ïî óñëîâèþ
1
nSn

ï.í.→ a.

Èç ðàâåíñòâà
ξn
n

=
Sn

n
− n− 1

n
· Sn−1

n− 1

òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ξn
n

ï.í.→ 0. Â ñèëó ëåììû 6.1

P

(
lim
n

{∣∣∣∣
ξn
n

∣∣∣∣ ⩾ 1

})
= P

(
lim
n

{|ξn| ⩾ n}
)

= 0.

Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ {|ξn| ⩾ n}∞n=1 íåçàâèñèìû, òî ïî ëåììå Áîðåëÿ�Êàíòåëëè 2.4

∞∑

n=1

P(|ξn| ⩾ n) < ∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∑∞

n=1 P(|ξ1| ⩾ n) < ∞. Çàìå÷àÿ òàêæå, ÷òî

|ξ1| =
∞∑

n=1

|ξ1|1{n−1⩽|ξ1|<n} ⩽
∞∑

n=1

n1{n−1⩽|ξ1|<n},

ïîëó÷àåì

E|ξ1| ⩽
∞∑

n=1

nP(n− 1 ⩽ |ξ1| < n) =

∞∑

n=1

P(|ξ1| ⩾ n) < ∞.

□
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� 14. Òàáëèöà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Âàæíîñòü íîðìàëüíîãî (èëè ãàóññîâñêîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç öåí-

òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Åãî ïîïóëÿðíîñòü òàê âåëèêà, ÷òî íà îäíîé èç

ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ êóïþð â äåñÿòü íåìåöêèõ ìàðîê (äî ââîäà åâðî) áûë

èçîáðàæåí ïîðòðåò Ãàóññà è ïðèâåäåí ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Ðèñ. 1. 10 DM Serie4 Vorderseite

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

a ∈ R è σ > 0 ïîñðåäñòâîì ïëîòíîñòè

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−a)2

2σ2 .

Ñëó÷àé a = 0 è σ = 1 îòíîñèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó íîðìàëüíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ. Åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−u2/2du

ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), îòâå÷àþùåãî ïàðàìåòðàì a è σ ðà-

âåíñòâîì

F (x) = Φ

(
x− a

σ

)
.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè

Φ0(x) =
1√
2π

x∫

0

e−u2/2du, x > 0.
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Â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−y2/2 dy äëÿ àðãóìåíòîâ x ∈ [0; 3,99]. Çíà÷åíèå

ôóíêöèè Φ0(x) íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, äàþùåé öåëóþ ÷àñòü è äåñÿòûå äîëè àðãóìåíòà x, è ñòîëáöà,

äàþùåãî ñîòûå äîëè àðãóìåíòà x.

Åñëè η ∼ N (0, 1) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî P(a < η < b) =
Φ0(b)−Φ0(a). Ôóíêöèÿ Φ0(x) îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ η íà êîíñòàíòó 1

2 , ò.å. P(η < x) = 1
2 +Φ0(x).

Ôóíêöèÿ Φ0(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ò.å. Φ0(−x) = −Φ0(x). Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ Φ0(x) ïðè x ≥ 4
ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè 1

2 .

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 x

0,0 0,00000 0,00399 0,00798 0,01197 0,01595 0,01994 0,02392 0,02790 0,03188 0,03586 0,0

0,1 0,03983 0,04380 0,04776 0,05172 0,05567 0,05962 0,06356 0,06749 0,07142 0,07535 0,1

0,2 0,07926 0,08317 0,08706 0,09095 0,09483 0,09871 0,10257 0,10642 0,11026 0,11409 0,2

0,3 0,11791 0,12172 0,12552 0,12930 0,13307 0,13683 0,14058 0,14431 0,14803 0,15173 0,3

0,4 0,15542 0,15910 0,16276 0,16640 0,17003 0,17364 0,17724 0,18082 0,18439 0,18793 0,4

0,5 0,19146 0,19497 0,19847 0,20194 0,20540 0,20884 0,21226 0,21566 0,21904 0,22240 0,5

0,6 0,22575 0,22907 0,23237 0,23565 0,23891 0,24215 0,24537 0,24857 0,25175 0,25490 0,6

0,7 0,25804 0,26115 0,26424 0,26730 0,27035 0,27337 0,27637 0,27935 0,28230 0,28524 0,7

0,8 0,28814 0,29103 0,29389 0,29673 0,29955 0,30234 0,30511 0,30785 0,31057 0,31327 0,8

0,9 0,31594 0,31859 0,32121 0,32381 0,32639 0,32894 0,33147 0,33398 0,33646 0,33891 0,9

1,0 0,34134 0,34375 0,34614 0,34849 0,35083 0,35314 0,35543 0,35769 0,35993 0,36214 1,0

1,1 0,36433 0,36650 0,36864 0,37076 0,37286 0,37493 0,37698 0,37900 0,38100 0,38298 1,1

1,2 0,38493 0,38686 0,38877 0,39065 0,39251 0,39435 0,39617 0,39796 0,39973 0,40147 1,2

1,3 0,40320 0,40490 0,40658 0,40824 0,40988 0,41149 0,41308 0,41466 0,41621 0,41774 1,3

1,4 0,41924 0,42073 0,42220 0,42364 0,42507 0,42647 0,42785 0,42922 0,43056 0,43189 1,4

1,5 0,43319 0,43448 0,43574 0,43699 0,43822 0,43943 0,44062 0,44179 0,44295 0,44408 1,5

1,6 0,44520 0,44630 0,44738 0,44845 0,44950 0,45053 0,45154 0,45254 0,45352 0,45449 1,6

1,7 0,45543 0,45637 0,45728 0,45818 0,45907 0,45994 0,46080 0,46164 0,46246 0,46327 1,7

1,8 0,46407 0,46485 0,46562 0,46638 0,46712 0,46784 0,46856 0,46926 0,46995 0,47062 1,8

1,9 0,47128 0,47193 0,47257 0,47320 0,47381 0,47441 0,47500 0,47558 0,47615 0,47670 1,9

2,0 0,47725 0,47778 0,47831 0,47882 0,47932 0,47982 0,48030 0,48077 0,48124 0,48169 2,0

2,1 0,48214 0,48257 0,48300 0,48341 0,48382 0,48422 0,48461 0,48500 0,48537 0,48574 2,1

2,2 0,48610 0,48645 0,48679 0,48713 0,48745 0,48778 0,48809 0,48840 0,48870 0,48899 2,2

2,3 0,48928 0,48956 0,48983 0,49010 0,49036 0,49061 0,49086 0,49111 0,49134 0,49158 2,3

2,4 0,49180 0,49202 0,49224 0,49245 0,49266 0,49286 0,49305 0,49324 0,49343 0,49361 2,4

2,5 0,49379 0,49396 0,49413 0,49430 0,49446 0,49461 0,49477 0,49492 0,49506 0,49520 2,5

2,6 0,49534 0,49547 0,49560 0,49573 0,49585 0,49598 0,49609 0,49621 0,49632 0,49643 2,6

2,7 0,49653 0,49664 0,49674 0,49683 0,49693 0,49702 0,49711 0,49720 0,49728 0,49736 2,7

2,8 0,49744 0,49752 0,49760 0,49767 0,49774 0,49781 0,49788 0,49795 0,49801 0,49807 2,8

2,9 0,49813 0,49819 0,49825 0,49831 0,49836 0,49841 0,49846 0,49851 0,49856 0,49861 2,9

3,0 0,49865 0,49869 0,49874 0,49878 0,49882 0,49886 0,49889 0,49893 0,49896 0,49900 3,0

3,1 0,49903 0,49906 0,49910 0,49913 0,49916 0,49918 0,49921 0,49924 0,49926 0,49929 3,1

3,2 0,49931 0,49934 0,49936 0,49938 0,49940 0,49942 0,49944 0,49946 0,49948 0,49950 3,2

3,3 0,49952 0,49953 0,49955 0,49957 0,49958 0,49960 0,49961 0,49962 0,49964 0,49965 3,3

3,4 0,49966 0,49968 0,49969 0,49970 0,49971 0,49972 0,49973 0,49974 0,49975 0,49976 3,4

3,5 0,49977 0,49978 0,49978 0,49979 0,49980 0,49981 0,49981 0,49982 0,49983 0,49983 3,5

3,6 0,49984 0,49985 0,49985 0,49986 0,49986 0,49987 0,49987 0,49988 0,49988 0,49989 3,6

3,7 0,49989 0,49990 0,49990 0,49990 0,49991 0,49991 0,49992 0,49992 0,49992 0,49992 3,7

3,8 0,49993 0,49993 0,49993 0,49994 0,49994 0,49994 0,49994 0,49995 0,49995 0,49995 3,8

3,9 0,49995 0,49995 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49997 0,49997 3,9

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 x
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