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1. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

1.1. Íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå êîíñòðóê-
öèè 1

Ìû íà÷èíàåì ñ îáñóæäåíèÿ îñíîâ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòî îáåñ-
ïå÷èò íàì ÿçûê, íà êîòîðîì áóäóò âûðàæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Äëÿ ìíîæåñòâà A è ëþáîãî x âåðíî ðîâíî îäíî: ëèáî x ÿâ-

ëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A (ïèøóò x ∈ A), ëèáî � íå ÿâëÿåòñÿ (ïèøóò
x 6∈ A). Ìíîæåñòâî A ìîæíî ìûñëèòü êàê ñâîåãî ðîäà ÷åðíûé
ÿùèê, êîòîðûé äëÿ âñÿêîãî x äàåò îòâåò íà âîïðîñ: ¾x ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì A?¿
Áóäåì ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâàìè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãà-

ðàíòèðîâàíî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè (àêñèîìàìè).
I. Ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ò.å. ìíîæåñòâà,
ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ðàâíû.
II. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, à Q(x) � ôîðìóëà (ò.å. ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì x ∈ A óòâåðæäåíèå Q(x) ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî).
Òîãäà îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî B, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî òå ýëåìåíòû x ∈ A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ Q(x). Áó-
äåì ïèñàòü B = {x ∈ A : Q(x)} è ãîâîðèòü, ÷òî B çàäàíî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì Q(x).
Ïðîñòåéøèå ôîðìóëû Q(x) çàäàþò óñëîâèÿ x ∈ A, x = a. Áî-

ëåå ñëîæíûå ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îòðèöàíèÿ ¾íå ...¿, ëîãè÷å-
ñêèõ ñâÿçîê ¾... è ...¿, ¾... èëè ...¿, ¾⇒¿ (÷èòàåòñÿ ¾åñëè ..., òî...¿)
è ¾⇔¿ (¾... òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ...¿), à òàêæå êâàíòîðîâ
∀x (¾äëÿ ëþáîãî x¿) è ∃x (¾ñóùåñòâóåò x¿).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ìîæíî çàäàòü ïóñòîå ìíîæå-

ñòâî (ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî ìíîæåñòâà A): ïîëî-
æèì ∅ = {x ∈ A : x 6= x}.
Ñîãëàñíî ïðàâèëó I ìíîæåñòâî ∅ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ìíî-
æåñòâà Ω, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîæåñòâà. Åñëè Ω
ñóùåñòâóåò, òî îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî X = {A ∈ Ω: A /∈ A}. Âåð-

1Äàííûé ðàçäåë íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. ×òåíèå ìîæíî íà÷è-
íàòü ñî ñëåäóþùåãî ïóíêòà, îáðàùàÿñü ê äàííîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè.
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íî ëè, ÷òî X ∈ X? Ëþáîé èç îòâåòîâ î÷åâèäíî ïðèâîäèò ê ïðî-
òèâîðå÷èþ (ïàðàäîêñ Ðàññåëà).

III. Îïðåäåëèì äëÿ ìíîæåñòâ A, B îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ A∪B,
ïåðåñå÷åíèÿ A ∩B è ðàçíîñòè A \B (ñì. ðèñ. 1.1):

A ∪B

A ∩B

A\B

Ðèñ. 1.1

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A èëè x ∈ B;
x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A è x ∈ B;
x ∈ A \B ⇔ x ∈ A è x /∈ B.
Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è ðàç-

íîñòè êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïî
ïðàâèëó II, òàê êàê

A ∩B = {x ∈ A : x ∈ B} è A \B = {x ∈ A : x /∈ B}.
Êîððåêòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ îòäåëüíûì ïðàâèëîì.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A åñòü ñåìåéñòâî, èíäåêñèðîâàííîå

ýëåìåíòàìè Λ, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ (ñì. íèæå) ϕ : Λ→ A ñî ìíî-
æåñòâîì çíà÷åíèé A. Ïèøóò A = {aλ}λ∈Λ, ãäå aλ = ϕ(λ).
Áîëåå îáùå, äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ A = {Aλ}λ∈Λ îïðåäåëèì⋃

λ∈Λ

Aλ = {x : ∃λ ∈Λ (x ∈Aλ)},
⋂
λ∈Λ

Aλ = {x : ∀λ ∈Λ (x ∈Aλ)}.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè.

Òåîðåìà 1.1 (äå Ìîðãàí). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E âåðíî

E \
⋃
λ∈Λ

Aλ =
⋂
λ∈Λ

(E \Aλ), E \
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

(E \Aλ).

� Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî:

x ∈E \
⋃

λ∈Λ
Aλ ⇔ x ∈ E è x /∈

⋃
λ∈Λ

Aλ ⇔

⇔ x ∈ E è (∀λ ∈ Λ x /∈ Aλ)⇔ ∀λ ∈ Λ (x ∈ E è x /∈ Aλ)⇔

⇔ ∀λ ∈ Λ (x ∈ E \Aλ)⇔ x ∈
⋂

λ∈Λ
(E \Aλ).

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî. �
IV. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî çàäàííûå a è b. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ {a, b} è íà-
çûâàåòñÿ ïàðîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, x ∈ {a, b} ⇔ x = a èëè x = b.
Ïàðà {a, a} îáîçíà÷àåòñÿ êàê {a}.
Îòìåòèì, ÷òî ïî ïðàâèëó I âåðíî ðàâåíñòâî {a, b} = {b, a},

êðîìå òîãî, {a, b} = {a} ∪ {b}.
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Ïðèìåð. Îïðåäåëåíà ïàðà {∅, {∅}}. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáú-
åêòîâ a, b è c îïðåäåëåíà òðîéêà {a, b, c} = {a} ∪ {b} ∪ {c}.
Íà ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå áûòü ïîäìíîæåñòâîì:

(A ⊂ B)⇔ ∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B).
V. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî P(A) âñåõ
ïîäìíîæåñòâ A.
Îòìåòèì, ÷òî ∅ ⊂ A (èíà÷å äîëæåí íàéòèñü ýëåìåíò ∅, íå

ïðèíàäëåæàùèé A). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî P(A) âñåãäà íåïóñòî.

Ïðèìåð. Åñëè A = {a, b}, òî P(A) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèÿì. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ f èç
ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y � ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó
x ∈ X ñîïîñòàâëÿåò ðîâíî îäèí ýëåìåíò f(x) ∈ Y (ñì. ðèñ. 1.2).
Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüX, Y � ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà
ôóíêöèÿ f : X → Y, åñëè çàäàíà òàêàÿ ôîðìóëà P (x, y), ÷òî äëÿ
êàæäîãî x∈X ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí y∈Y, ïðè êîòîðîì P (x, y)
èñòèííà. Ïðè ýòîì ïèøóò y = f(x) èëè f : x 7→ y.

Ôóíêöèþ ìîæíî ìûñëèòü êàê óñòðîéñòâî, êîòîðîå êàæäîìó x
íà âõîäå âûäàåò f(x) íà âûõîäå (ñì. ðèñ. 1.3). Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé
áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè f, g : X → Y íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè f(x) = g(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïèøóò f = g.

Òåðìèíîëîãèÿ. Ïóñòü f : X → Y . Òîãäà
• X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ;
• çàïèñü y = f(x) ÷èòàþò: ¾y åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà àðãó-
ìåíòå x (â òî÷êå x)¿;
• f(A) = {f(x) : x ∈ A} � îáðàç ìíîæåñòâà A ⊂ X (ïðè f); îáðàç
f(X) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f ;
• f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà B ⊂ Y .
• Ïóñòü A ⊂ X. Ñóæåíèåì f íà ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ f |A : A→ Y , òàêàÿ ÷òî (f |A)(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ A.
• Êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f : X → Y è g : Y → Z íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ g ◦ f : X → Z, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì g ◦
◦ f(x) = g(f(x)) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñåãäà h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .
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X Y

f

x f(x)f

Ðèñ. 1.2 Ðèñ. 1.3

Ôóíêöèÿ idX :X→X, idX(x)=x, íàçûâàåòñÿòîæäåñòâåííîé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ
1) èíúåêöèåé, åñëè ∀x1, x2 ∈ X (f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2);
2) ñþðúåêöèåé, åñëè f(X) = Y ;
3) áèåêöèåé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé è
ñþðúåêöèåé.

Åñëè f : X → Y � áèåêöèÿ, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y óðàâíå-
íèå y = f(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f−1 : Y → X ïî ïðàâèëó f−1(y) = x⇔ f(x) = y. Ôóíêöèÿ f−1 íà-
çûâàåòñÿ îáðàòíîé ê f . Î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà f−1 ◦
◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî à) êîìïîçèöèÿ äâóõ èíúåêöèé (ñþðú-
åêöèé, áèåêöèé) åñòü èíúåêöèÿ (ñþðúåêöèÿ, áèåêöèÿ); á) ôóíê-
öèÿ, îáðàòíàÿ ê áèåêöèè, åñòü áèåêöèÿ.

Ñëåäóþùåå ïðàâèëî ìîæíî ñ÷èòàòü îòïðàâíîé òî÷êîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

VI. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî N è 0 /∈ N. Ïóñòü N0 = N ∪ {0}, è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ s : N0 → N, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ àêñèîìå èíäóêöèè:
åñëè M ⊂ N0 ñîäåðæèò 0 è âìåñòå ñî âñÿêèì ñâîèì ýëåìåí-

òîì n ñîäåðæèò s(n), òî M = N0.
Ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

à åãî ýëåìåíòû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ
íóëåì, à 1: = s(0) � åäèíèöåé.
Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè s îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ¾äîáàâëå-

íèÿ 1¿: s(n) = n+ 1. Åñëè ïîëîæèòü M = {0} ∪ s(N0), òî ïî àê-
ñèîìå èíäóêöèè M = N0. Ñëåäîâàòåëüíî, s ñþðúåêòèâíà, à çíà-
÷èò, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
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Íà îïðåäåëåíèè N0 îñíîâàí
Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü èìåþòñÿ óòâåð-

æäåíèÿ P (n), n ∈ N0. Åñëè óòâåðæäåíèå P (0) èñòèííî è äëÿ âñÿ-
êîãî n âåðíî P (n)⇒ P (n+1), òî âñå óòâåðæäåíèÿ P (n) èñòèííû.
� Ïîëîæèì M = {n ∈ N0: P (n) èñòèííî}. Ïî óñëîâèþ ìíîæå-
ñòâî M óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå èíäóêöèè. Ïîýòîìó M = N0. �
Ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà N0.

Äëÿ x ∈ N0 ïîëîæèì x+ 0 = x, è åñëè îïðåäåëåíî x+n, òî ïîëî-
æèì x+ (n+ 1) = (x+ n) + 1. Àíàëîãè÷íî 0 · x = 0 è (n+ 1)x =
= nx+ x. Äàëåå, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íà N0: x < y ⇔ y =
= x+ n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Áóäåì ïèñàòü x 6 y (èëè y > x),
åñëè x < y èëè x = y. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó íàòóðàëüíîå n>1,
òî èç óñëîâèÿ x < y ñëåäóåò, ÷òî x+ 1 6 y.

Ïðèìåð. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ìíîæåñòâà
A1 = {n ∈ N : n > 1, n 6= 2m äëÿ ëþáîãî m ∈ N, m > 1},
Ak+1 = {n ∈ Ak : n 6= m(k + 2) äëÿ ëþáîãî m ∈ N, m > 1}.
Òîãäà

⋂
k∈NAk åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè A åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî N0, òî

A èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ò.å. òàêîé ýëåìåíò m ∈ A,
÷òî m 6 n äëÿ âñÿêîãî n ∈ A.
� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A íåò ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Îïðåäå-
ëèì ìíîæåñòâîM = {x ∈ N0 : ∀n ∈ A (x < n)}. Ïóñòü x ∈M . Åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x+ 1 /∈M , òî x+ 1 > m äëÿ íåêîòîðîãî
m ∈ A. Ïî îïðåäåëåíèþM äëÿ âñÿêîãî n ∈ A âåðíî x < n è, çíà-
÷èò, x+1 6 n. Ïîýòîìóm 6 n, ò.å.m � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò A,
ïðîòèâîðå÷èå. Òàêæå âåðíî, ÷òî 0 ∈M (âåäü 0 /∈ A).
Èìååì 0 ∈M , è åñëè x ∈M , òî x+ 1 ∈M . Ïî àêñèîìå èíäóê-

öèè M = N0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïóñòîòå ìíîæåñòâà A. �

Çàäà÷à. Ïóñòü Rm = {x ∈ N : x > m}, m ∈ N. Ïîêàæèòå, ÷òî(
m ∈M, n ∈M ⇒ n+ 1 ∈M

)
=⇒M = Rm.

Êðàòêî îáñóäèì àëãåáðàè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ
ðàñøèðèòü N äî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå ÷èñëî � ýòî âûðàæåíèå âèäà x− a, ãäå
x, a ∈ N0. Äâà öåëûõ ÷èñëà x− a è y − b íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè x+ b = y + a. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ êàê Z.
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Íà Z îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:
(x− a) + (y − b) = (x+ y)− (a+ b),
(x− a) · (y − b) = (xy + ab)− (ay + xb).

Çàìå÷àíèå. 1) Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé êîððåêòíî. Ïðîâåðèì
ýòî äëÿ óìíîæåíèÿ ¾·¿. Ïóñòü x− a = x′− a′. Ïîêàæåì, ÷òî (x−
− a) · (y− b) = (x′ − a′) · (y− b) èëè (xy+ ab)− (ay+ xb) = (x′y+
a′b)− (a′y+x′b). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî (x+a′)y+
+ (x′ + a)b = (x′ + a)y + (x+ a′)b, êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
÷èñåë x− a è x′ − a′.
2) Öåëîå ÷èñëî n− 0 áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ n ∈ N0. Òàêîå

îòîæäåñòâëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ îïåðàöèÿìè, ò.ê. (n− 0) + (m−
− 0) = (n+m) + 0 è (n− 0)(m− 0) = nm− 0. Â ýòîì ñìûñëå N0 ⊂
⊂ Z. Äëÿ ÷èñëà n ∈ N îïðåäåëèì −n = 0− n, è −N � ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ÷èñåë. Òîãäà Z = N ∪ {0} ∪ (−N).
3) Ïóñòü α, β ∈ Z. Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî α < β, åñëè

β = α+ n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
Îïðåäåëåíèå. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ýòî âûðàæåíèå âèäà pq ,

ãäå p ∈ Z, q ∈ N. Äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà p
q è m

n ðàâíû, åñëè
pn = qm. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ êàê Q.
Íà Q îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:
p
q + m

n = pn+ qm
qn , p

q ·
m
n = pm

qn .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïåðàöèé. ×èñëî p
1 áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ñ p ∈ Z. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ îïå-
ðàöèÿìè, ò.ê. p1 + m

1 = p+m
1 è p

1 ·
m
1 = pm

1 è, çíà÷èò, Z ⊂ Q.

Íàðÿäó ñ îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè
îñíîâíîé ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè â ïàðå {a, b} èçâåñòíî, ÷òî a ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðâûì ýëåìåíòîì, à b � âòîðûì, òî ïàðà íàçûâàåòñÿ óïî-

ðÿäî÷åííîé è îáîçíà÷àåòñÿ (a, b). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð: (a, b) = (c, d)⇔ a = c è b = d.2 Äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A×B =
= {(a, b) : a ∈ A è b ∈ B}.

2Ñóùåñòâîâàíèå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ìîæíî òðåáîâàòü îòäåëüíûì ïðàâè-
ëîì, à ìîæíî îïðåäåëèòü èñõîäÿ èç óæå ïðèâåäåííûõ ïðàâèë, íàïðèìåð, êàê
(a, b) = {{a}, {a, b}}.
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Ïîäìíîæåñòâî R ïðîèçâåäåíèÿ X × Y íàçûâàåòñÿ îòíîøåíè-
åì. Ïèøóò xRy, åñëè (x, y) ∈ R. Ãîâîðÿò, ÷òî R åñòü îòíîøåíèå
íà X, åñëè X = Y .

Ïðèâåäåì âàæíåéøèå ïðèìåðû îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → Y . Ìíîæåñòâî
Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X} íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè f .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèè f, g : X → Y ðàâíû, òî èõ ãðà-
ôèêè ñîâïàäàþò. Â òî æå âðåìÿ, ïóñòü îòíîøåíèå Γ, òàêîå ÷òî
äëÿ âñÿêîãî x ∈ X ìíîæåñòâî {y ∈ Y : (x, y) ∈ Γ} ñîñòîèò èç îä-
íîãî ýëåìåíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êî-
òîðîé Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì: òàêàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì
(x, y) ∈ Γ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îòîæäåñòâëÿåò-
ñÿ ñî ñâîèì ãðàôèêîì (ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå). Ýòî ïîçâî-
ëÿåò, íàïðèìåð, ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé èç X â Y .
Ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ôîðìàëèçóåò ïîíÿòèå êëàññèôèêàöèè

îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå îòíîøåíèå ∼ íà X íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âûïîë-
íåíî:
1) x ∼ x (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) åñëè x ∼ y, òî y ∼ x (ñèììåòðè÷íîñòü);
3) åñëè x ∼ y è y ∼ z, òî x ∼ z (òðàíçèòèâíîñòü).
Ìíîæåñòâî [x] = {y ∈ X : x ∼ y} íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì x.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî [x] ⊂ X è x ∈
∈ [x]. Áîëåå òîãî, [x] è [y] ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ a ∈ [x] ∩ [y], òî x ∼ y, ò.ê. a ∼ x è
a ∼ y. Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî z âåðíî z ∼ x⇔ z ∼ y, ò.å. [x] = [y].

Îïðåäåëèì ôàêòîðìíîæåñòâî X/∼= {[x] : x ∈ X}. Íàáîð
X/∼ çàäàåò ðàçáèåíèå X: ìíîæåñòâî X ïðåäñòàâèìî â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Â òåîðèè ìíîæåñòâ Z ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ìíî-

æåñòâå ïàð èç N0 îòíîøåíèå (x, a) ∼ (y, b)⇔ x+ b = y + a ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà ñèìâîë x− a ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
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[(x, a)], à Z êàê ôàêòîðìíîæåñòâî, Z = {[(x, a)]}. Ýòîò êîììåí-
òàðèé îòíîñèòñÿ òàêæå è ê ïîñòðîåíèþ Q.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå îòíîøåíèå 6 íà X íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âû-
ïîëíåíî:
1) x 6 x (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) åñëè x 6 y è y 6 x, òî y = x (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);
3) åñëè x 6 y è y 6 z, òî x 6 z (òðàíçèòèâíîñòü).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü íà P(X) îòíîøåíèå

âêëþ÷åíèÿ: A 6 B ⇔ A ⊂ B.
Åñëè â äîïîëíåíèå x 6 y èëè y 6 xäëÿ âñåõ x, y ∈ X, òî 6 íà-

çûâàþò îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå 6 íà N èëè Z.
Áåçîãîâîðî÷íî ïðèìåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

VII. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c : P(A) \
\{∅} → A, òàêàÿ ÷òî c(B) ∈ B äëÿ âñåõ B ⊂ A (àêñèîìà âûáîðà).
Â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèþ âûáîðà ìîæíî âûïèñàòü â

ÿâíîì âèäå. Íàïðèìåð, äëÿ íåïóñòîãî B ⊂ N0 ìîæíî ïîëîæèòü
c(B) = minB.

Ïîêàæåì, êàê ïðè ïîìîùè ôóíêöèé ðàçäåëèòü ìíîæåñòâà íà
êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå.
Ïîëîæèì In = {k ∈ N : k 6 n}, n ∈ N.

Òåîðåìà 1.3 (ïðèíöèï Äèðèõëå). Åñëè f : In → Im � èíú-

åêöèÿ, òî n 6 m.

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 óòâåð-
æäåíèå âåðíî. Ïóñòü f : In+1 → Im � èíúåêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
ïîñêîëüêó n+ 1 > 2, òî m > 2.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ τ : Im → Im, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò m è

f(n+ 1), à îñòàëüíûå ýëåìåíòû îñòàâëÿåò íà ìåñòå, è ðàññìîò-
ðèì êîìïîçèöèþ τ ◦ f : In+1 → Im. Ôóíêöèÿ τ ◦ f èíúåêòèâíà
êàê êîìïîçèöèÿ èíúåêöèé, è îòîáðàæàåò In â Im−1 (ò.ê. n+ 1 ïå-
ðåõîäèò â m). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè n 6 m− 1, à çíà÷èò,
n+ 1 6 m. �

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî
ïóñòîå èëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : In→A äëÿ íåêîòîðîãî n∈N.
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Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî îíî íàçûâàåòñÿ áåñ-

êîíå÷íûì.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà áèåêöèÿ

f : In → A (ãîâîðÿò, ÷òî ¾A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ¿).

� Ïóñòü ôóíêöèè f : In → A è g : Im → A � áèåêöèè. Êîìïîçè-
öèè g−1 ◦ f : In → Im è f−1 ◦ g : Im → In ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè,
ïîýòîìó ïî òåîðåìå n 6 m è m 6 n, ò.å. n = m. �

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî N áåñêîíå÷íî.

� Åñëè N êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : In → N. Òàê êàê
In+1 ⊂ N, òî îòîáðàæåíèå σ : In+1 → N, σ(k) = k, � èíúåêöèÿ. Íî
òîãäà êîìïîçèöèÿ f−1 ◦ σ : In+1 → In ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.3. �

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî, òî ñóùåñò-

âóåò èíúåêöèÿ f : N→ A.

� Ïóñòü A áåñêîíå÷íî. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ f ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: âûáåðåì íåêîòîðîå a ∈ A è îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè f(1) =
= a, f(n+ 1) = c(A \ {f(1), . . . , f(n)}). Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áó-
äåò èíúåêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ. �

1.2. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë
Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñ-

ëè íà íåì çàäàíû îïåðàöèè +:F× F→ F è ·:F× F→ F, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
A1 (êîììóòàòèâíîñòü) ∀a, b ∈ F a+ b = b+ a, a · b = b · a;
A2 (àññîöèàòèâíîñòü) ∀a, b, c ∈ F (a+ b) + c = a+ (b+ c),

(a · b) · c = a · (b · c);
A3 (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ) ∃0 ∈ F ∀a ∈ F a+ 0 = a;

A4 (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà) ∀a ∈ F
∃(−a) ∈ F a+ (−a) = 0;

A5 (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû) ∃1 ∈ F \{0} ∀a ∈ F a · 1 = a;

A6 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà) ∀a ∈ F \{0}
∃a−1 ∈ F a · a−1 = 1;

A7 (äèñòðèáóòèâíîñòü) ∀a, b, c ∈ F (a+ b) · c = a · c+ b · c.
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

a− b = a+ (−b), ab = a · b, a

b
= a/b = ab−1.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî ââåäåí-
íûõ îïåðàöèé ñ íóëåì 0

1 è åäèíèöåé 1
1 . Âûïîëíåíèå àêñèîì ñëå-

äóåò èç ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë. Íàïðîòèâ,
ìíîæåñòâî Z íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì: óðàâíåíèå 2x = 1 íå èìååò ðå-
øåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ïðî-
ñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëåé.
1) åñëè a+ 0′ = a äëÿ âñåõ a ∈ F, òî 0′ = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî À3 è À1 èìååì 0′ = 0′ + 0 = 0 + 0′ = 0. Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïî îïðåäåëåíèþ 0′.
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü åäèíèöû ïîëÿ, à

òàêæå îäíîçíà÷íîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòîâ.
2) a · 0 = 0 è (−1)a = −a.
Ïî À7 è À3 a0 = a(0 + 0) = a0 + a0. Îñòàëîñü ïðèáàâèòü ê îáå-

èì ÷àñòÿì −a0. Ïðîâåðèì âòîðîå ðàâåíñòâî. Òàê êàê (−1)a+
+ 1 · a = ((−1) + 1)a = 0a = 0, òî (−1)a = −a.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà

íåì âûïîëíÿåòñÿ
Àêñèîìà ïîðÿäêà. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî P ⊂ F òà-

êîå, ÷òî
à) åñëè a, b ∈ P , òî a+ b ∈ P , ab ∈ P (çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëü-
íî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ);

á) äëÿ êàæäîãî a ∈ F âåðíî ðîâíî îäíî: ëèáî a ∈ P , ëèáî −a ∈
∈ P , ëèáî a = 0.

Ýëåìåíò a ∈ F íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè a ∈ P , è îò-
ðèöàòåëüíûì, åñëè −a ∈ P .
Áóäåì ïèñàòü a < b (èëè b > a), åñëè b− a ∈ P , áóäåì ïèñàòü

a 6 b (b > a), åñëè a < b èëè a = b.

Çàìå÷àíèå. Èç ï. (á) àêñèîìû ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ a, b ∈ F âûïîëíåíî ðîâíî îäíî: a < b, b < a èëè a = b.

Ïðèìåð. Ïîëå Q óïîðÿäî÷åííîå: ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ Q+ = {mn : m, n ∈ N}.
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Ëåììà 1.1. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå è a, b, c, d ∈ F.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè a < b è b < c, òî a < c;
á) åñëè a < b è c < d, òî a+ c < b+ d;
â) åñëè a < b è c > 0, òî ac < bc;
ã) åñëè a 6= 0, òî a2 > 0.
Â ÷àñòíîñòè, 1 > 0.

� à) Ïî óñëîâèþ b− a, c− b ∈ P . Òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè P
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ c− a = (b− a) + (c− b) ∈ P , ò.å. a < c.
Ïóíêò (á) óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
â) Ïî óñëîâèþ b− a, c ∈ P . Òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè P îòíî-

ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ c(b− a) = cb− ca ∈ P , ò.å. ac < bc.
ã) Åñëè a>0, òî a2>0 â ñèëó çàìêíóòîñòè P îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ. Åñëè a < 0, òî −a > 0, à çíà÷èò, (−a)(−a) > 0. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî (−a)(−a) = (−1)(−1)a2 = −(−a2) = a2. �

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâà (à)�(â) î÷åâèäíî ñîõðàíÿòñÿ, åñëè çíàê
< çàìåíèòü íà 6.

Îïðåäåëåíèå. Ìîäóëåì èëè àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé x ∈ F
íàçûâàåòñÿ

|x| =

{
x, x > 0,

−x, x < 0.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå è x, y ∈ F. Òîãäà
à) |x| > 0, |x| = 0⇔ x = 0; á) |−x| = |x|; â) |xy| = |x||y|;
ã) |x| 6 y ⇔ −y 6 x 6 y; ä) |x+ y| 6 |x|+ |y|.

� Ñâîéñòâà (à)�(ã) óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàçáîðîì
ñëó÷àåâ. Ïðîâåðèì ï. (ã). Ïóñòü |x| 6 y. Åñëè x > 0, òî x 6 y è
−y 6 0 6 x. Åñëè x < 0, òî |x| 6 y çàïèñûâàåòñÿ êàê −x 6 y èëè
x > −y. Òàê êàê y > 0, òî y > 0 > x. Â ëþáîì ñëó÷àå −y 6 x 6 y.
Îáðàòíî, ïóñòü −y 6 x 6 y. Òàê êàê âåðíî |x| = x èëè |x| = −x,
òî îäíî èç íåðàâåíñòâ ñîâïàäàåò ñ |x| 6 y.
Äîêàæåì ï. (ä). Ïî ï. (ã) −|x| 6 x 6 |x|, −|y| 6 y 6 |y|. Îòêóäà

−(|x|+ |y|) 6 x+ y 6 |x|+ |y| è, çíà÷èò, |x+ y| 6 |x|+ |y|. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííîãî
ïîëÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B, åñëè
a 6 b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò c ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B, åñëè A
ëåæèò ëåâåå {c}, à {c} ëåæèò ëåâåå B, òî åñòü

∀a ∈ A ∀b ∈ B (a 6 c 6 b).

Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå F íàçûâàåòñÿ ïîëíûì,
åñëè íà íåì âûïîëíÿåòñÿ
Àêñèîìà ïîëíîòû. Ïóñòü A, B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ïî-

ëÿ F, ïðè÷åì A ëåæèò ëåâåå B, òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ F, ðàçäå-
ëÿþùèé A è B.
Ïîëíîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, ñîäåðæàùåå Q, íàçûâàåòñÿ ïîëåì

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ R. Ýëåìåíòû R íàçûâà-
þòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Óäîáíî R èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, à åãî ýëå-
ìåíòû � êàê òî÷êè ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ýòî ñîîòâåòñòâèå èñêëþ÷èòåëüíî â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè � äî-
ïîëíèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ àêñèîì ââîäèòüñÿ íå áóäåò.

Ñëåäóþùåå ïðîñòåéøåå íàáëþäåíèå äàåò âàæíûé ñïîñîá äî-
êàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ â àíàëèçå.

Ëåììà 1.3. Åñëè x∈R, òàêîå ÷òî x 6 ε äëÿ âñåõ ε∈R, ε > 0,
òî x 6 0.

� Åñëè x > 0, òî 0 < x
2 < x. Ïîëàãàÿ ε = x

2 , ïðèõîäèì ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. �

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîåM ∈ R, ÷òî x 6M äëÿ âñåõ x ∈ E.
Ïðè ýòîì ÷èñëî M íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E.
Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîåm ∈ R, ÷òî x > m äëÿ âñåõ x ∈ E. Ïðè ýòîì ÷èñëîm
íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E.
Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðà-

íè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü E ⊂ R ðàâíîñèëüíà
óñëîâèþ ∃K > 0 ∀x ∈ E (|x| 6 K).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E ⊂ R íåïóñòî. Íàèìåíüøàÿ èç âåðõ-
íèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (ñó-
ïðåìóìîì) ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ êàê supE.
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Íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ òî÷-
íîé íèæíåé ãðàíüþ (èíôèìóìîì) ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ
êàê inf E (ñì. ðèñ. 1.4).

︸ ︷︷ ︸
нижние грани

︸ ︷︷ ︸
верхние грани

inf E supE

E

Ðèñ. 1.4

Îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâ:

c = supE ⇔

{
∀x ∈ E (x 6 c),

∀c′ < c ∃x ∈ E (x > c′),

b = inf E ⇔

{
∀x ∈ E (x > b),

∀b′ > b ∃x ∈ E (x < b′).

Äåéñòâèòåëüíî, â îïðåäåëåíèè ñóïðåìóìà ïåðâîå óñëîâèå îçíà-
÷àåò, ÷òî c � âåðõíÿÿ ãðàíü E, âòîðîå � ÷òî ÷èñëî c′ < c íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ E, ò.å. c � ìèíèìàëüíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.
Íå âñÿêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæ-

íþþ) ãðàíü: íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà ñâåðõó (ñíèçó). Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿ-
åòñÿ è äîñòàòî÷íûì.

Òåîðåìà 1.5 (ïðèíöèï ïîëíîòû Âåéåðøòðàññà). Âñÿêîå

íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâî èìååò òî÷-

íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíü.

� Ïóñòü A ⊂ R, A 6= ∅ è A îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ðàññìîòðèì B
� ìíîæåñòâî âåðõíèõ ãðàíåé A. Ïî óñëîâèþ B 6= ∅, è A ëåæèò
ëåâåå B. Òîãäà ïî àêñèîìå ïîëíîòû

∃c ∈ R ∀a ∈ A ∀b ∈ B (a 6 c 6 b).

Èç ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî a 6 c äëÿ
âñåõ a ∈ A. Ïóñòü c′ < c. Èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî c′ < b äëÿ âñåõ b ∈ B. Çíà÷èò, c′ /∈ B, ò.å. c′ íå
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, c � íàè-
ìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé A.
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Ñóùåñòâîâàíèå èíôèìóìà ó íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ñíèçó
ìíîæåñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 1.6 (àêñèîìà Àðõèìåäà). Ïóñòü a, b ∈ R è a > 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî na > b.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî na 6 b äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà ìíîæåñòâî
A = {na : n ∈ N} îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïî òåîðåìå 1.5 ñóùåñòâóåò
c = supA. ×èñëî c− a íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A, ò.ê. a > 0.
Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî na > c− a. Íî òîãäà (n+ 1)a ∈ A
è (n+1)a = na+a > (c−a)+a = c, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
c ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A. �

Ñëåäñòâèå 1.
1) Äëÿ ëþáîãî b ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî n > b.
2) inf{ 1

n : n ∈ N} = 0, ò.å. åñëè ε ∈ R, ε > 0, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå n ∈ N, ÷òî 1

n < ε.

� Äëÿ ïðîâåðêè ï. 1 ïðèìåíÿåì òåîðåìó ïðè a = 1. Äîêàæåì
ï. 2. Äëÿ âñåõ n ∈ N âåðíî 1

n > 0, è åñëè ε > 0, òî íàéäåòñÿ òà-
êîå n, ÷òî n > 1

ε èëè
1
n < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = inf{ 1

n : n ∈ N}.�
Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñ-

ëî m ∈ Z, òàêîå ÷òî m 6 x < m+ 1 (m íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷à-
ñòüþ ÷èñëà x è îáîçíà÷àåòñÿ êàê [x]).

� Ïóñòü x > 0. Òîãäà S = {n ∈ N: n > x} íåïóñòî. Ïî òåîðåìå 1.2
ìíîæåñòâî S èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò p. Ïîëîæèì m=p− 1.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ p âûïîëíåíî m+ 1 > x è m 6 x.
Åñëè x < 0, òî ïî äîêàçàííîìó íàéäåòñÿ òàêîåm′ ∈ Z, ÷òîm′ 6

6 −x < m′ + 1. Îñòàëîñü ïîëîæèòü m = −m′, åñëè −x = m′, è
m = −m′ − 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü m1 6 x < m1 + 1, m2 6 x < m2 + 1 äëÿ íåêîòîðûõ m1,

m2 ∈ Z. Âû÷èòàÿ îäíî íåðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì −1 <
< m1 −m2 < 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî m1 = m2. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü a, b ∈ R, a < b. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå

r ∈ Q, ÷òî a < r < b.

� Íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî 1
n < b− a. Ïîëîæèì r =

[na] + 1
n .

Òîãäà r ∈ Q è r > na− 1 + 1
n = a, r 6 na+ 1

n = a+ 1
n < b. �

Çàäà÷à. Ïóñòü a ∈ R è A = {r ∈ Q : r < a}. Íàéäèòå supA.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈ R. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ âîçâåäå-
íèÿ â ñòåïåíü n ∈ N0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: a0 = 1, è åñëè óæå
îïðåäåëåíî an, òî an+1 = an · a.
Ïî èíäóêöèè an îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ n ∈ N0.

Ïðèìåð. Ïóñòü n ∈ N, n > 1. Äëÿ ëþáîãî y > 0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå x > 0, òàêîå ÷òî xn = y. Ïèøóò x = n

√
y.

� Èç òîæäåñòâà

bn − an = (b− a)(bn−1 + bn−2a+ . . .+ ban−2 + an−1)

(âåðíî â ëþáîì ïîëå) ïðè 0 6 a < b ñëåäóåò

bn − an < nbn−1(b− a). (1.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 6 a < b, òî an < bn, è óðàâíåíèå xn = y èìååò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå. Äëÿ y = 0 ïîäõîäèò x = 0, ïîýòîìó

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî y > 0. Îïðåäåëèì S = {t > 0: tn < y}. Ìíî-
æåñòâî S íåïóñòî (ñîäåðæèò 0). Äàëåå, åñëè t > 1 + y, òî tn >
> (1 + y)n > 1 + y > y, à çíà÷èò, t /∈ S. Èòàê, t 6 1 + y äëÿ âñåõ
t ∈ S, ò.å. S îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Â ñèëó ïîëíîòû R ñóùåñòâóåò
x = supS. Ïîêàæåì, ÷òî xn = y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn < y. Ïîëàãàÿ â (1.1) a = x è b = x+

+ h, ïîëó÷èì (x+ h)n− xn < hn(x+ h)n−1. Ïîýòîìó ïðè 0 < h <
< 1 è h < (y−xn)/n(x+1)n−1 âåðíî (x+h)n < y. Òîãäà x+h ∈ S,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ x. Ïóñòü xn > y. Ïðè 0 < h < x,
ïîëàãàÿ â (1.1) a = x− h è b = x, èìååì xn − (x− h)n < hnxn−1.
Åñëè ê òîìó æå h < (xn − y)/nxn−1, òî (x− h)n > y. Òåïåðü t >
> x−h âëå÷åò tn > y. Ïîýòîìó t 6 x−h äëÿ âñåõ t ∈ S è, çíà÷èò,
x− h � âåðõíÿÿ ãðàíü S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ x. �

Çàäà÷à. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî
√

2 /∈ Q.
2) Ïóñòü F = {q + r

√
2: q, r ∈ Q}. Ïîêàæèòå, ÷òî F ñ îïåðà-

öèÿìè, íàñëåäóåìûìè èç R, ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì.

Ìíîæåñòâî R \Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë.

Ëåììà 1.4 (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Åñëè n ∈ N è x>−1,
òî (1 + x)n > 1 + xn.
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� Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî âåðíî: (1 + x)1 > 1 + 1 · x (ïðåâðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî). Ïóñòü íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n. Òîãäà (1 + x)n+1 =
= (1 +x)n(1 +x) > (1 +nx)(1 +x) = 1 + (n+ 1)x+nx2 > 1 + (n+
+ 1)x è, çíà÷èò, íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n+ 1. �

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: åñëè n, m ∈ Z, m 6 n, òî ïîëàãàåì
n∑

i=m

ai = am + . . .+ an,

n∏
i=m

ai = am · . . . · an.

Â ñëó÷àå n < m îïðåäåëèì ïóñòóþ ñóììó êàê 0 è ïóñòîå ïðîèç-
âåäåíèå êàê 1.

Ñëåäóþùåå òîæäåñòâî èìååò ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè.

Òåîðåìà 1.7 (áèíîì Íüþòîíà). Äëÿ ëþáûõ a, b∈ R è n∈ N

âûïîëíåíî (a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
kbn−k, ãäå Ckn = n!

k!(n− k)!
, à n! îïðå-

äåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî: 0! = 1, n! = (n− 1)! · n.
� Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n.
Òîãäà

(a+ b)n+1 = (a+ b)
n∑
k=0

Ckna
kbn−k =

=
n∑
k=0

Ckna
kbn+1−k +

n+1∑
k=1

Ck−1
n akbn−(k−1) =

= C0
nb
n+1 +

n∑
k=1

(
Ckn + Ck−1

n

)
akbn+1−k + Cnna

n+1.

Òàê êàê C0
n = C0

n+1 = 1, Cnn = Cn+1
n+1 = 1 è

Ckn + Ck−1
n =

(n+ 1− k) · n! + k · n!

k!(n+ 1− k)!
= Ckn+1, 1 6 k 6 n,

òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî è äëÿ n+ 1. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü a > 0, n, k ∈ N, k 6 n. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

(1 + a)n > 1 + Ckna
k.
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Ìíîæåñòâî R = R ∪ {−∞, +∞} íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé. Ñ÷èòàþò, ÷òî −∞ < x < +∞ äëÿ âñåõ x ∈ R.
Îïðåäåëèì äîïóñòèìûå îïåðàöèè ñ ±∞. Äëÿ x ∈ R ïîëàãàþò

x+ (+∞) = x− (−∞) = +∞, x+ (−∞) = x− (+∞) = −∞,
x

+∞
=

x

−∞
= 0,

x · (±∞) = ±∞ ïðè x > 0, x · (±∞) = ∓∞ ïðè x < 0.

Êðîìå òîãî,

+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞,
+∞· (+∞) = −∞· (−∞) = +∞, +∞· (−∞) = −∞· (+∞) = −∞.

Íåäîïóñòèìûìè ñ÷èòàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

+∞− (+∞), +∞+ (−∞), −∞− (−∞),

−∞+ (+∞), 0 · ±∞, ±∞ · 0, ±∞
±∞

.

Ñîãëàøåíèå. Ïóñòü E ⊂ R. Åñëè ìíîæåñòâî E íå îãðàíè÷åíî
ñâåðõó, òî ïîëàãàþò supE = +∞, à åñëè ìíîæåñòâî E íå îãðàíè-
÷åíî ñíèçó, òî ïîëàãàþò inf E = −∞.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîìåæóòêîì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî
I ⊂ R, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåðæèò
è âñå òî÷êè, ëåæàùèå ìåæäó íèìè (ò.å. ∀a, b ∈ I ∀x ∈ R (a 6 x 6
6 b⇒ x ∈ I)).

Ðàññìîòðèì î÷åâèäíûå ïðèìåðû ïðîìåæóòêîâ. Äëÿ a, b ∈ R,
a 6 b îïðåäåëèì

[a, b] = {x ∈ R : a 6 x 6 b}, (a, b) = {x ∈ R : a < x < b},

(a, b] = {x ∈ R : a < x 6 b}, [a, b) = {x ∈ R : a 6 x < b},

(−∞, b] = {x ∈ R : x 6 b}, (−∞, b) = {x ∈ R : x < b},

[a, +∞) = {x ∈ R : a 6 x}, (a, +∞) = {x ∈ R : a < x}.
Îêàçûâàåòñÿ, ýòè ïðèìåðû âìåñòå ñ R èñ÷åðïûâàþò âñå ïðî-

ìåæóòêè.

Ëåììà 1.5. Ëþáîé ïðîìåæóòîê � îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíî-

æåñòâ: ∅, R, ëó÷ (a, +∞), [a, +∞), (−∞, b), (−∞, b], îòðåçîê
[a, b], èíòåðâàë (a, b), ïîëóèíòåðâàë (a, b], [a, b), ãäå a, b ∈ R.
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� Ïóñòü I � ïðîìåæóòîê, è I 6= ∅. Ïîëîæèì a = inf I, b = sup I
(a, b ∈ R). Åñëè a = b, òî I = {a} (âûðîæäåííûé îòðåçîê). Ïóñòü
a < b (íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê). Åñëè a < x < b, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ òî÷íûõ ãðàíåé íàéäóòñÿ òàêèå x′, x′′ ∈ I, ÷òî x′ < x <
< x′′. Íî òîãäà x ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, (a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] (â R), ò.å.
I � îäíî èç ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ. �
Åñëè a, b ∈ R, òî ïðîìåæóòîê I íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå � áåñêîíå÷íûì.

21



2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ a : N→ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàA. Çíà÷åíèå a(n) íàçûâàþò
n-ì ÷ëåíîì, è âìåñòî a(n) ïèøóò an. Äëÿ ñàìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ {an}, èëè {an}∞n=1, èëè an, n∈N.
Åñëè A = R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé. Â ýòîì
ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì ïðèëàãàòåëüíîå ¾÷èñëîâàÿ¿ áóäåò îïóñêàòüñÿ.
Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü c ∈ R ïðîèçâîëüíî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a : N→ {c} íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Çäåñü an = c äëÿ âñåõ n ∈ N.
2) an = (−1)n, n ∈ N.
3) an = 1 + q + . . .+ qn =:

∑n
k=0 q

k, n ∈ N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ðåêóðñèâíî. Ýòî ñïî-

ñîá, êîãäà ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿþò-
ñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå.

Ïðèìåð. Ïóñòü m ∈ N ïðîèçâîëüíî, è ïóñòü a1 = m, à äëÿ
âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

an+1 =

{
an/2, åñëè an ÷åòíî,

3an + 1, åñëè an íå÷åòíî.

Ïî èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}.
Ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an} ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ë. Êîëëàö ïðåäïîëîæèë (1937), ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå a1 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {an} â êàêîé-òî ìîìåíò ïðèìåò çíà÷åíèå 1, ïîñëå
÷åãî áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ öèêë: 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1 . . . Íà ìîìåíò íà-
ïèñàíèÿ òåêñòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé, õîòÿ åå ñïðàâåäëè-
âîñòü óñòàíîâëåíà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ n.3

2.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîçâîëÿþò íàèáîëåå ïðîñòî ââåñòè êîí-

öåïöèþ ïðåäåëà, öåíòðàëüíóþ òåìó àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {an}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N ,

3Ò. Òàî Almost all orbits of the Collatz map attain almost bounded values.
arXiv e-prints, page arXiv:1909.03562v3 Jun 2020.
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÷òî |an − a| < ε äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N :

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N (n > N ⇒ |an − a| < ε).

Ïèøóò lim
n→∞

an = a, èëè an → a ïðè n→∞, èëè an → a.

n

an

a− ε

a

a+ ε

1 . . .2 . . .3 . . .4 . . .5 . . .. . . N. . .. . .. . .. . .0

a− ε a+ εa
( )|

a1a3 aN

Ðèñ. 2.1

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó |an − a| < ε⇔ a− ε < an < a+ ε, òî
çàïèñü lim

n→∞
an = a îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìíîæåñòâîMε

òåõ íîìåðîâ n, äëÿ êîòîðûõ an íå ëåæèò â èíòåðâàëå (a−ε, a+ε),
êîíå÷íî (áûòü ìîæåò, ïóñòî). Åñëè n òðàêòîâàòü êàê äèñêðåòíîå
âðåìÿ, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â (a− ε, a+ ε) ïîïàäàþò âñå ÷ëåíû,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà (ñì. ðèñ. 2.1).
Â îáùåì ñëó÷àå íîìåð N â îïðåäåëåíèè çàâèñèò îò ε.

Íà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîëåçíî ñìîòðåòü êàê íà èãðó: èã-
ðîê A çàäàåò ε > 0, èãðîê B äîëæåí ïðåäîñòàâèòü íîìåð N , íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðîãî çàäàííàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ. ×èñëî a � ïðå-
äåë {an}, åñëè èãðîê B èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ íåêîòîðîå ÷èñ-
ëî ñâîèì ïðåäåëîì, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� ðàñõîäÿùåéñÿ.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

1
n = 0.

� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Íåðàâåíñòâî
∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣ < ε ðàâíîñèëüíî n >

> 1
ε . Ïîëîæèì N = [1/ε] + 1. Òîãäà äëÿ n > N âûïîëíåíî n > 1

ε

è, çíà÷èò,
∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣ < ε. Òàê êàê ε > 0 � ëþáîå, òî 0 = lim
n→∞

1
n . �

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(−1)n} ðàñõîäÿùàÿñÿ. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (−1)n → a, òî (äëÿ ε = 1) íàéäåòñÿ òàêîé
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íîìåð N , ÷òî a− 1 < (−1)n < a+ 1 ïðè âñåõ n > N . Ïîýòîìó,
åñëè n > N ÷åòíî, òî 1 < a+ 1, à åñëè n > N íå÷åòíî, òî a− 1 <
< −1. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì a < a.

Òåîðåìà 2.1 (î åäèíñòâåííîñòè). Åñëè lim
n→∞

an = a è

lim
n→∞

an = b, òî a = b.

� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäóòñÿ òàêèå
íîìåðà N1 è N2, ÷òî |an − a| < ε

2 ïðè âñåõ n > N1, è |an − b| < ε
2

ïðè âñåõ n > N2. Ïîëîæèì N = max{N1, N2}, òîãäà

|a− b| = |(a− aN ) + (aN − b)| 6 |aN − a|+ |aN − b| < ε.

Ïîñêîëüêó |a−b| < ε âåðíî äëÿ âñåõ ε > 0, òî |a−b| = 0, à çíà÷èò,
a = b. �
Çàïèñü an → a äëÿ a ∈ R ïîäðàçóìåâàåò äâå âåùè: âî-ïåðâûõ,

÷òî {an} ñõîäèòñÿ, è, âî-âòîðûõ, ÷òî ïðåäåë ðàâåí a.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè an → a, òî |an| → |a|. Âåðíî ëè
îáðàòíîå?

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé, åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé {an: n ∈ N} îãðàíè÷åíî.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó (ñíèçó).

Òåîðåìà 2.2 (îá îãðàíè÷åííîñòè). Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {an} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.
� Ïóñòü an → a. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäåòñÿ òàêîé íî-
ìåð N, ÷òî a− 1 < an < a+ 1 ïðè âñåõ n > N . Ïîëîæèì m =
= min{a− 1, a1, . . . , aN−1}, M = max{a+ 1, a1, . . . , aN−1}. Òî-
ãäà m 6 an 6M ïðè âñåõ n ∈ N. �

Ëåììà 2.1. Äëÿ âñÿêîãî m ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è
{bn}, ãäå bn = an+m ïðè âñåõ n ∈ N, èìåþò ïðåäåë îäíîâðåìåííî

è, åñëè èìåþò, òî ïðåäåëû ðàâíû.

� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Åñëè íåðàâåíñòâî |an − a| < ε âåðíî ïðè
n > Na, òî ïðè òàêèõ n âåðíî è |bn − a| < ε. Îáðàòíî, åñëè íåðà-
âåíñòâî |bn − a| < ε âåðíî ïðè n > Nb, òî |an − a| < ε âåðíî ïðè
n > Nb+m. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ lim

n→∞
an = a è lim

n→∞
bn =

= a ðàâíîñèëüíû. �
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} íàçûâàþòm-õâîñòîì {an} è îáîçíà-

÷àþò {an}∞n=m+1.
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Òåîðåìà 2.3 (î ïðåäåëå â íåðàâåíñòâàõ). Ïóñòü

lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b. Òîãäà

1) åñëè a < b, òî ñóùåñòâóåò òàêîå N ∈ N, ÷òî an < bn ïðè
âñåõ n > N ;

2) åñëè an 6 bn ïðè âñåõ n ∈ N, òî a 6 b.
� Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ε = (b− a)/2. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïðåäåëà íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà N1 è N2, ÷òî an < a+ ε
ïðè âñåõ n > N1 è b− ε < bn ïðè âñåõ n > N2. Ïîëîæèì N =
= max{N1, N2}. Òîãäà ïðè n > N âûïîëíåíî

an < a+ ε = (a+ b)/2 = b− ε < bn.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïåðâîãî ïî ïðàâèëó êîíòðà-
ïîçèöèè: åñëè a > b, òî an > bn ïðè âñåõ n > N , ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ. �

Çàìå÷àíèå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå îáÿçàí ñîõðàíÿòü ñòðî-
ãèå íåðàâåíñòâà.

Ïðèìåð. Èìååì 1/n > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N, íî lim
n→∞

1/n = 0.

Òåîðåìà 2.4 (î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Åñëè an 6 cn 6 bn äëÿ âñåõ n ∈ N è lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = a, òî

lim
n→∞

cn = a (ñì. ðèñ. 2.2).

a

an bncn

Ðèñ. 2.2

� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà N1, N2, ÷òî a− ε < an ïðè
âñåõ n > N1 è bn < a+ ε ïðè âñåõ n > N2. Ïîëî-
æèì N = max{N1, N2}. Òîãäà ïðè n > N èìååì

a− ε < an 6 cn 6 bn < a+ ε

è, çíà÷èò, |cn − a| < ε. Òàê êàê ε > 0 � ëþáîå, òî lim
n→∞

cn = a. �

Îòìåòèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 2.4: åñëè |cn| 6 bn äëÿ âñåõ
n ∈ N è bn → 0, òî cn → 0.
Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî qn → 0 ïðè |q| < 1.

� Ñëó÷àé q = 0 î÷åâèäåí, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî q 6= 0.
Òàê êàê 1

|q| > 1, òî 1
|q| = 1 + α äëÿ íåêîòîðîãî α > 0. Ïî íåðà-

âåíñòâó Áåðíóëëè èìååì(
1
|q|

)n
= (1 + α)n > 1 + αn > αn,
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òàê ÷òî |qn| < 1
αn . Ïîñêîëüêó

1
αn → 0, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 2.5 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ïðåäåëàìè).
Ïóñòü lim

n→∞
an = a è lim

n→∞
bn = b. Òîãäà

1) lim
n→∞

(an + bn) = a+ b;

2) lim
n→∞

anbn = ab;

3) åñëè b 6= 0 è bn 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ N, òî lim
n→∞

an
bn

= a
b .

� 1) Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäóòñÿ òà-
êèå íîìåðà N1 è N2, ÷òî |an−a|< ε

2 ïðè âñåõ n > N1 è |bn− b|< ε
2

ïðè âñåõ n > N2. Ïîëîæèì N = max{N1, N2}. Òîãäà ïðè n > N
èìååì

|(an + bn)− (a+ b)| 6 |an − a|+ |bn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

÷òî äîêàçûâàåò ï. 1.
2) Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî òåîðåìå 2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}

îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî |an| 6 C ïðè
âñåõ n. Óâåëè÷èâàÿ C, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |b| 6
6 C. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà N1 è N2,
÷òî |an − a| < ε

2C ïðè âñåõ n > N1 è |bn − b| < ε
2C ïðè âñåõ n >

> N2. Ïîëîæèì N = max{N1, N2}. Òîãäà ïðè n > N èìååì

|anbn − ab| = |(anbn − anb) + (anb− ab)| 6

6 |an| |bn − b|+ |b| |an − a| < C
ε

2C
+ C

ε

2C
= ε,

÷òî äîêàçûâàåò ï. 2.
3) Ïîñêîëüêó an/bn = an(1/bn), òî ââèäó ï. 2 äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî 1/bn → 1/b.

Òàê êàê b 6= 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N1, ÷òî |bn − b| <
|b|
2

ïðè âñåõ n > N1. Ïðè ýòîì

|b| = |b− bn + bn| 6 |bn − b|+ |bn| <
|b|
2

+ |bn|,

îòêóäà |bn| >
|b|
2 è, çíà÷èò, 1

|bn|
< 2
|b| .

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N2, ÷òî |bn − b| <
<
|b|2
2 ε ïðè âñåõ n > N2. Ïîëîæèì N = max{N1, N2}. Òîãäà ïðè

26



n > N èìååì ∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|b− bn|
|bnb|

<
2

|b|2
· |b|

2

2
ε = ε. �

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíûå âûñêàçûâàíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì òåî-
ðåìû 2.5 íåâåðíû.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = (−1)n è bn = −an ðàñõî-
äÿòñÿ, îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an + bn}, {anbn} è {an/bn}
ñõîäÿòñÿ: an + bn = 0, anbn = an/bn = −1.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêî-

íå÷íî ìàëîé, åñëè lim
n→∞

αn = 0.

Çàìå÷àíèå. lim an = a⇔ an = a+αn, ãäå {αn} � áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü αn =
= an − a, òî óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.
Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà áûâàåò âåñüìà ïîëåçíîé.

Ïðèìåð. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à {βn} � îãðàíè-
÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{αnβn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

� Òàê êàê {βn} îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî
|βn| 6 C ïðè âñåõ n. Ïóñòü ε > 0. Ïîñêîëüêó αn → 0, òî íàéäåò-
ñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |αn| < ε

C ïðè âñåõ n > N . Òîãäà |αnβn| <
< ε
C · C = ε ïðè âñåõ n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî αnβn → 0. �

2.2. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåñòðî-

ãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî âîçðàñòàþùåé), åñëè an 6 an+1 (an <
< an+1) äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî óáûâàþùåé

(ñòðîãî óáûâàþùåé), åñëè an> an+1 (an> an+1) äëÿ âñåõ n ∈ N.
Íåñòðîãî âîçðàñòàþùèå, íåñòðîãî óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè an 6 an+1 äëÿ âñåõ n, òî ïî èíäóêöèè óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî an 6 am äëÿ âñåõ n, m, ãäå n < m. Ýòî âåðíî è
äëÿ äðóãèõ òèïîâ íåðàâåíñòâ.
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Òåîðåìà 2.6 (î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè). 1) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåñòðîãî âîçðàñòàåò
è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà {an} ñõîäèòñÿ è lim

n→∞
an = sup{an}.

2) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåñòðîãî óáûâàåò è îãðà-

íè÷åíà ñíèçó. Òîãäà {an} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

an = inf{an}.

n

an

c

1 2 3 4 . . . n . . .
0

Ðèñ. 2.3

� Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê {an} îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî c = sup{an}. Çàôèêñèðóåì ε > 0.
Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà an 6 c äëÿ âñåõ n, è íàéäåòñÿ òà-
êîé íîìåð N , ÷òî aN > c− ε. Òàê êàê {an} íåñòðîãî âîçðàñòàåò,
òî an > aN ïðè âñåõ n > N . Ïîýòîìó ïðè n > N èìååì

c− ε < aN 6 an 6 c < c+ ε,

òàê ÷òî |an − c| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, c = lim
n→∞

an (ñì. ðèñ. 2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, çàäàííóþ ðå-
êóðñèâíî:

a1 = 2, an+1 =
1

2

(
an +

2

an

)
, n ∈ N.

Ïîêàæåì, ÷òî {an} ñõîäèòñÿ.
� Î÷åâèäíî, ÷òî an > 0 äëÿ âñåõ n. Êðîìå òîãî,

an+1 −
√

2 = 1
2

(
an + 2

an

)
−
√

2 =
(an −

√
2)2

2an
> 0;

an − an+1 = an − 1
2

(
an + 2

an

)
=
a2n − 2

2an
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, {an} ñòðîãî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó
√

2.
Ïî òåîðåìå 2.6 çàêëþ÷àåì, ÷òî an → a. Ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå
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an+1 = 1
2

(
an + 2

an

)
ê ïðåäåëó ïðè n→∞. Òàê êàê an+1 → a, òî

ïî òåîðåìå 2.5 a = 1
2

(
a+ 2

a

)
. Èç óñëîâèÿ an > 0 ñëåäóåò, ÷òî

a > 0 è, çíà÷èò, a =
√

2. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî an −
√

2 =
√

2 2q2n−1

1−q2n−1 , ãäå q = 2−
√

2
2+
√

2
.

Óêàçàíèå: an+1 ±
√

2 =
(an ±

√
2)2

2an
.

Çàäà÷à. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèé ïðèìåð íà ñëó÷àé a = k
√
α.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü an(x) =
(

1 + x
n

)n
ñõîäèòñÿ.

� Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå m > |x|. Òîãäà an(x) > 0 ïðè âñåõ
n > m è

an+1(x)

an(x)
=
(

1 +
x

n

)(1 + x
n+ 1

1 + x
n

)n+1

=
(

1 +
x

n

)(
1−

x
n(n+ 1)

1 + x
n

)n+1

.

Âûðàæåíèå −
x

n(n+ 1)
1 + x

n
> 0 ïðè x < 0 è > −1 ïðè x > 0, ïîýòîìó

ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè:

an+1(x)

an(x)
>
(

1 +
x

n

)(
1−

x
n

1 + x
n

)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)} íåñòðîãî âîçðàñòàåò
ïðè n > m. Òàê êàê an(−x) > am(−x) ïðè n > m è an(x)an(−x) =

=
(

1− x2

n2

)n
6 1, òî an(x) 6 1

an(−x)
6 1
am(−x)

. Ñëåäîâàòåëüíî,

{an(x)} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïî òåîðåìå 2.6 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an(x)} ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. e: = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
� ÷èñëî ¾e¿.

Ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ÷èñëà e ïðèâîäèò ñëåäóþùàÿ çà-
äà÷à. Áàíê âûäàåò çàéì ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âåñü ãîä ðàç-
áèâàåòñÿ íà n ïåðèîäîâ è â êîíöå êàæäîãî íà÷èñëÿåòñÿ 100

n %
îò èìåþùåéñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó ñóììû äîëãà. Êàêîé áóäåò ñóì-
ìà äîëãà ïî èñòå÷åíèþ ãîäà, åñëè èçíà÷àëüíî áàíê âûäàë 1 ôëî-
ðèí?
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2.3. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçû-
âàåòñÿ âëîæåííîé, åñëè [an, bn] ⊃ [an+1, bn+1] äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñ-
ëè ê òîìó æå bn − an → 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[an, bn]} íà-
çûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ.

Òåîðåìà 2.7 (Êàíòîð). Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-

æåííûõ îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó. Êðîìå òîãî, åñëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùàÿñÿ, òî òàêàÿ òî÷êà åäèíñòâåí-

íàÿ.

an b
n

[ ]
a1 b1

[ ]
a2 b2

[ ]
a3 b3

[ ]
. . . . . .. . . . . .

Ðèñ. 2.4

� Ïóñòü {[an, bn]} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
Ïîñêîëüêó a1 6 an 6 an+1 6 bn+1 6 bn 6 b1 äëÿ âñåõ n, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåñòðîãî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó (÷èñëîì b1), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} íåñòðîãî óáûâàåò è
îãðàíè÷åíà ñíèçó (÷èñëîì a1) (ñì. ðèñ. 2.4). Ïî òåîðåìå 2.6 îáå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ, an → α è bn → β.
Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå an 6 bn ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïî òåî-

ðåìå 2.3 ïîëó÷èì α 6 β. Èòàê, an 6 α 6 β 6 bn äëÿ âñåõ n è, çíà-

÷èò,
∞⋂
n=1

[an, bn] ⊃ [α, β].

Ïóñòü {[an, bn]} � ñòÿãèâàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è

x, y ∈
∞⋂
n=1

[an, bn]. Äëÿ êàæäîãî n òî÷êè x, y ïðèíàäëåæàò [an, bn]

è, çíà÷èò, |x− y| 6 bn − an. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðå-

äåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì x = y. Ïîýòîìó
∞⋂
n=1

[an, bn] = {x}, ãäå

x = α = β. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïî-
ïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì.

2.4. Áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû
Âûäåëèì êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàñõîäÿùèåñÿ ñïåöè-

àëüíûì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñòðå-
ìèòñÿ ê +∞, è ïèøóò lim

n→∞
an = +∞, èëè an → +∞, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N
(
n > N ⇒ an >

1
ε

)
.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñòðåìèòñÿ ê −∞, è
ïèøóò lim

n→∞
an = −∞, èëè an → −∞, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N
(
n > N ⇒ an < −1

ε

)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñ-
ëè lim

n→∞
|an| = +∞.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî an → −∞⇔ −an → +∞.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè {an} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé, òî îíà íåîãðàíè÷åíà.

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò îäíî-
âðåìåííî ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó è ê ñèìâîëó +∞ (−∞), à òàêæå
ê áåñêîíå÷íîñòÿì ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîýòîìó, åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìååò ïðåäåë â R, òî îí åäèíñòâåííûé.

Äîïîëíèì òåîðåìó î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.4′. Ïóñòü an 6 bn äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà
1) åñëè lim

n→∞
an = +∞, òî lim

n→∞
bn = +∞;

2) åñëè lim
n→∞

bn = −∞, òî lim
n→∞

an = −∞.
� Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëî-
âèþ íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî an > 1

ε ïðè âñåõ n > N . Òîãäà

bn > an > 1
ε ïðè âñåõ n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî bn → +∞.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïåðâîãî: (−bn)→ +∞ è
−bn 6 −an ïðè âñåõ n ∈ N, òîãäà (−an)→ +∞. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 2.5 âåðíà äëÿ a, b ∈ R (ñ äî-
ïóñòèìûìè îïåðàöèÿìè).

Ïðèìåð. Ïóñòü lim
n→∞

an = x ∈ R è lim
n→∞

bn = +∞. Ïîêàæåì,

÷òî lim
n→∞

(an + bn) = +∞.

� Èç ñõîäèìîñòè {an} ñëåäóåò åå îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî an > −C ïðè âñåõ n ∈ N. Ïîñêîëüêó
bn → +∞, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî bn > 1 + εC

ε ïðè âñåõ
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n > N . Òîãäà an + bn >
1
ε ïðè âñåõ n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî an +

+ bn → +∞. �

Òåîðåìà 2.6′. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííà
è íåîãðàíè÷åíà. Òîãäà lim

n→∞
an ðàâåí +∞, åñëè {an} íåñòðîãî âîç-

ðàñòàåò, è ðàâåí −∞, åñëè {an} íåñòðîãî óáûâàåò.
� Ïóñòü {an} íåñòðîãî âîçðàñòàåò. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Åñëè {an}
íåîãðàíè÷åíà, òî íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî aN > 1

ε . Òîãäà â ñèëó

âîçðàñòàíèÿ an > 1
ε ïðè âñåõ n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî an → +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî. �
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìå-

åò ïðåäåë â R: äëÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
lim an = sup{an}, äëÿ íåñòðîãî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
lim an = inf{an}.
Òåîðåìà 2.8* (Øòîëüö). Ïóñòü {an} è {bn} � äâå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì {bn} � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåîãðàíè-

÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn = L, òî ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an
bn

= L.

� Ïóñòü ñíà÷àëà L = 0. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è íàéäåì òàêîå K,
÷òî ïðè âñåõ k > K âûïîëíåíî

−ε
2
<
ak+1 − ak
bk+1 − bk

<
ε

2
.

Ïî óñëîâèþ bk+1 − bk > 0, ïîýòîìó

−ε
2

(bk+1 − bk) < ak+1 − ak <
ε

2
(bk+1 − bk).

Ñêëàäûâàÿ òàêèå íåðàâåíñòâà ïðè k = K, K+1, . . . , n−1, èìååì

−ε
2

(bn − bK) < an − aK <
ε

2
(bn − bK).

Òàê êàê bn → +∞, òî íàéäåòñÿ òàêîå N > K, ÷òî
∣∣∣aKbn ∣∣∣ < ε

2 ïðè

âñåõ n > N . Òîãäà ïðè n > N ïîëó÷àåì

−ε
2

(
1− bK

bn

)
+
aK
bn

<
an
bn

<
ε

2

(
1− bK

bn

)
+
aK
bn
,

à çíà÷èò, −ε < an
bn

< ε.
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Ñëó÷àé L ∈ R. Ïîëîæèì a′n = an−Lbn. Òîãäà lim
n→∞

a′n+1 − a′n
bn+1 − bn =

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn − L = 0. Ïî äîêàçàííîìó lim

n→∞
a′n/bn = 0, òàê ÷òî

lim
n→∞

an/bn = L. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 2.8 âåðíà è äëÿ L = ±∞.
Óêàçàíèå. Ïåðåéäèòå ê îáðàòíûì äðîáÿì.

Ñëåäñòâèå. Åñëè an → L, òî a1 + a2 + . . .+ an
n → L.

Çàäà÷à. Ïóñòü xn =
1 +
√

2 + . . .+
√
n

n
√
n

. Íàéäèòå lim
n→∞

xn.

2.5. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, {nk} �

ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}, ãäå bk = ank äëÿ âñåõ k ∈ N, íà-
çûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an} è îáîçíà÷àåòñÿ {ank}.
Îòìåòèì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank} � ýòî êîìïîçèöèÿ

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè σ : N→ N, σ(k) = nk, è ñàìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè a : N→ R, a(n) = an.

Ïðèìåð.
{

1
2k

}
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

2n

}
(nk = 2k−1).

Çàìå÷àíèå. Åñëè {ank} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, òî
nk > k äëÿ âñåõ k. Óñòàíîâèì ýòî ïî èíäóêöèè: n1 > 1, è èç íåðà-
âåíñòâà nk > k ñëåäóåò, ÷òî nk+1 > nk > k, îòêóäà nk+1 > k + 1.

Ëåììà 2.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë â R, òî
ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîò æå ïðåäåë.

� Ïóñòü an → a è {ank} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an}. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |an− a| < ε ïðè âñåõ n > N . Íî òî-
ãäà |ank − a| < ε ïðè âñåõ k > N , ò.ê. nk > k > N . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ank → a.
Çàìåíÿÿ â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâî |an − a| < ε íà an > 1

ε

(an < −1
ε ), óñòàíàâëèâàåì ëåììó äëÿ a = +∞ (a = −∞). �

Òåîðåìà 2.9 (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññ). Âñÿêàÿ îãðàíè-

÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.
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c1 d1

an1

c2 d2

an2

c3 d3

an3

c4 d4

an4

. . .

Ðèñ. 2.5

� Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðà-
íè÷åíà, òîãäà âñå åå ÷ëåíû ïðèíàäëå-
æàò íåêîòîðîìó îòðåçêó [c, d]. Îïðåäåëèì
èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ
{[ck, dk]}. Ïîëîæèì [c1, d1] = [c, d]. Ïóñòü
îòðåçîê [ck, dk] óæå îïðåäåëåí. Ðàçäåëèì
åãî ïîïîëàì, y = (ck + dk)/2. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íîìåðîâ m, ÷òî am ∈ [ck, y], òî ïîëî-
æèì [ck+1, dk+1] = [ck, y]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî íîìåðîâ m, ÷òî am ∈ [y, dk]. Òîãäà ïîëîæèì [ck+1,
dk+1] = [y, dk] (ñì. ðèñ. 2.5).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[ck, dk]}ñòÿãèâàþùàÿñÿ, è êàæ-

äûé èç íèõ ñîäåðæèò am äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íîìåðîâm.
Ïî òåîðåìå 2.7 Êàíòîðà ñóùåñòâóåò òî÷êà a = lim

k→∞
ck = lim

k→∞
dk.

Ïîñòðîèì òåïåðü ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íî-
ìåðîâ {nk}: n1 = 1, è åñëè nk óæå íàéäåí, òî âûáåðåì òàêîé
íîìåð nk+1 > nk, ÷òî ank+1

∈ [ck+1, dk+1]. Ïî ïîñòðîåíèþ ck 6
6 ank 6 dk äëÿ âñåõ k. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.4 î çàæàòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ank → a. �
Òåîðåìà 2.9′. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà ñâåð-

õó (ñíèçó), òî îíà èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùóþ-

ñÿ ê +∞ (−∞).

� Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîëüçó-
ÿñü íåîãðàíè÷åííîñòüþ, ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷ëåíîâ ank : an1 > 1 è ank > max{2, a1, a2, . . . , ank−1

} ïðè
k > 1. Îòìåòèì, ÷òî ank íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì am ïðè m 6
6 nk−1, ïîýòîìó nk > nk−1 ïðè âñåõ k, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ank} ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an}. Êðîìå òîãî,ank>k
ïðè âñåõ k, ïîýòîìó ank → +∞ ïî ï. 1 òåîðåìû 2.4'.
Ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîñòè {an} ñíèçó ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùóþ ïðåäåë â R.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a ∈ R íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäå-

ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ank}, äëÿ êîòîðîé a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì.
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Íàïðèìåð, ÷èñëà 1 è −1 � ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè an = (−1)n, òàê êàê a2k → 1 è a2k−1 → −1.
Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} îïðåäåëèì

Mn = sup
k>n
{ak}, mn = inf

k>n
{ak}.

Åñëè {an} îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî âñå Mn ∈ R. Ïîñêîëüêó ïðè
ïåðåõîäå ê ïîäìíîæåñòâó ñóïðåìóì íå óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} íåñòðîãî óáûâàåò, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

Mn. Åñëè {an} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî âñå Mn = +∞. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì lim
n→∞

Mn = +∞.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

mn â R, è
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà lim
n→∞

an = lim
n→∞

Mn íàçûâàåòñÿ âåðõ-

íèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Âåëè÷èíà lim

n→∞
an = lim

n→∞
mn íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

mk m M Mk
→ ←

Ðèñ. 2.6

Òàê êàê mn 6Mn äëÿ âñåõ n, òî lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

an

(ñì. ðèñ. 2.6).

Ïðèìåð. Ïóñòü an = (−1)n+1n+ 1
n + 1. Òîãäà

Mk = sup
n>k
{an} =

{
2k+1
k , åñëè k íå÷åòíî,

2k+3
k+1 , åñëè k ÷åòíî,

mk = inf
n>k
{an} =

{
− 1
k+1 , åñëè k íå÷åòíî,

− 1
k , åñëè k ÷åòíî.

Îòêóäà lim
n→∞

an = 2, lim
n→∞

an = 0.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

an.

Òåîðåìà 2.10. Âåðõíèé (íèæíèé) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè � íàèáîëüøèé (ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèé) èç åå ÷à-

ñòè÷íûõ ïðåäåëîâ â R.
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� ÏóñòüM = lim
n→∞

an èm = lim
n→∞

an. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òîM èm

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè {an} è âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû
ëåæàò ìåæäó m è M .
ÏóñòüM ∈ R. Òàê êàêM = inf{Mk}, òîM −1 < M1 = sup{an}

è ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ñóùåñòâóåò íîìåð n1, òàêîé ÷òî
M − 1 < an1 . Òàê êàêM − 1

2 < Mn1+1 = sup
n>n1+1

{an}, òî ñóùåñòâó-

åò íîìåð n2 > n1, òàêîé ÷òîM− 1
2 < an2 è ò.ä. Ïî èíäóêöèè áóäåò

ïîñòðîåíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, òàêàÿ ÷òî M − 1
k < ank

äëÿ âñåõ k. Êðîìå òîãî, ank 6Mnk äëÿ âñåõ k. Ïîñêîëüêó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {M − 1

k} è {Mnk} ñõîäÿòñÿ êM , òî ïî òåîðåìå 2.4

î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ank →M .
Ïóñòü M = +∞. Òîãäà {an} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïî òåî-

ðåìå 2.9' ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, òàêàÿ ÷òî
ank → +∞.
Ïóñòü M = −∞. Òàê êàê ak 6Mk äëÿ âñåõ k, òî ak → −∞ ïî

ï. 2 òåîðåìû 2.4'.
Èòàê, â êàæäîì èç òðåõ ëîãè÷åñêè âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ M �

÷àñòè÷íûé ïðåäåë {an}. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íèæíåãî ïðåäåëà
àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü {ank} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, è ank → a. Òàê

êàê nk > k äëÿ âñåõ k, òî mk 6 ank 6Mk. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðà-
âåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì m 6 a 6M . �
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ïîëåçíûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâà-

íèÿ ïðåäåëà.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

an â R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå òðè ïðåäåëà ðàâíû.

� Ïîñêîëüêó âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íû-
ìè ïðåäåëàìè, òî ïî ëåììå 2.2 lim an = lim an = lim an. Îáðàòíî,
ïîñêîëüêó âåðíî mk 6 ak 6Mk äëÿ ëþáîãî k è êðàéíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó a, òî {ak} òàêæå ñòðå-
ìèòñÿ ê a. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.10.

36



Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

(an + bn) 6 lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ îïðåäåëåíû.

� Óñòàíîâèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî.
Åñëè lim an = −∞, òî ïî óñëîâèþ lim bn < +∞, ëåâàÿ ÷àñòü

ðàâíà −∞ è íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.
Åñëè lim bn = +∞, òî ïî óñëîâèþ lim an > −∞. Òîãäà {an}

îãðàíè÷åíà ñíèçó (âñå an > L) è ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü bnk → +∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ank + bnk → +∞. Ñëåäîâà-
òåëüíî, lim(an + bn) = +∞ è íåðàâåíñòâî âåðíî.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé lim an, lim bn ∈ R. Î÷åâèäíî, ÷òî

am + bm 6 supn>k{an + bn} äëÿ âñåõ m > k. Ïåðâîå ñëàãàåìîå çà-
ìåíèì íà infn>k{an}, íåðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ. Äàëåå, ïåðåõîäÿ
ê ñóïðåìóìó ïî âñåì m > k, ïîëó÷èì infn>k{an}+ supn>k{bn} 6
6 supn>k{an + bn}. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà â ïîëó÷åí-
íîì íåðàâåíñòâå ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè k →∞.
Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â supn>k{an + bn} 6 supn>k{an}+

+ supn>k{bn} àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî.
Ïðèìåð an = 2(−1)n, bn = (−1)n+1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà íåðà-

âåíñòâà ìîãóò áûòü ñòðîãèìè. �

2.6. Êðèòåðèé Êîøè
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî
|an − am| < ε ïðè âñåõ n, m > N :

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n, m > N (|an − am| < ε).

Ëåììà 2.3. Âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îãðàíè÷åíà.

� Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî |an − am| < 1 ïðè âñåõ n, m > N .
Â ÷àñòíîñòè, aN − 1 < an < aN + 1 äëÿ âñåõ n > N . Ïîëîæèì
α = min{aN − 1, a1, . . . , aN−1} è β = max{aN + 1, a1, . . . , aN−1}.
Òîãäà α 6 an 6 β äëÿ ëþáîãî n. �

Òåîðåìà 2.11 (Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â R ñõîäèòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

37



� (⇒) Åñëè a = lim
n→∞

an è ε > 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî

|an − a| < ε
2 ïðè âñåõ n > N . Çíà÷èò, åñëè n, m > N , òî

|an − am| 6 |an − a|+ |am − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

òàê ÷òî {an} ôóíäàìåíòàëüíà.
(⇐) Ïóñòü {an} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïî ëåììå 2.3 îíà îãðàíè÷åíà è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.9 Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ank→a.
Ïîêàæåì, ÷òî a = lim

n→∞
an. Ïóñòü ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäà-

ìåíòàëüíîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |an − am| < ε
2 ïðè

âñåõ n, m > N . Ïîêàæåì, ÷òî N èñêîìûé äëÿ ε â îïðåäåëåíèè
ïðåäåëà. Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð K, ÷òî |ank − a| < ε

2 ïðè âñåõ

k > K. Ïîëîæèì M = max{N, K}, òîãäà nM >M > N è nM >
>M > K. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì n > N èìååì

|an − a| 6 |an − anM |+ |anM − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Òàê êàê ε > 0 � ëþáîå, òî lim
n→∞

an = a. �

Çàìå÷àíèå. Êðèòåðèé Êîøè ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå èñïîëüçóÿ ñàìî çíà÷å-
íèå ïðåäåëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí äàåò îöåíêó ñêîðîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ ê ïðåäåëó: óñòðåìëÿÿ â îïðåäåëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîñòè
m ê ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî |an − a| 6 ε ïðè âñåõ n > N .

Ïðèìåð. Ïóñòü an+1 = 2 + 1
an
, a1 = 2. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ.
� Î÷åâèäíî, ÷òî an > 2 ïðè âñåõ n. Ïîñêîëüêó

|an+1 − an| =
∣∣∣∣2 +

1

an
− 2− 1

an−1

∣∣∣∣ =
|an − an−1|
anan−1

,

òî |an+1 − an| 6 1
4 |an − an−1| ïðè âñåõ n > 1. Ïî èíäóêöèè óñòà-

íàâëèâàåì, ÷òî |an+1 − an| 6 1
4n−1
|a2 − a1| è, çíà÷èò,

|an+1 − an| 6
1

2 · 4n−1
, n ∈ N.

Ïîêàæåì, ÷òî {an} ôóíäàìåíòàëüíà. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê
êàê 1

4n → 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî 1
6 · 4n−2 < ε. Ïóñòü
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n > m > N . Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

|an−am| 6 |an−an−1|+ . . .+ |am+1−am| 6
1

2 · 4n−2
+ . . .+

1

2 · 4m−1
.

Ïî ôîðìóëå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

2 · 4n−2
+ . . .+

1

2 · 4m−1
=

1

2 · 4m−1

1− 1/4n−m

1− 1/4
.

Ïîýòîìó

|an − am| <
1

6 · 4m−2
< ε.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè an → a äëÿ íåêîòîðîãî a > 2. Ïåðåõîäÿ â
ðàâåíñòâå an+1 = 2 + 1

an
ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

a = a+ 1
a , îòêóäà a = 1 +

√
2.

Íàïðèìåð, ÷òîáû äîáèòüñÿ òî÷íîñòè |an−a| < 10−6, äîñòàòî÷-
íî âçÿòü íîìåð n èç óñëîâèÿ 1

6 · 4n−2 < 10−6, ò.å. n > 9. �

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî an = 1 + 1
2 + . . .+ 1

n ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0 è ëþáîì N
íàéäóòñÿ íîìåðà n, m > N , òàêèå ÷òî |an − am| > ε. Ïîëîæèì
m = N è n = 2N . Òîãäà

|an − am| =
1

N + 1
+ . . .+

1

2N
>

1

2N
+ . . .+

1

2N
=

1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ∀N ∃n, m > N (|an−am| > 1
2), ò.å. {an} íå ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an} ðàñõîäèòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì |an+1 − an| → 0.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 2.10.

Ïîíÿòèå ïðåäåëà è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ìîæíî ââåñòè äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé â ïðîèçâîëüíîì óïîðÿäî÷åííîì ïîëå.

Çàäà÷à. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, â êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ àêñèîìà Àðõèìåäà. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëå F ïîëíîå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â íåì ñõîäèòñÿ.
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2.7. Êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå R *
Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìû ââåëè àêñèîìàòè÷åñêè. Íî ñóùå-

ñòâóþò ëè îíè ¾íà ñàìîì äåëå¿? Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè R áó-
äåì ñëåäîâàòü èäåå Êàíòîðà è Ãåéíå (1872), ñîãëàñíî êîòîðîé
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � ¾ýòî è åñòü¿ ñàìè ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ ïðåäåëà è ôóíäàìåíòàëüíîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε ∈ Q+. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü îïðåäåëåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ àêñèîìîé Àðõèìåäà. Òàê ÷òî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç Q ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ïðåäåëå (êî-
ãäà îí ëåæèò â Q) è ôóíäàìåíòàëüíîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ââåäåì ñëå-
äóþùåå îòíîøåíèå: {an} ∼ {bn} ⇔ lim

n→∞
(bn − an) = 0.

Îòíîøåíèå ¾∼¿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, îáîçíà-
÷èì [{an}], à ôàêòîðìíîæåñòâî C/∼ îáîçíà÷èì êàê R.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü {an} ∈ C. Òîãäà èìååòñÿ ðîâíî îäíà âîç-
ìîæíîñòü:
1) an → 0;
2) ∃r ∈ Q+ ∃N ∈ N ∀n > N (an > r);
3) ∃r ∈ Q+ ∃N ∈ N ∀n > N (an < −r).
Êðîìå òîãî, åñëè {an} ∼ {bn}, òî {bn} óäîâëåòâîðÿåò òîìó

æå óñëîâèþ, ÷òî è {an}.
� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {an} íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ε ∈ Q+, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà K íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð
m > K, ÷òî |am| > ε. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäà-
ìåíòàëüíà, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |an − am| < ε/2 ïðè
âñåõ n, m > N . Çàôèêñèðóåì òàêîå m > N , ÷òî |am| > ε.
Åñëè am > ε, òî an > am − ε/2 > ε/2 äëÿ âñåõ n > N , ò.å. âû-

ïîëíåíî (2) äëÿ r = ε/2.
Åñëè am 6 −ε, òî an < am + ε/2 6 −ε/2 äëÿ âñåõ n > N , ò.å.

âûïîëíåíî (3) äëÿ r = −ε/2.
Ïóñòü {an} ∼ {bn} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò

ï. 2. Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ∼ íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N ′,
÷òî |bn − an| < r/2 ïðè âñåõ n > N ′. Òîãäà bn > an − |bn − an| >
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> r/2 ïðè âñåõ n > max{N, N ′}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {bn} òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2. Îñòàëüíûå ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Èòàê, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îäíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ëèáî îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 2.4, ëèáî
íå óäîâëåòâîðÿþò åìó.
Îïðåäåëèì íà R îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

[{an}] + [{bn}] = [{an + bn}], [{an}] · [{bn}] = [{anbn}].
Ëåììà 2.5. Îïåðàöèè ¾+¿, ¾·¿ íà R îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

� Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ïîêàæåì ñíà-
÷àëà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {anbn} ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {an} è {bn} îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó |an| 6M è |bn| 6
6M äëÿ íåêîòîðîãî M ∈ Q+. Çàôèêñèðóåì ε ∈ Q+. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî |an −
− am| < ε

2M è |bn − bm| < ε
2M äëÿ âñåõ n, m > N . Íî òîãäà ïðè

n, m > N èìååì

|anbn − ambm| = |anbn − anbm + anbm − ambm| 6

6 |an||bn − bm|+ |bm||an − am| < M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî {an}∼{a′n} è {bn}∼{b′n}. Ïîñêîëüêó
|anbn − a′nb′n| = |anbn − a′nbn + a′nbn − a′nb′n| 6

6 |bn||an − a′n|+ |a′n||bn − b′n|
è âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî {anbn} ∼
∼ {a′nb′n}.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëîæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå. �

Òåîðåìà 2.12. Ìíîæåñòâî R ñ îïåðàöèÿìè ¾+¿, ¾·¿ ÿâëÿ-

åòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì.

� Òàê êàê ñëîæåíèå/óìíîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë êîììóòà-
òèâíî, àññîöèàòèâíî è óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ òî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäà-
þò îïåðàöèè ¾+¿, ¾·¿ íà R.

0 = [{0}] � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ¾+¿.
Ïóñòü x = [{an}]. Åñëè îïðåäåëèòü −x = [{−an}], òî x +

+ (−x) = 0, ò.å. −x � ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò ê x.
1 = [{1}] � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ¾·¿.
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Ïóñòü x 6= 0. Åñëè x = [{an}], òî ïî ëåììå 2.4 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {an} îòäåëèìà îò íóëÿ (ñëó÷àé 2 èëè 3), ò.å. ∃r ∈ Q+ ∃N ∈
∈ N ∀n > N (|an| > r). Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: bn = 1 ïðè n < N è bn = 1

an
ïðè n > N . Òîãäà

ïðè n, m > N èìååì

|bn − bm| =
∣∣∣∣ 1

an
− 1

am

∣∣∣∣ =
|an − am|
|anam|

6
|an − am|

r2
,

òàê ÷òî {bn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîëîæèì
x−1 = [{bn}]. Òàê êàê x ·x−1 = 1, òî x−1 � îáðàòíûé ýëåìåíò ê x.
ÏîëîæèìR+ = {[{an}]: ∃r ∈ Q+∃N ∈ N ∀n > N (an > r)}. Ñî-

ãëàñíî ëåììå 2.4 îïðåäåëåíèå R+ êîððåêòíî, è äëÿ ëþáîãî x ∈
∈ R âåðíî ðîâíî îäíî: x = 0, x ∈ R+ èëè −x ∈ R+. Êðîìå òîãî,
íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëå-
òâîðÿþò ï. 2 ëåììû 2.4, òî èõ ñóììà è ïðîèçâåäåíèå òàêæå óäî-
âëåòâîðÿþò ï. 2. Òàêèì îáðàçîì, R+ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïî-
ëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ R è, çíà÷èò, R óïîðÿäî÷åíî. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè [{xn}] < [{yn}], òî ñóùåñòâóþò òàêèå r ∈ Q
è íîìåð N , ÷òî xn < r < yn äëÿ âñåõ n > N . Äåéñòâèòåëüíî, èç
îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà è ï. 2 ëåììû 2.4 íàéäåì òàêîå c ∈ Q+, ÷òî
yn− xn > c ïðè âñåõ n > N1. Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè {xn} è {yn}
íàéäåì òàêîé íîìåð N2, ÷òî |xn−xm|< c

3 è |yn− ym|< c
3 ïðè âñåõ

n > N2. Òîãäà äëÿ N = max{N1, N2} è r = xN + yN
2 âûïîëíÿåòñÿ

xn < r < yn ïðè âñåõ n > N .

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {an}
ñõîäèòñÿ ê r ∈ Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {an} ∼ {r}. Îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ i : Q→ R, i(r) = [{r}]. Òîãäà i èíúåêòèâíà è ñî-
õðàíÿåò ïîðÿäîê, ò.å. îáåñïå÷èâàåò âëîæåíèå Q â R.

Òåîðåìà 2.13. Ïîëå R ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

� Ïóñòü A, B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà R, ïðè÷åì A ëåæèò
ëåâåå B.
Âûáåðåì a ∈ Q òàê, ÷òî [{a}] íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì [{αn}] ∈ A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}
îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå a ∈ Q, ÷òî αn > a+ 1 äëÿ
âñåõ n. Ïîñêîëüêó [{αn}] > [{a}], òî a ïîäõîäèò. Àíàëîãè÷íûì

42



îáðàçîì âûáåðåì b ∈ Q òàê, ÷òî [{b}] � âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæå-
ñòâà A.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ïóñòü c1 = a+ b
2 . Åñëè [{c1}] � âåðõíÿÿ ãðàíü A, òî ïîëîæèì

a1 = a è b1 = c1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì a1 = c1 è b1 = b.
Ïóñòü c2 = a1 + b1

2 . Åñëè [{c2}] � âåðõíÿÿ ãðàíü A, òî ïîëîæèì
a2 = a1 è b2 = c2, èíà÷å ïîëîæèì a2 = c2 è b2 = b1 è ò.ä. Ïî èí-
äóêöèè áóäóò ïîñòðîåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn}, òàêèå
÷òî bn − an = b− a

2n è ïðè ôèêñèðîâàííîì N âûïîëíåíî [{bN}] �
âåðõíÿÿ ãðàíü A, à [{aN}] íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A.
Ïîêàæåì, ÷òî {an}, {bn} ∈ C è {an} ∼ {bn}. Çàôèêñèðóåì ε ∈

∈ Q+ è âûáåðåì íîìåð K òàê, ÷òîáû 2−K(b− a) < ε. Òîãäà ïðè
n > m > K èìååì aK 6 am 6 an < bn 6 bm 6 bK è, çíà÷èò, |an −
−am|, |bn− bm| è |an− bn| íå ïðåâîñõîäÿò bK−aK =2−K(b−a)<ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, [{an}] = [{bn}] ∈ R. Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò

÷åðåç s.
Ïîêàæåì, ÷òî s ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ A, x = [{xn}], òàêîé ÷òî x > s = [{bn}]. Ïî çà-
ìå÷àíèþ âûøå íàéäåì r ∈ Q è íîìåð N , òàêèå ÷òî xn > r > bn
äëÿ âñåõ n > N . Ïîñêîëüêó xn > r > bN ïðè n > N , òî [{xn}] >
> [{r}] > [{bN}] (âòîðîå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ò.ê. {r} è {bN} �
ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Q). Ñëåäîâàòåëü-
íî, x > u = [{bN}], íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó [{bN}].
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò y ∈ B, y = [{yn}], òàêîé

÷òî y < s = [{an}], òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî íàé-
òè òàêîé íîìåð N , ÷òî y < v = [{aN}]. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìíî-
æåñòâî A ëåæèò ëåâåå B, èìååì x < v = [{aN}] äëÿ âñåõ x ∈ A,
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó [{aN}].
Èòàê, x 6 s 6 y äëÿ âñåõ x∈A, y∈B, ò.å. s ðàçäåëÿåò A è B.�
Âûâîä: R � ìîäåëü ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
Èñïîëüçóÿ öåëóþ ÷àñòü, êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå n+ x, ãäå n � öåëîå, à x ∈ (0, 1]. Ïðåäñòàâèì x
â âèäå ¾áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè¿.
Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aj}, ãäå aj � öåëîå ÷èñëî

îò 0 äî 9 (öèôðà). Áóäåì âûðàæåíèå 0, a1a2a3 . . . íàçûâàòü ïðåä-
ñòàâëåíèåì ÷èñëà x, åñëè
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x = lim
n→∞

(a1

10
+

a2

102
+ . . .+

an
10n

)
=: lim

n→∞
An.

Ïîñêîëüêó ïðè n > m âûïîëíåíî

An−Am =
am+1

10m+1
+
am+2

10m+2
+ . . .+

an
10n
6

9

10m+1

1− 1
10n−m

1− 1
10

<
1

10m
,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ôóíäàìåíòàëüíà, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì 0 6 x−Am 6 1

10m , ò.å.

An 6 x 6 An + 1
10n äëÿ âñåõ n.

Òåîðåìà 2.14. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò
ïðåäñòàâëåíèå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå, òà-

êîå ÷òî An < x 6 An + 1
10n äëÿ âñåõ n ∈ N.

� Ïîëîæèì A0 = 0, òîãäà A0 < x 6 A0 + 1
100

(100 = 1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû öèôðû a1, a2, . . ., an, ïðè÷åì
Ak < x 6 Ak + 1

10k
ïðè k = 0, 1, . . . , n. Îïðåäåëèì öèôðó an+1.

Ïî àêñèîìå Àðõèìåäà íàéäåì íàòóðàëüíîå j, òàêîå ÷òî x−An 6
6 j

10n+1 . Ñ÷èòàÿ j íàèìåíüøèì èç òàêèõ ÷èñåë, èìååì

j − 1

10n+1
< x−An 6

j

10n+1
.

Ïîëîæèì an+1 = j − 1. Î÷åâèäíî, an+1 > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñêîëüêó x−An 6 1

10n , òî j 6 10 è, çíà÷èò, an+1 6 9, ò.å. an+1

� öèôðà. Òàê êàê An+1 = An +
an+1

10n+1 , òî

An+1 < x 6 An +
j

10n+1
= An+1 +

1

10n+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öèôð {an}. Òàê êàê 1

10n → 0, òî lim
n→∞

An = x. Åäèíñòâåííîñòü

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âûáîð j, à çíà÷èò, è an+1, îäíîçíà÷åí. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå x íååäèíñòâåííîå, òî An =
= x äëÿ íåêîòîðîãî n, ò.å. 0, a1a2a3 . . . an00 . . . è an > 0. Ïóñòü
0, b1b2b3 . . .� ïðåäñòàâëåíèå x èç òåîðåìû. Òîãäà Bk < An 6 Bk+
+ 1

10k
ïðè âñåõ k. Îòêóäà 0, b1b2b3 . . . = 0, a1a2a3 . . . an−1(an −

− 1)99 . . .
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Çàäà÷à. Ïóñòü x ∈ (0, 1]∩Q è x = 0, a1a2a3 . . . Ïîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò òàêèå N , p ∈ N, ÷òî an+p = an ïðè âñåõ n > N .

2.8. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò áèåêöèÿ f : N→ A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, åñëè åãî ýëåìåíòû ìîæ-
íî çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò áóäåò çàíóìåðîâàí ðîâíî îäèí ðàç è âñå íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà èçðàñõîäîâàíû.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî Z ñ÷åòíî. Áèåêöèþ h : N→ Z ìîæíî
çàäàòü ïðàâèëîì

h(n) =

{
n− 1

2 , åñëè n íå÷åòíî;

−n2 , åñëè n ÷åòíî.

Ëåììà 2.6. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî N êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.

� Äîïóñòèì, A ⊂ N áåñêîíå÷íî. Ïîëîæèì n1 = minA, è åñëè ÷èñ-
ëà n1, . . . , nk îïðåäåëåíû, òî ïîëîæèì nk+1 = minA \ {n1, . . . ,
nk}. Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ê ïîäìíîæåñòâó ìèíèìóì íå óìåíü-
øàåòñÿ è ÷èñëî nk íå ëåæèò âî ìíîæåñòâå A \ {n1, . . . , nk}, òî
nk < nk+1. Ïî èíäóêöèè áóäåò îïðåäåëåíà ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ {nk}.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåêîòîðîå m ∈ A íå âñòðå÷àåòñÿ ñðå-

äè ÷èñåë nk, òî ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåì, ÷òî nk < m ïðè
âñåõ k. Íî òîãäà m > nm > m, ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ σ : N→ A, σ(k) = nk, ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî âîçðàñòàþùåé áèåêöèåé. �

Êîíå÷íûå èëè ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûìè.

Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

� Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî è ôóíêöèÿ g : X → N áèåêöèÿ. Åñ-
ëè A ⊂ X íåïóñòî, òî ñóæåíèå g|A óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè A è g(A) ⊂ N. Ïî ëåììå 2.6 ìíîæåñòâî g(A), à
çíà÷èò, è A, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êî-
íå÷íûì ìíîæåñòâîì, à çíà÷èò, îíî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. �
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Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ N íà ìíî-
æåñòâî A, òî A íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Òåîðåìà 2.15. Ìíîæåñòâî N× N ñ÷åòíî.

� Îïðåäåëèì f : N× N→ N, f(k, m) = g(k +m− 1) +m, ãäå

g(p) =
p(p− 1)

2 . Ôóíêöèÿ f ïðè êàæäîì p = 1, 2, . . . áèåêòèâíî
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî

Mp = {(k, m) : 1 6 k 6 p, m = p+ 1− k}

ýëåìåíòîâ N× N, ñòîÿùèõ íà p-é äèàãîíàëè, íà îòðåçîê íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë

Np = {n : g(p) + 1 6 n 6 g(p) + p = g(p+ 1)}.

Ïîñêîëüêó îòðåçêè Np ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è â îáúåäèíå-
íèè äàþò N, òî f � áèåêöèÿ ìåæäó N× N è N. �

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî.

� Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âè-
äå íåñîêðàòèìîé äðîáè p/q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f1 : Q→
→ Z× N, f1(r) = (p, q), � èíúåêöèÿ.
Ôóíêöèÿ p : Z→ N, ãäå p(n) = 2n+ 1 ïðè n > 0 è p(n) = −2n

ïðè n < 0, � áèåêöèÿ (êàê îáðàòíàÿ ê áèåêöèè h èç ïðèìåðà).
Ïîýòîìó f2 : Z×N→ N×N, f2(n, k) = (p(n), k), òàêæå ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.
Ïóñòü f3 = f � áèåêöèÿ N×N íà N èç òåîðåìû 2.15. Òîãäà êîì-

ïîçèöèÿ F = f3 ◦ f2 ◦ f1 : Q→ N ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ïî ëåì-
ìå 2.6 ìíîæåñòâî F (Q), à çíà÷èò, è Q, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ìíî-
æåñòâî Q áåñêîíå÷íî, ïîýòîìó îíî ñ÷åòíî. �

Òåîðåìà 2.16. Ìíîæåñòâî R íåñ÷åòíî.

� Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà R = {xn : n ∈ N}. Ðàññìîòðèì
íåâûðîæäåííûé îòðåçîê [a, b]. Ðàçäåëèì åãî íà òðè ðàâíûõ îò-
ðåçêà è îáîçíà÷èì ÷åðåç [a1, b1] òîò èç íèõ, êîòîðûé íå ñîäåðæèò
x1 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñåãäà âûáèðàåì ñàìûé ëåâûé îòðåçîê).
Ðàçäåëèì [a1, b1] íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà è îáîçíà÷èì ÷åðåç [a2, b2]
òîò èç íèõ, êîòîðûé íå ñîäåðæèò x2, è ò.ä. Ïî èíäóêöèè áóäåò
ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[an, bn]}, òà-
êèõ ÷òî xn 6∈ [an, bn] äëÿ êàæäîãî n.
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Ïî òåîðåìå 2.7 Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷-

êà x ∈
∞⋂
n=1

[an, bn]. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N òî÷êà x ëåæèò â îòðåçêå

[an, bn], à òî÷êà xn íå ëåæèò â [an, bn]. Çíà÷èò, x 6= xn, ÷òî ïðè-
âîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
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3. Òîïîëîãèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ R � íàáîð îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà òåñíåéøèì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëà.
Ïóñòü ε > 0 è a ∈ R. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Bε(a) = (a− ε, a+ ε) � ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a;
B̊ε(a) = (a− ε, a)∪ (a, a+ ε) � ïðîêîëîòàÿ ε-îêðåñòíîñòü òî÷-

êè a, ò.å. B̊ε(a) = Bε(a) \ {a}
Êëàññèôèöèðóåì òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîìó ìíîæå-

ñòâó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E ⊂ R è x ∈ R.
1) Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(x) ⊂ E. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåí-
íèõ òî÷åê E íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ E è îáîçíà÷àåòñÿ êàê
intE.
2) Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(x) ⊂ R \ E. Ìíîæåñòâî âñåõ âíåø-
íèõ òî÷åê E íàçûâàåòñÿ âíåøíîñòüþ E è îáîçíà÷àåòñÿ êàê extE.
3) Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíî Bε(x) ∩E 6= ∅ è Bε(x) ∩ (R \E) 6= ∅.
Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê E íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé E è
îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂E.

Çàìå÷àíèå. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
R = intE ∪ extE ∪ ∂E è ìíîæåñòâà intE, extE è ∂E ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. âñÿêàÿ òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ëèáî âíóòðåííåé,
ëèáî âíåøíåé, ëèáî ãðàíè÷íîé òî÷êîé E. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî
extE = int(R \ E) è ∂(R \ E) = ∂E.

Ïðèìåð. Ïóñòü E = [0, 1). Òîãäà intE = (0, 1), ïîñêîëüêó
äëÿ x ∈ (0, 1) è ε = min{x, 1−x} âûïîëíåíî ε > 0 è Bε(x) = (x−
− ε, x+ ε) ⊂ E (âåäü ε 6 x⇒ x− ε > 0 è ε 6 1− x⇒ x+ ε 6 1).
Òàêæå ∂E = {0, 1} è extE = (−∞, 0) ∪ (1, +∞).

Çàäà÷à. Ïóñòü A, B ⊂ R. Äîêàæèòå, ÷òî
à) int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B),
á) int(A ∪B) ⊃ int(A) ∪ int(B),
â) ∂(∂A) ⊂ ∂A.
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Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî G ⊂ R íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñ-
ëè âñå åãî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè (ò.å. G = intG). Ìíîæå-
ñòâî F ⊂ R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè R \ F îòêðûòî.

Ïðèìåðû. Èíòåðâàë (a, b) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòðåçîê
[a, b] � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà 3.1. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ îòêðûòî, ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ îòêðûòî, ìíîæåñòâà R, ∅ îòêðûòû.

� Ïóñòü {Gλ}λ∈Λ � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, G =
⋃
λ∈Λ

Gλ,

è ïóñòü x ∈ G. Ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ íàéäåòñÿ òàêîå λ0 ∈
∈ Λ, ÷òî x ∈ Gλ0 . Ìíîæåñòâî Gλ0 îòêðûòî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
Bε(x) ⊂ Gλ0 . Íî òîãäà òåì áîëåå Bε(x) ⊂ G, ò.å. x � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà G.
Ïóñòü {Gk}mk=1 � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,

G =
m⋂
k=1

Gk, è ïóñòü x ∈ G. Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ x ïðè-

íàäëåæèò êàæäîìó Gk. Ìíîæåñòâà Gk îòêðûòû, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò Bεk(x) ⊂ Gk, k = 1, . . . , m. Ïîëîæèì ε = min

16k6m
εk. Òîãäà

ε > 0 è Bε(x) ⊂ Bεk(x) ⊂ Gk äëÿ k = 1, . . . , m. Ñëåäîâàòåëüíî,
Bε(x) ⊂ G, ò.å. x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà G.
Îòêðûòîñòü ìíîæåñòâ R è ∅ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç

îïðåäåëåíèÿ. �

Ëåììà 3.1′. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ çàìêíóòî, ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî, ìíîæåñòâà ∅ è R çàìêíóòû.

� Òàê êàê R\ (
⋂
λ∈Λ

Fλ) =
⋃
λ∈Λ

(R\Fλ), R\ (
m⋃
k=1

Fk) =
m⋂
k=1

(R\Fk), òî

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 3.1 è òåîðåìû 1.1 äå Ìîðãàíà.�
Ïðîâåðêà çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿ íå âñåãäà

óäîáíà íà ïðàêòèêå. Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ çàìêíóòî-
ñòè.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

ìíîæåñòâà E, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî B̊ε(x) ∩ E 6= ∅.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîÿñíÿåò ïðèëàãàòåëüíîå ¾ïðåäåëü-

íûé¿ â íàçâàíèè.
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Ëåììà 3.2. Òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ E òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî-
÷åê èç E, òàêàÿ ÷òî xn → x è âñå xn 6= x.

� Ïóñòü x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E. Òîãäà äëÿ êàæ-
äîãî n ∈ N ìíîæåñòâî B̊1/n(x) ∩E íåïóñòî. Âûáåðåì òî÷êó xn ∈
∈ B̊1/n(x)∩E. Òàê êàê |xn − x| < 1

n , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ñõîäèòñÿ ê x.
Îáðàòíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò ïåðå-

÷èñëåííûì â óñëîâèè ñâîéñòâàì. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ íîìåð N , òàêîé ÷òî |xn − x| < ε äëÿ âñåõ n > N . Çíà÷èò,
B̊ε(x) ∩ E íåïóñòî (ñîäåðæèò, íàïðèìåð, xN 6= a) è òî÷êà x ïðå-
äåëüíàÿ äëÿ E. �

Òåîðåìà 3.1 (êðèòåðèè çàìêíóòîñòè). Ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1)ìíîæåñòâî E çàìêíóòî;
2)ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè;
3)ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè;
4) äëÿ âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç E åå

ïðåäåë ëåæèò â E.

� (1⇒ 2) Ïóñòü x ∈ R \E. Òàê êàê ìíîæåñòâî R \E îòêðûòî, òî
ñóùåñòâóåò Bε(x) ⊂ R \ E, ò.å. x � âíåøíÿÿ òî÷êà E. Ñëåäîâà-
òåëüíî, x íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé è, çíà÷èò, ∂E ⊂ E.
(2⇒ 3) Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé èëè

âíóòðåííåé. Ïî îïðåäåëåíèþ âñå âíóòðåííèå òî÷êè E ïðèíàä-
ëåæàò E. Ïîýòîìó åñëè E ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè,
òî E ñîäåðæèò è âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
(3⇒ 4) Ïóñòü xn ∈ E è xn → x. Åñëè x /∈ E, òî x ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé äëÿ E, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï. 3.
(4⇒ 1) Ïóñòü x ∈ R \ E. Ïðåäïîëîæèì, x íå ÿâëÿåòñÿ âíóò-

ðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà R \ E, ò.å. Bε(x) ∩ E 6= ∅ äëÿ ëþáîãî
ε > 0. Äëÿ êàæäîãî n âûáåðåì xn ∈ B1/n(x)∩E. Òîãäà âñå xn ∈ E
è xn → x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï. 4. Èòàê, âñå òî÷êè R \E âíóòðåí-
íèå, ò.å. ìíîæåñòâî R \ E îòêðûòî. �

Îòìåòèì, ÷òî ï. 4 íà ïðàêòèêå äàåò íàèáîëåå óäîáíûé ñïîñîá
ïðîâåðêè çàìêíóòîñòè.
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Ïðèìåð. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ïîêàæåì, ÷òî L çàìêíóòî.

� Ïóñòü xn → x è âñå xn ∈ L. Ïîñêîëüêó xk � ÷àñòè÷íûé ïðå-
äåë {an}, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íîìåðîâ {nk}, ÷òî |xk − ank | < 1/k. Èç îöåíêè |ank −
− x| 6 1/k+ |xk − x| âûòåêàåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}
ñõîäèòñÿ ê x, ò.å. x ∈ L. Ïî ï. 4 òåîðåìû 3.1 ìíîæåñòâî L çàìêíó-
òî. �

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî E = E ∪ ∂E íàçûâàåòñÿ çàìûêà-

íèåì ìíîæåñòâà E.

Ëåììà 3.3. Ìíîæåñòâî E çàìêíóòî. Áîëåå òîãî, ìíîæå-

ñòâî E ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâà E è âñåõ åãî ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê.

� Ïóñòü x ∈ R\E. Òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé äëÿ E. Ïîýòîìó ñó-
ùåñòâóåò Bε(x) ⊂ R \E. Îêðåñòíîñòü Bε(x) íå ñîäåðæèò ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà E (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå Bε(x)
ñ E áûëî áû íåïóñòî). Ñëåäîâàòåëüíî, Bε(x) ⊂ R \ E, à çíà÷èò,
ìíîæåñòâî R \ E îòêðûòî.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äâóõ î÷åâèäíûõ íàáëþäåíèé.

Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé èëè âíóòðåííåé.
Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ âî ìíîæåñòâå, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-
íîé. �

Ñëåäñòâèå. Òî÷êà a ∈ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê èç E, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.
� Ïóñòü a ∈ E. Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ E, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 3.2; èíà÷å òî÷êà a
ñàìà ëåæèò â E è ìîæíî âçÿòü ïîñòîÿííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Îáðàòíî, ïóñòü xn → a, ãäå âñå xn ∈ E. Åñëè a = xn äëÿ íåêîòî-
ðîãî n, òî a ∈ E; èíà÷å ïî ëåììå 3.2 a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E.
Â ëþáîì ñëó÷àå a ∈ E. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî E = ∩{F : F çàìêíóòî è F ⊃ E}.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî {Gλ}λ∈Λ íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì

ìíîæåñòâà E, åñëè E ⊂
⋃
λ∈Λ

Gλ. Åñëè âñå ìíîæåñòâà Gλ îòêðûòû,

òî ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì.
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Ïðèìåð. Òàê êàê
∞⋃
n=1

(1/n, 1) = (0, 1), òî {(1/n, 1)}n∈N � îò-

êðûòîå ïîêðûòèå (0, 1).

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íèêàêîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî èíòåðâàëîâ (1/n, 1) óæå íå îáðàçóåò ïîêðûòèå (0, 1). Òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà äëÿ îòðåçêà.

Òåîðåìà 3.2 (Ãåéíå�Áîðåëü). Åñëè {Gλ}λ∈Λ � îòêðûòîå

ïîêðûòèå [a, b], òî ñóùåñòâóþò n ∈ N è λ1, . . . , λn ∈ Λ, òàêèå
÷òî [a, b] ⊂ Gλ1 ∪ . . . ∪Gλn.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Gλ}λ∈Λ îòðåçêà
[a, b] íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ðàçäåëèì [a, b] ïî-
ïîëàì, è ÷åðåç [a1, b1] îáîçíà÷èì òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ íå ïî-
êðûâàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ìíîæåñòâ Gλ. Ïîëó÷åííûé îòðå-
çîê ðàçäåëèì ïîïîëàì, è ÷åðåç [a2, b2] îáîçíà÷èì òó ïîëîâèíó,
êîòîðàÿ íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì Gλ è ò.ä. Ïî èíäóê-
öèè áóäåò ïîñòðîåíà ñòÿãèâàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåç-
êîâ {[an, bn]}, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì íà-
áîðîì ìíîæåñòâ Gλ.
Ïî òåîðåìå 2.7 Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò

òî÷êà c ∈
⋂∞
n=1[an, bn]. Òàê êàê [a, b] ⊂

⋃
Gλ, òî c ∈ Gλ0 äëÿ

íåêîòîðîãî λ0 ∈ Λ. Ìíîæåñòâî Gλ0 îòêðûòî, ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò Bε(c) ⊂ Gλ0 . Âûáåðåì òàêîé íîìåð k, ÷òî bk − ak = b− a

2k
< ε.

Òîãäà c− ak < ε è bk − c < ε. Çíà÷èò, [ak, bk] ⊂ Bε(c) ⊂ Gλ0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ âûáîðà [ak, bk]. Íàøå ïðåäïîëîæåíèå î
íåâîçìîæíîñòè âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå íåâåðíî. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè F � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

è {Gλ}λ∈Λ � îòêðûòîå ïîêðûòèå F , òî ñóùåñòâóþò n ∈ N è

λ1, . . . , λn ∈ Λ, òàêèå ÷òî F ⊂ Gλ1 ∪ . . . ∪Gλn.
� Òàê êàê F îãðàíè÷åíî, òî îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåç-
êå [a, b]. Òîãäà {Gλ}λ∈Λ ∪ {R \ F} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå
[a, b] (ò.ê.

⋃
λ∈Λ

Gλ ∪ (R \F ) = R). Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå [a, b] ⊂

⊂
n⋃
k=1

Gλk ∪ (R \ F ) äëÿ íåêîòîðûõ λ1, . . . , λn ∈ Λ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, F ⊂
n⋃
k=1

Gλk . �
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Bε(+∞) =
(

1
ε , +∞

)
∪ {+∞} � ε-îêðåñòíîñòü +∞;

B̊ε(+∞) =
(

1
ε , +∞

)
� ïðîêîëîòàÿ ε-îêðåñòíîñòü +∞;

Bε(−∞) =
(
−∞, −1

ε

)
∪ {−∞} � ε-îêðåñòíîñòü −∞;

B̊ε(−∞) =
(
−∞, −1

ε

)
� ïðîêîëîòàÿ ε-îêðåñòíîñòü −∞.

Ïîñêîëüêó âñå ïîíÿòèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà ââîäèëèñü ÷åðåç
îêðåñòíîñòè, òî îïðåäåëåíèÿ áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó-
÷àé ìíîæåñòâà E ⊂ R. Â ÷àñòíîñòè, +∞ (−∞) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-
íîé òî÷êîé E ⊂ R⇐⇒ ìíîæåñòâî E \ {±∞} íå îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó (ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó) â R.
Â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé ìîæíî äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ïðå-

äåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N (an ∈ Bε(a)).
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4. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå êîíöåïöèÿ ïðåäåëà ðàçâèâàåòñÿ äëÿ ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé. Ïðè ïîìîùè ïðåäåëà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåïðåðûâíî-
ñòè, èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå.

4.1. Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå
Ïóñòü E ⊂ R, a, b ∈ R è çàäàíà ôóíêöèÿ f : E → R.
Îïðåäåëåíèå 4.1 (Êîøè). Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì

ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, è

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ E
(
x ∈ B̊δ(a)⇒ f(x) ∈ Bε(b)

)
.

Bδ(a)

Bε(b)

x

f(x)

a

f(
◦
B δ(a))

0

Ðèñ. 4.1

Ïèøóò lim
x→a

f(x) = b,

èëè f(x)→ b ïðè x→ a.
Ïîñëåäíÿÿ èìïëèêàöèÿ îçíà-

÷àåò, ÷òî

f(B̊δ(a) ∩ E) ⊂ Bε(b).

Ýòî ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà (ñì. ðèñ. 4.1).
Â îäíîì âàæíîì ñëó÷àå ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà

ÿçûêå íåðàâåíñòâ.
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî b ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f

â òî÷êå a ∈ R, åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, è

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ E (0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε).

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R \ {2} → R, f(x) = 3x2 − 12
x− 2 . Ïîêàæåì,

÷òî lim
x→2

f(x) = 12.

Î÷åâèäíî, ÷òî a = 2 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà R\{2}. Çàôèêñèðóåì
ε > 0, è ïóñòü δ ∈ (0, ε3 ]. Òîãäà åñëè x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 <

< |x− 2| < δ, òî |f(x)− 12| = |3(x+ 2)− 12| = 3|x− 2| < ε.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè ïîëîæèòü
E = N è a = +∞, òî ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: ïî ε > 0 äîñòàòî÷íî âçÿòü N = [1

δ ] + 1. Åùå áîëåå
òåñíàÿ ñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.
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Îïðåäåëåíèå 4.2 (Ãåéíå). Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì

ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, è

∀{xn}, xn ∈ E \ {a} (xn → a⇒ f(xn)→ b).

Ïèøóò lim
x→a

f(x) = b, èëè f(x)→ b ïðè x→ a.

Çàìå÷àíèå. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå, åñëè a � ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà E, òî B̊δ(a) ∩ E 6= ∅ äëÿ ëþáîãî δ > 0, è ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñî ñâîéñòâàìè xn ∈ E \ {a}, xn → a.

Òåîðåìà 4.1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ðàâ-

íîñèëüíû.

� Ïóñòü f : E → R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E.
(⇒) Ïóñòü b = lim

x→a
f(x) ïî Êîøè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ E ñî ñâîéñòâàìè xn → a è xn 6= a.
Ïîêàæåì, ÷òî f(xn)→ b. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ x ∈
∈ B̊δ(a)∩E. Òàê êàê xn → a, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî xn ∈
∈ Bδ(a) äëÿ âñåõ n > N . Âñå xn ∈ E \ {a}, ïîýòîìó xn ∈ B̊δ(a) ∩
∩ E ïðè âñåõ n > N è, çíà÷èò, f(xn) ∈ Bε(b) ïðè âñåõ n > N .
Ñëåäîâàòåëüíî, f(xn)→ b. Îïðåäåëåíèå Ãåéíå âûïîëíÿåòñÿ.
(⇐) Ïóñòü b = lim

x→a
f(x) ïî Ãåéíå. Åñëè b íå óäîâëåòâîðÿåò

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè f ïî Êîøè, òî

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ E
(
x ∈ B̊δ(a) è f(x) /∈ Bε(b)

)
.

Ïîëîæèì δ = 1
n , n ∈ N, è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x îáîçíà÷èì

÷åðåç xn. Òàê êàê xn ∈ B̊1/n(a)∩E, òî xn → a è xn 6= a. Ïî îïðå-
äåëåíèþ Ãåéíå f(xn)→ b. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî
f(xn) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ n > N . Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ âñå f(xn)
íå ëåæàò â Bε(b), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå Ãåéíå ìîæíî îñëàáèòü, ñ÷èòàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñòðîãî ìîíîòîííûìè. Ïîêàæåì, ÷òî òà-
êîé âàðèàíò âëå÷åò îïðåäåëåíèå Êîøè. Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ
äëÿ a ∈ R. Ïîëàãàÿ â (⇐) δ = min{ 1

n , |xn−1 − a|} (n > 2), ïîëó-
÷èì, ÷òî |xn − a| → 0 ñòðîãî óáûâàÿ. Ñïðàâà èëè ñëåâà îò a íà-
õîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ xn, îíè è îáðàçóþò èñêîìóþ
ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

55



Ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ïîçâîëÿåò âûáèðàòü
íàèáîëåå óäîáíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíê-
öèé: ëèáî óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ Ãåéíå ñâîäèòñÿ
ê óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî
ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ Êîøè ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

4.2. Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè
Ïóñòü f , g è h : E → R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E.

Ñâîéñòâî 1 (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè lim
x→a

f(x) = b

è lim
x→a

f(x) = c, òî b = c.

� Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ E
ñî ñâîéñòâàìè xn → a è xn 6= a. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå
f(xn)→ b è f(xn)→ c. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè b = c. �

Ñâîéñòâî 2 (ïðåäåë ïî ïîäìíîæåñòâó). Åñëè lim
x→a

f(x) = b

è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D ⊂ E, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñóæåíèÿ
lim
x→a

(f |D)(x) = b.

� Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ D
ñî ñâîéñòâàìè xn → a è xn 6= a. Òîãäà (f |D)(xn) = f(xn)→ b.
Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå b = lim

x→a
(f |D)(x). �

Ñâîéñòâî 3 (ïðåäåë çàæàòîé ôóíêöèè). Åñëè ñóùåñò-
âóåò σ > 0, òàêîå ÷òî f(x) 6 h(x) 6 g(x) äëÿ âñåõ x ∈ B̊σ(a) ∩E,
è lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = b, òî lim
x→a

h(x) = b.

� Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ E
ñî ñâîéñòâàìè xn → a è xn 6= a. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
n0, ÷òî xn ∈ B̊σ(a)∩E ïðè âñåõ n > n0 è, çíà÷èò, f(xn) 6 h(xn) 6
6 g(xn) ïðè âñåõ n > n0. Òàê êàê f(xn)→ b è g(xn)→ b, òî ïî
ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h(xn)→ b. Ïî îïðåäåëå-
íèþ Ãåéíå lim

x→a
h(x) = b. �

Åñëè çàæèìàòü îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé, òî ïîëó÷àåì

Ñâîéñòâî 4 (ëîêàëèçàöèÿ). Åñëè ôóíêöèè f , g : E → R
ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå B̊σ(a) ∩ E äëÿ íåêîòîðîãî σ > 0 è ñó-
ùåñòâóåò lim

x→a
f(x) = b, òî ñóùåñòâóåò lim

x→a
g(x) = b.
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Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó 3 äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â
íåðàâåíñòâå: åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå σ > 0, ÷òî f(x) 6 g(x) äëÿ
âñåõ x ∈ B̊σ(a) ∩ E, è lim

x→a
f(x) = b, lim

x→a
g(x) = c, òî b 6 c.

Ñâîéñòâî 5 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ïðåäåëàìè).
Ïóñòü lim

x→a
f(x) = b è lim

x→a
g(x) = c. Òîãäà

1) lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b± c, 2) lim
x→a

f(x)g(x) = bc,

3) åñëè c 6= 0 è g(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ E, òî lim
x→a

f(x)
g(x)

= b
c .

Çàêëþ÷åíèå íàäî ïîíèìàòü òàê: åñëè âåëè÷èíà ñïðàâà ñóùåñòâó-
åò â R, òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà ñëåâà è ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
� Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ E ñ óñ-
ëîâèÿìè xn → a è xn 6= a. Òîãäà f(xn)→ b è g(xn)→ c.
Ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(xn)± g(xn)→ b± c,
f(xn)g(xn)→ bc, f(xn)

g(xn)
→ b

c . Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-

íèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå. �

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ åñòåñòâåííåå äîêàçûâàþòñÿ ïî îïðå-
äåëåíèþ Êîøè.

Ñâîéñòâî 6 (ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü). Åñëè ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé lim

x→a
f(x), òî íàéäóòñÿ δ > 0 è C > 0, òàêèå ÷òî

|f(x)| 6 C äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E.
� Ïóñòü b = lim

x→a
f(x), òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî b− 1 <

< f(x) < b+1 äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a)∩E. Ïîëîæèì C = |b|+1. Òîãäà
|f(x)| 6 C äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E. �

(
)

(
)

(
)

a b
c

f g

a b
c

f g

Ðèñ. 4.2

Ñâîéñòâî 7 (ïðåäåë êîìïîçèöèè).
Ïóñòü E, D ⊂ R, è ôóíêöèè f : E → D,
g : D → R òàêèå ÷òî

lim
x→a

f(x) = b è lim
y→b

g(y) = c.

Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) f(x) 6= b â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè a,
2) g(b) = c.

Òîãäà
lim
x→a

(g ◦ f)(x) = c = lim
y→b

g(y).
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� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ íàéäóòñÿ òàêèå σ, δ > 0, ÷òî
g(y) ∈ Bε(c) äëÿ âñåõ y ∈ B̊σ(b) ∩D è f(x) ∈ Bσ(b) äëÿ âñåõ x ∈
∈ B̊δ(a) ∩ E.
1) Óìåíüøàÿ δ, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) 6=

6= b äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E. Òîãäà f(x) ∈ B̊σ(b) ∩D è, çíà÷èò,
g(f(x)) ∈ Bε(c). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî lim

x→a
(g ◦ f)(x) = c.

2) Åñëè èìååòñÿ òî÷êà x ∈ Bδ(a), òàêàÿ ÷òî f(x) = b, òî â ñè-
ëó óñëîâèÿ c = g(b) â òàêîé òî÷êå âûïîëíåíî g(f(x)) = c ∈ Bε(c).
Ñëåäîâàòåëüíî, g(f(x)) ∈ Bε(c) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B̊δ(a) ∩ E.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà lim

x→a
(g ◦ f)(x) = c. �

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíèå îäíîãî èç
óñëîâèé (1) èëè (2) ñóùåñòâåííî äëÿ ïðåäåëà êîìïîçèöèè.

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R→ R, f(x) =

{
0, x 6= 0,

1, x = 0,
è g = f . Òîãäà

lim
x→0

(g ◦ f)(x) = 1 6= 0 = lim
y→0

g(y).

4.3. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü f : E → R, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâà E. Ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå a òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ B̊δ(a) ∩ E
(
|f(x)− f(x′)| < ε

)
. (4.1)

� (⇒) Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî |f(x)− b| < ε
2 äëÿ

âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E. Òîãäà ïðè ëþáûõ x, x′ ∈ B̊δ(a) ∩ E èìååì

|f(x)− f(x′)| 6 |f(x)− b|+ |f(x′)− b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (4.1) âûïîëíåíî.
(⇐) Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.1). Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ E ñî ñâîéñòâàìè xn → a
è xn 6= a. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîäáåðåì ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0
èç óñëîâèÿ (4.1). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî xn ∈ B̊δ(a)∩
∩ E äëÿ âñåõ n > N è, çíà÷èò, |f(xn)− f(xm)| < ε ïðè âñåõ n,
m > N . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ôóíäàìåí-
òàëüíà. Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {f(xn)}
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ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó b. Ðàññìîòðèì åùå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê yn ∈ E, yn → a è yn 6= a. Òîãäà xn, yn ∈ B̊δ(a) ∩ E
ïðè âñåõ n > n0, òàê ÷òî ïî óñëîâèþ (4.1) |f(xn)− f(yn)| < ε ïðè
âñåõ n > n0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(xn)− f(yn)→ 0, îòêóäà èìååì
f(yn)→ b. Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå b = lim

x→a
f(x). �

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
∀ε > 0 ∃b ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ R (0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε).
Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

x→a
f(x)?

4.4. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè
Ïóñòü E ⊂ R, a ∈ R è çàäàíà ôóíêöèÿ f : E → R.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (a, +∞) ∩ E, òî
ïðåäåë ñóæåíèÿ f |(a,+∞)∩E â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñïðàâà

ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f(a+ 0), èëè lim
x→a+0

f(x).

Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (−∞, a) ∩ E, òî ïðåäåë ñóæåíèÿ
f |(−∞, a)∩E â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f â
òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f(a− 0), èëè lim

x→a−0
f(x).

Ïðåäåëû ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîí-

íèìè.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü f : E → R, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâ (−∞, a)∩E è (a, +∞)∩E. Ïðåäåë lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò

(â R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(a− 0) = f(a+ 0). Â ýòîì

ñëó÷àå âñå òðè ïðåäåëà ðàâíû.

� Ðàâåíñòâà f(a−0) = f(a+ 0) = lim
x→a

f(x) âûòåêàþò èç ñâîéñòâà
ïðåäåëà ïî ïîäìíîæåñòâó.
Îáðàòíî, ïóñòü f(a−0) = b = f(a+0). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ñó-

ùåñòâóþò òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî f(x) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ x ∈ (a−
− δ1, a)∩E è f(x) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ x ∈ (a, a+ δ2)∩E. Ïîëîæèì
δ = min{δ1, δ2}. Òîãäà f(x) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî b = lim

x→a
f(x). �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : E → R è D ⊂ E.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé (íåñòðîãî

óáûâàþùåé) íà D, åñëè äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ D èç óñëîâèÿ x < x′

ñëåäóåò f(x) 6 f(x′) (f(x) > f(x′)).
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Åñëè âìåñòî 6 (>) íàïèñàòü < (>), òî ôóíêöèþ íàçûâàþò
ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé).
Íåñòðîãî âîçðàñòàþùèå è íåñòðîãî óáûâàþùèå ôóíêöèè íà-

çûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè.

Òåîðåìà 4.3 (î ïðåäåëàõ ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Ïóñòü
a, b ∈R, a<b. Åñëè ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b), òî
ñóùåñòâóþò lim

x→b−0
f(x) = sup

x∈(a, b)

f(x) è lim
x→a+0

f(x) = inf
x∈(a, b)

f(x).

Â ñëó÷àå íåñòðîãî óáûâàíèÿ sup è inf ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

(Ïîä ñèìâîëîì +∞−0 ïîíèìàåòñÿ +∞, ïîä ñèìâîëîì −∞+ 0
ïîíèìàåòñÿ −∞.)
� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b). Ïóñòü s =
= sup(a, b) f(x). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà äëÿ ëþáîãî r < s ñó-
ùåñòâóåò òàêîå xr ∈ (a, b), ÷òî r < f(xr). Òîãäà â ñèëó âîçðàñòà-
íèÿ r < f(x) 6 s äëÿ âñåõ x ∈ (xr, b).
Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîëîæèì r = s− ε, åñëè s ∈ R, è r = 1

ε ,

åñëè s = +∞. Òîãäà f(x) ∈ Bε(s) äëÿ âñåõ x ∈ (xr, b).4

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî (xr, b) âêëþ÷àåò èíòåðâàë (b− δ, b) â ñëó-
÷àå b ∈ R, è ëó÷

(
1
δ , +∞

)
â ñëó÷àå b = +∞. Â ïåðâîì ñëó÷àå

ïîäõîäèò δ = b− xr, âî âòîðîì ïîäõîäèò δ = 1
|xr|+ 1

.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå.Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà (a, b)è c ∈(a, b).
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f(c− 0) è f(c+ 0), ïðè÷åì
f(c− 0) 6 f(c) 6 f(c+ 0), åñëè f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b),
è f(c− 0) > f(c) > f(c+ 0), åñëè f íåñòðîãî óáûâàåò.

� Åñëè f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b), òî f(x) 6 f(c) äëÿ âñåõ
x ∈ (a, c) è, çíà÷èò, f(c− 0) = sup(a, c) f(x) 6 f(c). Àíàëîãè÷íî
äëÿ ïðåäåëà ñïðàâà (ñì. ðèñ. 4.3). �

4.5. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå
Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ¾ìà-

ëî¿ ìåíÿþòñÿ ïðè ¾ìàëîì¿ èçìåíåíèè àðãóìåíòà.

4Âèä îêðåñòíîñòåé çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè b, s ÷èñëàìè èëè ñèìâî-
ëàìè ±∞.
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a c d x

y

b0 x

y

a− δ

f(a)− ε

a+ δ

f(a) + ε

a

f(a)

0

Ðèñ. 4.3 Ðèñ. 4.4

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E ⊂ R, a ∈ E è ïóñòü f : E → R. Ôóíê-
öèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ E (x ∈ Bδ(a)⇒ f(x) ∈ Bε(f(a))

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ E (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε)

(ñì. ðèñ. 4.4).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò âàæíîå

Ñâîéñòâî (îòäåëèìîñòü). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â
òî÷êå a è f(a) > 0 (<0), òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) >

>
f(a)

2

(
<
f(a)

2

)
äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a) ∩ E.

� Ïóñòü f(a) > 0. Ïîëîæèì â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè ε =

=
f(a)

2 . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |f(x)− f(a)| < ε ïðè x ∈
∈ E, |x− a| < δ. Îòêóäà

f(x) = f(a) + (f(x)− f(a)) > f(a)− f(a)

2
=
f(a)

2
.

Ñëó÷àé f(a) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Óêàæåì íà îäíî îòëè÷èå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè îò îïðå-

äåëåíèÿ ïðåäåëà.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè òî÷êà a ëåæèò
â E � îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, íî íå îáÿçàíà áûòü ïðå-
äåëüíîé. Òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó è íå ÿâëÿþùàÿñÿ åãî
ïðåäåëüíîé òî÷êîé, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
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Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü f : E → R, a ∈ E. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
(1) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a;
(2) ∀{xn}, xn ∈ E (xn → a⇒ f(xn)→ f(a));
(3) a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, èëè a � ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà E è lim
x→a

f(x) = f(a).

� (1)⇒ (2) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê xn ∈ E, ñõîäÿùóþñÿ ê a. Ïîêàæåì, ÷òî f(xn)→ f(a). Çà-
ôèêñèðóåì ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè íàéäåòñÿ òà-
êîå δ > 0, ÷òî |f(x)− f(a)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a) ∩ E. Òàê êàê
xn → a, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî xn ∈ Bδ(a) ∩ E ïðè
âñåõ n > N è, çíà÷èò, |f(xn)− f(a)| < ε ïðè âñåõ n > N .

(2)⇒ (3) Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E, òî â ñèëó (2)
lim
x→a

f(x) = f(a) ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ïðåäåëà ôóíêöèè. Åñëè

a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé E, òî ïî îïðåäåëåíèþ a � èçî-
ëèðîâàííàÿ òî÷êà E.

(3)⇒ (1) Åñëè a èçîëèðîâàíà, òî Bδ0(a)∩E = {a} äëÿ íåêîòî-
ðîãî δ0 > 0. Òîãäà îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå a âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ δ = δ0. Ïóñòü a ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E. Ïî îïðåäåëåíèþ
Êîøè ïðåäåëà ôóíêöèè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ E (0 < |x− a| < δ ⇒
⇒ |f(x)− f(a)| < ε). Íî ïîñëåäíÿÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíî âûïîë-
íÿåòñÿ è äëÿ x = a. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a.�

Ïðèìåð. Ïóñòü E = {0, 1, 1
2 , . . . ,

1
n , . . .}, ôóíêöèÿ f : E → R

òàêàÿ, ÷òî f(0) = y0, f
(

1
n

)
= yn, n ∈ N. Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå E.

� Âñÿêàÿ òî÷êà 1/n ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé äëÿ E, ïîýòîìó f
íåïðåðûâíà â òî÷êå 1/n ïðè ëþáîì âûáîðå yn. Îñòàâøàÿñÿ òî÷êà
0 ∈ E ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ E, ïîýòîìó óñëîâèå íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè f â a = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ lim

n→∞
yn = y0. �

Ñëåäñòâèå.Åñëè ôóíêöèè f, g :E → R íåïðåðûâíû â òî÷êå a,
òî â òî÷êå a íåïðåðûâíû ôóíêöèè f ± g, f · g è ïðè äîïîëíè-

òåëüíîì óñëîâèè g 6= 0 íà E òàêæå f
g .

� Ïóñòü xn ∈ E è xn → a. Ïî íåïðåðûâíîñòè f(xn)→ f(a) è
g(xn)→ g(a). Òîãäà f(xn)± g(xn)→ f(a)± g(a), f(xn)g(xn)→
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→ f(a)g(a), f(xn)
g(xn)

→ f(a)
g(a)

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.4 ôóíê-

öèè f ± g, f · g è f
g íåïðåðûâíû â òî÷êå a. �

Ïðèìåð. Ïóñòü P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0 � ìíîãî-
÷ëåí (ai ∈ R). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ P íåïðåðûâíà â êàæäîé
òî÷êå a ∈ R.
� Ôóíêöèè x 7→ x è x 7→ c, ãäå c � êîíñòàíòà, íåïðåðûâíû â òî÷-
êå a: äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè ïîëîæèòü δ = ε.
Ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ cxk, k ∈ N, íåïðåðûâíà â òî÷êå a, à
çíà÷èò, â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ P . �

Òåîðåìà 4.5 (î íåïðåðûâíîñòè êîìïîçèöèè). Ïóñòü

f : E → R è g : D → R, ïðè÷åì f(E) ⊂ D. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå a, ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà â òî÷êå f(a), òî êîì-
ïîçèöèÿ g ◦ f : E → R íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

� Ïóñòü xn ∈ E è xn → a. Òîãäà f(xn)→ f(a) â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè f â òî÷êå a è g(f(xn))→ g(f(a)) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè g
â òî÷êå f(a). Ïî òåîðåìå 4.4 ôóíêöèÿ g ◦ f íåïðåðûâíà â òî÷-
êå a. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : E → R, a ∈ E. Åñëè ñóæåíèå f íà
ìíîæåñòâî (−∞, a] ∩ E ([a, +∞) ∩ E) íåïðåðûâíî â òî÷êå a, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷êå a.

Çàìå÷àíèå. Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (−∞, a] ∩ E, òî
íåïðåðûâíîñòü ñëåâà â òî÷êå a îçíà÷àåò, ÷òî f(a−0) = f(a). Àíà-
ëîãè÷íî äëÿ íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : E → R, a ∈ E. Åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, òî ãîâîðÿò, ÷òî f ðàçðûâíà (èìååò ðàç-

ðûâ) â òî÷êå a, à òî÷êó a íàçûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f .

Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Åñ-
ëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f(a− 0) è f(a+ 0), íî íå âñå
÷èñëà f(a− 0), f(a+ 0) è f(a) ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ñëó÷àé, êîãäà
f íå îïðåäåëåíà â ñàìîé òî÷êå a òîæå äîïóñêàåòñÿ), òî a íàçûâà-
åòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I ðîäà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè õîòÿ
áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâó-
åò, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà II ðîäà ôóíêöèè f .
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Åñëè a � òî÷êà ðàçðûâà I ðîäà è f(a− 0) = f(a+ 0), òî a íà-
çûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè f .

Ïðèìåðû. 1) Ôóíêöèÿ ñèãíóì (çíàê):

f(x) = signx =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

Ïîñêîëüêó f(+0) = 1, f(−0) = −1, òî a = 0 � òî÷êà ðàçðûâà
I ðîäà.

2) Ôóíêöèÿ Äèðèõëå

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \Q,

ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå, ïðè÷åì âñå ðàçðûâû II ðîäà.
Ïóñòü a ∈ R. Ðàññìîòðèì ñõîäÿùèåñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {xn} è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {x′n}, òàêèå
÷òî xn, x′n > a. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü xn =

[na]+1
n è x′n = a+ σ

n

(σ= 1, åñëè a 6∈Q, è σ =
√

2, åñëè a ∈Q). Òîãäà D(xn)→1 è
D(x′n)→ 0. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò D(a+ 0). Àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò D(a− 0).

3) Ôóíêöèÿ Ðèìàíà f : [0, 1]→ R,

f(x) =

{
1/q, x = p/q è äðîáü íåñîêðàòèìà,

0, x ∈ R \Q,
íåïðåðûâíà âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è èìååò óñòðàíèìûå
ðàçðûâû âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ (ñ÷èòàåì 0=0/1).

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë f â ëþáîé òî÷êå a ðàâåí 0.
Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïóñòü äðîáü x = p/q íåñîêðàòèìà, f(x) =
= 1/q < ε⇔ q > 1/ε. Ïî-äðóãîìó: f(x) < ε èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
x ∈ (0, 1], êðîìå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì 6 1/ε.
Ïîëîæèì N = [1/ε], òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ äðîáåé 6 N2 (âåäü
1 6 p 6 q 6 N). Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òî îêðåñòíîñòü B̊δ(a) íå ñî-
äåðæèò èñêëþ÷èòåëüíûõ äðîáåé è 0. Òîãäà |f(x)− 0| = f(x) < ε
äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ [0, 1].
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Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèè f , g îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå5 I è
èìåþò â I ïëîòíûå ìíîæåñòâà òî÷åê íåïðåðûâíîñòè, ò.å. â êàæ-
äîì èíòåðâàëå (α, β) ⊂ I ñóùåñòâóåò êàê òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f ,
òàê è òî÷êà íåïðåðûâíîñòè g.
1) Ïóñòü ε > 0 è (a, b) ⊂ I. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé îò-

ðåçîê J ⊂ (a, b), ÷òî |f(x)− f(y)| < ε è |g(x)− g(y)| < ε äëÿ âñåõ
x, y ∈ J .
2) Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ, äîêà-

æèòå, ÷òî ôóíêöèè f è g èìåþò â I îáùóþ òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.
3) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f : R→ R, êîòîðàÿ

íåïðåðûâíà â êàæäîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êå è ðàçðûâíà â êàæäîé
èððàöèîíàëüíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 4.6 (î ðàçðûâàõ ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Åñëè

ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâà-

ëå (a, b), òî f ìîæåò èìåòü íà (a, b) ðàçðûâû òîëüêî I ðîäà,

ïðè÷åì èõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f íåñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïî ñëåä-
ñòâèþ òåîðåìû 4.3 äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå f(c+ 0) è f(c− 0), ïðè÷åì f(c− 0) 6 f(c) 6 f(c+ 0). Ïî-
ýòîìó åñëè f ðàçðûâíà â òî÷êå c, òî f(c− 0) < f(c+ 0) è, çíà÷èò,
c � òî÷êà ðàçðûâà I ðîäà (ñì. ðèñ. 4.3).
Ïóñòü c, d ∈ (a, b), ïðè÷åì c < d. Äëÿ âñÿêîãî α ∈ (c, d) èìååì

f(c+ 0) = inf
x∈(c, b)

f(x) 6 f(α) 6 sup
x∈(a, d)

f(x) = f(d− 0).

Ïîýòîìó åñëè c, d � òî÷êè ðàçðûâà f , òî èíòåðâàëû (f(c− 0),
f(c+ 0)) è (f(d− 0), f(d+ 0)) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå êàæäîìó òàêîìó èíòåðâàëó ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ñîäåð-
æàùååñÿ â íåì. Òåì ñàìûì óñòàíîâèì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì òàêèõ èíòåðâàëîâ è ïîäìíîæåñòâîì Q. Ëþáîå ïîäìíîæå-
ñòâî Q íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà f
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. �

4.6. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : E → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà E, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E.

5Âñå ïðîìåæóòêè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.
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Ïðèìåð. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ x 7→ P (x)
Q(x)

, ãäå P, Q � ìíî-

ãî÷ëåíû, íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Q(x) 6= 0.

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R â êàæäîé òî÷êå èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ g: x 7→ lim

t→x
f(t) íåïðå-

ðûâíà íà [a, b].

Ëåììà 4.2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà

îãðàíè÷åíà íà [a, b].

� Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé. Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå xn ∈ [a, b], ÷òî
|f(xn)| > n. Ïî òåîðåìå 2.9 Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà {xn} èìååò
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, xnk → c. Ïåðåõîäÿ â íåðà-
âåíñòâå a 6 xnk 6 b ê ïðåäåëó ïðè k →∞ èëè ïîëüçóÿñü çà-
ìêíóòîñòüþ [a, b], ïîëó÷àåì c ∈ [a, b]. Òîãäà ïî íåïðåðûâíîñòè
f(xnk)→ f(c), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåîãðàíè÷åííîñòè {f(xnk)}.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü x ∈ [a, b]. Ïîñêîëüêó f â òî÷êå x èìå-

åò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà εx è Cx, ÷òî |f(t)| 6 Cx äëÿ âñåõ t ∈ Bεx(x) ∩ [a, b]. Ñåìåé-
ñòâî {Bεx(x)}x∈[a, b] îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå [a, b], ïîýòî-
ìó ïî òåîðåìå 3.2 Ãåéíå�Áîðåëÿ [a, b] ⊂ Bεx1

(x1)∪ . . .∪Bεxm (xm)
äëÿ íåêîòîðûõ x1, . . . , xm ∈ [a, b]. Ïîëîæèì C = max{Cx1 , . . . ,
Cxm}. Òîãäà |f(t)| 6 C äëÿ âñåõ t ∈ [a, b] è îãðàíè÷åííîñòü óñòà-
íîâëåíà. �

Òåîðåìà 4.7 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà

íà [a, b], òî ñóùåñòâóþò xm, xM ∈ [a, b], òàêèå ÷òî f(xM ) =
= sup

x∈[a, b]

f(x) è f(xm) = inf
x∈[a, b]

f(x).

� Ïî ëåììå 4.2 ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f([a, b]) îãðàíè÷åíî, à çíà-
÷èò, îïðåäåëåíû ÷èñëà M = sup f(x) è m = inf f(x).
Ïåðâûé ñïîñîá. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà äëÿ êàæäîãî n ∈

∈ N íàéäåòñÿ òàêîå xn ∈ [a, b], ÷òîM − 1
n < f(xn) 6M è, çíà÷èò,

f(xn)→M . Ïî òåîðåìå 2.9 Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâó-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}, xnk → xM . Òîãäà ïî íåïðåðûâ-
íîñòè f(xnk)→ f(xM ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(xnk)→M . Â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà f(xM ) = M .
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Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t)<M äëÿ âñåõ t∈ [a, b].
Ïóñòü x ∈ [a, b] è yx ∈ (f(x),M). Ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x
äëÿ εx = yx − f(x) íàéäåòñÿ δx > 0, ÷òî f(t) ∈ Bεx(f(x)) äëÿ
âñåõ t ∈ Bδx(x) ∩ [a, b], à çíà÷èò, f(t) < f(x) + εx = yx. Ñåìåé-
ñòâî {Bδx(x)}x∈[a, b] îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå [a, b]. Ïî òåîðå-
ìå 3.2 Ãåéíå�Áîðåëÿ [a, b] ⊂ Bδx1

(x1)∪ . . .∪Bδxm (xm) äëÿ íåêîòî-
ðûõ x1, . . . , xm ∈ [a, b]. Ïîëîæèì y = max{yx1 , . . . , yxm}. Òîãäà
y < M è f(t) < y äëÿ âñåõ t ∈ [a, b], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëå-
íèþ M êàê ñóïðåìóìà f .
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ èíôèìóìà àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 4.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è f(a)f(b) <
< 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ (a, b), ÷òî f(c) = 0.

� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(a) < 0 < f(b) (èíà÷å çàìåíèì f íà −f).
Ïåðâûé ñïîñîá. Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî îòðåçêè [an, bn]. Ïóñòü

[a1, b1] = [a, b], è, åñëè îïðåäåëåí [ak, bk], ïîëîæèì

[ak+1, bk+1] =


[
ak,

ak + bk
2

]
, åñëè f

(
ak + bk

2

)
> 0,[ak + bk

2 , bk
]
, åñëè f

(
ak + bk

2

)
< 0.

. . .

x

y

a1
a2
a3

a4

b1
b2

b3
b4

0

Ðèñ. 4.5

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíà ñòÿãè-
âàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåç-
êîâ {[an, bn]}, òàêàÿ ÷òî f(an) < 0 6
6 f(bn) (ñì. ðèñ. 4.5). Ïî òåîðåìå 2.7
Êàíòîðà ñóùåñòâóåò òî÷êà c � îáùàÿ
äëÿ âñåõ îòðåçêîâ [an, bn], ïðè÷åì
an → c è bn → c. Ôóíêöèÿ f íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå c, ïîýòîìó f(c) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëîì êàê f(an) < 0, òàê è
f(bn) > 0. Òîãäà f(c) 6 0 6 f(c), ò.å. f(c) = 0.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïîëîæèì F1 = {x ∈ [a, b]: f(x) 6 0} è F2 =
= {x ∈ [a, b]: f(x) > 0}. Ìíîæåñòâà F1 è F2 íåïóñòû è çàìêíó-
òû. Äåéñòâèòåëüíî, a ∈ F1, è åñëè xn ∈ F1 è xn → x, òî, ïåðåõî-
äÿ â íåðàâåíñòâå f(xn) 6 0 ê ïðåäåëó ïðè n→∞ è ïîëüçóÿñü
íåïðåðûâíîñòüþ f , ïîëó÷èì f(x) 6 0, ò.å. x ∈ F1. Àíàëîãè÷íû-
ìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è F2. Îòìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå F1 è F2

ñîâïàäàåò ñ [a, b].
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàåò íà [a, b] çíà÷å-
íèÿ 0. Òîãäà ìíîæåñòâà F1, F2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü x0 =
= supF1, òîãäà x0 ∈ F1 è, çíà÷èò, f(x0) < 0. Èç ïîëó÷åííîãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî x0 < b. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷-
êå x0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (0, b− x0), ÷òî f(x) < 0 äëÿ

âñåõ x ∈ Bδ(x0) ∩ [a, b]. Â ÷àñòíîñòè, f
(
x0 + δ

2

)
< 0, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò âûáîðó x0. �
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî s ëåæèò ñòðîãî ìåæäó ÷èñëàìè α

è β, åñëè min{α, β} < s < max{α, β}.
Òåîðåìà 4.8 (Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ). Åñëè

ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è ÷èñëî s ëåæèò ñòðîãî ìåæäó

f(a) è f(b), òî íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ (a, b), ÷òî f(c) = s.

� Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g = f − s. Ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà
[a, b] è g(a)g(b) < 0. Ïî ëåììå 4.3 ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ (a, b), ÷òî
g(c) = 0, ò.å. f(c) = s. �
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòêîì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî

I ⊂ R, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåð-
æèò è âñå òî÷êè, ëåæàùèå ìåæäó íèìè.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I,
òî f(I) � ïðîìåæóòîê.

� Ïóñòü y1, y2 ∈ f(I). Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè x1, x2 ∈ I, òàêèå
÷òî y1 = f(x1) è y2 = f(x2). Åñëè y1 < y < y2, òî ïî òåîðåìå 4.8
ñóùåñòâóåò òî÷êà x èç èíòåðâàëà ñ êîíöàìè x1 è x2, òàêàÿ ÷òî
f(x) = y. Òàê êàê I � ïðîìåæóòîê, òî x ∈ I è, çíà÷èò, y ∈ f(I).�
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé ôàêò.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí (äåéñòâèòåëüíûé) êîðåíü.

� Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíò ïðè ñòàð-
øåé ñòåïåíè êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå:

P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0, ai ∈ R.

Èç ðàâåíñòâà P (x)
xn = 1 +

an−1
x + . . .+ a0

xn (x 6= 0) ñëåäóåò, ÷òî
P (x)
xn >0 ïðè âñåõ |x|>max{1, n|an−1|, . . . , n|a0|}. Ïóñòü ïîëîæè-
òåëüíîå x óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó. Òîãäà xn > 0
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è (−x)n < 0 (ò.ê. n íå÷åòíî) è, çíà÷èò, P (x) > 0 è P (−x) < 0.
Ïî ëåììå 4.3 ôóíêöèÿ P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íîëü. �

Çàäà÷à. Ïóñòü I � ïðîìåæóòîê, ôóíêöèÿ f : I → R íåïðå-
ðûâíà. Äîêàæèòå, ÷òî f èíúåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ñòðîãî ìîíîòîííà.

Ëåììà 4.4. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå I
è f(I) � ïðîìåæóòîê, òî f íåïðåðûâíà íà I.

� Ïóñòü f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà I. Ïðåäïîëîæèì, ôóíêöèÿ f
èìååò ðàçðûâ â òî÷êå c ∈ I. Ïîñêîëüêó f(c− 0) 6 f(c) 6 f(c+ 0)
(åñëè c � êîíöåâàÿ òî÷êà, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí èç îäíî-
ñòîðîííèõ ïðåäåëîâ, äëÿ êîòîðîãî è ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ),
òî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå è, çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí
èç èíòåðâàëîâ (f(c− 0), f(c)) èëè (f(c), f(c+ 0)) íåïóñò.
Ïóñòü èíòåðâàë J : = (f(c), f(c+ 0)) íåïóñò (ñëó÷àé íåïóñòîãî

(f(c− 0), f(c)) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà f(t) 6 f(c)
äëÿ ëþáîãî t ∈ I, t 6 c, è f(t) > inf

(c, sup I)
f(x) = f(c+ 0) äëÿ ëþáî-

ãî t ∈ I, t > c. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàë J íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ f(I),
íî ñ îáåèõ ñòîðîí èìåþòñÿ òî÷êè èç f(I). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíî-
æåñòâî f(I) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì. �

Òåîðåìà 4.9 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ

f : I → R ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I, òî
f(I) � ïðîìåæóòîê, f � áèåêöèÿ I íà f(I) è îáðàòíàÿ ôóíê-

öèÿ f−1 : f(I)→ I òàêæå ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà.

� Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 4.8 ìíîæåñòâî J = f(I) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ìåæóòêîì. Åñëè x1, x2 ∈ I è x1 6= x2, òî â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîí-
íîñòè f(x1) 6= f(x2), à çíà÷èò, f � èíúåêöèÿ. Ïîýòîìó f : I → J
� áèåêöèÿ è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : J → I.
Ïóñòü f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà I. Ïóñòü y1, y2 ∈ J è y1 < y2. Ïî-

ëîæèì x1 = f−1(y1) è x2 = f−1(y2). Åñëè x1 > x2, òî y1 = f(x1) >
> f(x2) = y2, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 < x2 è ôóíêöèÿ
f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òàê êàê f−1(J) = I � ïðîìåæóòîê, òî ïî
ëåììå 4.4 ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà íà J . �

Ïðèìåð. Åñëè x > 0 è n ∈ N, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
y > 0, òàêîé ÷òî yn = x (ïèøóò y = n

√
x). Ôóíêöèÿ f : [0, +∞)→

→ [0, +∞), f(x) = n
√
x, íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò.
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� Ôóíêöèÿ g : y → yn íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ëó-
÷å [0, +∞). Êðîìå òîãî, g(0) = 0 è lim

y→+∞
g(y) = +∞, òàê ÷òî

g([0,+∞)) = [0, +∞). Ïî òåîðåìå 4.9 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ è
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f = g−1: [0, +∞)→ [0, +∞). �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n íå÷åòíî, òî óðàâíåíèå yn = x
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è ïðè x < 0, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f : R→ R,
f(x) = n

√
x, ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.

4.7. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E ⊂ R è f : E → R. Ôóíêöèÿ f íàçû-

âàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ E (|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε).

δ

ε

x

y

0

Ðèñ. 4.6

ßñíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü (ñì. ðèñ.
4.6). Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå â îïðå-
äåëåíèÿõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàâ-
íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ äàííî-
ãî ε > 0 âûáðàííîå δ > 0 ðàáîòàåò äëÿ
âñåõ x′ ∈ E. Ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé ïðè ñóæåíèè íà ìåíüøåå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ¾f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X¿, èìåÿ â âèäó, ÷òî ñóæåíèå
f |X ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî, èëè ïðîñòî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä-
÷åðêíóòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f : x 7→ |x| ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.

Ýòî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ||x| − |x′|| 6 |x− x′|.
Ïðèìåð îáîáùàåòñÿ íà ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : E → R íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé,
åñëè íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ ÷òî |f(x)− f(x′)| 6 C|x−
− x′| äëÿ âñåõ x, x′ ∈ E.
Î÷åâèäíî âñÿêàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü δ = ε/C).

Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îïè-
ðàåòñÿ íà îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ: ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
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íîìåðíî íåïðåðûâíîé, åñëè

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x, x′ ∈ E (|x− x′| < δ è |f(x)− f(x′)| < ε).

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f : x 7→ x2 íåïðåðûâíà (êàê ìíîãî÷ëåí),
íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 ïîëîæèì x = 1/δ è x′ = x+ δ/2. Òîãäà
|x− x′| = δ/2 < δ, îäíàêî

|f(x)− f(x′)| =

∣∣∣∣∣
(

1

δ
+
δ

2

)2

−
(

1

δ

)2
∣∣∣∣∣ = 1 +

δ2

4
> 1.

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèè f , g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà E.
Äîêàæèòå, ÷òî
1) ôóíêöèÿ f + g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E;
2) åñëè f , g îãðàíè÷åíû íà E, òî ôóíêöèÿ fg ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà E;

3) åñëè g 6= 0 è ôóíêöèÿ 1/g îãðàíè÷åíà íà E, òî 1/g ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà íà E.

Òåîðåìà 4.10 (Êàíòîð). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà

[a, b], òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

� Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü f íåïðåðûâíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé. Ïîëàãàÿ δ = 1

n , n ∈ N, íàéäåì òàêèå òî÷êè

xn, x′n ∈ [a, b], ÷òî |xn − x′n| < 1
n è |f(xn)− f(x′n)| > ε. Ïî òåîðå-

ìå 2.9 Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà {xn} èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}, xnk → x0 ∈ [a, b]. Ïîñêîëüêó xnk − 1

nk
6

6 x′nk 6 xnk + 1
nk
, òî x′nk → x0 ïî òåîðåìå 2.4 î çàæàòîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞

f (xnk) = lim
k→∞

f
(
x′nk
)

= f (x0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
∣∣f (xnk)− f

(
x′nk
)∣∣ > ε > 0.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ òàêîå δx > 0, ÷òî |f(t)−
−f(x)| < ε

2 äëÿ âñåõ t ∈ Bδx(x)∩ [a, b]. Ñåìåéñòâî {Bδx/2(x)}x∈[a, b]

îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå [a, b]. Ïî òåîðåìå 3.2 Ãåéíå�Áîðåëÿ
[a, b] ⊂ Bδx1/2

(x1)∪ . . .∪Bδxm/2(xm) äëÿ íåêîòîðûõ x1, . . . , xm ∈
∈ [a, b]. Ïîëîæèì δ = min{δx1/2, . . . , δxm/2}. Ïóñòü s, t ∈ [a, b] è
|s− t| < δ. Òî÷êà s ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó øàðó Bδxk/2(xk).
Ïîñêîëüêó |t− xk| 6 |t− s|+ |s− xk| < δxk , òî s, t ∈ Bδxk (xk),
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à çíà÷èò,

|f(s)− f(t)| 6 |f(s)− f(xk)|+ |f(t)− f(xk)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Çàêëþ÷àåì, ÷òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. �

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 4.2, òåîðåìû 4.7 è 4.10 ñïðà-
âåäëèâû (êàê âèäíî èç èõ äîêàçàòåëüñòâ) äëÿ çàìêíóòûõ îãðà-
íè÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ñëó÷àé îòðåçêà âûäåëåí ââèäó îñîáîé âàæ-
íîñòè.

Òåîðåìà 4.11 (î ïðîäîëæåíèè). Åñëè ôóíêöèÿ f :E→R
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî îíà ïðîäîëæàåòñÿ íåïðåðûâíûì îá-

ðàçîì íà çàìûêàíèå E (â R), ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ F : E → R, òàêàÿ ÷òî F |E = f . Òàêîå ïðîäîëæåíèå

åäèíñòâåííî.

� Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè a ∈ E, òî
ïîëîæèì F (a) = f(a). Åñëè a ∈ E \ E, òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà E. Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
äëÿ ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |f(x)− f(x′)| < ε êàê òîëüêî
x, x′ ∈ B̊δ/2(a)∩E. Ïî êðèòåðèþ Êîøè (òåîðåìà 4.2) çàêëþ÷àåì,
÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim

x→a
f(x). Ïîëîæèì F (a) = lim

x→a
f(x).

Ïîêàæåì, ÷òî F íåïðåðûâíà (è äàæå ðàâíîìåðíî) íà E. Ïóñòü
u, v ∈ E, |u−v| < δ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {x′n}
òî÷åê èç E, òàêèå ÷òî xn → u è x′n → v. Íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N ,
÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíî |xn − x′n| < δ è, çíà÷èò, |f(xn)−
− f(x′n)| < ε. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè
n→∞, ïîëó÷èì |F (u)−F (v)| 6 ε, ÷òî äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ
íåïðåðûâíîñòü F .
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîäîëæåíèå F åäèíñòâåííî. Ïóñòü ôóíêöèÿ

Φ: E → R íåïðåðûâíà íà E è Φ|E = f . Äëÿ c ∈ E ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} òî÷åê èç E, ñõîäÿùóþñÿ ê c. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè Φ(yn)→ Φ(c), îäíàêî Φ(yn) = f(yn) = F (yn) äëÿ
âñåõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(c) = F (c), à çíà÷èò, Φ = F íà E. �

4.8. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ exp: R→ R, expx = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
,

íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé.

Â ïðèìåðå ïîñëå òåîðåìû 2.6 óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü (1 + x
n)n.
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Òåîðåìà 4.12. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

exp(x+ y) = expx · exp y.

� Ïîëîæèì an(x) =
(

1 + x
n

)n
. Îöåíèì ðàçíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé {an(x)an(y)} è {an
(
x+ y

)
} ïî ìîäóëþ.

Ïî ôîðìóëå bn− an = (b− a)(bn−1 + bn−2a+ . . .+ ban−2 + an−1)
èìååì

an(x)an(y)− an
(
x+ y

)
=

=

(
1 +

x+ y

n
+
xy

n2

)n
−
(

1 +
x+ y

n

)n
=
xy

n2
Q(x, y),

ãäå Q(x, y) � ñóììà ïî âñåì öåëûì k îò 0 äî n− 1 ïðîèçâåäåíèé(
1 + x

n

)k (
1 + y

n

)k
íà
(

1 + x+ y
n

)m
, ãäå m = n− k − 1.

Òàê êàê {an(|x|)} âîçðàñòàåò (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0)
è ñòðåìèòñÿ ê exp |x|, òî∣∣∣(1 +

x

n

)p∣∣∣ 6 (1 +
|x|
n

)p
6

(
1 +
|x|
n

)n
6 exp |x|, p = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñëàãàåìîå âQ(x, y) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
C = exp |x+ y| exp |x| exp |y|. Ïîýòîìó

|an
(
x+ y

)
− an(x)an(y)| 6 C|x||y|

n
.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì
èñêîìûé ðåçóëüòàò. �

Çàìå÷àíèå. Èç ðàâåíñòâ expx =
(

exp x
2

)2
è expx · exp(−x) =

= 1 ñëåäóåò, ÷òî expx > 0 è exp(−x) = 1
expx äëÿ âñåõ x ∈ R.

Ëåììà 4.5. à) expx > 1 + x äëÿ âñåõ x ∈ R;
á) expx 6 1

1− x äëÿ âñåõ x < 1.

� Çàôèêñèðóåì òàêîé íîìåð N , ÷òî x/N > −1.

Òîãäà
(

1 + x
n

)n
> 1 + x ïðè âñåõ n > N . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

n→∞, ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî.
Ïî ï. à) exp(−x) > 1−x > 0 ïðè x < 1. Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

exp(−x) = 1
expx , ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �

Îòìåòèì, ÷òî expx > 1 + x äëÿ âñåõ x 6= 0. Ïðè x 6 −1 ýòî
î÷åâèäíî, à åñëè x > −1, òî expx =

(
exp x

2

)2
> (1 + x

2 )2 > 1 + x.

73



Òåîðåìà 4.13. Ôóíêöèÿ exp íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò

è îòîáðàæàåò R íà (0, +∞).

� Ïî ëåììå 4.5 äëÿ âñåõ x < 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 1 + x 6
6 expx 6 1

1− x , îòêóäà lim
x→0

expx = 1. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî a ∈ R

lim
x→a

expx = lim
t→0

exp(t+ a) = lim
t→0

exp a · exp t = exp a,

÷òî äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ýêñïîíåíòû â òî÷êå a.
Ïóñòü x, y ∈ R è x < y. Òîãäà ïî ï. à) ëåììû 4.5 èìååì

exp y − expx = [exp(y − x)− 1] expx > (y − x) expx > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ exp ñòðîãî âîçðàñòàåò.
Ïî ëåììå 4.5 lim

x→+∞
expx = +∞, lim

x→−∞
expx = lim

x→+∞
exp(−x) =

= lim
x→+∞

1
expx = 0. Ïîýòîìó supR exp = +∞ è infR exp = 0. Ó÷èòû-

âàÿ íåïðåðûâíîñòü ýêñïîíåíòû, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé exp(R) = (0, +∞) (ñì. ðèñ. 4.7). �

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìîì íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ ln : (0, +∞)→ R, îáðàòíàÿ ê exp.

x

y

y = expx y = lnx

0

1

1

Ðèñ. 4.7

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 4.9 îá îáðàòíîé ôóíêöèè è ñâîéñòâ
ýêñïîíåíòû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ ln íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò è îòîáðàæàåò (0, +∞) íà R (ñì. ðèñ. 4.7). Êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáûõ x1 > 0, x2 > 0 âûïîëíåíî

ln(x1x2) = lnx1 + lnx2, ln
x1

x2
= lnx1 − lnx2.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèì y1 = lnx1, y2 =
lnx2. Òîãäà exp(y1 + y2) = (exp y1)(exp y2) = x1x2, à çíà÷èò, y1 +

+ y2 = ln(x1x2). Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî â ñèëó
ïðåäñòàâëåíèÿ x1 = x2

x1
x2
.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé
ñ îñíîâàíèåì a íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ x 7→ ax = exp(x ln a), x ∈ R.

Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâ ýêñïîíåíòû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîêàçà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, ñòðîãî ìîíîòîííà (âîçðàñòàåò ïðè
a > 1, óáûâàåò ïðè 0 < a < 1) è îòîáðàæàåò R íà (0, +∞). Â ÷àñò-
íîñòè, ex = expx.

Ïóñòü n ∈ N, n > 1. Òàê êàê

(a1/n)n = exp

(
1

n
ln a

)
· . . . · exp

(
1

n
ln a

)
= exp(ln a) = a,

òî a1/n = n
√
a. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå

ñîãëàñîâàíî ñ èçâåñòíûì ñî øêîëû îïðåäåëåíèåì ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè ðàöèîíàëüíîãî àðãóìåíòà.

Çàäà÷à. Ïóñòü x, x1, x2 ∈ R, a, b > 0 è íå ðàâíû 1. Äîêàæèòå,
÷òî
1) ln(ax) = x ln a, 2) ax1 · ax2 = ax1+x2 , 3) (ax1)x2 = ax1x2 ,
4) axbx = (ab)x.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-

öèåé ïî îñíîâàíèþ a íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ loga : (0, +∞)→ R,
îáðàòíàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé x 7→ ax.

Òàê êàê x = ay = exp(y ln a)⇔ lnx = y ln a, òî loga x = lnx
ln a .

Óòî÷íèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ E ñòåïåííîé ôóíêöèè x 7→ xα

îòíîñèòåëüíî ïîêàçàòåëÿ α.
Ïðè α ∈ N ìíîæåñòâî E = R, ïðè ýòîì xα îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ïðîèçâåäåíèå α ñîìíîæèòåëåé, ðàâíûõ x. Ïðè α = 0 ñ÷èòàåì xα

òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1 íà E = R.
Ïðè α ∈ −N ìíîæåñòâî E = R \ {0}, ïðè ýòîì xα = 1

x−α
.

Ïðè α ∈ R \ Z ìíîæåñòâî E = (0, +∞), ïðè ýòîì

xα = exp(α lnx).

Åñëè ê òîìó æå α > 0, áóäåì äîáàâëÿòü ê E íîëü, ïîëàãàÿ 0α = 0.
Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî lim

x→+0
exp(α lnx) = 0.
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Çàìå÷àíèå. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ x 7→ xα íåïðåðûâíà íà ìíî-
æåñòâå E, íà ïðîìåæóòêå (0, +∞) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè α > 0
è ñòðîãî óáûâàåò ïðè α < 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü a > e. Ïîêàæåì, ÷òî ea > ae.
Äåéñòâèòåëüíî, â íåðàâåíñòâå ex > 1 +x, ïîëîæèâ x = a/e− 1,

ïîëó÷èì ea/e−1 > a/e èëè ea/e > a. Îòêóäà â ñèëó âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè x 7→ xe ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî ea > ae.

Ëåììà 4.6 (2-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). lim
x→0

ex − 1
x = 1.

Òàêæå lim
x→0

ln(1 + x)
x = 1, lim

x→0
(1 + x)1/x = e, lim

x→+∞

(
1 + 1

x

)x
= e.

� Ïî ëåììå 4.5 äëÿ âñåõ x < 1 âûïîëíåíî 1 + x 6 ex 6 1
1− x

èëè x 6 ex − 1 6 x
1− x . Îòêóäà 1 6 ex − 1

x 6 1
1− x ïðè 0 < x <

< 1 è 1
1− x 6

ex − 1
x 6 1 ïðè x < 0. Ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà çàæà-

òîé ôóíêöèè ex − 1
x → 1 ïðè x→ 0.

Ôóíêöèè g(y) = y
ey − 1 ïðè y 6= 0, g(0) = 1, è f(x) = ln(x+ 1)

íåïðåðûâíû â íóëå. Òîãäà êîìïîçèöèÿ (g ◦ f)(x) =
ln(x+ 1)

x òàê-
æå íåïðåðûâíà â íóëå è, çíà÷èò, lim

x→0
g(f(x)) = g(0) = 1.

Ôóíêöèÿ h(x) =
ln(x+ 1)

x ïðè x 6= 0, h(0) = 1, íåïðåðûâíà â

íóëå. Òîãäà êîìïîçèöèÿ exp ◦ h(x) = (1 + x)
1
x òàêæå íåïðåðûâíà

â íóëå è, çíà÷èò, lim
x→0

exp ◦ h(x) = e. Ñäåëàâ â ïîëó÷åííîì ïðåäå-

ëå çàìåíó x = 1/t, óñòàíàâëèâàåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0

(1 + x)α − 1
x = α.

4.9. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçûâà-

åòñÿ ìíîæåñòâî R2 ñ ââåäåííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ:

(a, b) + (c, d) = (a+ b, c+ d), (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñ íóëåì (0, 0) è
åäèíèöåé (1, 0).

Çàìå÷àíèå. Ïàðó (a, 0) îòîæäåñòâëÿþò ñ äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì a, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïåðàöèÿìè: (a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0),
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(a, 0) · (b, 0) = (ab, 0). Â ýòîì ñìûñëå R ⊂ C. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî
(0, 1) îáîçíà÷àþò áóêâîé i. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî i2 = −1.

Òàê êàê (a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1), òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z =
= (a, b) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z = a+ bi. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé ÷èñëà z. Ïðè ýòîì a = Re z
íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, b = Im z � ìíèìîé ÷àñòüþ

÷èñëà z.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü z = a+ bi. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî |z| =
=
√
a2 + b2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì, à ÷èñëî z = a− bi � ñîïðÿæåí-

íûì ê ÷èñëó z.

Ñâîéñòâà. Ïóñòü z, w ∈ C, òîãäà
1) z = z; 2) z + w = z + w; 3) z · w = z · w;
4) z · z = |z|2, â ÷àñòíîñòè, z−1 = z

|z|2 ïðè z 6= 0;

5) |zw| = |z||w|; 6) |z + w| 6 |z|+ |w|.
� Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñâîéñòâ, êðîìå ïîñëåäíåãî, íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé. Äîêàæåì ï. 6. Äîñòàòî÷íî ñðàâ-
íèòü êâàäðàòû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé. Èìååì

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = |z|2 + zw + zw + |w|2.

Ïîëîæèì t = zw. Òîãäà zw = t, à çíà÷èò, zw+ zw = t+ t = 2 Re t.
Îòêóäà â ñèëó íåðàâåíñòâà Re t 6 |t| ïîëó÷èì zw + zw 6 2|z||w|,
òàê ÷òî |z + w|2 6 |z|2 + 2|z||w|+ |w|2 = (|z|+ |w|)2. �
Ñâîéñòâà 5 è 6 ïî èíäóêöèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ëþáîå êî-

íå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ/ñîìíîæèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn}
íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî z0

òàêîå, ÷òî lim
n→∞

|zn− z0| = 0. Ïðè ýòîì z0 íàçûâàþò ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} è ïèøóò lim
n→∞

zn = z0 èëè zn → z0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn}
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n, m > N (|zn − zm| < ε).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü zn = xn + iyn, ãäå xn = Re zn è yn = Im zn,
n ∈ N0. Èç íåðàâåíñòâ |Re z| 6 |z| 6 |Re z|+ | Im z| (Im z| 6 |z| 6
6 |Re z|+ | Im z|) ñëåäóåò, ÷òî
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1) zn → z0 ⇐⇒ xn → x0 è yn → y0. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 2.5 îá
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ ïðåäåëàìè âåðíà è äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2) {zn} ôóíäàìåíòàëüíà ⇐⇒ {xn} è {yn} ôóíäàìåíòàëüíû.
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â C ñõîäèòñÿ (êðèòåðèé Êîøè).

Ïóñòü z ∈ C è an(z) =
(

1 + z
n

)n
. Ïî ôîðìóëå áèíîìà

an(z) = 1 +

n∑
k=1

Ckn
nk
zk. (4.2)

Ïóñòü6 n, m ∈ N, n > m. Òàê êàê

Ckn
nk

=
n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk
1

k!
=

1

k!

k−1∏
j=1

(
1− j

n

)
è âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1− j/n) ñòðîãî âîçðàñòàåò ñ

ðîñòîì n ïðè ôèêñèðîâàííîì j, òî Ckn
nk

>
Ckm
mk äëÿ k = 1, . . . , m.

Ïîýòîìó ïî íåðàâåíñòâó |z + w| 6 |z|+ |w| ââèäó (4.2) èìååì

|an(z)− am(z)| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

[Ckn
nk
− Ckm
mk

]
zk +

n∑
k=m+1

Ckn
nk
zk

∣∣∣∣∣ 6
6

m∑
k=0

[Ckn
nk
− Ckm
mk

]
|z|k +

n∑
k=m+1

Ckn
nk
|z|k = an(|z|)− am(|z|).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(|z|)} ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîé ÿâëÿåòñÿ è {an(z)}.
Îòñþäà çàêëþ÷àåì êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ez = lim
n→∞

(
1 + z

n

)n
, z ∈ C, íàçûâà-

åòñÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.12 ðàáîòàåò è â êîìïëåêñíîì ñëó-
÷àå, ïîýòîìó ezew = ez+w äëÿ âñåõ z, w ∈ C (îñíîâíîå ñâîéñòâî
ýêñïîíåíòû).

4.10. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
Îïðåäåëèì cos, sin: R→ R, ãäå cosx = Re eix è sinx = Im eix.

6Ñïîñîá ââåäåíèÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû çàèìñòâîâàí èç [6].
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Òàêèì îáðàçîì, eix = cosx+ i sinx äëÿ âñåõ x ∈ R (ôîðìóëà
Ýéëåðà).
Çàïèñàâ an(ix) â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå: an(ix) = cn(x) +

+ isn(x), èìååì

cosx = lim
n→∞

cn(x), sinx = lim
n→∞

sn(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî cos 0 = 1, sin 0 = 0. Èç ðà-
âåíñòâà an(−ix) = an(ix) âûòåêàåò, ÷òî cn(−x) = cn(x), sn(−x) =
= −sn(x). Òàê ÷òî ôóíêöèÿ cos � ÷åòíàÿ, à sin � íå÷åòíàÿ.
Ôóíêöèè cos è sin óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ôóíêöèîíàëü-

íûì óðàâíåíèÿì.

Ñâîéñòâî (ôîðìóëû ñëîæåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y,

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y.

� Äîñòàòî÷íî âçÿòü âåùåñòâåííóþ (ìíèìóþ) ÷àñòü â ðàâåíñòâå
ei(x+y) = eixeiy. �
Èç ôîðìóë ñëîæåíèÿ ïîëó÷àåì
cos2 x+ sin2 x = 1 (îñíîâíîå òîæäåñòâî),
sin(2x) = 2 sinx cosx, cos(2x) = 2 cos2 x−1 (ôîðìóëû óäâî-

åíèÿ).
Òåîðåìà 4.14. Ôóíêöèè cos è sin íåïðåðûâíû.

� Ïî ôîðìóëå (4.2) èìååì

|sn(x)−x| = | Im an(ix)−x| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=2

Ckn
nk

Im(ix)k

∣∣∣∣∣ 6 an(|x|)− 1−|x|.

Ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó-
÷èì | sinx− x| 6 e|x| − 1− |x|. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó á)
ëåììû 4.5 èìååì | sinx− x| 6 x2

1− |x| ïðè |x| < 1. Àíàëîãè÷íî

óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî | cosx−1| 6 x2

1− |x| ïðè |x| < 1. Èç ïîëó÷åí-

íûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî lim
x→0

cosx = 1 è lim
x→0

sinx = 0. Ïóñòü

a ∈ R. Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâàõ

cosx = cos a cos(x− a)− sin a sin(x− a),

sinx = sin a cos(x− a) + cos a sin(x− a)
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ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó÷èì lim
x→a

cosx = cos a è lim
x→a

sinx = sin a,

÷òî äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x = a. �

Ñëåäñòâèå (1-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). lim
x→0

sinx
x =1.

Ëåììà 4.7. Ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé

íîëü z0 ôóíêöèè cos.

� Òàê êàê ôóíêöèÿ sin íå âñþäó íóëåâàÿ, òî ïî îñíîâíîìó òîæ-
äåñòâó ñóùåñòâóåò y0, òàêîå ÷òî | cos y0| < 1. Ââèäó ÷åòíîñòè cos
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y0 > 0. Ïóñòü αn = cos(2n−1y0). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âñå αn > 0. Òîãäà äëÿ L = inf αn èìååì

L 6 inf αn+1 = inf(2α2
n − 1) = 2L2 − 1.

Èç íåðàâåíñòâ L 6 2L2 − 1 è L > 0 ñëåäóåò, ÷òî L > 1. Íî òîãäà
cos y0 = α1 > 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó y0. Ïîýòîìó íàéäåò-
ñÿ òàêîå n, ÷òî cos(2n−1y0) < 0. Ïîñêîëüêó cos 0 = 1 è ôóíêöèÿ
cos íåïðåðûâíà, òî ïî òåîðåìå 4.8 î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ óñòàíàâëèâàåì íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî íóëÿ ó ôóíêöèè cos.
Ìíîæåñòâî íóëåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè çàìêíóòî, ïîýòîìó z0

ñóùåñòâóåò. �
Ïîëîæèì π = 2z0.
Íàéäåì çíà÷åíèå sin π

2 . Òàê êàê cos π2 = 0, òî ïî îñíîâíî-

ìó òîæäåñòâó sin π
2 = ±1. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó

óäâîåíèÿ, ïîëó÷èì sin π
2 = 2n−1 sin π

2n cos π
2n · · · cos π

22
, îòêóäà çà-

êëþ÷àåì, ÷òî çíàê sin π
2 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì sin π

2n ïðè âñåõ
n > 1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðå-
äåëà sin π

2n > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ñëåäîâàòåëü-

íî, sin π
2 = 1. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû óäâîåíèÿ, íàõîäèì cosπ = −1,

sinπ = 0, cos 2π = 1 è sin 2π = 0.
Èç ôîðìóë ñëîæåíèÿ ïîëó÷àåì

Ñâîéñòâî. Ôóíêöèè cos è sin ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 2π.

Ñâîéñòâî (ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ). sin
(
π
2 ± x

)
= cosx è

cos
(
π
2 ± x

)
= ∓ sinx.

Ïîñêîëüêó cosx > 0 íà
(
−π2 ,

π
2

)
, òî sinx > 0 íà (0, π).

Ëåììà 4.8. Ôóíêöèÿ cos ñòðîãî óáûâàåò íà
[
0, π2

]
.

80



� Ïóñòü 0 < x < y < π
2 , òîãäà

cos y = cos(x+ y − x) =

= cosx cos(y − x)− sinx sin(y − x) < cosx cos(y − x) 6 cosx.

Òî, ÷òî íåðàâåíñòâî cos y < cosx âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êîíöåâûõ
òî÷åê, ñëåäóåò ïî íåïðåðûâíîñòè. �
Ïî ôîðìóëàì ïðèâåäåíèÿ ôóíêöèÿ cos ñòðîãî óáûâàåò íà[

2πk, π+ 2πk
]
è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà

[
π+ 2πk, 2π+ 2πk

]
, k ∈ Z;

ôóíêöèÿ sin ñòðîãî âîçðàñòàåò íà
[
− π

2 + 2πk, π2 + 2πk
]
è ñòðîãî

óáûâàåò íà
[π

2 + 2πk, 3π
2 + 2πk

]
, k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâ-

ëåí âèä ãðàôèêîâ ôóíêöèé cos è sin ñ òî÷íîñòüþ äî ó÷àñòêîâ
ìîíîòîííîñòè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

tg x =
sinx

cosx
, ctg x =

cosx

sinx
,

arcsinx =
(

sin |[−π2 , π2 ]x
)−1

, arccosx =
(

cos |[0, π]x
)−1

,

arctg x =
(

tg |(−π2 , π2 )x
)−1

, arcctg x =
(

ctg |(0, π)x
)−1

.

Ñóùåñòâîâàíèå, à òàêæå íåïðåðûâíîñòü è ñòðîãàÿ ìîíîòîí-
íîñòü îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî òåîðåìå
îá îáðàòíîé ôóíêöèè.

x

y

y
=

ar
cs

in
x

0−1 1

−π2

π
2

x0

y

y
=

arccosx

−1 1

π
2

π

Ðèñ. 4.8 Ðèñ. 4.9

Îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ
• ïîñòîÿííàÿ x 7→ c, c ∈ R;
• ïîêàçàòåëüíàÿ x 7→ ax, a > 0, a 6= 1;
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• ëîãàðèôìè÷åñêàÿ x 7→ loga x, a > 0, a 6= 1;
• ñòåïåííàÿ x 7→ xα, α ∈ R;
• òðèãîíîìåòðè÷åñêèå sin, cos, tg è ctg;
• îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå arcsin, arccos, arctg, è arcctg
(ñì. ðèñ. 4.8�4.11).

x

y

y = arctg x

0

−π2

π
2

x0

y

y = arcctg x

π

π
2

Ðèñ. 4.10 Ðèñ. 4.11

Ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó-
÷àåìàÿ èç îñíîâíûõ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé è êîìïîçèöèé.

Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíòû ìîæíî îïðåäåëèòü ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 4.12, 4.13):

sh: R→ R, shx =
ex − e−x

2
(ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ);

ch : R→ R, chx =
ex + e−x

2
(ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ);

th : R→ R, thx =
ex − e−x

ex + e−x
(ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ);

cth: R\{0} → R, cthx =
ex + e−x

ex− e−x
(ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó âñå îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíû â ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ, òî è ëþáàÿ ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 4.9. Ïóñòü ïàðà (x, y) ∈ R2, òàêàÿ ÷òî x2 + y2 = r2

(r > 0). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå åäèíñòâåííîå ϕ ∈ (−π, π], ÷òî
x = r cosϕ, y = r sinϕ.

� Ïóñòü y > 0. Ïîñêîëüêó cos 0 = 1, cosπ = −1 è −1 6 x
r 6 1,

òî ïî òåîðåìå 4.8 î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íàéäåòñÿ òàêîå
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x

y

y
=

sh
x

y
=

ch
x

1

0
x

y

y = thx

y = cthx

−1

1

0

Ðèñ. 4.12 Ðèñ. 4.13

ϕ ∈ [0, π], ÷òî x
r = cosϕ. Òàêîå ϕ åäèíñòâåííî, ò.ê. cos ñòðîãî

óáûâàåò íà [0, π]. Òîãäà
(
y
r

)2
= 1−

(
x
r

)2
= 1− cos2 ϕ = sin2 ϕ è,

çíà÷èò, y = r sinϕ, ò.ê. y è sinϕ îáà íåîòðèöàòåëüíû.
Åñëè y < 0, òî ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò θ ∈ (0, π), òàêîå ÷òî

x = r cos θ, −y = r sin θ. Ïîëîæèì ϕ = −θ, òîãäà x = r cosϕ, y =
= r sinϕ, ïðè÷åì ϕ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. �
Ïóñòü z = x+ iy 6= 0, òîãäà ïî ëåììå 4.9 íàéäåòñÿ òàêîå åäèí-

ñòâåííîå ϕ ∈ (−π, π], ÷òî x = |z| cosϕ, y = |z| sinϕ. Çàïèñü z =
= |z|(cosϕ+ i sinϕ) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé, à
ϕ � ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ÷èñëà z (ïèøóò arg z).

Çàìå÷àíèå. Èç ïîëó÷åííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë
ñëåäóåò, ÷òî

z1z2 = |z1||z2|(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)),

z−1 =
z

|z|2
=

1

|z|
(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Èíäóêöèåé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Ôîðìóëà Ìóàâðà. Åñëè z = |z|(cosϕ+ i sinϕ) 6= 0 è n ∈ Z,

òî zn = |z|n(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).

4.11. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââîäèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòî-

ðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
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ôóíêöèé. Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ óïðîùàþò ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå
êîíñòàíòû, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðûõ íåâàæíî, èëè ôóíêöèè, êî-
òîðûå ñòàíîâÿòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ïðè ñòðåìëåíèè ê ïðå-
äåëó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòî ïîçâîëÿþò âûäåëèòü
îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f , g: E → R, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E.
Åñëè ñóùåñòâóþò α: E → R è δ > 0, òàêèå ÷òî f(x) = α(x)g(x)
äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) ∩ E, è
1) ôóíêöèÿ α îãðàíè÷åíà íà B̊δ(a)∩E, òî ãîâîðÿò, ÷òî f îãðà-
íè÷åíà ïî ñðàâíåíèþ ñ g ïðè x→ a, è ïèøóò f(x) = O(g(x))
ïðè x→ a;

2) ôóíêöèÿ α(x)→ 0 ïðè x→ a, òî ãîâîðÿò, ÷òî f áåñêîíå÷íî

ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ g ïðè x→ a, è ïèøóò f(x) = o(g(x))
ïðè x→ a;

3) ôóíêöèÿ α(x)→ 1 ïðè x→ a, òî ãîâîðÿò, ÷òî f è g ýêâè-

âàëåíòíû èëè àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû ïðè x→ a, è ïèøóò
f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå ïðè

ïðîâåðêå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè a, òî
f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a⇐⇒

⇐⇒ ∃M > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ B̊δ(a) ∩ E
(∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣ 6M);
f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a⇔ lim

x→a
f(x)
g(x)

= 0;

f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a⇔ lim
x→a

f(x)
g(x)

= 1.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàò-

íîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü α(x)=
f(x)
g(x)

íà B̊δ(a)∩E

è α(x) = 0 íà E \ B̊δ(a).
Ïðèìåðû. 1) xn = o(xm) ïðè x→ 0⇔ n > m,
2) xn = o(xm) ïðè x→ ±∞⇔ m > n,
3) cosx+

√
x = O(

√
x) ïðè x→ +∞,

4) x ∼ sinx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x) ïðè x→ 0.

84



Çàìå÷àíèå. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî O(g) è o(g) � ýòî êëàñ-
ñû ôóíêöèé, è çíàê ðàâåíñòâà îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ýòîìó
êëàññó. Ïîýòîìó âñå òàêèå ðàâåíñòâà ÷èòàþòñÿ òîëüêî ñëåâà íà-
ïðàâî. Íàïðèìåð, x2 = o(x) è x3 = o(x) ïðè x→ 0, îäíàêî x2 6= x3.

Ëåììà 4.10. Ïðè x→ a ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:
1) o(f)± o(f) = o(f), O(f)±O(f) = O(f);
2) o(f) = O(f);
3) o(O(f)) = o(f), O(o(f)) = o(f);
4) o(f) ·O(g) = o(fg).

� Äîêàæåì ï. 4. Ïóñòü u(x) = o(f(x)) ïðè x→ a, ò.å. u = αf â
íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, è ôóíêöèÿ α(x)→ 0
ïðè x→ a. Ïóñòü v(x) = O(g(x)) ïðè x→ a, ò.å. v = βg â íåêî-
òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ïðè÷åì ôóíêöèÿ β òàì
îãðàíè÷åíà. Òîãäà íà ïåðåñå÷åíèè îêðåñòíîñòåé uv = (αβ)(fg) è
(αβ)(x)→ 0 ïðè x→ a. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u(x)v(x) = o(f(x)g(x))
ïðè x→ a.
Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Óñòàíîâèì îñíîâíûå ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà.

Ëåììà 4.11. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a⇔ f(x) = g(x) + o(g(x));
2) åñëè f(x) ∼ f̃(x), g(x) ∼ g̃(x) ïðè x→ a, òî f(x)g(x) ∼
∼ f̃(x)g̃(x), è ïðè óñëîâèè, ÷òî g è g̃ íå îáðàùàþòñÿ â 0 â

íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè a, òàêæå
f(x)
g(x)

∼ f̃(x)
g̃(x)

ïðè x→ a.
3) åñëè f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a, òî lim

x→a
f(x) è lim

x→a
g(x) ñóùå-

ñòâóþò îäíîâðåìåííî (â R), è åñëè ñóùåñòâóþò, òî ðàâ-

íû.

� Ïóñòü ôóíêöèè α è β â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì α(x) = 1 + β(x). Òîãäà ï. 1 ñëå-
äóåò èç ðàâíîñèëüíîñòè óñëîâèé α(x)→ 1 è β(x)→ 0 ïðè x→ a.
Óòâåðæäåíèÿ ï. 2 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì ñëåäóåò

ó÷åñòü, ÷òî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ f
g è f̃

g̃ èìåþò íåïóñòîå ïåðå-
ñå÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé.
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Äîêàæåì ï. 3. Ïóñòü f(x) = α(x)g(x) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a è α(x)→ 1 ïðè x→ a. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ëî-
êàëèçàöèè lim

x→a
f(x) ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî ñ lim

x→a
α(x)g(x), êî-

òîðûé ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî ñ lim
x→a

g(x). Â ñëó÷àå ñóùåñòâî-

âàíèÿ âñå òðè ïðåäåëà ðàâíû. �

Ïðèìåð. sinx = x+ o(x), x→ 0.

Ñëåäóþùèé ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà èçâåñòåí ñî
øêîëû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè +∞, k, b ∈ R. Ïðÿìàÿ y = kx+b íàçûâàåòñÿ íàêëîí-
íîé àñèìïòîòîé ôóíêöèè f ïðè x→ +∞, åñëè

f(x) = kx+ b+ o(1), x→ +∞.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.

Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè +∞, k, b ∈ R. Ïðÿìàÿ y = kx+ b � íàêëîííàÿ

àñèìïòîòà f ïðè x→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k = lim
x→+∞

f(x)

x
è b = lim

x→+∞
(f(x)− kx).

� (⇒) Ïóñòü y = kx+ b � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà f ïðè x→ +∞,
òîãäà f(x) = kx+ b+ α(x), ãäå α(x)→ 0 ïðè x→ +∞. Ïîýòîìó
f(x)
x − k = (b+α(x)) 1

x→0 è f(x)− kx = b+α(x)→b ïðè x→+∞.
(⇐) Ïîëîæèì α(x) = f(x)−kx− b, ãäå k, b � ïðåäåëû èç óñëî-

âèÿ. Òîãäà α(x)→ 0 ïðè x→ +∞ è f(x) = kx+ b+ α(x). �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈ R, ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà (α, a)
èëè (a, β). Ïðÿìàÿ x = a íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòî-

òîé f , åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ f(a+ 0) èëè f(a− 0) ðà-
âåí −∞ èëè +∞.
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5. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

Â îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ëåæèò èäåÿ, ÷òî ãðà-
ôèê ¾õîðîøåé¿ ôóíêöèè ëîêàëüíî âûãëÿäèò êàê ïðÿìàÿ. Ïîèñê
óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà òàêîé ïðÿìîé ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïðî-
èçâîäíîé.
5.1. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé
Â ýòîì ðàçäåëå I îçíà÷àåò íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : I → R, a ∈ I. Ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a)

èëè df(a)
dx . Åñëè ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

Âûðàæåíèå f(x)− f(a)
x− a íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì.

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R→ R, f(x) = kx+ b (k, b ∈ R). Òîãäà
f ′(a) = lim

x→a
f(x)− f(a)

x− a = lim
x→a

k(x− a)
x− a = k äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

x0

y

la

lсек

a

f

Ðèñ. 5.1

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå a. Ïðÿìàÿ `a: y = f(a) + f ′(a)(x−
− a) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôè-
êó f â òî÷êå (a, f(a)). Èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò ïðÿìîé

y =
f(t)− f(a)

t− a
(x− a) + f(a),

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (a, f(a)) è (t, f(t)) (è íàçûâàåìîé ñå-

êóùåé), ñòðåìèòñÿ ê óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé ïðè
t→ a (ñì. ðèñ. 5.1).
Âàæíåéøåé ïåðåôîðìóëèðîâêîé îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðó-

åìîñòè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 5.1 (î ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè). Ôóíêöèÿ f

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàé-

äåòñÿ òàêîå ÷èñëî A, ÷òî

f(x) = f(a) +A(x− a) + o(x− a), x→ a. (5.1)

Â ýòîì ñëó÷àå A = f ′(a).
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� Îïðåäåëèì ôóíêöèþ α : I → R, α(x) =
f(x)− f(a)

x− a − f ′(a) ïðè
x 6= a è α(a) ïðîèçâîëüíî. Òîãäà lim

x→a
α(x) = 0 è f(x)− f(a) =

= f ′(a)(x− a) +α(x)(x− a), ò.å. âûïîëíåíî (5.1) ñ A = f ′(a). Îá-
ðàòíî, ïåðåíåñÿ â ðàâåíñòâå (5.1) ÷èñëî f(a) â ëåâóþ ÷àñòü, ïî-
äåëèâ íà x− a è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó÷èì, ÷òî
f ′(a) = A, ò.å. ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî
îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

� Ïåðåõîäÿ â (5.1) ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó÷èì lim
x→a

f(x) =

= f(a). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå a. �

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ f : R→ R, f(x) = |x|, íåïðåðûâíà,

íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå, ïîñêîëüêó lim
x→±0

f(x)− f(0)
x =

= lim
x→±0

|x|
x = ±1.

Ðàññìîòðåíèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-
ìó îáîáùåíèþ ïðîèçâîäíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : I → R, a ∈ I. Ïðåäåë f ′+(a) =

= lim
x→a+0

f(x)− f(a)
x− a íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé f â òî÷êå a.

Ïðåäåë f ′−(a) = lim
x→a−0

f(x)− f(a)
x− a íàçûâàåòñÿ ëåâîé ïðîèçâîä-

íîé f â òî÷êå a.

Çàìå÷àíèå. Åñëè a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà I, òî äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ (â R) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f : I → R â òî÷êå a íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f èìåëà â òî÷êå a ðàâíûå îäíîñòîðîííèå
ïðîèçâîäíûå, ïðè ýòîì f ′(a) = f ′+(a) = f ′−(a). Ýòî âûòåêàåò èç
ëåììû 4.1 îá îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëàõ. Åñëè a � êîíöåâàÿ òî÷-
êà I, òî f ′(a) ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíî-
ñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íûå îä-
íîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå a (íåîáÿçàòåëüíî ðàâíûå), òî f
íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ � íàõîæ-
äåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü f , g : I → R, α, β ∈ R. Åñëè ôóíêöèè f
è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a, òî â ýòîé òî÷êå äèôôåðåí-

öèðóåìû ôóíêöèè αf + βg, fg è ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

g 6= 0 íà I òàêæå è f
g . Ïðè ýòîì

1) (αf + βg)′(a) = αf ′(a) + βg′(a);

2) (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a);

3)
(
f
g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)
g2(a)

.

� Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ôîðìóëà äëÿ åå
ïðîèçâîäíîé ñëåäóþò èç ëèíåéíîñòè ïðåäåëà. Äîêàæåì ôîðìóëó
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Èìååì

fg(x)− fg(a) = f(x)(g(x)− g(a)) + g(a)(f(x)− f(a)).

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà x− a è ïåðåéäåì ê ïðå-
äåëó ïðè x→ a. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå a, ïî
îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
x→a

fg(x)− fg(a)

x− a
= f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

Ýòî äîêàçûâàåò ï. 2.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè x→ a â ðàâåíñòâå

(1/g)(x)− (1/g)(a)

x− a
=

1

g(x)g(a)

g(a)− g(x)

x− a
,

ïîëó÷èì (1/g)′(a) = −g′(a)/g2(a). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ 1/g äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òåïåðü ï. 3 ñëåäóåò èç ï. 2. �
Òåîðåìà 5.3 (ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè). Ïóñòü I, J ⊂

⊂ R � ïðîìåæóòêè, f : I → J è g : J → R. Åñëè ôóíêöèÿ f äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
b = f(a), òî êîìïîçèöèÿ g ◦ f : I → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå a, ïðè÷åì

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

� Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h : J → R, h(y) =
g(y)− g(b)
y − b , y 6= b, è

h(b) = g′(b). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ I, x 6= a, âûïîëíåíî

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a)

x− a
= h(f(x))

f(x)− f(a)

x− a
. (5.2)
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(x) = f(a), òî îáå ÷àñòè ðàâíû íóëþ è ðà-
âåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè f(x) 6= f(a), òî îíî âûòåêàåò èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a)

x− a
=

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a)

f(x)− f(a)
· f(x)− f(a)

x− a
.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h íåïðåðûâíà â òî÷êå b, ïîýòîìó ïî
ñâîéñòâó ïðåäåëà êîìïîçèöèè lim

x→a
h(f(x)) = g′(b) = h(b). Òîãäà,

ïåðåõîäÿ â (5.2) ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó÷èì

lim
x→a

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a)

x− a
= lim

x→a
h(f(x))

f(x)− f(a)

x− a
= g′(b)f ′(a),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Òåîðåìà 5.4 (ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü

ôóíêöèÿ f : I → R íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà ïðîìå-

æóòêå I. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ∈ I è f ′(a) 6= 0,
òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : f(I)→ I äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
b = f(a), ïðè÷åì

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
.

� Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå J = f(I)
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f−1, êîòîðàÿ òàì íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìî-
íîòîííà. Ñëåäîâàòåëüíî, f−1(t)→ a ïðè t→ b è f−1(t) 6= a ïðè
t 6= b. Ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà êîìïîçèöèè ñóùåñòâóåò

lim
t→b

f−1(t)− f−1(b)

t− b
=

= lim
t→b

f−1(t)− f−1(b)

f(f−1(t))− f(f−1(b))
= lim

x→a

x− a
f(x)− f(a)

=
1

f ′(a)
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè îñòàëüíûõ óñëîâèé
f ′(a) = 0, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå b. Èíà÷å äèôôåðåíöèðîâàíèå òîæäåñòâà f−1(f(x)) = x â òî÷-
êå a ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîìó ðàâåíñòâó (f−1)′(b)f ′(a) = 1.

Ïðèìåíèì ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê îñíîâíûì ýëåìåí-
òàðíûì ôóíêöèÿì.
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Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ
1) c′ = 0; 2) (ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1;
3) (loga x)′ = 1

x ln a , a > 0, a 6= 1; 4) (xα)′ = αxα−1, α ∈ R;
5) (sinx)′ = cosx; 6) (cosx)′ = − sinx;
7) (tg x)′ = 1

cos2 x
; 8) (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;

9) (arcsinx)′ = −(arccosx)′ = 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1);

10) (arctg x)′ = −(arcctg x)′ = 1
1 + x2

.

� 1) Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé.

2) Ïî âòîðîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó

(ex)′ = lim
t→x

et − ex

t− x
= ex lim

t→x

et−x − 1

t− x
= ex.

Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè

(ax)′ =
(
ex ln a

)′
= ex ln a ln a = ax ln a.

3) Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè (loga x)′ =
= 1

(ay)′
= 1
ay ln a , ãäå a

y = x⇔ y = loga x.

4) Ïóñòü α ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî (xn)′ = nxn−1, x ∈ R. Ïðè n = 1
ðàâåíñòâî óæå óñòàíîâëåíî. Åñëè ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n, òî
â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ xn+1 = xn · x ïî ïðàâèëó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ èìååì (xn+1)′ = (xn)′x+ xn(x)′ =
= (n+ 1)xn.

Ïóñòü −α ∈ N, x 6= 0. Òàê êàê x−n = 1
xn , òî ïî ïðàâèëó äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî (x−n)′ = −nx
n−1

x2n
= (−n)x−n−1.

Ïóñòü α ∈ R \ Z, x > 0. Òîãäà

(xα)′ =
(
eα lnx

)′
= eα lnx · α

x
= αxα−1.

5) Ïî ïåðâîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó è íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè cos èìååì

(sinx)′ = lim
t→x

sin t− sinx

t− x
= lim

t→x

2 cos t+ x
2 sin t− x

2

t− x
=

= lim
t→x

cos
t+ x

2
· lim
t→x

sin t− x
2

t− x
2

= cosx.
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6) Èìååì

(cosx)′ =
(

sin
(π

2
− x
))′

= cos
(π

2
− x
)

(−1) = − sinx.

7) Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî ïðè x 6= π
2 + kπ,

k ∈ Z, èìååì

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ · cosx− (cosx)′ · sinx
cos2 x

=

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

8) Èìååì

(ctg x)′ =
(cosx

sinx

)′
=

=
(cosx)′ · sinx− (sinx)′ · cosx

sin2 x
=
−1

sin2 x
, x 6= kπ, k ∈ Z.

9) Èìååì (arcsinx)′ = 1
(sin y)′

= 1
cos y , ãäå y = arcsinx⇔ x =

= sin y. Òàê êàê y ∈
(
−π2 ,

π
2

)
⇔ x ∈ (−1, 1), òî cos y > 0, à

çíà÷èò, cos y =
√

1− sin2 y =
√

1− x2.
10) Èìååì

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
=

1

1 + tg2 y
,

ãäå y = arctg x⇔ tg y = x, x ∈ R. �

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà
íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå
èç D. Ôóíêöèÿ x 7→ f ′(x), x ∈ D, òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f ′.

Ïóñòü ϕ, ψ : T → R, E = ϕ(T ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
f : E → R ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ T,

åñëè äëÿ ëþáûõ t1, t2, t ∈ T èç ϕ(t1) = ϕ(t2) ñëåäóåò, ÷òî ψ(t1) =
= ψ(t2) è f(x) = ψ(t) ïðè x = ϕ(t). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ϕ
îáðàòèìà, òî f = ψ ◦ ϕ−1.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü T � ïðîìåæóòîê, ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà

è ñòðîãî ìîíîòîííà íà T , ϕ è ψ äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t è
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ϕ′(t) 6= 0. Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ ôóíêöèÿ f = ψ ◦ ϕ−1

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = ϕ(t), ïðè÷åì

f ′(x) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

� Ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè è îáðàòíîé
ôóíêöèè

f ′(x) = (ψ◦ϕ−1)′(x) = ψ′
(
ϕ−1(x)

)
(ϕ−1)′(x) =

ψ′(ϕ−1(x))

ϕ′(ϕ−1(x))
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

5.2. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
Ïóñòü I � ïðîìåæóòîê, f : I → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

x0

y

la

f

︸ ︷︷ ︸
h

︸︷︷︸ dfa(h)

a x

f(a)

f(x)

Ðèñ. 5.2

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ h 7→ f ′(a)h, h ∈ R, íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷-
êå a è îáîçíà÷àåòñÿ dfa.
Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x â ëþ-

áîé òî÷êå dx(h) = 1 · h = h. Ïîýòîìó
çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà dfa(h) =
= f ′(a)dx(h) èëè â ôóíêöèîíàëüíîé
çàïèñè dfa = f ′(a)dx (ñì. ðèñ. 5.2).

Ïîëó÷èì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.2 èìååì

d(αf + βg)a = αdfa + βdga,

d(fg)a = g(a)dfa + f(a)dga è d

(
f

g

)
a

=
g(a)dfa − f(a)dga

g2(a)
.

� Äîñòàòî÷íî îáå ÷àñòè ôîðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ â òåîðåìå 5.2
äîìíîæèòü íà dx. �

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.3 èìååì d(g ◦ f)a =
= dgb ◦ dfa.
� Âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

d(g ◦ f)a(h) = g′(f(a))f ′(a)dx(h) =

= g′(f(a))dfa(h) = dgb(dfa(h)), h ∈ R. �
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Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî ôîð-
ìóëà dfx = f ′(x)dx âåðíà íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè x íåçà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé x = ϕ(t) (èíâàðèàíòíîñòü
äèôôåðåíöèàëà).

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4 äëÿ äèôôåðåíöèàëà

îáðàòíîé ôóíêöèè f−1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî df−1
b = (dfa)

−1.

� Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî h 7→ 1
f ′(a)

h ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ëè-

íåéíîé ôóíêöèè h 7→ f ′(a)h. �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå òåîðåìû 5.2� 5.4, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëå-
íèåì (5.1).

5.3. Òåîðåìû î ñðåäíåì

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå,
ñîäåðæàùåì a. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-
ìà (ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî f(x) 6 f(a) (f(x) > f(a)) äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a). Åñëè â
îïðåäåëåíèè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðî-
ãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f .
Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà-

çûâàþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

x0

y

−2 −1 1 2 3

Ðèñ. 5.3

Äëÿ ôóíêöèè f (ñì. ðèñ. 5.3) òî÷êà
x = 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà, òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,
òî÷êà x = −1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà, òî÷êè x < −1 îäíîâðå-
ìåííî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè è ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà, è ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 5.5 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èí-
òåðâàëå, ñîäåðæàùåì a. Åñëè a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-

ìà f è ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå a, òî f ′(a) = 0.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè f . Ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0,

÷òî f(x) 6 f(a) äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a). Ïîýòîìó f(x)− f(a)
x− a 6 0 íà
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(a, a+ δ), à çíà÷èò, f ′(a) = f ′+(a) = lim
x→a+0

f(x)− f(a)
x− a 6 0. Àíà-

ëîãè÷íî f(x)− f(a)
x− a > 0 íà (a− δ, a), à çíà÷èò, f ′(a) = f ′−(a) =

= lim
x→a−0

f(x)− f(a)
x− a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f ′(a) = 0. �

x0

y

Ðèñ. 5.4

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Åñëè
ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà èìååò êàñàòåëüíóþ, òî ýòà êàñà-
òåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà (ñì. ðèñ. 5.4).

Äî êîíöà ïàðàãðàôà îòðåçîê [a, b] ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Òåîðåìà 5.6 (Ðîëëü). Åñëè ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è f(a) = f(b),
òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî f ′(c) = 0.

� Ïî òåîðåìå 4.7 Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b],
òàêèå ÷òî f(x1) 6 f(x) 6 f(x2) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Åñëè x1 è x2

� êîíöåâûå òî÷êè [a, b], òî ïî óñëîâèþ f(x1) = f(x2). Ïîýòîìó f
ïîñòîÿííà íà [a, b] è â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó èç
(a, b). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê xi ëåæèò â
(a, b). Ïî òåîðåìå 5.5 Ôåðìà f ′(xi) = 0, ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü
c = xi. �
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ðîëëÿ

íàéäåòñÿ òî÷êà ãðàôèêà, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ãîðèçîíòàëüíà.
Çàäà÷à. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû

Ðîëëÿ ñóùåñòâåííû.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìå-

æóòêå I. Òîãäà ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè f íà I ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü f ′.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èãðàåò îñîáóþ ðîëü â äèôôåðåíöèàëüíîì
èñ÷èñëåíèè.
Òåîðåìà 5.7 (Ëàãðàíæ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà

[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
c ∈ (a, b), ÷òî f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

� Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

h(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a).
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Ôóíêöèÿ h íåïðåðûâíà íà [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è
h(a) = h(b) = 0. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 5.6 Ðîëëÿ íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî h′(c) = 0, ò.å. f ′(c)− f(b)− f(a)
b− a = 0. �

x0

y ︸︷︷︸h(x)

a c x b

Ðèñ. 5.5

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Ðàâåíñòâî f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê ðàâåíñòâî óãëîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðÿìûõ. Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ
òåîðåìû Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òî÷êà ãðà-
ôèêà, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ïàðàëëåëü-
íà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé êîíöû ãðàôèêà
(ñì. ðèñ. 5.5).

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b) è äèôôåðåí-
öèðóåìà íà (a, b). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò lim

x→a+0
f ′(x), òî

ñóùåñòâóåò f ′+(a) = f ′(a+ 0). Àíàëîãè÷íî äëÿ f ′−(a).

Ñëåäñòâèå (îöåíêà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè).Ïóñòü ôóí-

êöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I è äèôôåðåíöèðóåìà

íà int I. Åñëè íàéäåòñÿ êîíñòàíòà M , òàêàÿ ÷òî |f ′(x)| 6M
íà int I, òî |f(y)− f(x)| 6M |y−x| äëÿ âñåõ x, y ∈ I, ò.å. f ëèï-
øèöåâà. Â ÷àñòíîñòè, f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà I.

� Ïóñòü x, y ∈ I. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè
x, y íàéäåòñÿ òî÷êà c, òàêàÿ ÷òî |f(y)− f(x)| = |f ′(c)||y− x|. Òàê
êàê c ∈ int I, òî |f ′(c)| 6M , îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà. �

Òåîðåìà 5.8 (Êîøè). Åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà

[a, b], äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b) è g′ 6= 0 íà (a, b), òî íàéäåòñÿ

òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

.

� Îòìåòèì, ÷òî g(b) 6= g(a) (èíà÷å ïî òåîðåìå 5.6 Ðîëëÿ íà-
øëàñü áû òî÷êà ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé g′(ξ) = 0). Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ h(x) = f(x)− f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

(g(x)−g(a)). Ôóíêöèÿ h íåïðå-

ðûâíà íà [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è h(a) = h(b) = f(a).
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî

h′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

g′(c) = 0. Òàê êàê g′(c) 6= 0, òî f ′(c)
g′(c)

=

=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

. �
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Êîøè òàêîé æå, êàê ó òåî-
ðåìû Ëàãðàíæà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ
ôóíêöèþ: x = g(t), y = f(t) (t ∈ [a, b]). Ñîãëàñíî ñëåäóþùèì
äâóì òåîðåìàì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû Êîøè ôóíê-
öèÿ g îáðàòèìà è, çíà÷èò, ýòè óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíî îïðåäå-
ëÿþò y êàê ôóíêöèþ îò x.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â òåîðåìå Ôåðìà ïðåäïîëàãàåòñÿ
ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé, òî îïèðàþùèåñÿ íà íåå òåîðå-
ìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà è Êîøè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè çà-
ìåíå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè íà (a, b) ñóùåñòâî-
âàíèåì òàì ïðîèçâîäíîé â R.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0,
äèôôåðåíöè-

ðóåìà íà R, ïðè÷åì f ′(0) = 0 è f ′(x) = 2x sin 1
x − cos 1

x ïðè x 6=
6= 0. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f ′(±0),
òî ïðîèçâîäíàÿ f ′ èìååò ðàçðûâ â íóëå.

Õîòÿ ïðîèçâîäíàÿ è ìîæåò èìåòü ðàçðûâû, îíà îáÿçàíà ïðè-
íèìàòü âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 5.9 (Äàðáó). Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà

íà [a, b], òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s, ëåæàùåãî ñòðîãî ìåæäó f ′(a)
è f ′(b), íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ (a, b), ÷òî f ′(c) = s.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ′(a) < s < f ′(b). Ïîëîæèì ϕ(x) =
= f(x)− sx. Òîãäà ϕ äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b] è

ϕ′(a) = f ′(a)− s < 0 < f ′(b)− s = ϕ′(b).

Ïî òåîðåìå 4.7 Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b], òà-
êàÿ ÷òî ϕ(c) = inf [a, b] ϕ(x). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî c = a, òî
ϕ(x)− ϕ(a)

x− a > 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b], à çíà÷èò, è ϕ′(a) > 0, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî c 6= b. Èòàê,
c ∈ (a, b) è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ôåðìà ϕ′(c) = 0, ò.å. f ′(c) = s. �

5.4. Ïðèëîæåíèÿ òåîðåì î ñðåäíåì
Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òåîðåìû

Ëàãðàíæà î ñðåäíåì îñîáî âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.
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Òåîðåìà 5.10 (óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I è äèôôåðåíöèðóåìà íà int I.
1)Ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò (íåñòðîãî óáûâàåò) íà I
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(x) > 0 (6) äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ int I.

2) Åñëè f ′(x)>0 (<0) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ int I, òî ôóíêöèÿ f
ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáûâàåò) íà I.

3)Ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f ′(x) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ int I.

� Äîêàæåì ï. 1.
(⇒) Ïóñòü f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà I, x ∈ int I. Òîãäà

f(y) > f(x) äëÿ âñåõ y ∈ (x, sup I) è, çíà÷èò, f ′(x) = f ′+(x) =

= lim
y→x+0

f(y)− f(x)
y − x > 0.

(⇐) Ïóñòü x, y ∈ I, x < y. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà f(y)− f(x) =
= f ′(c)(y − x) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè c ∈ (x, y). Ïîñêîëüêó c �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà I, çíà÷åíèå f ′(c) > 0 è, çíà÷èò, f(x) 6 f(y).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà I.
Ñëó÷àé íåñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåí-

íîìó çàìåíîé f íà −f .
Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü x, y ∈ I, x < y. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî-

ñòè (îòðèöàòåëüíîñòè) f ′ íà int I èìååì f(y)− f(x) = f ′(c)(y −
− x) > 0 (<0). Ñëåäîâàòåëüíî, f ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáû-
âàåò) íà I.
Ïóíêò 3 ñëåäóåò èç ï. 1. �

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ï. 2 íåâåðíî. Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ f(x) = x3 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà R, íî f ′(0) = 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóò-
êå I è f ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ I. Ïîêàæåì, ÷òî f(x) = cex äëÿ
íåêîòîðîãî c ∈ R.
� Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = f(x)e−x. Ôóíêöèÿ g äèôôåðåí-
öèðóåìà íà I, ïðè÷åì g′(x) = f ′(x)e−x− f(x)e−x. Òàê êàê f ′ = f ,
òî g′ = 0 è, çíà÷èò, g = c íà I äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Ñëå-
äîâàòåëüíî, f(x) = cex äëÿ âñåõ x ∈ I. �

Òåîðåìà 5.10 äàåò óäîáíûé íà ïðàêòèêå ïðèçíàê ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýêñòðåìóìà.
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Ñëåäñòâèå (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (α, β) è a ∈ (α, β). Ïóñòü
f äèôôåðåíöèðóåìà íà (α, β)\{a} è íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè f ′ > 0 íà (α, a) è f ′ 6 0 íà (a, β), òî a � òî÷êà

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà f (ñòðîãîãî, åñëè íåðàâåíñòâà äëÿ

ïðîèçâîäíîé ñòðîãèå).
2) Åñëè f ′ 6 0 íà (α, a) è f ′ > 0 íà (a, β), òî a � òî÷êà ëî-

êàëüíîãî ìèíèìóìà f (ñòðîãîãî, åñëè íåðàâåíñòâà äëÿ ïðî-
èçâîäíîé ñòðîãèå).

� Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ï. 1, òî ïî òåîðåìå 5.10 ôóíê-
öèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (α, a] è íåñòðîãî óáûâàåò íà [a, β).
Òàê ÷òî f(x) 6 f(a) äëÿ âñåõ x ∈ (α, β), à çíà÷èò, a � òî÷êà ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà f . Åñëè íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíîé ñòðî-
ãèå, òî âîçðàñòàíèå/óáûâàíèå ñòðîãîå. Òàê ÷òî f(x) < f(a) äëÿ
âñåõ x ∈ (α, β), x 6= a, à çíà÷èò, a � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà f . Äîêàçàòåëüñòâî ï. 2 àíàëîãè÷íî. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = x2
(

2 + sin 1
x

)
ïðè x 6= 0, f(0) = 0, òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíè-
ìóìà, îäíàêî óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ñëåäñòâèå (î äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ). Ïóñòü ôóíê-
öèè f , g íåïðåðûâíû íà [a, b) è äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b),
f(a) 6 g(a) è f ′(x) 6 g′(x) (<) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). Òîãäà f(x) 6
6 g(x) (<) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b).

� Ïîëîæèì h = g − f . Òîãäà h′ = g′ − f ′ > 0 (>) íà (a, b) è, çíà-
÷èò, ïî òåîðåìå 5.10 ôóíêöèÿ h âîçðàñòàåò (ñòðîãî âîçðàñòàåò)
íà [a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, h(x) > h(a) (>) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). Òàê
êàê h(a) = g(a)− f(a) > 0, òî h(x) = g(x)− f(x) > 0 (>) äëÿ âñåõ
x ∈ (a, b). �

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ x > 0 è n ∈ N âûïîëíåíî

(−1)n

(
cosx−

n−1∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

)
> 0,

(−1)n

(
sinx−

n−1∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

)
> 0.
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� Íåðàâåíñòâà óñòàíîâèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Íåðàâåíñòâî cosx 6 1 âåðíî. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ñëåäñò-
âèå ê ôóíêöèÿì f(x) = sinx, g(x) = x íà [0, +∞), ïîëó÷èì
sinx 6 x ïðè x > 0. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1.
Ïóñòü íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ n. Ïîëîæèì g(x) = (−1)n+1 cosx,

f(x)=(−1)n+1
n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k íà [0,+∞). Òîãäà f(0)=g(0)=(−1)n+1

è ïî âòîðîìó íåðàâåíñòâó (äëÿ n) f ′(x) 6 g′(x) ïðè x > 0. Òî-
ãäà ïî ñëåäñòâèþ f(x) 6 g(x) ïðè x > 0, ò.å. ïåðâîå íåðàâåíñòâî
âåðíî äëÿ n+ 1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü
âòîðîãî íåðàâåíñòâà äëÿ n+ 1. �

Îòìåòèì, ÷òî ïðè x > 0 äîêàçûâàåìûå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå:
óòâåðæäåíèå äëÿ n+ 1 âëå÷åò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ n.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷èì îöåíêó íà ÷èñëî π. Ïî ôîðìóëå óäâîå-

íèÿ cosα = 2 cos2 α
2 − 1 è íåðàâåíñòâó cosx > 1− x2

2 çàêëþ÷àåì,

÷òî cosx > 2
(
1− 1

2

(3
4

)2)2−1 > 0 äëÿ âñåõ x ∈
(
0, 3

2

]
. Àíàëîãè÷íî

ïî íåðàâåíñòâó cosx 6 1− x2
2 + x4

24 çàêëþ÷àåì, ÷òî cos 2 6 2
(
1−

− 1
2 + 1

24

)2 − 1 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, π2 ∈
(3

2 , 2
)
, ò.å. π ∈ (3, 4).

Òåîðåìà 5.10 äîïóñêàåò óòî÷íåíèÿ.

Ëåììà 5.1*. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è A � íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà [a, b]. Åñëè f äèôôåðåíöèðóå-

ìà íà [a, b] \A è f ′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] \A, òî f íåñòðîãî

âîçðàñòàåò íà [a, b].

� Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f(a) 6 f(b): îáùåå óòâåðæäå-
íèå ìîæíî äîêàçàòü ïðèìåíåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ïðîèç-
âîëüíîì ïîäîòðåçêå [a, b].
Ïóñòü ñíà÷àëà f ′ > 0 íà [a, b] \A. Ïðåäïîëîæèì f(a) > f(b).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî f(A) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, íàéäåòñÿ òî÷-
êà d 6∈ f(A), f(a) > d > f(b). Ïîëîæèì B = {x ∈ [a, b] : f(x) =
= d}. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ìíîæåñòâî B íåïóñòî è çàìêíóòî.
Òîãäà c = supB ëåæèò â B, a < c < b è, çíà÷èò, f äèôôåðåíöè-
ðóåìà â c, f ′(c) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(b) < d = f(c) è, çíà÷èò,
f(x) < d äëÿ âñåõ x ∈ (c, b) ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ. Ïîýòîìó f ′(c) = lim
x→c+0

f(x)− f(c)
x− c 6 0, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïóñòü òåïåðü f ′ > 0 íà [a, b] \A. Ïîëîæèì gε(x) = f(x) + εx.
Òîãäà g′ε > 0 è, çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó gε(a) 6 gε(b), ò.å. f(a) 6
6 f(b) + ε(b− a). Òàê êàê ε > 0 � ëþáîå, òî f(a) 6 f(b). �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôå-

ðåíöèðóåìà íà [a, b] \A, ãäå A íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Ïóñòü m 6
6 f ′ 6M íà [a, b] \A. Òîãäà

m(b− a) 6 f(b)− f(a) 6M(b− a).

� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìå-
íèòü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ê ôóíêöèè ϕ(x) = Mx− f(x) íà
[a, b], äëÿ ëåâîãî � ê ôóíêöèè ψ(x) = f(x)−mx íà [a, b]. �

Âàæíûì ïðèëîæåíèåì òåîðåìû Êîøè î ñðåäíåì ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

Òåîðåìà 5.11 (Ëîïèòàëü). Ïóñòü −∞ 6 a < b 6+∞, ôóíê-
öèè f, g äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b) è g′ 6= 0 íà (a, b). Ïóñòü

1) ∃ lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

= L ∈ R;

2′) lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0 èëè 2′′) lim
x→a+0

|g(x)| = +∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò lim
x→a+0

f(x)
g(x)

= lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

.

� Òàê êàê g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b), òî ëèáî g′(x) > 0 äëÿ
âñåõ x ∈ (a, b), ëèáî g′(x) < 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) ïî òåîðåìå 5.9.
Ïîýòîìó g ñòðîãî ìîíîòîííà (a, b). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òîãäà g(x)− g(t) > 0
äëÿ a < t < x < b, è ïî òåîðåìå Êîøè íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (t, x),

òàêàÿ ÷òî f(x)− f(t)
g(x)− g(t)

=
f ′(c)
g′(c)

.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé L ∈ R. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì x0 ∈
∈ (a, b) òàê, ÷òî

∣∣∣f ′(c)g′(c)
− L

∣∣∣ < ε äëÿ âñåõ c ∈ (a, x0). Òîãäà ïðè

âñåõ x, t, a < t < x < x0, âûïîëíåíî

L− ε < f(x)− f(t)

g(x)− g(t)
< L+ ε. (5.3)

Åñëè âûïîëíåíî 2′, òî ïåðåõîäÿ â (5.3) ê ïðåäåëó ïðè t→a+ 0,
ïîëó÷èì, ÷òî L− ε 6 f(x)/g(x) 6 L+ ε äëÿ âñåõ x ∈ (a, x0). Ñëå-
äîâàòåëüíî, f(x)/g(x)→ L ïðè x→ a+ 0.
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Ïóñòü âûïîëíåíî 2′′. Òàê êàê g′ > 0, òî g(t)→−∞ ïðè
t→ a+ 0. Óìåíüøàÿ x, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
g(x) < 0. Äîìíîæèâ îáà íåðàâåíñòâà (5.3) íà ïîëîæèòåëüíóþ
äðîáü (g(t)− g(x))/g(t), èìååì

(L− ε)
(

1− g(x)

g(t)

)
<
f(t)− f(x)

g(t)
< (L+ ε)

(
1− g(x)

g(t)

)
èëè

(L− ε)
(

1− g(x)

g(t)

)
+
f(x)

g(t)
<
f(t)

g(t)
< (L+ ε)

(
1− g(x)

g(t)

)
+
f(x)

g(t)
.

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ïðè t→ a+ 0 ñòðå-
ìÿòñÿ ê L− ε è L+ ε ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òà-
êîå d ∈ (a, x), ÷òî ïðè âñåõ t ∈ (a, d) ýòè âûðàæåíèÿ ïîïàäóò â
ε-îêðåñòíîñòè ÷èñåë L− ε è L+ ε, à çíà÷èò,

L− 2ε <
f(t)

g(t)
< L+ 2ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(t)/g(t)→ L ïðè t→ a+ 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé L = +∞. ÏóñòüM > 0. Íàéäåì òàêîå x0 ∈

∈ (a, b), ÷òî f ′(c)/g′(c) > M äëÿ âñåõ c ∈ (a, x0), à çíà÷èò,

f(x)− f(t)

g(x)− g(t)
> M, (5.4)

êàê òîëüêî a < t < x < x0.
Åñëè âûïîëíåíî 2′, òî ïåðåõîäÿ â (5.4) ê ïðåäåëó ïðè t→ a+ 0,

ïîëó÷èì f(x)/g(x) >M äëÿ âñåõ x ∈ (a, x0). Òàê êàê M > 0 �
ëþáîå, òî f(x)/g(x)→ +∞ ïðè x→ a+ 0.
Åñëè âûïîëíåíî 2′′, òî, äîìíîæèâ íåðàâåíñòâî (5.4) íà (g(t)−

− g(x))/g(t) è ïåðåíîñÿ f(x)/g(t) â ïðàâóþ ÷àñòü, èìååì

f(t)

g(t)
> M

(
1− g(x)

g(t)

)
+
f(x)

g(t)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïðè t→ a+ 0 ñòðåìèòñÿ
êM . Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå d ∈ (a, x), ÷òî f(t)/g(t) > M/2 ïðè
âñåõ t ∈ (a, d). Ñëåäîâàòåëüíî, f(t)/g(t)→ +∞ ïðè t→ a+ 0.
Ñëó÷àé L = −∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 5.11 âåðíà è ïðè x→ b− 0. Äîñòàòî÷íî
ñäåëàòü çàìåíó x íà −x.
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Ïðèìåðû. 1) lim
x→+∞

lnx
xα = 0 ïðè âñåõ α > 0.

Â ñàìîì äåëå, lim
x→+∞

lnx
xα = lim

x→+∞

1/x
αxα−1

= lim
x→+∞

1
αxα = 0.

2) lim
x→+∞

xα

ax = 0 ïðè âñåõ α > 0 è a > 1.

Èìååì lim
x→+∞

x
ax = lim

x→+∞

1
ax ln a = 0. Òàê êàê xα

ax =
(

x
(a1/α)x

)α
è

lim
y→+0

yα = 0, òî îáùèé ñëó÷àé ñëåäóåò ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà êîì-
ïîçèöèè.

Èòàê, ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ +∞ ðàñòåò áûñòðåå ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé, íî ìåäëåííåå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

f(x)
g(x)

äëÿ f(x) = x+

+ sinx è g(x) = x, îäíàêî åãî íåëüçÿ íàéòè ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.

5.5. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n ∈ N. Ïîëîæèì f (1) = f ′. Åñëè n > 1,
ôóíêöèÿ f (n−1) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è
äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìîé n ðàç â òî÷êå a, è åå ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿä-
êà â òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì f (n)(a) = (f (n−1))′(a).
Óäîáíî òàêæå ñ÷èòàòü f (0) = f .

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà â òî÷-
êå a ïðè n > 1 âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé (n− 1)-ãî ïî-
ðÿäêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî èíäóêöèè óñòàíàâ-
ëèâàåì (αf + βg)(n) = αf (n) + βg(n), åñëè ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé
÷àñòè îïðåäåëåíû. Äëÿ ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ïðîèçâåäåíèÿ
èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.12 (ôîðìóëà Ëåéáíèöà). Åñëè ôóíêöèè f è g

äèôôåðåíöèðóåìû n ðàç â òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ fg òàêæå äèô-

ôåðåíöèðóåìà n ðàç â ýòîé òî÷êå è

(fg)(n)(x) =
n∑
k=0

Cknf
(k)(x)g(n−k)(x).
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� Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî èçâåñòíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n. Òîãäà (îïóñêàÿ àð-
ãóìåíò x) èìååì

(fg)(n+1) = ((fg)(n))′ =

(
n∑
k=0

Cknf
(k)g(n−k)

)′
=

=
n∑
k=0

Cknf
(k+1)g(n−k) +

n∑
k=0

Cknf
(k)g(n−k+1) =

= f (n+1)g +
n∑
k=1

Ck−1
n f (k)g(n+1−k) +

n∑
k=1

Cknf
(k)g(n+1−k) + fg(n+1).

Òàê êàê Ck−1
n + Ckn = Ckn+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ïðè n+ 1. �

Ïðèìåð. Íàéäåì f (n) äëÿ ôóíêöèè f(x) = x2e5x.

� Ïðè n > 2 èìååì (x2e5x)(n) = C0
nx

2(e5x)(n) +C1
n(x2)′(e5x)(n−1) +

+C2
n(x2)′′(e5x)(n−2) = x25ne5x +n2x5n−1e5x +

n(n− 1)
2 2 · 5n−2e5x=

=5n−2e5x(25x2 + 10nx+ n(n− 1)) (ýòî âûðàæåíèå äàåò çíà÷åíèå
f (n)(x) è ïðè n = 0, 1, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî). �

Ôîðìóëà Ôàà äè Áðóíî âûðàæàåò ïðîèçâîäíóþ âûñøåãî ïî-
ðÿäêà êîìïîçèöèè ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ñîìíîæèòåëåé. Ïðè åå èç-
ëîæåíèè ñëåäóåì [7].

Òåîðåìà 5.13* (Ôàà äè Áðóíî). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : I → J
äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a, ôóíêöèÿ g : J → R äèôôåðåí-

öèðóåìà n ðàç â òî÷êå b = f(a). Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f : I → R
äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a, ïðè÷åì

(g ◦ f)(n)(a) =
∑ n!

k1! . . . kn!
g(m)(b)

(
f ′(a)

1!

)k1

. . .

(
f (n)(a)

n!

)kn
,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì

k1, . . . , kn ñ k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n, è m = k1 + k2 + . . .+ kn.

� Ñíà÷àëà äîêàæåì êîìáèíàòîðíûé àíàëîã ôîðìóëû: ïóñòü f è
g äèôôåðåíöèðóåìû äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, òîãäà

(g ◦ f)(n)(t) =
∑

g(m)(f(t))
(
f ′(t)

)k1
(
f ′′(t)

)k2 . . .
(
f (n)(t)

)kn , (∗)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì ÷èñåë îò 1 äî n íà
áëîêè, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëîm � ýòî êîëè÷åñòâî
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áëîêîâ, à ki � ýòî êîëè÷åñòâî áëîêîâ äëèíîé i, ò.å. ñîäåðæàùèõ
ðîâíî i ÷èñåë.
Íàïðèìåð, ïðè n = 3 ðàçáèåíèþ {{1}, {2}, {3}} ñîîòâåòñòâó-

åò âûðàæåíèå g′′′(f(t))
(
f ′(t)

)3
, êàæäîìó èç ðàçáèåíèé {{1}, {2,

3}}; {{2}, {1, 3}}; {{3}, {1, 2}} ñîîòâåòñòâóåò g′′(f(t))f ′(a)f ′′(a),
à ðàçáèåíèþ {{1, 2, 3}} � âûðàæåíèå g′(f(t))f ′′′(a).
Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (∗) ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè

n = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
êîìïîçèöèè. Ïóñòü ôîðìóëà âåðíà äëÿ n. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
îáå ÷àñòè (∗).
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g(m)(f(t))(f ′(t))k1 . . . (f (n)(t))kn ðàâíà

g(m+1)(f(t))
(
f ′(t)

)k1+1
. . .
(
f (n)(t)

)kn+

+g(m)(f(t))
((
f ′(t)

)k1 . . .
(
f (n)(t)

)kn)′ ,
ãäå âòîðîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ñëàãàåìûõ: i-å ñëàãàå-
ìîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñëàãàåìîãî â ñóììå (∗) çàìåíîé (f (i)(t))ki íà

åãî ïðîèçâîäíóþ ki
(
f (i)(t)

)ki−1
f (i+1)(t).

Êàæäîå ðàçáèåíèå {1, 2, . . . , n+ 1} åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ðàçáèåíèÿ {1, 2, . . . , n} ïðèñîåäèíåíèåì ÷èñëà n+ 1.
Åñëè ìû äîáàâëÿåì n+ 1 â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî áëîêà, òî îáùåå
êîëè÷åñòâî áëîêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è êîëè÷åñòâî áëîêîâ äëè-
íîé îäèí óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöè-
ðîâàíèþ ôóíêöèè g(m)

(
f(t)

)
, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ

g(m+1)(f(t))f ′(t). Åñëè æå ìû äîáàâëÿåì n+ 1 ê óæå ñóùåñòâó-
þùåìó áëîêó (ñêàæåì) äëèíîé i, òî êîëè÷åñòâî áëîêîâ äëèíîé i
óìåíüøàåòñÿ íà 1, à êîëè÷åñòâî áëîêîâ äëèíîé i+ 1 óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà 1; îáùåå êîëè÷åñòâî áëîêîâ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Òà-
êàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê êàæäîìó èç ki áëîêîâ.
Ýòî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèðîâàíèþ

(
f (i)(t)

)ki , â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ki

(
f (i)(t)

)ki−1
f (i+1)(t). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ôîðìóëà (∗) âåðíà ïðè n+ 1.
Îñòàåòñÿ íàéòè ÷èñëî ðàçáèåíèé {1, 2, . . . , n} íà áëîêè. Êàæ-

äîé ïåðåñòàíîâêå ÷èñåë îò 1 äî n ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàçáèå-
íèå íà áëîêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà èäóò k1 áëîêîâ äëè-
íîé 1, ïîòîì k2 áëîêîâ äëèíîé 2 è ò.ä. Òåïåðü íóæíî ðàçîáðàòüñÿ
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ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè äàþò îäíî ðàçáèå-
íèå: â êàæäîì èç ki áëîêîâ äëèíîé i ÷èñëà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü,
òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðîâíî (i!)ki ; êðîìå òîãî, ñàìè áëîêè ìîæ-
íî ïåðåñòàâëÿòü, ÷òî äàåò åùå ki! ïåðåñòàíîâîê. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ðàçáèåíèé {1, 2, . . . , n} íà k1 áëîêîâ äëèíîé 1, k2 áëîêîâ
äëèíîé 2 è ò.ä. ðàâíî n!

(1!)k1 . . . (n!)kn k1! . . . kn!
, ÷òî çàâåðøàåò äî-

êàçàòåëüñòâî. �

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæå-
ñòâå E, åñëè îíà n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå E.

5.6. Ôîðìóëà Òåéëîðà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n ∈ N è ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà

n ðàç â òî÷êå a. Òîãäà ðàâåíñòâî

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + rn(x)

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ò�åéëîðà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f â òî÷êå a.

Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí Pn(x) = Pn, a, f (x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k íà-

çûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà, rn(x) = rn, a, f (x) � îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì.

Ïðèìåð. Åñëè P (x) =
n∑
k=0

ck(x−a)k, 0 6 m 6 n, òî P (m)(x) =

=
n∑

k=m

k!
(k −m)!

ck(x− a)k−m, ïîýòîìó P (m)(a) = m!cm. Òàêèì îá-

ðàçîì, P (x) =
n∑
k=0

P (k)(a)
k! (x− a)k � ôîðìóëà Òåéëîðà ìíîãî÷ëå-

íà P â òî÷êå a.

Òåîðåìà 5.14 (îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî).
Ïóñòü n ∈ N è ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a.
Òîãäà

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + o((x− a)n), x→ a.

� Ïóñòü Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k, òîãäà P (k)(a) = f (k)(a), 0 6

6 k 6 n. Ïîýòîìó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rn(x) = f(x)− Pn(x)
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âûïîëíåíî rn(a) = r′n(a) = . . . = r
(n)
n (a) = 0. Ïî ïðàâèëó Ëîïèòà-

ëÿ (òåîðåìà 5.11) èìååì

lim
x→a

rn(x)

(x− a)n
= lim

x→a

r′n(x)

n(x− a)n−1
= . . . = lim

x→a

r
(n−1)
n (x)

n!(x− a)
.

Ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ n-é ïðîèçâîäíîé
â òî÷êå a:

lim
x→a

r
(n−1)
n (x)

n!(x− a)
= lim

x→a

r
(n−1)
n (x)− r(n−1)

n (a)

n!(x− a)
=

1

n!
r(n)
n (a) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, rn(x) = o((x− a)n) ïðè x→ a. �

Ñëåäñòâèå (óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü n ∈ N, ôóíê-

öèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a è f ′(a) = . . . =
= f (n−1)(a) = 0, íî f (n)(a) 6= 0. Òîãäà
1) åñëè n ÷åòíî è f (n)(a) < 0 (f (n)(a) > 0), òî a ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíê-
öèè f ;

2) åñëè n íå÷åòíî, òî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà ôóíêöèè f.

� Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

f(x)− f(a) =
f (n)(a)

n!
(x− a)n + o((x− a)n) =

=

(
f (n)(a)

n!
+ α(x)

)
(x− a)n,

ãäå α(x)→ 0 ïðè x→ a. Íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |α(x)| <

<

∣∣∣∣f (n)(a)
n!

∣∣∣∣ äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a), à çíà÷èò, sign

(
f (n)(a)
n! + α(x)

)
=

= sign f (n)(a). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x ∈ B̊δ(a) âûïîëíåíî

sign(f(x)− f(a)) = sign
(
f (n)(a)(x− a)n

)
.

Îñòàåòñÿ ñðàâíèòü çíàêè ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè. �

Òåîðåìà 5.15 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ). Ïóñòü

p1(x) è p2(x) � äâà òàêèõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n, ÷òî
f(x)− p1(x) = o((x− a)n) è f(x)− p2(x) = o((x− a)n) ïðè x→ a.
Òîãäà p1(x) = p2(x).
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� Ïîëîæèì q(x) = p1(x)−p2(x). Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì q(x) = o((x− a)n) ïðè x→ a.
Ïîêàæåì, ÷òî q(x) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Çàïèøåì åãî â âèäå
q(x) = c0 + c1(x− a) + . . .+ cn(x− a)n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå
êîýôôèöèåíòû ck ðàâíû íóëþ. Ïóñòü j � íàèìåíüøèé íîìåð,
äëÿ êîòîðîãî cj 6= 0. Òîãäà, ïîäåëèâ ðàâåíñòâî q(x) = o((x− a)n)

íà (x− a)j , èìååì cj + cj+1(x− a) + . . .+ cn(x− a)n−j = o((x−
− a)n−j). Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó-
÷èì cj = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. �

Èç òåîðåì 5.14 è 5.15 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a

è f(x) =
n∑
k=0

ck(x− a)k + o((x− a)n) ïðè x→ a, òî ck =
f (k)(a)
k! ,

0 6 k 6 n.

Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷åííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïî ðàçëîæåíèþ åå ïðîèçâîäíîé.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìà n+ 1 ðàç â òî÷êå a

è f ′(x) =
n∑
k=0

ck(x− a)k + o((x− a)n), x→ a. Òîãäà

f(x) = f(a) +
n∑
k=0

ck
k + 1

(x− a)k+1 + o((x− a)n+1), x→ a.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ck =
(f ′)(k)(a)

k! è,

çíà÷èò, f (k+1)(a) = ckk!, 0 6 k 6 n. Îòêóäà âûòåêàåò çàÿâëåííîå
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f .

Ôîðìóëà Òåéëîðà ïðè a = 0 íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.

Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî
ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

Îñíîâíûå ðàçëîæåíèÿ

I. Åñëè f(x) = ex, òî f (k)(0) = e0 = 1 äëÿ âñåõ k ∈ N0. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn), x→ 0.
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II. Åñëè f(x) = sinx, òî ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

f (m)(x) = sin
(
x+ π

2m
)
äëÿ âñåõ m ∈ N0. Òîãäà f (2k)(0) = 0 è

f (2k+1)(0) = (−1)k, k ∈ N0, ñëåäîâàòåëüíî,

sinx =

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0.

III. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

cosx =
n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ o(x2n+1), x→ 0.

n = 0

n
=

1

n
=

2

n
=

3

n
=

4

co
sx

x

y

0

Ðèñ. 5.6

IV. Åñëè f(x) = (1 + x)α, α ∈ R, òî
f (k)(x) = α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)(1 + x)α−k, k ∈ N0.

Ïîëîæèì C0
α = 1, Ckα =

α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)
k! , k > 1. Òîãäà

(1 + x)α =

n∑
k=0

Ckα x
k + o(xn), x→ 0.

Â ÷àñòíîñòè, 1
1 + x =

n∑
k=0

(−1)kxk + o(xn), x→ 0.

V. Åñëè f(x) = ln(1 + x), òî f(0) = 0, f (k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
,

k ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî,

ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk + o(xn), x→ 0.
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Ïðèìåð. Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà esinx äî o(x4).
� Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ïîðÿäêà 4 ôóíêöèè exp â òî÷êå

a = 0. Äåëàÿ çàìåíó w = sinx â ïðåäåëå lim
w→0

ew − P (w)
w4 = 0, ïðè-

õîäèì ê ðàâåíñòâó

esinx = 1 + sinx+
sin2 x

2
+

sin3 x

6
+

sin4 x

24
+ o(sin4 x), x→ 0.

Ïîñêîëüêó sinx ∼ x, òî o(w4) = o(x4) ïðè x→ 0. Äàëåå, èñïîëü-

çóÿ ïðåäñòàâëåíèå sinx = x− x3
6 + o(x4), èìååì

w2 =
(
x− x3

6 + o(x3)
)2

= x2 − x4
3 + o(x4),

w3 = (x+ o(x2))3 = x3 + o(x4), w4 = (x+ o(x))4 = x4 + o(x4).
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ïðåäñòàâëåíèå:

esinx = 1 + x+
x2

2
− x4

8
+ o(x4), x→ 0. �

Çàäà÷à. Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ arctg
äî o(x2n+2).

Òåîðåìà 5.14 óòâåðæäàåò, ÷òî îòíîøåíèå rn(x)/(x− a)n ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîç-
âîëÿåò îöåíèòü ñêîðîñòü ýòîãî ñòðåìëåíèÿ.

Òåîðåìà 5.16 (îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà n+ 1 ðàç íà èíòåðâàëå

(α, β) è a ∈ (α, β). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ (α, β), x 6= a, íàéäåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà c, ëåæàùàÿ ñòðîãî ìåæäó a è x, ÷òî

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x > a. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕ(t) = f(t)+f ′(t)(x− t)+ . . .+
f (n)(t)

n!
(x− t)n, ψ(t) = (x− t)n+1.

Ôóíêöèè ϕ è ψ äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, x], ϕ′(t) =
f (n+1)(t)

n! (x−
− t)n è ψ′(t) = −(n+ 1)(x− t)n, ïðè÷åì ψ′ 6= 0 íà (a, x). Òîãäà
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ïî òåîðåìå Êîøè íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, x), ÷òî

ϕ(x)− ϕ(a)

ψ(x)− ψ(a)
=
ϕ′(c)

ψ′(c)
⇐⇒

⇐⇒
f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

−(x− a)n+1
=

f (n+1)(c)
n! (x− c)n

−(n+ 1)(x− c)n
,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî rn(x) =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

(x− a)n+1. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî ψ âçÿòü ψ(t) = x− t, òî ïîëó÷èì

rn(x) =
f (n+1)(c)

n! (x−c)n(x−a) (îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè).

Ìåíÿÿ ψ ìîæíî ïîëó÷àòü äðóãèå ôîðìû äëÿ rn.

5.7. Âûïóêëûå ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå I. Ôóíê-

öèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé (èëè âûïóêëîé âíèç) íà I, åñëè äëÿ
ëþáûõ x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, è t ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

f((1− t)x1 + tx2) 6 (1− t)f(x1) + tf(x2).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé (èëè âûïóêëîé ââåðõ) íà I, åñëè
äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, è t ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

f((1− t)x1 + tx2) > (1− t)f(x1) + tf(x2).

Åñëè íåðàâåíñòâà çàìåíèòü íà ñòðîãèå, òî f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî

âûïóêëîé è ñòðîãî âîãíóòîé íà I ñîîòâåòñòâåííî.

x0

y

x1 x x2

λ(x)

f(x)

f

Ðèñ. 5.7

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïóñòü òî÷êè
x1, x2 ∈ I, x1 < x2. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ

λ(x) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1) + f(x1),

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (x1, f(x1)) è
(x2, f(x2)). Ïóñòü t ∈ (0, 1). Òîãäà òî÷-
êà x = (1− t)x1 + tx2 ïðèíàäëåæèò èí-
òåðâàëó (x1, x2) è λ(x) = (1− t)f(x1) + tf(x2). Âûïóêëîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî f(x) 6 λ(x) íà (x1, x2). Â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè (x1, x2) çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðàôèê âûïóêëîé ôóíê-
öèè ëåæèò íå âûøå ëþáîé ñâîåé õîðäû. Äëÿ ñòðîãîé
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âûïóêëîñòè f(x) < λ(x), ò.å. ãðàôèê ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè
ëåæèò íèæå ëþáîé ñâîåé õîðäû (èñêëþ÷àÿ êîíöû) (ñì. ðèñ. 5.7).
Ïðèìåðû. 1) Ôóíêöèÿ f(x) = kx+ b îäíîâðåìåííî âûïóêëà
è âîãíóòà íà ëþáîì ïðîìåæóòêå.

2) Ôóíêöèÿ f(x) = |x| âûïóêëà íà R, ïîñêîëüêó ïî íåðàâåí-
ñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ x1, x2 ∈ R è t ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

|(1−t)x1 + tx2| 6 (1−t)|x1|+ t|x2|.

3) Ôóíêöèÿ f(x) =

{
0, ïðè 0 6 x < 1,

1, ïðè x = 1,
âûïóêëà íà [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x1, x2 ∈ [0, 1], x1 < x2, è t ∈ (0, 1). Òî-
ãäà f((1− t)x1 + tx2) ðàâíî 0, à çíà÷åíèå (1− t)f(x1)+ tf(x2)
ðàâíî 0, åñëè x2 6= 1, è ðàâíî t, åñëè x2 = 1.

Çàäà÷à. Ïóñòü f , g âûïóêëû íà I è c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî
f + g è cf òàêæå âûïóêëû íà I.

Íå âñåãäà ëåãêî ïðîâåðèòü âûïóêëîñòü ïî îïðåäåëåíèþ. Îä-
íàêî, åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñóùåñòâóþò ýêâèâà-
ëåíòíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ÷àñòî ïðîùå èñïîëüçîâàòü.

Òåîðåìà 5.17. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóò-

êå I è äèôôåðåíöèðóåìà íà int I. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
1) f âûïóêëà íà I;
2) f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) äëÿ âñåõ x ∈ I è x0 ∈ int I;
3) f ′ íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà int I.

� (1⇒ 2) Ïóñòü x ∈ I, x0 ∈ int I. Ïóñòü h = x− x0 è t ∈ (0, 1).
Ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè f(x0 + th) 6 (1− t)f(x0) + tf(x0 +
+ h). Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x0 + th)− f(x0) 6 t(f(x0 + h)− f(x0)),

îòêóäà, ïîëüçóÿñü äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ f â òî÷êå x0, èìååì

tf ′(x0)h+ o(th) 6 t(f(x0 + h)− f(x0)).

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà t è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè t→ 0. Òîãäà
f ′(x0)h 6 f(x0 + h)− f(x0), ÷òî äîêàçûâàåò ï. 2.

(2⇒ 3) Äëÿ x, y ∈ int I èìååì

f(y)− f(x) > f ′(x)(y − x), f(x)− f(y) > f ′(y)(x− y).
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Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 0 > (f ′(x)− f ′(y))(y − x),
÷òî äîêàçûâàåò ï. 3.

(3⇒ 1) Ïóñòü x1, x2 ∈ I, x1 < x2, è t ∈ (0, 1). Ïîëîæèì x =
= (1− t)x1 + tx2.
Ïî òåîðåìå 5.7 Ëàãðàíæà f(x)− f(x1) = f ′(c1)(x− x1) è

f(x2)− f(x) = f ′(c2)(x2 − x) äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê c1 ∈ (x1, x) è
c2 ∈ (x, x2). Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′(c1) 6 f ′(c2), à
çíà÷èò,

f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Òàê êàê x−x1 = t(x2−x1) è x2−x = (1− t)(x2−x1), òî ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî f(x)− f(x1)
t 6 f(x2)− f(x)

1− t èëè f(x) 6

6 (1− t)f(x1) + tf(x2). Ñëåäîâàòåëüíî, f âûïóêëà íà I. �

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ï. 2. Ãðàôèê âûïóêëîé äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè ëåæèò íå íèæå âñÿêîé ñâîåé êàñàòåëüíîé.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà 5.17′. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóò-

êå I è äèôôåðåíöèðóåìà íà int I. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
1) f ñòðîãî âûïóêëà íà I;
2) f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) äëÿ âñåõ x ∈ I è x0 ∈ int I, x 6=
6= x0;

3) f ′ ñòðîãî âîçðàñòàåò íà int I.

� Èìïëèêàöèè (2⇒ 3) è (3⇒ 1) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.17
ïðîõîäÿò ñ çàìåíîé íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå.
Äîêàæåì (1⇒ 2). Ïóñòü x ∈ I è x0 ∈ int I, x 6= x0. Ïóñòü h =

= x− x0 è t ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó f âûïóêëà íà I, òî ïî ï. 2 òåî-
ðåìû 5.17 äëÿ z: = x0 + th = (1− t)x0 + tx èìååì

f ′(x0)th 6 f(x0 + th)− f(x0).

Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè f âûïîëíåíî f(z) < (1− t)f(x0) +
+ tf(x) èëè f(x0 + th)− f(x0) < t(f(x0 + h)− f(x0)), à çíà÷èò,

tf ′(x0)h < t(f(x0 + h)− f(x0)).

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà t, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ï. 2. �
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I
è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà int I.
1)Ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′′> 0
íà int I.

2) Åñëè f ′′ > 0 íà int I, òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà íà I.

Ïðèìåð. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ln(1 + x) < x ïðè âñåõ
x > −1, x 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ y = x ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íîé â òî÷êå 0 ê ãðàôèêó ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè y = ln(1 + x)
íà (−1, +∞). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ï. 2 òåîðåìû 5.17'.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåð-
âàëå I, x0 ∈ I. Åñëè f âûïóêëà íà I è f ′(x0) = 0, òî ïî ï. 2 òåî-
ðåìû 5.17 f(x) > f(x0) äëÿ âñåõ x ∈ I. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî
ñòðîãîå, åñëè f ñòðîãî âûïóêëà íà I è x 6= x0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ãîâîðÿò, ÷òî x0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f .

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà ëó÷å (a, +∞) è èìååò
ïðè x→ +∞ àñèìïòîòó y = kx+ b. Ïîêàæèòå, ÷òî f(x) > kx+ b
ïðè âñåõ x > a (íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, åñëè f ñòðîãî âûïóêëà).

Óñëîâèå âûïóêëîñòè âëå÷åò ¾ðåãóëÿðíîñòü¿ ôóíêöèè íà âíóò-
ðåííîñòè ïðîìåæóòêà. ×òîáû ýòî óñòàíîâèòü, íà÷íåì ñî ñëåäó-
þùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ (â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî I �
èíòåðâàë (a, b)).
Ïóñòü x1 < x < x2. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ λ(x), ïðîõîäÿùóþ ÷å-

ðåç òî÷êè (x1, f(x1)) è (x2, f(x2)). Åñëè f âûïóêëà íà (a, b), òî
f(x) 6 λ(x), f(x1) = λ(x1) è f(x2) = λ(x2). Ïîýòîìó

f(x)−f(x1)

x− x1
6
λ(x)−λ(x1)

x− x1
=
λ(x2)−λ(x)

x2 − x
6
f(x2)−f(x)

x2 − x
. (5.5)

Ïîñêîëüêó ñðåäíèå âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ f(x2)− f(x1)
x2 − x1 , òî (5.5)

èìååò íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: íàêëîí õîðäû, îïðåäå-
ëÿåìîé òî÷êàìè x1 è x2, íå ìåíüøå íàêëîíà õîðäû, îïðåäåëÿå-
ìîé òî÷êàìè x1 è x, è íå áîëüøå íàêëîíà õîðäû, îïðåäåëÿåìîé
òî÷êàìè x è x2 (ëåììà ¾î òðåõ õîðäàõ¿).

Òåîðåìà 5.18*. Åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a, b),
òî îíà íåïðåðûâíà íà (a, b) è äèôôåðåíöèðóåìà òàì, çà èñêëþ-
÷åíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.
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� Çàôèêñèðóåì x ∈ (a, b). Ôóíêöèÿ ν(y) =
f(y)− f(x)

y − x íåñòðîãî
âîçðàñòàåò íà (a, b) \ {x}: ïðîâåðêà ν(y) 6 ν(z) ïðè y < z ñâîäèò-
ñÿ ê îäíîìó èç òðåõ íåðàâåíñòâ (5.5) (â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-
æåíèÿ y, z ïî îòíîøåíèþ ê x). Ïî òåîðåìå 4.6 î ïðåäåëàõ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ν(x+ 0)
è ν(x− 0), ïðè÷åì ν(x− 0) 6 ν(x+ 0). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì f ′−(x) 6
6 f ′+(x). Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x.
Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (5.5) ê ïðåäåëó: ïðè x→ x1 + 0 â ëå-

âîì è ïðè x→ x2− 0 â ïðàâîì, ïîëó÷èì f ′+(x1) 6 f(x2)− f(x1)
x2 − x1 6

6 f ′−(x2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) = f ′−(x) íåñòðîãî
âîçðàñòàåò íà (a, b). Ïî òåîðåìå 4.6 ôóíêöèÿ g ìîæåò èìåòü íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà, ïðè÷åì ðàçðûâû
òîëüêî I-ãî ðîäà.
Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè g ôóíêöèÿ f äèôôå-

ðåíöèðóåìà. Â ñàìîì äåëå, åñëè x0 < x, òî f ′−(x0) 6 f ′+(x0) 6
6 f ′−(x), îòêóäà

0 6 f ′+(x0)− f ′−(x0) 6 f ′−(x)− f ′−(x0).

Åñëè g = f ′− íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî f ′−(x0) = f ′+(x0), ò.ê. ïðà-
âóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. �

Òåîðåìà 5.19 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
âûïóêëà (âîãíóòà) íà ïðîìåæóòêå I, x1, . . . , xn ∈ I è λ1, . . . ,
λn > 0, òàêèå ÷òî λ1 + · · ·+ λn = 1. Òîãäà

f(λ1x1 + . . .+ λnxn) 6 λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn) (>).

� Íåðàâåíñòâî óñòàíîâèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 2 íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè.
Ïóñòü íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n. Óñòàíîâèì åãî ñïðàâåäëè-
âîñòü äëÿ n+ 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λn+1 < 1. Ïîëîæèì y =

= λ1
1− λn+1

x1 + · · ·+ λn
1− λn+1

xn. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû è â ñóììå äàþò 1, òî y ∈ I, à çíà÷èò,

f
(
λ1x1 + . . .+ λnxn + λn+1xn+1

)
= f

(
(1− λn+1)y + λn+1xn+1

)
6

6 (1− λn+1)f(y) + λn+1f(xn+1).
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

f(y) 6
λ1

1− λn+1
f(x1) + · · ·+ λn

1− λn+1
f(xn).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò óòâåðæäåíèå äëÿ n+ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âîãíóòûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé f

íà −f . �

Ïðèìåð. Ïóñòü x1, . . . , xn > 0, òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî
x1 + . . .+ xn

n
> n
√
x1 · . . . · xn.

� Åñëè õîòÿ áû îäíî èç xi ðàâíî íóëþ, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.
Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ xi îíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà äëÿ
âîãíóòîé ôóíêöèè ln è λ1 = · · · = λn = 1

n . �
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6. Èíòåãðèðîâàíèå

6.1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóò-

êå I. Ôóíêöèÿ F : I → R íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f
íà I, åñëè F ′(x) = f(x) ïðè âñåõ x ∈ I.
Òåîðåìà 6.1 (îïèñàíèå êëàññà ïåðâîîáðàçíûõ).

Åñëè F �ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèèf íà ïðîìåæóòêå I, òî F +C,
ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé f íà I.
Åñëè F1 è F2 � ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f íà I, òî èõ ðàçíîñòü
F1 − F2 ïîñòîÿííà íà I.

� Òàê êàê (F + C)′ = F ′ + C ′ = F ′ = f íà I, òî F + C � ïåðâî-
îáðàçíàÿ f íà I. Òàê êàê (F1 − F2)′ = F ′1 − F ′2 = 0 íà I, òî ïî
òåîðåìå 5.10 ðàçíîñòü F1 − F2 ïîñòîÿííà íà I. �

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà
ïðîìåæóòêå I íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì f íà I è
îáîçíà÷àåòñÿ

∫
f(x)dx èëè

∫
f dx. Îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò äàííîé

ôóíêöèè ê åå ïåðâîîáðàçíîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìàëüíî dx â îáîçíà÷åíèè íå íåñåò ñìûñëî-
âîé íàãðóçêè, îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå áûâàåò ïîëåçíî. Íàïðè-
ìåð, òðàêòóÿ f dx êàê äèôôåðåíöèàë (ò.å. èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå
df : = f ′ dx), ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ ôîðìóë ìîæíî ñäåëàòü áîëåå
íàãëÿäíûì. Ê ñîæàëåíèþ, â ñòàíäàðòíîì îáîçíà÷åíèè íåîïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà íå ôèãóðèðóåò ïðîìåæóòîê I, ÷òî èíîãäà
ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
1. Åñëè ñóùåñòâóåò

∫
f dx íà I, òî

(∫
f dx

)′
= f(x) äëÿ âñåõ

x ∈ I.
2. Åñëè ñóùåñòâóþò

∫
f dx è

∫
g dx íà I, òî ïðè ëþáûõ λ, µ ∈ R

ñóùåñòâóåò∫
(λf + µg) dx = λ

∫
f dx+ µ

∫
g dx+ C,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
3. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
Åñëè ôóíêöèè u è v äèôôåðåíöèðóåìû íà ïðîìåæóòêå I è

ñóùåñòâóåò
∫
vu′dx íà I, òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâóåò
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∫
uv′dx = u · v −

∫
vu′dx+ C, (6.1)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
4. Èíòåãðèðîâàíèå ïîäñòàíîâêîé
Åñëè F � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f íà ïðîìåæóò-

êå I, à ôóíêöèÿ ϕ äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå J , ϕ(J) ⊂ I,
òî íà J ñóùåñòâóåò∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + C, (6.2)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕ ñòðîãî ìîíîòîííà íà J , òî èç (6.2) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìå-
æóòêå ϕ(J) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫

f(x)dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

∣∣∣
t=ϕ−1(x)

+ C.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðå-
äåëåííîì èíòåãðàëå.

� Ïðîâåðêà âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàâåíñòâ ïðîèçâîäèòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì íà óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ. Ïðîâåðèì, íàïðè-
ìåð, ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé
ôîðìóëû èìååò âèä F (x) + C. Ïðè ýòîì

F ′ =

(
u · v −

∫
vu′dx

)′
= u′v + uv′ − vu′ = uv′,

òàê ÷òî ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè uv′.�

×èòàÿ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ ¾ñïðàâà íàëåâî¿, ïîëó÷èòñÿ

Òàáëèöà îñíîâíûõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
1.
∫
xαdx = xα+1

α+ 1 +C, α 6=−1, íà R äëÿ öåëûõ α>0; íà (−∞, 0)

è íà (0, +∞) äëÿ öåëûõ α < −1; íà [0, +∞) äëÿ íåöåëûõ α > 0;
íà (0, +∞) äëÿ íåöåëûõ α < 0.
2.
∫ 1
x dx = ln |x|+ C íà (−∞, 0) è íà (0, +∞).

3.
∫
axdx = ax

ln a + C íà R, ãäå a > 0 è a 6= 1.

4.
∫

sinx dx = − cosx+ C íà R.

5.
∫

cosx dx = sinx+ C íà R.
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6.
∫ 1

sin2 x
dx = − ctg x+ C íà (kπ, π + kπ) äëÿ k ∈ Z.

7.
∫ 1

cos2 x
dx = tg x+ C íà

(
−π2 + kπ, π2 + kπ

)
äëÿ k ∈ Z.

8.
∫ 1
a2 + x2

dx = 1
a arctg xa + C íà R, a 6= 0.

9.
∫ 1
x2 − a2 dx = 1

2a ln
∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣+ C íà (−∞, −a), íà (−a, a)

è íà (a, +∞), ãäå a > 0.
10.

∫ 1√
a2 − x2

dx = arcsin x
a + C íà (−a, a), ãäå a > 0.

11.
∫ 1√

x2 ± a2
dx = ln

∣∣∣x+
√
x2 ± a2

∣∣∣+ C íà R äëÿ çíàêà �+�,

è íà (−∞, −a) è (a, +∞) äëÿ çíàêà �−�, a > 0.
12.

∫
shx dx = chx+ C íà R.

13.
∫

chx dx = shx+ C íà R.
14.

∫ 1
sh2 x

dx = − cthx+ C íà (−∞, 0) è íà (0, +∞).

15.
∫ 1

ch2 x
dx = thx+ C íà R.

Â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è
îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ âîçíèêàþò âîïðîñû. Êàêèå ôóíêöèè
èìåþò íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë? È êàê íàéòè íåîïðåäåëåííûé
èíòåãðàë, åñëè îí ñóùåñòâóåò? Õîòÿ áû â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé.
×àñòè÷íûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ áóäåò ïîëó÷åí â ñëåäóþ-

ùåì ðàçäåëå: âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ èìååò
íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïåðâîîáðàçíóþ, ò.å. íåîïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë. ×òî êàñàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, òî, â
îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò âûâîäèòü
çà ïðåäåëû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïåðâîîáðàçíàÿ
ôóíêöèè e−x

2
íåýëåìåíòàðíà (äîêàçàòåëüñòâî ñì. [8]).

Ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà

A

(x− a)n
,

Mx+N

(x2 + px+ q)n
,
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ãäå n ∈ N; a, p, q ∈ R, p2/4− q < 0; A, M, N ∈ R, ïðè÷åì A è õî-
òÿ áû îäíî èç ÷èñåë M, N íå ðàâíû íóëþ, íàçûâàþòñÿ ïðîñòåé-
øèìè ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè.
Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü

åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
Ïîêàæåì, êàê èíòåãðèðóþòñÿ ïðîñòåéøèå äðîáè.
1)
∫ A
x− adx = A ln |x− a|+ C.

2)
∫ A

(x− a)n
dx = − A

(n− 1)(x− a)n−1
+ C ïðè n > 1.

3)
∫ Mx+N
x2 + px+ q

dx =

= M
2

∫ 2x+ p
x2 + px+ q

dx+
(
N − Mp

2

) ∫ dx
x2 + px+ q

+ C1 =

= M
2

∫ d(x2 + px+ q)
x2 + px+ q

+
(
N − M

2

) ∫ d
(
x+ p

2

)(
x+ p

2

)2
+ q − p2

4

+ C1 =

= M
2 ln(x2 + px+ q) +

(
N − Mp

2

)
√
q − p2

4

arctg
x+ p

2√
q − p2

4

+ C.

4)
∫ Mx+N

(x2 + px+ q)n
dx =

= M
2

∫ 2x+ p
(x2 + px+ q)n

dx+
(
N − Mp

2

) ∫ dx
(x2 + px+ q)n

+ C1 =

= − M
2(n− 1)(x2 + px+ q)n−1

+

+
(
N − Mp

2

) ∫ d
(
x+ p

2

)((
x+ p

2

)2
+ q − p2

4

)n + C ïðè n > 1.

Çàìåíîé t = x+ p
2 è ïåðåîáîçíà÷åíèåì a =

√
q − p2

4 ïîñëåäíèé

èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó Jn =
∫ dt

(t2 + a2)n
.

Ïðîèíòåãðèðóåì Jn ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = 1
(t2 + a2)n

è v = t:

Jn =
t

(t2+a2)n
+ 2n

∫
t2

(t2+a2)n+1
dt+ C1 =

=
t

(t2+a2)n
+ 2nJn− 2na2Jn+1 + C2.

Îòêóäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

Jn+1 =
1

2na2

(
t

(t2 + a2)n
+ (2n− 1)Jn

)
+ C3, J1 =

1

a
arctg

t

a
+ C.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ïðîñòåéøèå äðîáè ìîæíî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî óêàçàííûõ øàãîâ è èõ ïåðâîîáðàçíûå �
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6.2 (îá èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðî-
áåé). Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè (ìíîãî÷ëåíû), ôóíêöèè ln,
arctg è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

Óêàæåì îäíî ãëóáîêîå îáîáùåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóò-
êå I. Ôóíêöèÿ F : I → R íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâîîáðàçíîé

ôóíêöèè f íà I, åñëè F íåïðåðûâíà è èìååò âñþäó íà I, çà èñ-
êëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ïðîèçâîä-
íóþ, ðàâíóþ f .
Äëÿ ôóíêöèè f èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå F ′. Îäíàêî, åñëè ìíî-

æåñòâî òî÷åê íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè F íåïóñòî (ò.å. F íå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé f), òî F íå îïðåäåëÿåò îäíàçíà÷íî F ′.

Ïðèìåð.Ôóíêöèÿ f(x) = signx íà R íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé,
ò.ê. íå ïðèíèìàåò âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé (ñì. òåîðåìà
Äàðáó). Îäíàêî èìååò îáîáùåííóþ ïåðâîîáðàçíóþ F (x) = |x|.
Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî òåîðåìà 6.1 îá îïèñàíèè ïåðâî-

îáðàçíûõ âåðíà è äëÿ îáîáùåííûõ ïåðâîîáðàçíûõ: âìåñòî òåî-
ðåìû 5.10 íóæíî ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå ëåììû 5.1.
Ñâîéñòâà 1�4 ïåðåíîñÿòñÿ íà îáîáùåííûå ïåðâîîáðàçíûå. Ïî-

êàæåì ýòî íà ïðèìåðå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
Åñëè u, v ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ u′, v′

íà ïðîìåæóòêå I è ñóùåñòâóåò
∫
vu′dx íà I (êàê îáîáùåííàÿ

ïåðâîîáðàçíàÿ), òî íà I âåðíà ôîðìóëà (6.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïî
óñëîâèþ íàéäóòñÿ òàêèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà A, B,
÷òî u, v äèôôåðåíöèðóåìû íà I \A è (

∫
vu′dx)′ = vu′ íà I \B.

Òîãäà ìíîæåñòâî C = A ∪B íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ôóíêöèÿ F =
= uv−

∫
vu′dx íåïðåðûâíà íà I è F ′(x) = u(x)v′(x) äëÿ âñåõ x ∈

∈ I \C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâîîáðàçíîé
äëÿ uv′ íà I.
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6.2. Èíòåãðàë Ðèìàíà è åãî ñâîéñòâà
Â ýòîì ðàçäåëå èíòåãðàë Ðèìàíà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

èíòåãðàëà Äàðáó. Â äàëüíåéøåì áóäåò óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíò-
íîñòü òðàäèöèîííîìó îïðåäåëåíèþ Ðèìàíà.
Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü [a, b] � íåâûðîæäåííûé îòðåçîê. Ðàç-

áèåíèåì T îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê
{xi}ni=0, òàêèõ ÷òî a = x0 < x1 < . . . < xn = b.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ∆xi = xi − xi−1 è |T | = max

16i6n
∆xi.

x0

y

y = f(x)

x0=a xn=bx1 xi−1 xi

Mi

mi

Ðèñ. 6.1

Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäå-
ëåíà íà îòðåçêå [a, b]. Äëÿ ðàçáèåíèÿ
T = {xi}ni=0 ïîëîæèì

Mi = sup
x∈[xi−1, xi]

f(x),

mi = inf
x∈[xi−1, xi]

f(x).

Òîãäà ñóììû

ST (f) =

n∑
i=1

Mi ∆xi, sT (f) =

n∑
i=1

mi ∆xi

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ñóììàìè Äàðáó

ôóíêöèè f , îòâå÷àþùèìè ðàçáèåíèþ T .
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè òî÷åê â ðàçáèåíèå âåðõíèå ñóì-

ìû Äàðáó íå óâåëè÷èâàþòñÿ, à íèæíèå � íå óìåíüøàþòñÿ.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü T , T ′ � ðàçáèåíèÿ [a, b], òàêèå ÷òî T ⊂
⊂ T ′. Òîãäà sT (f) 6 sT ′(f) 6 ST ′(f) 6 ST (f).

� Ñðåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, äîêàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü T = {xi}ni=0, è ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T ′ = T ∪{c}. Âû-
áåðåì k òàê, ÷òî c ∈ (xk−1, xk), è ïîëîæèìm′k = inf

[xk−1, c]
f(x) èm′′k =

= inf
[c, xk]

f(x). Òîãäà m′k, m
′′
k > mk è, çíà÷èò,

sT ′(f) =
k−1∑
i=1

mi∆xi +
n∑

i=k+1

mi∆xi +m′k(c− xk−1) +m′′k(xk− c)>

>
k−1∑
i=1

mi∆xi +

n∑
i=k+1

mi∆xi +mk(c− xk−1) +mk(xk− c) = sT (f).
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Â îáùåì ñëó÷àå T ′ èç ðàçáèåíèÿ T ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì
äîáàâëåíèåì òî÷åê. Íà êàæäîì øàãå íèæíÿÿ ñóììà íå óìåíüøà-
åòñÿ, òàê ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå íåðàâåíñòâî. Ïðîâåðêà
ïðàâîãî íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷íà. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T1, T2 îòðåçêà [a, b] âåðíî
sT1(f) 6 ST2(f).

� Ïî ëåììå 6.1 sT1(f) 6 sT1∪T2(f) 6 ST1∪T2(f) 6 ST2(f). �

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíû∫ b

a
f = inf

T
ST (f),

∫ b

a
f = sup

T
sT (f)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì èíòåãðàëàìè

Äàðáó ôóíêöèè f .

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b] âåðíî

sT (f) 6
∫ b
a f 6

∫ b
a f 6 ST (f).

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b].

Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà (ïî Ðèìàíó) íà [a, b], åñëè
∫ b
a f è

∫ b
a f

êîíå÷íû è ðàâíû. ×èñëî I =
∫ b
a f =

∫ b
a f íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåí-

íûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫ b
a f(x) dx èëè êðàòêî

∫ b
a f .

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà [a, b], áó-
äåì îáîçíà÷àòü R[a, b].

Ïðèìåð. Ïóñòü f = 1 íà [a, b]. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî ðàçáè-
åíèÿ T âåðíî sT (f) = ST (f) = b−a, òî ñóùåñòâóåò

∫ b
a 1 dx = b−a.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè ïî Ðèìàíó.

Ëåììà 6.2. Åñëè f ∈ R[a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b].

� Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå [a, b]. Åñëè f íå îãðàíè÷å-
íà ñâåðõó íà [a, b], òî Mi = +∞ ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî i.

Òîãäà ST (f) = +∞, à çíà÷èò,
∫ b
a f = +∞. Àíàëîãè÷íî, åñëè f íå

îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî
∫ b
a f = −∞. �

Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè, ÿâëÿÿñü íåîáõîäèìûì, íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Äèðèõëå D, ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèå 1 íà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ è 0 íà èððàöèîíàëüíûõ.
Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå [a, b]. Òàê êàê êàæäûé îò-
ðåçîê ðàçáèåíèÿ T ñîäåðæèò êàê ðàöèîíàëüíûå, òàê è èððà-
öèîíàëüíûå òî÷êè, òî sT (D) = 0 è ST (D) = b−a. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ b
aD = 0 è

∫ b
aD = b− a è, çíà÷èò, D íå èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà âûâîäÿòñÿ òðè åãî
âàæíåéøèõ ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 1 (àääèòèâíîñòü ïî îòðåçêàì). Ïóñòü a < c <

< b. Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] ⇐⇒ f èíòå-

ãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêàõ [a, c], [c, b]. Â ýòîì ñëó÷àå∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

� Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî
∫ b
a f =

∫ c
a f +

∫ b
c f . Åñëè äàíû ðàçáèåíèÿ

T1 = {xi}ki=0 è T2 = {xi}ni=k îòðåçêîâ [a, c], [c, b] ñîîòâåòñòâåííî,
òî T = T1 ∪ T2 = {xi}ni=0 ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì [a, b]. Ïðè ýòîì

sT (f) =

k∑
i=1

mi∆xi +

n∑
i=k+1

mi∆xi = sT1(f) + sT2(f).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫ b
a f > sT1(f) + sT2(f). Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåí-

ñòâå ê ñóïðåìóìó ñíà÷àëà ïî âñåì ðàçáèåíèÿì T1 îòðåçêà [a, c],
çàòåì ïî âñåì ðàçáèåíèÿì T2 îòðåçêà [c, b], ïîëó÷èì

∫ b
a f >

∫ c
a f +

+
∫ b
c f . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà ñëåäóåò sT (f) 6

∫ c
a f +

+
∫ b
c f . Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçáèåíèé Ť è T = Ť ∪ {c} îòðåçêà [a, b]

âûïîëíåíî sŤ (f) 6 sT (f), òî ïðè ðàññìîòðåíèè ñóïðåìóìà äîñòà-
òî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàçáèåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè òî÷êó c. Ïåðå-
õîäÿ â íåðàâåíñòâå sT (f) 6

∫ c
a f +

∫ b
c f ê ñóïðåìóìó ïî âñåì òà-

êèì ðàçáèåíèÿì, ïîëó÷èì
∫ b
a f 6

∫ c
a f +

∫ b
c f , è èñêîìîå ðàâåíñòâî

óñòàíîâëåíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
∫ b
a f =

∫ c
a f +

∫ b
c f .
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Ïóñòü f ∈R[a, b]. Òîãäà∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f 6

∫ c

a
f +

∫ b

c
f =

∫ b

a
f =

∫ b

a
f(x)dx.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñðåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì,
∫ c
a f =

∫ c
a f è

∫ b
c f =

∫ b
c f . Ýòî äîêàçûâàåò èíòåãðèðóå-

ìîñòü f íà [a, c] è [c, b] è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëîâ.
Ïóñòü òåïåðü f ∈R[a, c] è f ∈R[c, b]. Òîãäà∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f =

∫ b

a
f,

÷òî äîêàçûâàåò èíòåãðèðóåìîñòü f íà [a, b]. �
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈R[a, b] è [c, d]⊂ [a, b], òî f ∈ R[c, d].
Ðàñøèðèì íîòàöèþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∫ a
a f(x)dx = 0, à òàêæå∫ a

b f(x)dx = −
∫ b
a f(x)dx ïðè a < b.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, ñî-
äåðæàùåì òî÷êè a, b, c, òî ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ëþáîì èõ ðàñïîëîæåíèè.

Ñâîéñòâî 2 (ëèíåéíîñòü). Åñëè f, g ∈ R[a, b], òî äëÿ ëþ-

áûõ λ, µ ∈ R ôóíêöèÿ λf + µg ∈ R[a, b], ïðè÷åì∫ b

a
(λf(x) + µg(x))dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

� Ïóñòü λ > 0. Òàê êàê infE λf = λ infE f äëÿ âñÿêîãî E ⊂ [a, b],
òî sT (λf) = λsT (f). Ñëåäîâàòåëüíî,∫ b

a
λf = sup

T
sT (λf) = sup

T
λsT (f) = λ sup

T
sT (f) = λ

∫ b

a
f.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
∫ b
aλf = λ

∫ b
a f . Òàêèì îáðàçîì,

λf ∈ R[a, b] è
∫ b
a λf(x)dx = λ

∫ b
a f(x)dx ïðè λ > 0.

Òàê êàê infE(−f) = − supE f , òî
∫ b
a (−f) = −

∫ b
a f è

∫ b
a (−f) =

= −
∫ b
a f . Ñëåäîâàòåëüíî, (−f)∈R[a, b] è

∫ b
a (−f)dx = −

∫ b
a fdx.

Åñëè λ < 0, òî λ = −|λ|, è ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííûì.
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Òàê êàê infE(f + g) > infE f + infE g, òî sT (f + g) > sT (f)+

+sT (g). Ñëåäîâàòåëüíî,
∫ b
a (f + g) > sT (f) + sT (g) è, çíà÷èò,∫ b

a (f + g) >
∫ b
a f +

∫ b
a g.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
∫ b
a (f + g) 6

∫ b
a f +

∫ b
a g.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè f, g íåðàâåíñòâà ïðå-
âðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èòàÿ èç âòîðîãî
íåðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷èì

0 6
∫ b

a
(f + g)−

∫ b

a
(f + g) 6

(∫ b

a
f −

∫ b

a
f
)

+
(∫ b

a
g −

∫ b

a
g
)

= 0.

Èòàê, f + g ∈ R[a, b] è
∫ b
a (f + g)dx =

∫ b
a f(x)dx+

∫ b
a g(x)dx.

Ëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç äâóõ äîêàçàííûõ ôàêòîâ. �

Ñâîéñòâî 3 (ìîíîòîííîñòü). Åñëè f , g ∈ R[a, b] è f 6 g
íà [a, b], òî ∫ b

a
f(x)dx 6

∫ b

a
g(x)dx.

� Òàê êàê f 6 g íà êàæäîì [xi−1, xi], òî sT (f) 6 sT (g) è, çíà÷èò,∫ b
a f 6

∫ b
a g. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè f, g ïîëó÷åííîå íåðàâåí-

ñòâî ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì. �
Áûâàåò òðóäíî âû÷èñëèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåðõíåãî è íèæíå-

ãî èíòåãðàëîâ. Óñòàíîâèì óäîáíûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : D → R, E ⊂ D. Êîëåáàíèåì (îñöèë-
ëÿöèåé) ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(f, E) = sup
x, y∈E

|f(x)− f(y)|.

Çàìå÷àíèå. Èìååì ω(f, E) = sup
x, y∈E

(f(x)− f(y)) = sup
x∈E

f(x) +

+ sup
y∈E

(−f(y)) = sup
x∈E

f(x)− inf
y∈E

f(y).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b]. Äëÿ ðàçáèåíèÿ
T = {xi}ni=0 ïîëîæèì

ΩT (f): =

n∑
i=1

(Mi −mi) ∆xi =

n∑
i=1

ω(f, [xi−1, xi]) ∆xi.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ΩT (f) êîíå÷íî, òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà
íà [a, b]. Â ýòîì ñëó÷àå ΩT (f) = ST (f)− sT (f).
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Ëåììà 6.3. f ∈ R[a, b]⇐⇒ ∀ε > 0 ∃T � ðàçáèåíèå [a, b], òà-
êîå ÷òî ΩT (f) < ε.

� Ïóñòü
∫ b
a f =

∫ b
a f =: I è ïóñòü ôèêñèðîâàíî ε > 0. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ èíòåãðàëîâ Äàðáó ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ T1 è T2, òàêèå
÷òî I − ε/2 < sT1(f) è I + ε/2 > ST2(f). Åñëè T = T1 ∪ T2, òî ïî
ëåììå 6.1 I − ε/2 < sT (f) è I + ε/2 > ST (f). Ñëåäîâàòåëüíî,

ΩT (f) = ST (f)− sT (f) < (I + ε/2)− (I − ε/2) = ε.

Ïîñêîëüêó sT (f) 6
∫ b
a f 6

∫ b
a f 6 ST (f), òî

∫ b
a f −

∫ b
a f 6 ΩT (f).

Åñëè ΩT (f) ïðèíèìàåò ¾ñêîëü óãîäíî ìàëûå¿ çíà÷åíèÿ, òî
∫ b
a f =

=
∫ b
a f è, çíà÷èò, f ∈ R[a, b]. �

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü f ∈ R[a, b], m 6 f 6M íà [a, b] è ôóíê-
öèÿ g íåïðåðûâíà íà [m, M ]. Òîãäà g ◦ f ∈ R[a, b].

� Ïîëîæèì h = g ◦ f . Ïóñòü ε > 0. Ôóíêöèÿ g ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà [m, M ], ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |g(x)−
− g(y)| < ε äëÿ âñåõ x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
δ < ε.
Òàê êàê f ∈ R[a, b], òî ïî ëåììå 6.3 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T =

= {xi}ni=0 îòðåçêà [a, b], òàêîå ÷òî ΩT (f) < δ2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωk êîëåáàíèå ôóíêöèè h íà [xk−1, xk]. Òîãäà

ΩT (h) =

n∑
k=1

ωk∆xk =
∑
k∈A

ωk∆xk +
∑
k∈B

ωk∆xk,

ãäå A ñîñòîèò èç òåõ íîìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ω(f, [xk−1, xk]) < δ,
à B ñîñòîèò èç îñòàâøèõñÿ íîìåðîâ.
Åñëè k ∈ A è x′, x′′ ∈ [xk−1, xk], òî |f(x′′)−f(x′)| < δ è, çíà÷èò,

|h(x′′)− h(x′)| < ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ωk 6 ε ïðè âñåõ k ∈ A.
Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïåðâóþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑

k∈A
ωk∆xk 6 ε

∑
k∈A

∆xk 6 (b− a)ε.

Îöåíèì âòîðóþ ñóììó. Çàìåòèì, ÷òî

δ
∑
k∈B

∆xk 6
∑
k∈B

ω(f, [xk−1, xk])∆xk 6 ΩT (f) < δ2.
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Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ < ε, èìååì
∑

k∈B ∆xk < ε. Ôóíêöèÿ g
íåïðåðûâíà, à çíà÷èò, îãðàíè÷åíà íà [m, M ]. Ïóñòü |g| 6 C. Òî-
ãäà ωk 6 2C è, çíà÷èò,

∑
k∈B ωk∆xk < 2Cε. Â èòîãå

ΩT (h) =
∑
k∈A

ωk∆xk +
∑
k∈B

ωk∆xk < (b− a+ 2C)ε.

Ïî ëåììå 6.3 ôóíêöèÿ h ∈ R[a, b]. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåìîé.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f, g ∈ R[a, b], òî
1) f · g ∈ R[a, b];

2) |f | ∈ R[a, b] è
∣∣∣∫ ba f(x)dx

∣∣∣ 6 ∫ ba |f(x)|dx.

� Ôóíêöèÿ t 7→ t2 íåïðåðûâíà, ïîýòîìó f2 ∈ R[a, b]. Òîæäåñòâî
fg = 1

4((f + g)2 − (f − g)2) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ï. 1.

Ôóíêöèÿ t 7→ |t| íåïðåðûâíà, ïîýòîìó |f | ∈ R[a, b]. Äëÿ ïðî-
âåðêè íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü −|f | 6 f 6 |f |
ïî [a, b]. �

6.3. Ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
Õîòÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 6.3, ìû óñòàíîâèì åãî îòäåëüíî.

Òåîðåìà 6.4. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],
òî îíà èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

� Ïóñòü ε > 0. Ïî òåîðåìå 4.10 Êàíòîðà f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íà íà [a, b]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî |f(x)− f(y)| <
< ε/(b− a) äëÿ âñåõ x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå T = {xi}ni=0 îòðåçêà [a, b] ñ |T | < δ.

Ïî òåîðåìå 4.7 Âåéåðøòðàññà íàéäóòñÿ òî÷êè x′i, x
′′
i ∈ [xi−1, xi],

òàêèå ÷òî f(x′′i ) = Mi è f(x′i) = mi, i = 1, . . . , n. Ïîñêîëüêó |x′′i −
− x′i| 6 ∆xi < δ, òî f(x′′i )− f(x′i) < ε/(b− a), à çíà÷èò,

ΩT (f) =

n∑
i=1

(f(x′′i )− f(x′i))∆xi <
ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε.

Ïî ëåììå 6.3 ôóíêöèÿ f ∈ R[a, b]. �
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Òåîðåìà 6.5. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà îòðåçêå [a, b],
òî îíà èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b].
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T = {xi}ni=0 âûïîëíåíî

ΩT (f): =

n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi 6
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))|T |

è, çíà÷èò, ΩT (f) 6 (f(b)− f(a))|T |. Äëÿ ε > 0 ïîäáåðåì T òàê,
÷òî (f(b)− f(a))|T | < ε. Òîãäà ΩT (f) < ε è ïî ëåììå 6.3 ôóíêöèÿ
f ∈ R[a, b]. �

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b] è èíòå-

ãðèðóåìà íà ëþáîì [c, d]⊂(a, b). Òîãäà f èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

� Ïóñòü |f | 6M íà [a, b]. Ôèêñèðóåì ε > 0, è ïóñòü c = a+ ε
6M ,

d = b− ε
6M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì ÷èñëî M íà-

ñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî c < d. Òàê êàê f ∈ R[c, d], òî ñóùåñòâó-
åò òàêîå ðàçáèåíèå T0 îòðåçêà [c, d], ÷òî ΩT0(f) < ε

3 . Ïðîäîëæèì

T0 äî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b], äîáàâèâ ê íåìó òî÷êè a è b.
Èìååì

ΩT (f) = ω(f, [a, c])(c− a) + ΩT0(f) + ω(f, [d, b])(b− d).

Ïîñêîëüêó ΩT0(f) < ε
3 , êîëåáàíèå ω(f, [a, c]) 6 ω(f, [a, b]) 6 2M

è àíàëîãè÷íî ω(f, [d, b]) 6 2M , òî ΩT (f) < ε. Ïî ëåììå 6.3 ôóíê-
öèÿ f ∈ R[a, b]. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b], è ìíîæå-

ñòâî òî÷åê ðàçðûâà f íà [a, b] êîíå÷íî. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà

íà [a, b].

� Äîáàâèì ê òî÷êàì ðàçðûâà êîíöû a è b, è òî÷êè ïîëó÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ: a = x0 < x1 < . . . <
< xN = b. Ïî òåîðåìå 6.4 ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì
[c, d] ⊂ (xi−1, xi). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6.6 f ∈ R[xi−1, xi] äëÿ
êàæäîãî i = 1, . . . , N . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðèìåíÿåì ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà. �

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = sin 1
x , f(0) = a � ïðîèçâîëüíî. Ñî-

ãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ f ∈ R[−1, 1].
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6.4. Èíòåãðàë êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 6.7 (ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà).Ïóñòü ôóí-
êöèÿ f ∈R[a, b]è èìååò (îáîáùåííóþ) ïåðâîîáðàçíóþ F íà [a, b].
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).

� Ïóñòü T = {xi}ni=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Ïî ñëåäñòâèþ èç
ëåììû 5.1 íà êàæäîì îòðåçêå [xi−1, xi] èìååì

mi∆xi 6 F (xi)− F (xi−1) 6Mi∆xi.

Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà ïî âñåì i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì

sT 6F (b)− F (a) 6 ST è, çíà÷èò,
∫ b
a f 6 F (b)− F (a) 6

∫ b
a f . Ïî-

ñêîëüêó f ∈ R[a, b], òðåáóåìîå ðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî. �
Ïðîÿñíèì ðîëü èíòåãðàëà â âîññòàíîâëåíèè ïåðâîîáðàçíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê,
ôóíêöèÿ f : I → R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå

[α, β] ⊂ I è a ∈ I. Ôóíêöèÿ F : I → R, F (x) =
x∫
a
f(t) dt, íàçûâà-

åòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü I � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê,

ôóíêöèÿ f : I → R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåç-

êå [α, β] ⊂ I è a ∈ I. Òîãäà ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà íà I. Êðîìå
òîãî, åñëè f íåïðåðûâíà â òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöè-

ðóåìà â òî÷êå x è F ′(x) = f(x).

� Ïóñòü x ∈ I. Âûáåðåì σ > 0 òàê, ÷òîáû [x− σ, x+ σ] ∩ I áûë
íåâûðîæäåííûì îòðåçêîì; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç [α, β]. Ïî óñëî-
âèþ f ∈ R[α, β], è ïóñòü |f | 6M íà [α, β]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
y ∈ [α, β] âûïîëíåíî

|F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ y

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∫ y

x
|f(t)| dt

∣∣∣∣ 6M |y − x|,
à çíà÷èò, lim

y→x
F (y) = F (x).
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Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó f
íåïðåðûâíà â òî÷êå x, òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî |f(t)−
−f(x)| < ε äëÿ âñåõ t ∈ Bδ(x)∩ I. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ B̊δ(x)∩ I
èìååì

∣∣∣∣F (y)− F (x)

y − x
− f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

y − x

∫ y

x
f(t) dt− 1

y − x

∫ y

x
f(x) dt

∣∣∣∣ 6
6

1

|y − x|

∣∣∣∣∫ y

x
|f(t)− f(x)| dt

∣∣∣∣ 6 1

|y − x|
· ε|y − x| = ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
y→x

F (y)− F (x)
y − x = f(x), ò.å. F ′(x) = f(x). �

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå I ôóíêöèÿ
èìååò ïåðâîîáðàçíóþ. Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ íà I ôóíêöèÿ èìååò
îáîáùåííóþ ïåðâîîáðàçíóþ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷-
êå x∈ [a, b], òî F ìîæåò êàê áûòü, òàê è íå áûòü äèôôåðåíöèðó-
åìîé â òî÷êå x.

Ïðèìåð. Äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé èññëåäóåì íà äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü F (x) =

∫ x
0 f(t)dt.

1) Ïóñòü f(x) = signx. Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà, à çíà÷èò, èíòå-
ãðèðóåìà íà ëþáîì ïîäîòðåçêå. Ôóíêöèÿ F (x) = x ïðè x > 0 è
F (x) = −x ïðè x < 0, ò.å. F (x) = |x| âñþäó. Ôóíêöèÿ F íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.
2) Ïóñòü f(x) = 0 ïðè x 6= 0 è f(0) = 1. Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóå-

ìà íà ëþáîì ïîäîòðåçêå, è F ≡ 0. Ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà
â 0, íî F ′(0) 6= f(0).
3) Ïóñòü f(x) = sin 1

x ïðè x 6= 0, f(0) = 0. Ôóíêöèÿ f îãðàíè-
÷åíà è íåïðåðûâíà âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì x = 0, à çíà÷èò, èí-
òåãðèðóåìà íà ëþáîì ïîäîòðåçêå. Ïîêàæåì, ÷òî F äèôôåðåíöè-
ðóåìà â 0. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F̃ .
Ïóñòü G(x) = x2 cos 1

x ïðè x 6= 0, G(0) = 0. Ôóíêöèÿ G âñþäó
äèôôåðåíöèðóåìà è

G′(x) = g(x) =

{
2x cos 1

x + sin 1
x , x 6= 0,

0, x = 0.
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Èìååì G′(x) = h(x) + f(x), ãäå h(x) = 2x cos 1
x ïðè x 6= 0, h(0) =

= 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h íåïðåðûâíà, òî îíà èìååò ïåðâîîáðàç-
íóþ H. Òîãäà f = g− h òàêæå èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F̃ = G−H.
Ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

ôóíêöèÿ F − F̃ íåïðåðûâíà âñþäó, äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó,
çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ, è (F − F̃ )′(x) = 0 ïðè x 6= 0. Ïî òåîðå-
ìå 5.10 F − F̃ ïîñòîÿííà, à çíà÷èò, äèôôåðåíöèðóåìà òàêæå è
â 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F äèôôåðåíöèðóåìà â 0 è F ′(0) = F̃ ′(0) =
= 0 = f(0).

6.5. Ñóììû Ðèìàíà. Êðèòåðèé Äàðáó
Ïóñòü T = {xi}ni=0 � ðàçáèåíèå [a, b] è ξ = {ξi}ni=1, ãäå ξi ∈

∈ [xi−1, xi]. Ïàðà (T, ξ) íàçûâàåòñÿ îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì.
Ñóììà

σT (f, ξ) =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

íàçûâàåòñÿ ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f , îòâå÷àþùåé îòìå÷åííî-
ìó ðàçáèåíèþ (T, ξ).
Ñâÿçü ñ ñóììàìè Äàðáó äàåò

Ëåììà 6.4. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T âûïîëíåíî

sT (f) = inf
ξ
σT (f, ξ), ST (f) = sup

ξ
σT (f, ξ),

ãäå òî÷íûå ãðàíè áåðóòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ξ.

� Ïóñòü T = {xi}ni=0. Òàê êàê f(x) > mi äëÿ âñåõ x ∈ [xi−1, xi],
òî σT (f, ξ) > sT (f). Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîäáåðåì ξ′i ∈ [xi−1, xi]
òàê, ÷òîáû f(ξ′i) < mi + ε

b− a . Òîãäà äëÿ ξ
′ = {ξ′i}ni=1 èìååì

σT (f, ξ′) =

n∑
i=1

f(ξ′i)∆xi <

n∑
i=1

(
mi +

ε

b− a

)
∆xi =

= sT (f) +
ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = sT (f) + ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî sT (f) ÿâëÿåòñÿ èíôèìóìîì ìíîæåñòâà ÷èñåë
σT (f, ξ). Àíàëîãè÷íî äëÿ ST (f). �

Êëþ÷îì ê çàïèñè èíòåãðàëà ÷åðåç ñóììû Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ôàêò.
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Ëåììà 6.5. Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b], òî äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T ,

|T | < δ, âûïîëíåíî

0 6
∫ b

a
f − sT (f) < ε, 0 6 ST (f)−

∫ b

a
f < ε.

� Ïóñòü |f | 6M íà [a, b]. Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî óòî÷íåíèå ëåì-
ìû 6.1 (ñì. îáîçíà÷åíèÿ). Ïóñòü T ′ = T ∪ {c}, òîãäà

sT ′(f)− sT (f) = (m′k −mk)(c− xk−1) + (m′′k −mk)(xk− c).

Òàê êàê m′k −mk 6 2M , m′′k −mk 6 2M , òî sT ′(f)− sT (f) 6
6 2M∆xk, à çíà÷èò, sT ′(f)− sT (f) 6 2M |T |.
Ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè T ′ \ T ñîñòîèò èç m

òî÷åê, òî sT ′(f)−sT (f) 6 2Mm|T |. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ST (f)− ST ′(f) 6 2Mm|T |.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ sT (f). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

íèæíåãî èíòåãðàëà, âûáåðåì òàêîå ðàçáèåíèå Tε = {xi}mi=0 , ÷òî
sTε(f) >

∫ b
a f −

ε
2 . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåç-

êà [a, b]. Òîãäà ðàçáèåíèå R = T ∪ Tε ïîëó÷åíî èç T äîáàâëåíèåì
íå áîëåå ÷åì m òî÷åê. Ïîýòîìó∫ b

a
f − ε

2
< sTε(f) 6 sR(f) 6 sT (f) + 2mM |T |.

Ïîëîæèì δ = ε
4mM . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T , |T | < δ, èìå-

åì 0 6
∫ b
a f − sT (f) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ST (f) àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 6.9 (Äàðáó). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:
1) ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b];

2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî I, òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ëþáîì îòìå÷åííîì ðàçáèåíèè (T, ξ)

ñ |T | < δ âûïîëíåíî |σT (f, ξ)− I| < ε.

� (1⇒ 2) Ïóñòü
∫ b
a f =

∫ b
a f = I. Ôèêñèðóåì ε > 0. Ïî ëåììå 6.5

ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T , |T | < δ,
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âûïîëíåíî 0 6 ST (f)− I < ε è 0 6 I − sT (f) < ε. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà ξ ïî ëåììå 6.4 èìååì

σT (f, ξ)− I 6 ST (f)− I < ε,

σT (f, ξ)− I > sT (f)− I > −ε,

à çíà÷èò, |σT (f, ξ)− I| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå (2) äëÿ I =

∫ b
a f(x) dx.

(2⇒ 1) Ïóñòü ε > 0. Íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ), |T | < δ, èìååì I − ε < σT (f, ξ) <
< I + ε. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê òî÷íûì ãðàíÿì ïî ξ,
ïî ëåììå 6.4 ïîëó÷èì I − ε 6 sT (f) 6 ST (f) 6 I + ε. Ïîñêîëüêó

sT (f) 6
∫ b
a f 6

∫ b
a f 6 ST (f), òî 0 6

∫ b
a f −

∫ b
a f < 2ε. Â ñèëó ïðî-

èçâîëüíîñòè ε > 0 âåðíî
∫ b
a f =

∫ b
a f , à I � èõ îáùåå çíà÷åíèå. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ R[a, b], òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (Tn, ξn), |Tn| → 0, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {σTn(f, ξn)} ñõîäèòñÿ ê I =
∫ b
a f(x) dx.

� Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0 èç óñëî-
âèÿ 2 òåîðåìû. Ïîñêîëüêó |Tn| → 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N ,
÷òî |Tn| < δ äëÿ âñåõ n > N . Íî òîãäà |σTn(f, ξn)− I| < ε. �

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì lim
n→∞

n∑
k=1

n
k2 + n2

.

Ïîñêîëüêó n
k2 + n2

= 1
n

1
1 + (k/n)2

, òî ñóììà ïîä çíàêîì ïðåäå-

ëà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f(x) = 1
1 + x2

, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ðàçáèåíèþ [0, 1] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è òî÷êàì k/n. Ïîýòî-
ìó èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí

∫ 1
0

dx
1 + x2

= arctg x
∣∣1
0

= π
4 .

6.6. Ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ
Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóò-

êå I, à ôóíêöèÿ ϕ : [α, β]→ I äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β], ïðè÷åì
ϕ′ ∈ R[α, β]. Òîãäà∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,

ãäå a = ϕ(α) è b = ϕ(β).

134



� Ôóíêöèÿf ◦ ϕ íåïðåðûâíà íà [α, β], òàê ÷òî (f ◦ ϕ)ϕ′∈R[α, β].
Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ f íà I, òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè (F ◦ ϕ)′ = (f ◦ ϕ)ϕ′ íà [α, β] è, çíà÷èò,
F ◦ ϕ � ïåðâîîáðàçíàÿ (f ◦ ϕ)ϕ′ íà ýòîì îòðåçêå. Ïî ôîðìóëå
Íüþòîíà�Ëåéáíèöà èìååì∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t))

∣∣∣β
α

= F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x)dx. �

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 6.10 óñëîâèå äèôôåðåíöèðåìîñòè ϕ
ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâî-
îáðàçíîé äëÿ ϕ′ íà [α, β]. Â ýòîì ñëó÷àå F ◦ ϕ ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííîé ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè (f ◦ ϕ)ϕ′, è ðåçóëüòàò ñíîâà áó-
äåò ñëåäîâàòü èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå 1
1C

0
n − 1

3C
1
n + 1

5C
2
n − . . .+

(−1)n

2n+ 1C
n
n .

Óêàçàíèå. Äâóìÿ ñïîñîáàìè âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∫ 1

0 (1− x2)ndx.

Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà

îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì f ′, g′ ∈ R[a, b]. Òîãäà∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣b
a
−
∫ b

a
g(x)f ′(x)dx.

� Ïóñòü h = fg′ + f ′g. Òàê êàê f , g íåïðåðûâíû, à çíà÷èò, èíòå-
ãðèðóåìû íà [a, b], òî h ∈ R[a, b]. Êðîìå òîãî, (fg)′ = fg′ + f ′g,
ïîýòîìó fg ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè h íà [a, b]. Ïî ñâîé-
ñòâó ëèíåéíîñòè è ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà èìååì∫ b

a
fg′(x)dx+

∫ b

a
gf ′(x)dx =

∫ b

a
(fg)′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a),

è èñêîìîå ðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî. �

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 6.11 óñëîâèå äèôôåðåíöèðåìîñòè f , g
ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå, ÷òî f , g ÿâëÿþòñÿ íà [a, b] îáîáùåí-
íûìè ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ f ′ è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ g′.

Ïðèìåð (ôîðìóëà Âàëëèñà). π = lim
n→∞

1
n

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

(çäåñü ïîëàãàåì 0!! = 1!! = 1, à m!! ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿåì ðà-
âåíñòâîì m!! = (m− 2)!! ·m äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m > 1).
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� Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ Jm =
∫ π/2

0 sinm x dx, m ∈ N0. Ïðè m > 2
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

Jm =

∫ π/2

0
sinm−1x (− cosx)′ dx = − sinm−1 x cosx

∣∣∣π/2
0

+

+ (m− 1)

∫ π/2

0
sinm−2 x cos2 x dx = (m− 1)(Jm−2 − Jm)

(âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì cos2 x = 1− sin2 x). Îòñþäà Jm =
= m− 1

m Jm−2. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó, ñâîäèì Jm

ê J0 = π
2 èëè J1 = 1 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè m:

Jm =
(m− 1)!!

m!!
·

{
π
2 , m ÷åòíî,

1, m íå÷åòíî.

Ïîëîæèì xn = 1
n

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

. Äëÿ x ∈
[
0, π2

]
âûïîëíåíî 0 6

6 sinx 6 1 è, çíà÷èò, sin2n+1 x 6 sin2n x 6 sin2n−1 x. Èíòåãðèðóÿ
ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, èìååì

J2n+1 6 J2n 6 J2n−1.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ Jm, ïîëó÷èì

(2n)!!

(2n+ 1)!!
6

(2n− 1)!!

(2n)!!
· π

2
6

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
,

÷òî ðàâíîñèëüíî(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2 1

2n+ 1
6
π

2
6

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2 1

2n
,

π 6 xn 6
2n+ 1

2n
π,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî xn → π. �
Èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.12 (èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì).
Ïóñòü f, g ∈ R[a, b], m 6 f 6M íà [a, b], è ïóñòü ôóíêöèÿ g
íå ìåíÿåò çíàêà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå λ ∈
∈ [m, M ], ÷òî ∫ b

a
f(x)g(x)dx = λ

∫ b

a
g(x)dx.
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� Ïóñòü g > 0 íà [a, b]. Òîãäà mg 6 fg 6Mg íà [a, b]. Îòêóäà ïî
ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè

m

∫ b

a
g(x) dx 6

∫ b

a
f(x) g(x) dx 6M

∫ b

a
g(x) dx.

Åñëè
∫ b
a g(x)dx = 0, òî òàêæå

∫ b
a f(x)g(x)dx = 0 è â êà÷åñòâå λ

ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî.
Åñëè

∫ b
a g(x)dx > 0, òî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëà λ =

=

∫ b
a
f(x)g(x)dx∫ b
a
g(x)dx

∈ [m, M ].

Ñëó÷àé g 6 0 ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé g íà −g. �

Ñëåäñòâèå. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâ-

íîñòè ôóíêöèè f íà [a, b] íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ [a, b], ÷òî∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a
g(x)dx.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êó c â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè
ìîæíî âûáðàòü èç èíòåðâàëà (a, b).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà
è íåîòðèöàòåëüíà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ [a, b], ÷òî
f(x0) > 0 è f íåïðåðûâíà â x0. Òîãäà

∫ b
a f(x)dx > 0.

� Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå x0, ïîäáåðåì òàêîå δ > 0,

÷òî f(x) >
f(x0)

2 äëÿ âñåõ x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] ∩ [a, b]. Ïîëîæèì

[c, d] = [x0 − δ, x0 + δ] ∩ [a, b], òîãäà∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ d

c
f(x)dx+

∫ b

d
f(x)dx >

>
∫ d

c
f(x)dx > (d− c)f(x0)

2
> 0. �

Çàïèøåì îñòàòîê ôîðìóëû Òåéëîðà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 6.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà (n+ 1)
ðàç íà (α, β), è f (n+1) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì [c, d] ⊂ (α, β).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, x ∈ (α, β) âåðíî ðàâåíñòâî

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

∫ x

a
(x− t)nf (n+1)(t) dt.

137



� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 óòâåð-
æäåíèå âåðíî, ò.ê. f(x) = f(a) +

∫ x
a f
′(t)dt ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�

Ëåéáíèöà. Ïóñòü n > 1 è óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n− 1, ò.å.
rn−1(x) = 1

(n− 1)!

∫ x
a (x− t)n−1f (n)(t) dt. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,

ïîëó÷èì

rn−1(x) = − 1

n!

∫ x

a
((x− t)n)′f (n)(t) dt =

= − 1

n!
f (n)(t) (x− t)n

∣∣∣x
a

+
1

n!

∫ x

a
(x− t)nf (n+1)(t) dt =

=
f (n)(a)

n!
(x− a)n +

1

n!

∫ x

a
(x− t)nf (n+1)(t) dt,

îòêóäà ñëåäóåò rn(x) = 1
n!

∫ x
a (x− t)nf (n+1)(t)dt, ÷òî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî. �

6.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íûõ ñóìì, êîòîðîå áûâàåò

ïîëåçíî ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëîâ è ðÿäîâ. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü {an}, {bn} � êîìïëåêñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, m ∈N è
ïóñòü Ak =

∑k
i=1 ai äëÿ âñåõ k. Òîãäà ak = Ak −Ak−1 (ñ÷èòàåì

A0 = 0) è

n∑
k=m

akbk =

n∑
k=m

(Ak −Ak−1)bk =

n∑
k=m

Akbk −
n−1∑

k=m−1

Akbk+1.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ):

n∑
k=m

akbk = Anbn −Am−1bm −
n−1∑
k=m

Ak(bk+1 − bk). (6.3)

Ëåììà 6.6 (Àáåëü). Ïóñòü {an} � êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, {bn} � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè∣∣∣∑k
i=m ai

∣∣∣ 6M äëÿ âñåõ k, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣∣ 6 2M(|bm|+ |bn|).
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� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ak ïðè k < m ðàâíû íóëþ, â ÷àñòíî-
ñòè, Am−1 = 0. Òîãäà èç (6.3) ââèäó ñîõðàíåíèÿ çíàêà ðàçíîñòåé
bk+1 − bk èìååì∣∣∣∣∣

n∑
k=m

akbk

∣∣∣∣∣ 6M
(
|bn|+

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=m

(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣
)

=

= M(|bn|+ |bn − bm|) 6 2M(|bm|+ |bn|). �

Çàìå÷àíèå. Ïðè m = 1 îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü: åñëè {bn}
íåñòðîãî óáûâàåò è íåîòðèöàòåëüíà, ak ∈ R è c 6 Ak 6 C äëÿ
âñåõ k, òî cb1 6

∑n
k=1 akbk 6 Cb1.

Ëåììà 6.7 (Àáåëü). Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà, à

ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b]. Åñëè
∣∣∫ x
a f(t)dt

∣∣ 6M äëÿ âñåõ

x ∈ [a, b], òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ 6 2M(|g(a)|+ |g(b)|).

� Ïóñòü Tn = {xi}ni=0 � ðàçáèåíèå [a, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïî-
ëîæèì C = sup[a, b] |f |, ∆kg = g(xk−1)− g(xk) è

σn =
n∑
k=1

g(ξk)

∫ xk

xk−1

f(x)dx, ξk ∈ [xk−1, xk].

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè g âñå ∆kg îäíîãî çíàêà è íà k-ì îòðåçêå
ðàçáèåíèÿ |g(x)− g(ξk)| 6 |∆kg|. Ïîýòîìó∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x)dx− σn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x)(g(x)− g(ξk))dx

∣∣∣∣∣ 6
6

n∑
k=1

|∆kg|
∫ xk

xk−1

|f |dx 6 C b− a
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∆kg

∣∣∣∣∣ =:αn.

Òàê êàê
∑n

k=1 ∆kg = g(b)− g(a), òî αn → 0 è, çíà÷èò, σn →
∫ b
a fg.

Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ ëåììó ê σn, ïîëîæèâ ak =
∫ xk
xk−1

f è

bk = g(ξk). Òîãäà
∣∣∣∑k

i=1 ai

∣∣∣ =
∣∣∫ xk
a f

∣∣ 6M , à çíà÷èò,

|σn| 6 2M(|g(ξ1)|+ |g(ξn)|).
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Ó÷èòûâàÿ ñâîáîäó ïðè âûáîðå ξk, ñ÷èòàåì, ÷òî ξ1 = a, ξn = b.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â îöåíêå äëÿ σn, ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå íåðàâåíñòâî. �

Çàäà÷à (ôîðìóëà Áîííå). Ïóñòü f ∈ R[a, b], ôóíêöèÿ g
íåñòðîãî óáûâàåò è íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b]. Ïîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî∫ b

a
f(x)g(x)dx = g(a)

∫ c

a
f(x)dx.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå çàìå÷àíèå ïîñëå ëåììû 6.6.
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7. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Â ýòîì ðàçäåëå èíòåãðàë Ðèìàíà îáîáùàåòñÿ â äâóõ íàïðàâëå-
íèÿõ: íà ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì,
è íà ñëó÷àé, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà.

7.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóå-

ìîé (ïî Ðèìàíó) íà ïðîìåæóòêå I, åñëè f ∈ R[a, c] äëÿ êàæäîãî
îòðåçêà [a, c], ñîäåðæàùåãîñÿ â I.

Íàïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü −∞ < a < b 6 +∞, è ôóíêöèÿ f ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìà íà [a, b). Ïðåäåë∫ b

a
f(x)dx: = lim

c→b−0

∫ c

a
f(x)dx

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (Ðèìàíà) îò ôóíêöèè f
ïî [a, b). Åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî èíòå-
ãðàë

∫ b
a f(x)dx íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ; èíà÷å � ðàñõîäÿùèìñÿ.

Çäåñü è äàëåå ïîä +∞− 0 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèìâîë +∞. Òàêîå
ñîãëàøåíèå ïîçâîëèò íàì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè b ∈ R è b = +∞
îäíîâðåìåííî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè b ∈ R, ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà
íà [a, b) è îãðàíè÷åíà, òî ïî òåîðåìå 6.6 f ∈ R[a, b] (ïðè ëþáîì
äîîïðåäåëåíèè â òî÷êå b). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ñ
ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

lim
c→b−0

∫ c

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx,

ò.å. íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì èíòåãðà-
ëîì. Ïîýòîìó íîâàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò òîëüêî â ñëó÷àå:
à) b = +∞ èëè á) b ∈ R è f íåîãðàíè÷åíà íà [a, b).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f ïî

(a, b], −∞ 6 a < b < +∞.

Ðÿä ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïåðåíîñèòñÿ íà íåñîá-
ñòâåííûå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Äëÿ
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îïðåäåëåííîñòè âñå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ òîëü-
êî äëÿ ñëó÷àÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî [a, b).

Ñâîéñòâî 1 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè). Ïóñòü f ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìà íà [a, b) è a∗ ∈ (a, b). Òîãäà èíòåãðàëû

∫ b
a∗ f(x)dx

è
∫ b
a f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, à åñëè ñõî-

äÿòñÿ, òî ∫ b

a
f(x)dx =

∫ a∗

a
f(x)dx+

∫ b

a∗
f(x)dx. (7.1)

� Åñëè c ∈ (a, b), òî ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà ∫ c

a
f(x)dx =

∫ a∗

a
f(x)dx+

∫ c

a∗
f(x)dx.

Ïîýòîìó ïðåäåëû lim
c→b−0

∫ c
a f(x)dx =

∫ b
a f(x)dx è lim

c→b−0

∫ c
a∗ f(x)dx

=
∫ b
a∗ f(x)dx ñóùåñòâóþò (êîíå÷íû) îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðàâåíñòâî (7.1) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà îïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè c→ b− 0. �
Ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñâîéñòâî 2 (ëèíåéíîñòü). Ïóñòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðà-
ëû

∫ b
a f(x)dx è

∫ b
a g(x)dx ñõîäÿòñÿ è λ, µ ∈ R. Òîãäà ñõîäèòñÿ è

èíòåãðàë
∫ b
a (λf(x) + µg(x))dx, ïðè÷åì âåðíî ðàâåíñòâî∫ b

a
(λf(x) + µg(x))dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà [a, b), è F �
(îáîáùåííàÿ) ïåðâîîáðàçíàÿ f íà [a, b). Òîãäà∫ b

a
f(x)dx = F (b− 0)− F (a)

ïðè ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîé èç ÷àñòåé ôîðìóëû.

Ñâîéñòâî 4 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíê-
öèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû, à èõ ïðîèçâîäíûå f ′, g′ ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìû íà [a, b). Òîãäà∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣b−0

a
−
∫ b

a
g(x)f ′(x)dx
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(ñóùåñòâîâàíèå äâóõ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå
òðåòüåãî, è ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ).

Ñâîéñòâî 5 (çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà
[a, b), ϕ äèôôåðåíöèðóåìà, ñòðîãî ìîíîòîííà íà [α, β), ïðè÷åì
ϕ′ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà [α, β), ϕ(α) = a è b = lim

t→β−0
ϕ(t).

Òîãäà ∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

(ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî èç èíòåãðàëîâ âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå äðó-
ãîãî, è ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ).

� Îïðåäåëèì

F (c) =

∫ c

a
f(x)dx è Φ(γ) =

∫ γ

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Ïî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå
F (ϕ(γ)) = Φ(γ) äëÿ âñåõ γ ∈ [α, β).
Ïóñòü (â R) îïðåäåëåí íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë I =

∫ b
a f(x)dx.

Òîãäà ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà êîìïîçèöèè ñóùåñòâóåò

lim
γ→β−0

Φ(γ) = lim
c→b−0

F (c) = I,

ò.å. îïðåäåëåí íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ β
α f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = I.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ−1 è γ =ϕ−1(c)→β
ïðè c→ b− 0, òî ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà êîìïîçèöèè ñóùåñòâîâàíèå

lim
γ→β−0

Φ(γ) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîãî lim
c→b−0

F (c), ò.å. ïðàâàÿ

÷àñòü ðàâåíñòâà âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ëåâîé. �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ òàêæå ïðèìåì
ñîãëàøåíèå

∫ b
a f(x)dx = −

∫ a
b f(x)dx, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè a > b âû-

ðàæåíèå [a, b) îáîçíà÷àåò (b, a].

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü
+∞∫
1

dx
xα ïðè âñåõ α ∈ R.

� Åñëè α 6= 1, òî
+∞∫
1

dx
xα = x−α+1

1− α
∣∣∣+∞
1

=

{
1

α− 1 , α > 1,

+∞, α < 1.

Åñëè α = 1, òî
+∞∫
1

dx
xα = lnx

∣∣+∞
1

= +∞. �
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Îòâåò:
∫ +∞

1
dx
xα ñõîäèòñÿ ⇐⇒ α > 1.

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü
1∫
0

dx
xα ïðè âñåõ α ∈ R.

� Èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé ïî ïðîìåæóòêó
(0, 1]. Ñäåëàâ â íåì çàìåíó x = 1

t , ïîëó÷èì
∫ +∞

1
dt
t2−α

, êîòîðûé

ñõîäèòñÿ ⇐⇒ α < 1. �
Îòâåò:

∫ 1
0
dx
xα ñõîäèòñÿ ⇐⇒ α < 1.

Òåîðåìà 7.1 (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü f ëîêàëüíî èíòå-

ãðèðóåìà íà [a, b). Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ b
a f(x)dx

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∀ε > 0 ∃bε ∈ [a, b) ∀ξ, η ∈ (bε, b)

(∣∣∣∣∫ η

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

)
.

� Ïóñòü F (x) =
∫ x
a f(t)dt, x ∈ [a, b). Òàê êàê

∫ η
ξ f(x)dx = F (η)−

−F (ξ), òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå � ïåðåôîðìóëèðîâêà êðè-
òåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà F ïðè x→ b− 0. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà [a, b).
Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ b
a f(x)dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b
a |f(x)|dx. Åñëè íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí íàçûâàåòñÿ
óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b
a |f(x)|dx íå äàåò ïðà-

âà èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå
∫ b
a f(x)dx, ïîñêîëüêó f ìîæåò íå

áûòü èíòåãðèðóåìîé íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, c]. Ïðèìåðîì òà-
êîé ôóíêöèè ñëóæèò ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè Äèðèõëå: f(x) =
= D(x)− 1

2 ïðè x ∈ [a, c] è f(x) = 0 ïðè x > c.

Ñëåäñòâèå. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

� Äëÿ ëþáûõ ξ, η, òàêèõ ÷òî a 6 ξ < η < b, âåðíî
∣∣∣∫ ηξ f(x)dx

∣∣∣ 6
6
∫ η
ξ |f(x)|dx. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè óñëîâèå Êîøè âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ èíòåãðàëà îò |f |, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ èíòåãðàëà
îò f . Òàêèì îáðàçîì, åñëè èíòåãðàë îò |f | ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë
îò f òîæå ñõîäèòñÿ ïî êðèòåðèþ Êîøè. �
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè èíòåãðàë∫ b
a f(x)dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî

∣∣∣∫ ba f(x)dx
∣∣∣ 6 ∫ ba |f(x)|dx.

7.2. Èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé
Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå óêàçûâàåò íà îñîáóþ ðîëü èíòåãðàëîâ îò

íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé. Èçó÷èì âîïðîñû ñõîäèìîñòè òàêèõ
èíòåãðàëîâ.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà è íåîòðèöà-

òåëüíà íà [a, b). Òîãäà ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b
a f(x)dx ðàâíî-

ñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F (x) =
∫ x
a f(t)dt íà [a, b).

� Ôóíêöèÿ F íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b), ò.ê. äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ [a, b) èç óñëîâèÿ x1 < x2 ñëåäóåò, ÷òî F (x2)− F (x1) =
=
∫ x2

x1
f(t)dt > 0. Ïî òåîðåìå 4.3 î ïðåäåëàõ ìîíîòîííîé ôóíê-

öèè ñóùåñòâóåò lim
x→b−0

F (x) = sup[a, b) F (x). Îòñþäà, ââèäó íåîò-

ðèöàòåëüíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü F ðàâíîñèëüíà
íàëè÷èþ êîíå÷íîãî ïðåäåëà, ò.å. ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. �

Çàìå÷àíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a f(x)dx îò íåîòðèöà-

òåëüíîé ôóíêöèè ëèáî ñõîäèòñÿ, ëèáî ðàñõîäèòñÿ ê +∞. Ñõî-
äèìîñòü ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè In =

∫ cn
a f(x)dx, ãäå cn ∈ [a, b) è cn → b. Ýòî âûòåêàåò èç

ðàâåíñòâà lim
c→b−0

∫ c
a f(x)dx = lim

n→∞
In.

Òåîðåìà 7.2 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f , g ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìû íà [a, b) è 0 6 f 6 g íà [a, b).

1) Åñëè
∫ b
a g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî è

∫ b
a f(x) dx ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè
∫ b
a f(x) dx ðàñõîäèòñÿ, òî è

∫ b
a g(x) dx ðàñõîäèòñÿ.

� Äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b) âûïîëíåíî 0 6
∫ x
a f(t) dt 6

∫ x
a g(t) dt. Åñ-

ëè
∫ b
a g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî ïî ëåììå 7.1 ôóíêöèÿ

∫ x
a g(t) dt îãðà-

íè÷åíà íà [a, b). Íî òîãäà îãðàíè÷åíà è ôóíêöèÿ
∫ x
a f(t) dt, ÷òî

ïî ëåììå 7.1 âëå÷åò ñõîäèìîñòü
∫ b
a f(x) dx.

Âòîðîå äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïåðâîãî ïî
ïðàâèëó êîíòðàïîçèöèè. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f , g ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû è íåîòðè-

öàòåëüíû íà [a, b). Åñëè f(x) = O(g(x)) ïðè x→ b− 0, òî ñïðà-
âåäëèâî çàêëþ÷åíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
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� Ïîñêîëüêó f(x)=O(g(x)) ïðè x→b− 0 è f ,g íåîòðèöàòåëüíû,

∃C > 0 ∃a∗ ∈ [a, b) ∀x ∈ [a∗, b) (f(x) 6 C g(x)).

Åñëè èíòåãðàë
∫ b
a g(x)dx ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë∫ b

a∗ Cg(x)dx. Òîãäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫ b
a∗ f(x)dx, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫ b
a f(x)dx. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f , g ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû è ïîëî-

æèòåëüíû íà [a, b). Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→b−0

f(x)
g(x)

∈ (0, +∞), òî

íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé f è g ïî [a, b) ñõîäÿòñÿ
èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

� Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâóåò òàêæå lim
x→b−0

g(x)
f(x)

∈ (0, +∞).

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà âëå÷åò îãðàíè÷åí-
íîñòü ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè, òî
f(x) = O(g(x)) è g(x) = O(f(x)) ïðè x→ b−0. Îñòàëîñü âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 1. �

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ

à)
+∞∫
1

x100e−xdx, á)
1∫
0

dx
tg x .

� à) Ïîñêîëüêó e−x = o
(

1
x102

)
, òî x100e−x = o

(
1
x2

)
ïðè x→

→ +∞. Èíòåãðàë
∫ +∞

1
dx
x2

ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó ñðàâ-

íåíèÿ (ñëåäñòâèþ 1) èíòåãðàë
∫ +∞

1 x100e−xdx òàêæå ñõîäèòñÿ.

á) Ïîñêîëüêó tg x ∼ x ïðè x→ +0 è èíòåãðàë
∫ 1

0
dx
x ðàñõîäèò-

ñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ñëåäñòâèþ 2) èíòåãðàë
∫ 1

0
dx
tg x òàê-

æå ðàñõîäèòñÿ. �

7.3. Èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé
Èçó÷èì âîïðîñû ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé, êîòîðûå

íå ñîõðàíÿþò çíàê íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b.

Ëåììà 7.2. Ïóñòü f , g ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû íà [a, b).

Åñëè
∫ b
a g(x) dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàëû

∫ b
a f(x) dx è∫ b

a (f(x) + g(x))dx ëèáî îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ, ëèáî îäíîâðå-

ìåííî ñõîäÿòñÿ óñëîâíî, ëèáî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ àáñîëþò-

íî.
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� Èíòåãðàë
∫ b
a g(x) dx ñõîäèòñÿ. Ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè â ñèëó

ïðåäñòàâëåíèÿ f = (f +g)−g íà [a, b) çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàëû
îò f è f + g îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ. Êðîìå òîãî,

|f + g| 6 |f |+ |g|, |f | 6 |f + g|+ |g|.

Îòêóäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû îò f è
f + g îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. �

Òåîðåìà 7.3 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü ôóíêöèè f , g
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû íà [a, b), ïðè÷åì
1) ôóíêöèÿ F (x) =

∫ x
a f(t) dt îãðàíè÷åíà íà [a, b);

2) ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b);
3) lim

x→b−0
g(x) = 0.

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.

� Ïóñòü |F | < M íà [a, b), òîãäà äëÿ âñÿêîãî ξ ∈ [a, b) ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ∣∣∣∣∫ x

ξ
f(t) dt

∣∣∣∣ = |F (x)− F (ξ)| < 2M.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Âûáåðåì òàêîå b′ ∈ [a, b), ÷òî |g(x)| < ε
8M

ïðè âñåõ x ∈ (b′, b). Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 6.7 Àáåëÿ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî [ξ, η] ⊂ (b′, b) âûïîëíåíî∣∣∣∣∫ η

ξ
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ 6 2 · 2M(|g(ξ)|+ |g(η)|) < 4M
( ε

8M
+

ε

8M

)
= ε.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ññûëêîé íà êðèòåðèé Êîøè. �
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñëè f

íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè÷åííóþ íà [a, b) ïåðâîîáðàçíóþ, à g
äèôôåðåíöèðóåìà è g′ íå ìåíÿåò çíàêà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèçíàêà Äèðèõëå.

Òåîðåìà 7.4 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f , g ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìû íà [a, b), ïðè÷åì

1) èíòåãðàë
∫ b
a f(x)dx ñõîäèòñÿ;

2) ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b);
3) ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà íà [a, b).

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.
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� Òàê êàê g ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò lim
x→b−0

g(x) =

= c ∈ R. Ôóíêöèè f è g − c óäîâëåòâîðÿþò ïðèçíàêó Äèðèõëå,
ïîýòîìó

∫ b
a f(x)(g(x)− c)dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà∫ b

a
f(x)g(x)dx =

∫ b

a
f(x)(g(x)− c)dx+ c

∫ b

a
f(x)dx

ñõîäèòñÿ êàê ñóììà ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà [a, b), g ìî-
íîòîííà íà [a, b) è lim

x→b−0
g(x) = c ∈ R \ {0}. Òîãäà èíòåãðàëû∫ b

a f(x) g(x) dx è
∫ b
a f(x) dx ëèáî îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ, ëè-

áî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ óñëîâíî, ëèáî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ

àáñîëþòíî.

� Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû
∫ b
a f(x)g(x)dx è

∫ b
a f(x)dx ñõîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíòåãðàë
∫ b
a f(x)dx ñõîäèò-

ñÿ, òî
∫ b
a f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ. Òàê êàê c 6= 0,

òî íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a∗, b) ôóíêöèÿ g ñîõðàíÿåò çíàê
è, çíà÷èò, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ h = 1

g , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
òîííîé íà [a∗, b). Ïîñêîëüêó f = fgh íà [a∗, b), òî èç ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà

∫ b
a∗ f(x)g(x)dx ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü∫ b

a∗ f(x)dx, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñõîäèìîñòü
∫ b
a f(x)dx.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ g è h ñëåäóåò, ÷òî
|fg| = O(|f |) ïðè x→ b− 0 è |f | = O(|fg|) ïðè x→ b− 0. Ïî
ñëåäñòâèþ 1 èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàëû∫ b
a |f(x)g(x)|dx è

∫ b
a |f(x)|dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðå-

ìåííî. �

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà I(α) =
+∞∫
1

sin kx
xα dx (k > 0) ïðè âñåõ α ∈ R.

� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1 (èíà÷å ñäåëàåì çàìåíó t = kx).

Ïóñòü α > 1. Ïîñêîëüêó | sinx|xα 6 1
xα íà ëó÷å [1, +∞), òî ïî

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ èíòåãðàë
∫ +∞

1
| sinx|
xα dx ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò,

I(α) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ïóñòü α 6 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë I(α) ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. âû-

ïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè: äëÿ ε = 2 è âñÿêîãî ∆ > 1
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íàéäóòñÿ ξ, η > ∆, ξ = 2πn, η = π + 2πn (n ∈ N), òàêèå ÷òî∣∣∣∣∫ η

ξ

sinx

xα
dx

∣∣∣∣ =

∫ η

ξ
x−α sinx dx > (2πn)−α

∫ π+2πn

2πn
sinx dx > 2.

Ïóñòü 0 < α 6 1.
Ôóíêöèè f(x) = sinx, g(x) = 1

xα óäîâëåòâîðÿþò ïðèçíàêó Äè-

ðèõëå, ïîýòîìó èíòåãðàë I(α) ñõîäèòñÿ. Îäíàêî ïðè n ∈ N èìååì∫ 2πn

πn

| sinx|
xα

dx >
1

(2πn)α

∫ 2πn

πn
| sinx| dx =

=
1

(2πn)α

n−1∑
m=0

∫ π(n+m+1)

π(n+m)
| sinx| dx =

n

(2πn)α

∫ π

0
| sinx| dx > 1

πα
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Êîøè
∫ +∞

1
| sinx|
xα dx ðàñõîäèòñÿ è,

çíà÷èò, I(α) ñõîäèòñÿ óñëîâíî. �

Çàäà÷à. Ïóñòü f : [1, +∞)→ R íåïðåðûâíà è
∫ +∞

1 f(x)dx ñõî-
äèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî lim

x→+∞
f(x) = 0? Òîò æå âîïðîñ ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî à) f íåîòðèöàòåëüíà íà [1, +∞);
á) f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [1, +∞).

Òåïåðü îïðåäåëèì èíòåãðàëû ñ íåñêîëüêèìè îñîáåííîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a, b ∈ R, a < b, è ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà
íà (a, b), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.
Òî÷êà c ∈ (a, b) íàçûâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ f , åñëè f /∈ R[α, β]

äëÿ ëþáîãî [α, β] ⊂ (a, b), α < c < β (ïðè äîîïðåäåëåíèè â c).
Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ f , åñëè b = +∞, èëè b ∈

∈ R è f /∈ R[α, b] äëÿ ëþáîãî [α, b], ãäå a < α < b. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòü â ëåâîì êîíöå a.

Çàìå÷àíèå. Åñëè íà èíòåðâàëå (c, d) íåò îñîáåííîñòåé ôóíê-
öèè f , òî f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà (c, d).

� Ïóñòü [u, v] ⊂ (c, d). Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ òî÷êà x ∈ [u, v] ëå-
æèò âíóòðè íåêîòîðîãî îòðåçêà [αx, βx], íà êîòîðîì f èíòåãðèðó-
åìà. Ïî òåîðåìå 3.2 Ãåéíå�Áîðåëÿ èç ïîêðûòèÿ {(αx, βx)}x∈[u, v]

îòðåçêà [u, v] ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Îáúåäè-
íÿÿ ýëåìåíòû ýòîãî ïîäïîêðûòèÿ è ïîëüçóÿñü àääèòèâíîñòüþ èí-
òåãðàëà, çàêëþ÷àåì, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, ñîäåðæàùåì
[u, v]. �
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Ïóñòü c1 < . . . < cN−1 � âñå îñîáåííîñòè f íà (a, b), c0 = a,
cN = b. Ïóñòü ξk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà (ck−1, ck), k = 1, . . . , N .
Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî (a, b) íàçûâàåòñÿ∫ b

a
f(x) dx: =

N∑
k=1

(∫ ξk

ck−1

f(x) dx+

∫ ck

ξk

f(x) dx

)
,

åñëè âñå èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (ïîíèìàåìûå êàê íåñîáñòâåí-
íûå) è ñóììà èìåþò ñìûñë â R. Ïðè ýòîì

∫ b
a f(x) dx íàçûâàåòñÿ

ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ âñå èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè, èíà÷å
� ðàñõîäÿùèìñÿ.

Êîððåêòíîñòü (íåçàâèñèìîñòü îò ξk) ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ëî-
êàëèçàöèè.
Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå èíòåãðàëîâ ñ íåñêîëüêèìè îñî-

áåííîñòÿìè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëîâ ñ îäíîé îñîáåí-
íîñòüþ.

7.4. Ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà è åå ïðèëîæåíèÿ

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå ñóììû
n∑
k=1

f(k) íà
n∫
1

f(t)dt.

Òåîðåìà 7.5 (Ýéëåð). Ïóñòü f : [1, +∞)→ R äèôôåðåíöè-

ðóåìà, à åå ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, ρ(t) = {t} − 1
2 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî
n∑
k=1

f(k) =

∫ n

1
f(t)dt+

f(1) + f(n)

2
+

∫ n

1
ρ(t)f ′(t)dt.

� Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò∫ k+1

k
f(t)dt = (t− k)f(t)

∣∣∣k+1

k
−
∫ k+1

k
(t− k)f ′(t)dt =

= f(k + 1)−
∫ k+1

k
{t}f ′(t)dt.

Cóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà îò 1 äî n− 1, èìååì∫ n

1
f(t)dt =

n∑
k=2

f(k)−
∫ n

1
{t}f ′(t)dt.

Ñêëàäûâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ f(n)
2 − f(1)

2 =
∫ n

1
f ′(t)

2 dt, ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî. �
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Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ôîðìóëà Ýéëåðà ïðèíè-
ìàåò íàèáîëåå èíòåðåñíûé âèä.

Ñëåäñòâèå.Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [1,+∞)→ R äèôôåðåíöèðóå-

ìà è åå ïðîèçâîäíàÿ ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→+∞.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî

n∑
k=1

f(k) =

∫ n

1
f(t)dt+ C(f) +

f(n)

2
+ εn,

ãäå

Cf =
f(1)

2
+

∫ +∞

1
ρ(t)f ′(t)dt, εn = −

∫ +∞

n
ρ(t)f ′(t)dt,

è âñå èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ôîðìóë ñóùåñòâóþò.

� Èíòåãðàë îò ρ(t) ïî îòðåçêó [k, k + 1] ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîãî
öåëîãî k. Ïîýòîìó∫ x

1
ρ(t)dt =

∫ x

[x]

(
t− [x]− 1

2

)
dt =

1

2
({x}2 − {x})

è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ F (x) =
∫ x

1 ρ(t)dt îãðàíè÷åíà. Òàê êàê ôóíê-
öèÿ f ′ ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
îò ρf ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Ïîýòîìó äàííîå óòâåðæäå-
íèå åñòü ëèøü ïåðåôîðìóëèðîâêà ôîðìóëû Ýéëåðà. �
Îòìåòèì, ÷òî εn → 0 êàê ¾õâîñò¿ ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà.

Ïðèìåð.
n∑
k=1

1
k = lnn+ γ +O

(
1
n

)
, n→∞.

� Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå òåîðåìû 7.5 ê ôóíêöèè f(t) = 1
t . Îáîçíà-

÷àÿ êîíñòàíòó Cf ÷åðåç γ (êîíñòàíòà Ýéëåðà�Ìàñêåðîíè), ïîëó-
÷èì

n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
+ εn, ãäå εn =

∫ +∞

n

ρ(t)

t2
dt.

Ïîñêîëüêó |ρ(t)| 6 1
2 , òî äëÿ εn âåðíà îöåíêà |εn| 6 1

2n , îòêóäà
ñëåäóåò çàÿâëåííàÿ àñèìïòîòèêà. �

Ïðèìåð (ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). n! ∼
√

2πn
(
n
e

)n
, n→∞.
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� Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå òåîðåìû 7.5 ê ôóíêöèè f(t) = ln t:
n∑
k=1

ln k = n lnn− n+
1

2
lnn+ Cf + 1 + εn.

Ïîñêîëüêó
n∑
k=1

ln k = lnn!, òî èçáàâëÿÿñü îò ëîãàðèôìîâ è ïî-

ëàãàÿ c = eCf+1, ïîëó÷àåì

n! = c exp

(
n lnn− n+

1

2
lnn+ εn

)
= c
√
n
(n
e

)n
(1 + o(1)) .

Íàéäåì êîíñòàíòó c ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Âàëëèñà. Èìååì

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

22n(n!)2

(2n)!
=
a
√
n(1 + o(1))2

√
2(1 + o(1))

.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Âàëëèñà:

π = lim
n→∞

1

n

a2n(1 + o(1))4

2(1 + o(1))2
=
c2

2
.

Ïîýòîìó c =
√

2π, à çíà÷èò, n! =
√

2πn
(n
e

)n
(1 + o(1)). �
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8. ×èñëîâûå ðÿäû

Ìû ïåðåõîäèì ê ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ¾ñóììû áåñêîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ¿. Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü òåîðèè â ýòîì ðàçäåëå
áóäåò íàïðàâëåíà íà óñòàíîâëåíèå óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàáî-
òàòü ñ òàêèìè îáúåêòàìè êàê ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè.

8.1. Ñóììà ÷èñëîâîãî ðÿäà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë. Âûðàæåíèå
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . . (8.1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì ñ n-ì ÷ëåíîì an. ×èñëî SN =
N∑
n=1

an

íàçûâàåòñÿ N -é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà (8.1). Ïðåäåë
∞∑
n=1

an = lim
N→∞

SN

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà (8.1). Åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñò-
âóåò è êîíå÷åí, òî ðÿä (8.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ; èíà÷å �
ðàñõîäÿùèìñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {sn} ìîæíî ñâÿ-
çàòü ðÿä (8.1), äëÿ êîòîðîãî {sn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
÷àñòè÷íûõ ñóìì: äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü a1 = s1, an = sn − sn−1

ïðè n > 1 (òåëåñêîïè÷åñêèé ðÿä).
Îòìåòèì, ÷òî íóìåðàöèÿ ÷ëåíîâ ðÿäà ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþ-

áîãî m ∈ Z.
Ïðèìåðû. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

à)
∞∑
n=0

zn, z ∈ C (ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä); á)
∞∑
n=1

1
n(n+ 1)

.

� à) Ïðè z = 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. SN = N + 1→∞. Ïðè z 6=1

÷àñòè÷íàÿ ñóììà SN = 1− zN+1

1− z . Åñëè |z| < 1, òî |z|N → 0, à çíà-

÷èò, zN → 0. Ïîýòîìó SN → 1
1− z , ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâ-

íà 1
1− z . Åñëè |z| > 1, òî {SN} íå èìååò (êîíå÷íîãî) ïðåäåëà, ò.ê.

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå zN = SN − SN−1 → 0 (ñì. ñâîéñòâî 3 íèæå).

Èòàê,
∞∑
n=0

zn ñõîäèòñÿ ⇐⇒ |z| < 1.
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á) Òàê êàê

SN =

N∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

N + 1
→ 1,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà åäèíèöå. �
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Ñâîéñòâî 1 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè). Äëÿ êàæäîãî m ∈ N

ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑

n=m+1
an ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî,

à åñëè ñõîäÿòñÿ, òî
∞∑
n=1

an =

m∑
n=1

an +

∞∑
n=m+1

an.

� Åñëè N > m, òî
N∑
n=1

an =
m∑
n=1

an +
N∑

m=m+1
an. Ïîýòîìó ïðåäåëû

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïðè N →∞ ñóùåñòâóþò (êîíå÷íû) îäíî-
âðåìåííî. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ çàÿâëåííîå ðàâåíñòâî ïîëó-
÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè N →∞. �

Çàìå÷àíèå. Ðÿä rN =
∞∑

n=N+1

an íàçûâàåòñÿ N -ì îñòàòêîì

ðÿäà (8.1). Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
òàê: åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ëþáîé åãî îñòàòîê; åñëè
íåêîòîðûé îñòàòîê ðÿäà ñõîäèòñÿ, òî è âåñü ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ñâîéñòâî 2 (ëèíåéíîñòü). Ïóñòü ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõî-

äÿòñÿ è λ, µ ∈ R (èëè C). Òîãäà ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
n=1

(λan + µbn),

ïðè÷åì âåðíî ðàâåíñòâî
∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn.

� Âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. �

Ñâîéñòâî 3 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà).

Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

an = 0.
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� Ïî îïðåäåëåíèþ an = Sn − Sn−1 (ñ÷èòàåì S0 = 0), ïîýòîìó
an → S − S = 0, ãäå S � ñóììà ðÿäà. �
Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ñòðåìëåíèå ÷ëåíîâ ê íó-

ëþ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèìåð. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ: ïóñòü Hn =

=
n∑
k=1

1
k , òîãäà H2n −Hn =

2n∑
k=n+1

1
k >

1
2nn = 1

2 6→ 0; íî 1
n → 0.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ðàññòàíîâêè ñêîáîê â ðÿäàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë 0 = n0 < n1 < n2 < . . . Ðÿä
∞∑
k=1

bk, ãäå bk =

= ank−1+1 + . . .+ ank , íàçûâàåòñÿ ãðóïïèðîâêîé ðÿäà
∞∑
n=1

an.

Ñâîéñòâî 4. a) Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî ëþáàÿ åãî ãðóï-

ïèðîâêà ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñóììå.
á) Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå L ∈ N, ÷òî nk−nk−1 6 L äëÿ âñåõ k.

Åñëè an → 0 è ãðóïïèðîâêà
∞∑
k=1

bk, ãäå bk =
nk∑

j=nk−1+1
aj , ñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñóììå.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç SN ÷àñòè÷íóþ ñóììó èñõîäíîãî ðÿäà, à ÷åðåç
S∗N ÷àñòè÷íóþ ñóììó åãî ãðóïïèðîâêè.
à) Ïóñòü SN → S. Òàê êàê S∗N = SnN , òî S

∗
N → S êàê ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.
á) Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò íàáëþäåíèå, ÷òî äëÿ âñÿêî-

ãî n íàéäåòñÿ òàêîå k, ÷òî Sn = Snk + ank+1 + . . .+ an è Snk = S∗k .
Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì òàêèå K, M ∈ N, ÷òî |S∗k − S| <

ε
2 ïðè

k > K è |am| < ε
2L ïðè m >M . Ïîëîæèì N = max{nK , M +L}.

Ïóñòü n > N . Òîãäà nk 6 n < nk+1 äëÿ íåêîòîðîãî k > K è

|Sn − S| 6 |Snk − S|+ |ank+1|+ . . .+ |an| <
ε

2
+

ε

2L
· L = ε. �

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì {Sn}, ïîëó÷èì êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà.
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Òåîðåìà 8.1. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (8.1) íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m, n > N

(∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε

)
.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèì-

ñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1
|an|. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, òî îí íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ñëåäñòâèå. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà ãîâîðÿò î òåñíîé ñâÿçè ìåæäó ðÿäà-

ìè è íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè. Ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåð-
æäåíèå ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ ïåðåíîñèòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòà-
òû èç òåîðèè èíòåãðàëîâ â òåîðèþ ðÿäîâ.
Ñ äåéñòâèòåëüíûì ðÿäîì (8.1) (âñå an ∈ R) ñâÿæåì ôóíêöèþ

fa : [1, +∞)→ R, ïîëàãàÿ fa(x) = an, åñëè n 6 x < n+ 1.

Ëåììà 8.1. Ðÿä
∞∑
n=1

an è èíòåãðàë
+∞∫
1

fa(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè

ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì åñëè ñõîäÿòñÿ, òî ê îäíîìó

çíà÷åíèþ.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (8.1). Ïî-
ñêîëüêó Sn =

∫ n+1
1 fa(x)dx, òî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà âëå÷åò ñõî-

äèìîñòü ðÿäà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îöåíêè∣∣∣∣∫ x

1
fa(x)dx− Sn

∣∣∣∣ 6 ∫ n+1

x
|fa(x)|dx 6 |an|, n = [x],

è íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà. �

8.2. Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè
Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè íåñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8.2. Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Ðÿä
∑∞

n=1 an ñõî-
äèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îãðàíè÷åíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}.
Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ëåììû 8.1 è òåîðåìû 7.2 ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 8.2 (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 6 an 6 bn
äëÿ âñåõ n ∈ N.
1) Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ, òî è ðÿä
∞∑
n=1

bn ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäóþùåå äâà ñëåäñòâèÿ âûâîäÿòñÿ èç òåîðåìû 8.2 òàê æå,
êàê àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ âûâîäÿòñÿ èç òåî-
ðåìû 7.2.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü an, bn > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è an = O(bn)
ïðè n→∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå ïðåäûäóùåé òåîðå-

ìû.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü an, bn > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò lim
n→∞

an
bn
∈ (0, +∞), òî ðÿäû

∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ èëè

ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Â ëåììå 8.1 ñ ðÿäîì ñâÿçûâàëñÿ ñïåöèàëüíûé èíòåãðàë. Äëÿ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííûé ðåçóëü-
òàò î ñâÿçè èíòåãðàëà ñ ðÿäîì èç çíà÷åíèé â öåëûõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 8.3 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
íåîòðèöàòåëüíà è íåñòðîãî óáûâàåò íà [1, +∞). Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

f(n) è èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-

âðåìåííî (ñì. ðèñ. 8.1).

� Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ sn =
∑n

k=1 f(k), F (x) =
∫ x

1 f(t)dt. Òàê êàê

f(k+ 1) 6f(x) 6f(k) íà [k, k+1], òî f(k+ 1) 6
∫ k+1
k f(x)dx6f(k).

Ïðîñóììèðîâàâ òàêèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
n−1∑
k=1

f(k + 1) 6
∫ n

1
f(x)dx 6

n−1∑
k=1

f(k)

èëè â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ sn − f(1) 6 F (n) 6 sn−1. Îòñþäà çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} è {F (n)} îãðàíè÷åíû îä-
íîâðåìåííî.
Ïî ëåììå 8.2 îãðàíè÷åííîñòü {sn} ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè

ðÿäà
∑∞

n=1 f(n). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè îãðàíè÷åííîñòü {F (n)}
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ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F íà [1, +∞), ÷òî ïî ëåì-
ìå 7.1 ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè

∫ +∞
1 f(x)dx. �

Ïðèìåð. Ðÿä
∞∑
n=1

1
nα ñõîäèòñÿ ⇐⇒ α > 1.

x0

y

1 2 3 · · · · · ·

f

n n+1

Ðèñ. 8.1

� Ïðè α 6 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ïî-
ñêîëüêó n-é ÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ. Ïðè α > 0 ê ôóíêöèè f(x) =
= 1
xα ïðèìåíèìà òåîðåìà 8.3, ïîýòî-

ìó
∞∑
n=1

1
nα è

+∞∫
1

dx
xα ñõîäÿòñÿ îäíîâðå-

ìåííî. Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ
òîëüêî ïðè α > 1. �

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.3 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü αn = sn − F (n) ñõîäèòñÿ.

Ñëåäóþùèå äâà ïðèçíàêà îñíîâàíû íà ñðàâíåíèè ñ ãåîìåòðè-
÷åñêèì ðÿäîì.

Òåîðåìà 8.4 (ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ n ∈
∈ N è q = lim

n→∞
n
√
an.

1) Åñëè q < 1, òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè q > 1, òî an 9 0 è ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

� 1) Ïóñòü q0 ∈ (q, 1). Âûáåðåì N òàê, ÷òî sup
n>N

n
√
an < q0. Òîãäà

an < qn0 äëÿ âñåõ n > N è ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñ
ãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì

∑
qn0 .

2) Òàê êàê q � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü nk

√
ank → q. Òîãäà íåðàâåíñòâî ank > 1 âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Ñëåäîâàòåëüíî, an 9 0 è ðÿä
ðàñõîäèòñÿ. �

Òåîðåìà 8.5 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü an > 0 äëÿ

âñåõ n ∈ N.
1) Åñëè r = lim

n→∞
an+1
an

< 1, òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè r = lim
n→∞

an+1
an

> 1, òî an 9 0 è ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.
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� 1) Ïóñòü r ∈ (r, 1). Âûáåðåì N òàê, ÷òî sup
n>N

an+1
an

< r. Òîãäà

an+1 < ran ïðè âñåõ n > N è, çíà÷èò, an < ran−1 < . . . < rn−NaN
ïðè n > N . Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ
ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì

∑
rn.

2) Ïóñòü r > 1. Íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî inf
n>N

an+1
an

> 1.

Ïîýòîìó an > an−1 > . . . > aN > 0 ïðè n > N . Ñëåäîâàòåëüíî,
an 9 0 è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè â òåîðåìå 8.4 q = 1 èëè â òåîðåìå 8.5 r >
> 1, r 6 1, òî â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä î ñõîäèìîñòè
ðÿäà

∑
an.

Ïðèìåð. Ïóñòü an = 1 è bn = 1
n2
. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ

ðÿäîâ q= r = r =1, íî ðÿä
∑
an ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä

∑
bn ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à. Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

an+1

an
6 lim

n→∞
n
√
an 6 lim

n→∞
n
√
an 6 lim

n→∞

an+1

an
.

Èç ïîñëåäíåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ê ðÿäó
ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà, òî ïðèìåíèì è ïðèçíàê Êîøè.
Îáðàòíîå íåâåðíî.

Ïðèìåð. Ïóñòü 0 < α < β < 1. Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1 an, ãäå

an =

{
αn, åñëè n ÷åòíî,

βn, åñëè n íå÷åòíî.

Òîãäà îòíîøåíèÿ an+1
an

ðàâíû αn+1

βn èëè βn+1

αn , è êîðíè n
√
an ðàâíû

α èëè β â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n. Ñëåäîâàòåëüíî, r = 0, r =
= +∞ è q = β. Ïîýòîìó ðÿä

∑
an ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè,

îäíàêî ê íåìó íå ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

Òåîðåìà 8.6* (ïðèçíàê Ãàóññà). Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ

n ∈ N. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå s > 1 è îãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {αn}, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

an+1

an
= 1− A

n
+
αn
ns
.

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ïðè A > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè A 6 1.
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� Ïðè n > 1 èìååì

an = a1

n−1∏
k=1

ak+1

ak
= a1

n−1∏
k=1

(
1− A

k
+
αk
ks

)
.

Òàê êàê ln(1 + x) = x+O(x2) ïðè x→ 0, òî

ln

(
1− A

k
+
αk
ks

)
= −A

k
+
αk
ks

+O

(
1

k2

)
.

Ïîýòîìó

an = a1 exp

(
n−1∑
k=1

(
−A
k

+
αk
ks

+O

(
1

k2

)))
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì
∑n−1

k=1
1
k = lnn+O(1) ïðè n→∞ è ñõîäè-

ìîñòüþ ðÿäîâ
∑∞

k=1
1
kp ïðè p > 1, ïîëó÷àåì

an = a1 exp(−A lnn+O(1)) =
a1e

O(1)

nA
, n→∞.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñ ðÿäîì∑∞
n=1

1
nA

. �

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p
.

� Îáîçíà÷èì n-é ÷ëåí ðÿäà ÷åðåç an. Òîãäà ïðè n > 1 èìååì

an
an−1

=

(
2n− 1

2n

)p
=

(
1− 1

2n

)p
= 1− p

2n
+O

(
1

n2

)
.

Ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Ãàóññà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè p > 2 ðÿä ñõîäèòñÿ,
à ïðè p 6 2 ðàñõîäèòñÿ. �

8.3. Ðÿäû ñ ïðîèçâîëüíûìè ÷ëåíàìè
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èçó÷åíèþ ðÿäîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè (â îáùåì

ñëó÷àå êîìïëåêñíûìè) ÷ëåíàìè.

Ëåììà 8.3. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî ðÿäû

∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

(an + bn) ëèáî îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ, ëèáî îäíî-

âðåìåííî ñõîäÿòñÿ óñëîâíî, ëèáî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ àáñî-

ëþòíî.
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� Ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ. Ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè â ñèëó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ an = (an + bn)− bn (n ∈ N) çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿäû∑∞

n=1 an è
∑∞

n=1(an + bn) îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ.
Äàëåå, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|an + bn| 6 |an|+ |bn|, |an| 6 |an + bn|+ |bn|.
Îòêóäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðÿäû

∑∞
n=1 an è∑∞

n=1(an + bn) îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. �

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà
∑
anbn.

Òåîðåìà 8.7 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü {an} � êîì-

ïëåêñíàÿ, {bn} � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AN =
N∑
n=1

an îãðàíè÷åíà;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîííà;
3) lim

n→∞
bn = 0.

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå òåîðåìó 8.7: à) ñâåäèòå ê ñëó÷àþ an ∈ R;
á) âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé 7.3 è ëåììîé 8.1.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèçíàê áóäåò äîêàçàí â áîëåå îáùåé
ñèòóàöèè. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 8.8 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü {an} � êîìïëåêñ-

íàÿ, {bn} � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü

1) ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîííà;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} îãðàíè÷åíà.
Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à. Ïîëó÷èòå òåîðåìó 8.8 êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.7.

Ïðè ïðèìåíåíèè ïðèçíàêà Äèðèõëå íà ïðàêòèêå îñîáûå çà-
òðóäíåíèÿ âûçûâàåò ïðîâåðêà ïåðâîãî óñëîâèÿ. Ïîëåçíî âûäå-
ëèòü ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì ðÿäà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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Ñëåäñòâèå (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αn} ìîíîòîííà è αn → 0, òî ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1αn ñõîäèò-

ñÿ, ïðè÷åì |S − Sn| 6 |αn+1|.
� Õîòÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ñëåäóåò ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, äîêàæåì
åå íàïðÿìóþ, ¾ïî ïóòè¿ ïîëó÷èâ çàÿâëåííîå íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè {αn} íåñòðîãî óáûâàåò è ïîýòî-

ìó αn > 0. Òîãäà S2n+2 − S2n = α2n+1 − α2n+2 > 0 äëÿ êàæäî-
ãî n è, çíà÷èò, {S2n} íåñòðîãî âîçðàñòàåò; S2n+1−S2n−1 = −α2n+
+ α2n+1 6 0 äëÿ êàæäîãî n è, çíà÷èò, {S2n−1} íåñòðîãî óáûâàåò.
Êðîìå òîãî, S2n − S2n−1 = −α2n 6 0. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ m, n âû-
ïîëíåíî

S2n 6 S2k 6 S2k−1 6 S2m−1,

ãäå k = max{m, n}. Â ÷àñòíîñòè, ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {S2n}, {S2n−1} îãðàíè÷åíû, à çíà÷èò, ñõîäÿòñÿ, S2n →
→ S′ è S2n−1 → S′′. Òîãäà S2n 6 S′ 6 S′′ 6 S2n−1 è ïîñêîëüêó
S2n − S2n−1 = −α2n → 0, òî S′ = S′′ =:S. Êðîìå òîãî, |Sn − S| 6
6 |Sn+1 − Sn| = |αn+1|. �

Ïðèìåð. Ïóñòü an =
(−1)n√

n
è bn = (−1)n

(
1√
n

+
(−1)n

n

)
. Òî-

ãäà an ∼ bn ïðè n→∞, îäíàêî ðÿä
∑
an ñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíàêó

Ëåéáíèöà), à ðÿä
∑
bn ðàñõîäèòñÿ (ò.ê. bn = an + 1

n).
Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ îáùèõ ðÿäîâ íå

ïðèìåíèì.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} ìîíîòîííà è

αn → 0, x 6= 2πm (m ∈ Z), òî ðÿäû
∞∑
n=1

αn sinnx è
∞∑
n=1

αn cosnx

ñõîäÿòñÿ.

� Ïîëîæèì sN =
∑N

n=1 e
inx. Ðàññìàòðèâàÿ sN êàê ãåîìåòðè-

÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ êîýôôèöèåíòîì q = eix, ïîëó÷èì sN =

=
eix(1− eiNx)

1− eix . Òàê êàê |eix| = 1, òî |sN | 6 2
|1− eix| = 1

| sin(x/2)| .

Äëÿ ïðîâåðêè îãðàíè÷åííîñòè ñóìì CN =
∑N

n=1 cosnx è SN =

=
∑N

n=1 sinnx îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî CN = Re sN , à SN = Im sN .
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. �
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Ïðèìåð. Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1

n ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.

Íàéäåì åãî ñóììó.
×àñòè÷íóþ ñóììó S2m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè

÷àñòè÷íûõ ñóìì ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà:

S2m = 1 +
1

2
+ . . .+

1

2m− 1
+

1

2m
−2

(
1

2
+ . . .+

1

2m

)
= H2m−Hm.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêîé Hn = lnn+ γ + o(1).
Â èòîãå S2m = (ln 2m+ γ + o(1))− (lnm+ γ + o(1)) = ln 2 + o(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðÿäà ðàâíà ln 2.

8.4. Ïåðåñòàíîâêè ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑
n=1

an è áèåêöèÿ ϕ : N→ N,

òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

aϕ(n) íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðÿäà
∞∑
n=1

an.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n−1

n :

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ . . .

(ïîñëå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷ëåíà èäóò äâà îòðèöàòåëüíûõ).
Íàéäåì åå ñóììó, ñãðóïïèðîâàâ ïîëîæèòåëüíûé ÷ëåí ñ ïîñëå-
äóþùèì îòðèöàòåëüíûì:

SΠ =
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+ · · · = 1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

)
=

1

2
ln 2.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 8.9. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ëþ-

áàÿ åãî ïåðåñòàíîâêà
∞∑
n=1

aϕ(n) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ê òîé æå

ñóììå.

� Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïåðåñòàíîâêè ñëåäóåò ïî ëåììå 8.2:

N∑
n=1

|aϕ(n)| 6

max
16j6N

ϕ(j)∑
n=1

|an| 6
∞∑
n=1

|an| <∞.
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Çàôèêñèðóåì ε>0 è íàéäåì òàêîé íîìåðm, ÷òî
∞∑

n=m+1
|an|<ε. Äà-

ëåå âûáåðåì íîìåð M òàê, ÷òîáû {1, . . . , m}⊂{ϕ(1), . . . , ϕ(M)}
(äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü M = max

16j6m
ϕ−1(j)).

Äëÿ ëþáîãîN >M âûïîëíåíî {1, . . . , m} ⊂ {ϕ(1), . . . , ϕ(N)}
è, çíà÷èò, ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

an −
N∑
n=1

aϕ(n)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

n=m+1

|an| < ε.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì åãî ïåðåñòàíîâêè. �

Çàìå÷àíèå. Òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè an→0, òî aϕ(n)→0.

Èçó÷èì ïåðåñòàíîâêè óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Äëÿ ïðîñòî-
òû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äåéñòâèòåëüíûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Ïóñòü {n : an > 0} = {pk},

p1 < p2 < . . . è {n : an 6 0} = {qk}, q1 < q2 < . . .Îòìåòèì, ÷òî ýòè
ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íû, èíà÷å âñå ÷ëåíû ðÿäà (íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî íîìåðà) áóäóò îäíîãî çíàêà, à äëÿ òàêèõ ðÿäîâ ñõîäèìîñòü
ñîâïàäàåò ñ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ.
Îïðåäåëèì ðÿäû

∑∞
k=1 bk, ãäå bk = apk , è

∑∞
k=1 ck, ãäå ck = aqk .

Ëåììà 8.4. Ðÿäû
∞∑
k=1

bk è
∞∑
k=1

ck ðàñõîäÿòñÿ.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ðÿäîâ ñõîäèòñÿ. Òîãäà â ñè-

ëó ðàâåíñòâà
n∑
k=1

ak =
rn∑
k=1

bk +
sn∑
k=1

ck, n = rn + sn, ñõîäèòñÿ è äðó-

ãîé ðÿä. Çíà÷èò, â ñèëó ðàâåíñòâà
n∑
k=1

|ak| =
rn∑
k=1

bk +
sn∑
k=1

(−ck) ñõî-

äèòñÿ ðÿä èç |ak|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâíîé ñõîäèìîñòè. �

Òåîðåìà 8.10* (Ðèìàí). Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî L ∈ R ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà
∞∑
n=1

aϕ(n), ÷òî åå ñóììà ðàâíà L.

� Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ÷èñëà a∗k è ñóììû S∗n =
∑n

k=1 a
∗
k.

Ïóñòü n1 � íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ N, òàêèõ ÷òî b1+ . . .+ bN >
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>L. Íîìåð n1 íàéäåòñÿ, ò.ê. ðÿä
∑
bk ðàñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì a∗k =

= bk ïðè k 6 n1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè n1 > 1, òî L < S∗n1
6 L+ a∗n1

.
Ïóñòüm1 � íàèìåíüøèé èç íîìåðîâM > n1, òàêèõ ÷òî S∗n1

+c1 +
+ . . .+ cM−n1 < L. Íîìåð m1 íàéäåòñÿ, ò.ê. ðÿä

∑
ck ðàñõîäèòñÿ.

Ïîëîæèì a∗n1+k = ck ïðè k 6 m1 − n1. Òîãäà L+ a∗m1
6 S∗m1

< L.
Ïóñòü n2 � íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ N > m1, òàêèõ ÷òî S∗m1

+
+ bn1+1 + . . .+ bN > L. Îïðåäåëèì a∗m1+k = bn1+k ïðè k 6 n2−m1

è ò.ä. Îñòàòêè ðÿäîâ
∑
bk è

∑
ck ðàñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó ïî èíäóê-

öèè áóäóò ïîñòðîåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n1 < m1 < n2 < m2 <
< . . . è {a∗k}. Äëÿ j > 2 èìååì L < S∗nj 6 L+ a∗nj , è L+ a∗mj 6
6 S∗mj < L.
Ïî ïîñòðîåíèþ

∑∞
k=1 a

∗
k ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èñõîäíîãî ðÿ-

äà. Ïî çàìå÷àíèþ a∗k → 0, òàê ÷òî a∗nj → 0 è a∗mj → 0 êàê ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà

∑
a∗k ðàâíà L.

Ïóñòü nj 6 n < mj äëÿ íåêîòîðîãî j, òîãäà S∗mj 6 S
∗
n 6 S

∗
nj .

Çíà÷èò,

a∗mj 6 S
∗
mj − L 6 S

∗
n − L 6 S∗nj − L 6 a

∗
nj .

Àíàëîãè÷íî, åñëè mj 6 n < nj+1, òî a∗mj 6 S
∗
n − L < a∗nj+1

. Çà-
ôèêñèðóåì ε > 0 è íàéäåì òàêîé íîìåð j0 > 2, ÷òî |a∗nj | < ε è
|a∗mj | < ε ïðè âñåõ j > j0. Òîãäà |S∗n − L| < ε ïðè âñåõ n > nj0 . �

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 8.10 âåðíà è ïðè L = ±∞.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò â C (è äàæå â Rn) óòâåð-
æäàåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ñóìì ðÿäà ïðè ðàçëè÷íûõ ïåðåñòà-
íîâêàõ ñîäåðæèò äâå òî÷êè, òî îíî ñîäåðæèò è ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç íèõ ïðÿìóþ (òåîðåìà Ëåâè�Øòåéíèöà).

8.5. Ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ
Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä èç âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

÷ëåíîâ äâóõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâåäå-
íèþ èõ ñóìì.

Òåîðåìà 8.11 (Êîøè). Åñëè ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ

àáñîëþòíî ê A è B ñîîòâåòñòâåííî, ϕ : N→ N2, ϕ(n) = (in, jn),

� áèåêöèÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

ainbjn ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ê AB.
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� Ïðîâåðèì ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ìîäóëåé ïðîèçâåäåíèé. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî N ïîëîæèì m = max

16k6N
ik è n = max

16k6N
jk, òîãäà

N∑
k=1

|aikbjk | 6
m∑
i=1

n∑
j=1

|aibj | =

(
m∑
i=1

|ai|

) n∑
j=1

|bj |


è, çíà÷èò,

N∑
k=1

|aikbjk | 6
( ∞∑
i=1
|ai|
)( ∞∑

j=1
|bj |

)
. Ïî ëåììå 8.2 ðÿä∑

ainbjn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ïî òåîðåìå 8.9 ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà

∑
ainbjn ñõîäèòñÿ ê òîé æå

ñóììå.

Ðèñ. 8.2à Ðèñ. 8.2á

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè ¾ïî êâàäðàòàì¿ (ñì. ðèñ. 8.2à) ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû SN2 =
N∑
i=1

N∑
j=1

aibj . Òîãäà SN2 =
( N∑
i=1

ai

)( N∑
j=1

bj

)
→ AB. Òàê

êàê â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïà-
äàåò ñ ïðåäåëîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ñóììà ïåðåñòàíîâêè

¾ïî êâàäðàòàì¿, à çíà÷èò, è ñóììà
∞∑
n=1

ainbjn ðàâíû AB. �

×àùå âñåãî ïðè îïðåäåëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ èñïîëüçóþò

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä
∞∑
n=1

cn, ãäå cn =
n∑
k=1

akbn+1−k, íàçûâàåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì ðÿäîâ
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ïî Êîøè.

Â ðàçâåðíóòîì âèäå

(a1 + a2 + a3 + . . .)(b1 + b2 + b3 + . . .) =

= a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + . . . ,
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ò.å. â ïðàâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ¾ïî äèàãîíà-
ëÿì¿ (ñì. ðèñ. 8.2á) è ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ íà îäíîé
äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî,

òî èõ ïðîèçâåäåíèå ïî Êîøè ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ñóìì

ýòèõ ðÿäîâ.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 8.12* (Ìåðòåíñ). Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ àá-

ñîëþòíî, à ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ïî Êîøè

ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

� Ïóñòü B è BN � ñóììà è N -ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
∑
bn

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà BN = B + βN , ãäå βN → 0.
Ïåðåïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ïðîèçâåäåíèÿ ïî Êîøè

∑
cn â

ñëåäóþùåì âèäå:
N∑
n=1

cn = a1b1 + (a1b2 +a2b1) + . . .+ (a1bN +a2bN−1 + . . .+aNb1) =

= a1BN + a2BN−1 + . . .+ aNB1 =
N∑
n=1

anB + γN ,

ãäå γN = a1βN + a2βN−1 + . . .+ aNβ1.

Ïîñêîëüêó
∑N

n=1 anB → AB, ãäåA =
∑∞

n=1 an, íàì äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî γN → 0.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è íàéäåì òàêîé íîìåð m, ÷òî
∞∑

n=m+1
|an| < ε

è |βn| < ε ïðè âñåõ n > m. Ïîëîæèì åùå C = sup{|βn|}. Òîãäà
ïðè N > 2m âûïîëíåíî

|γN | = |a1βN + . . .+ amβN−m+1 + am+1βN−m . . .+ aNβ1| 6

6 ε
m∑
n=1

|an|+ C

∞∑
n=m+1

|an| 6

( ∞∑
n=1

|an|+ C

)
ε.

Èòàê, γN → 0 è, çíà÷èò,
∑∞

n=1 cn = AB. �

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâåäåíèå ïî Êîøè óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ ìîæåò äàòü ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä.
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Ïðèìåð. Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1√
n

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, íî

íåàáñîëþòíî. Ðàññìîòðèì åãî êâàäðàò Êîøè, ò.å. ðÿä ñ ÷ëåíàìè

cn =
n∑
k=1

(−1)k−1

√
k

(−1)n−k√
n+ 1− k

= (−1)n−1
n∑
k=1

1√
k(n+ 1− k)

.

Ïîñêîëüêó |cn| >
n∑
k=1

1√
n
√
n

= 1, ðÿä
∞∑
n=1

cn ðàñõîäèòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ è èõ ïðîèçâåäåíèå ïî Êî-
øè ñõîäèòñÿ, òî ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì
ñóìì ðÿäîâ. Ýòî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ.

8.6. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ*
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {an} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âûðàæåíèå âèäà ∞∏
n=1

an = a1 · a2 · . . .

íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ñ n-ì ÷ëåíîì an.

Ïðîèçâåäåíèå PN =
N∏
n=1

an íàçûâàåòñÿ N -ì ÷àñòè÷íûì ïðî-

èçâåäåíèåì. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðå-
äåë P = lim

N→∞
PN , òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ; èíà÷å � ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè P íàçû-

âàþò çíà÷åíèåì áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïèøóò
∞∏
n=1

an = P .

Åñëè õîòÿ áû îäèí ÷ëåí áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí 0,
òî ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàþò ðàâíûì 0
(íî ïðîèçâåäåíèå ñ÷èòàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ).

Ïðèìåð. Ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
ñõîäèòñÿ:

N∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

1 · 3
2 · 2

· 2 · 4
3 · 3

· . . . · (N − 1)(N + 1)

N ·N
=
N + 1

2N
→ 1

2
.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ äàåò

Ëåììà 8.5. Åñëè áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=1

an ñõîäèòñÿ,

òî lim
n→∞

an = 1.
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� Òàê êàê an = Pn
Pn−1

(ãäå P0 = 1), òî lim
n→∞

an = 1. �

Ëåììà 8.6. Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ n. Ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=1

an

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

ln an.

Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè
∏∞
n=1 an = e

∑∞
n=1 ln an.

� Åñëè PN → P > 0, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ln èìååì
lnPN =

∑N
n=1 ln an → lnP è, çíà÷èò, ðÿä

∑
ln an ñõîäèòñÿ. Îá-

ðàòíî, åñëè SN =
∑N

n=1 ln an → S, òî ïî íåïðåðûâíîñòè ýêñïî-
íåíòû PN = eSN → eS è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ. �
Ââèäó ëåììû 8.5 èìååò ñìûñë n-é ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñû-

âàòü â âèäå 1 + αn.

Òåîðåìà 8.13. Ïóñòü âñå αn > −1 è îäíîãî çíàêà. Ïðîèç-

âåäåíèå
∞∏
n=1

(1 + αn) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõî-

äèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

αn.

� Ïî ëåììå 8.6 ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâ-
íîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
ln(1 + αn). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

limαn = 0, òàê êàê ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè è áåñ-
êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ðÿäà.
Ïîñêîëüêó ÷èñëà αn è ln(1 + αn) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè è

ln(1+αn) ∼ αn ïðè n→∞, òî ðÿäû
∑

ln(1+αn) è
∑
αn ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âñå αn >−1 è ñõîäèòñÿ îäèí èç ðÿäîâ
∞∑
n=1

αn è
∞∑
n=1

α2
n. Òîãäà ñõîäèìîñòü äðóãîãî ðÿäà íåîáõîäèìà è äî-

ñòàòî÷íà äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ
∞∏
n=1

(1 + αn).

� Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû limαn = 0. Òàê êàê ln(1 + x) =

= x− x2
2 + o(x2) ïðè x→ 0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ

âûïîëíåíî 1
4x

2 6 x− ln(1 + x) 6 3
4x

2. Ïîýòîìó ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n èìååì

1

4
α2
n 6 αn − ln(1 + αn) 6

3

4
α2
n.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû
∑
α2
n è

∑
αn− ln(1 +αn) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñ-

õîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Íî îäèí èç ðÿäîâ

∑
αn è

∑
α2
n ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü

äðóãîãî ðÿäà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

ln(1 + αn), à çíà-
÷èò, è ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè îáà ðÿäà
∑
αn è

∑
α2
n ðàñõîäÿòñÿ, òî ïðî-

èçâåäåíèå
∏

(1 + αn) ìîæåò è ñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð, ýòî òàê äëÿ
ïðîèçâåäåíèÿ, ãäå α2n−1 = − 1√

n
, α2n = 1√

n
+ 1
n .

Òåîðåìà 8.14 (Ýéëåð). Äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíåíî

sinx = x

∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
.

� Äëÿ x = mπ, m ∈ Z, ðàâåíñòâî î÷åâèäíî âåðíî, ò.ê. ïðîèçâå-
äåíèå ðàñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïóñòü x 6= mπ.
Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí Qn ñòåïåíè n, ÷òî ïðè âñåõ

t ∈ R âûïîëíåíî

sin(2n+ 1)t = sin t ·Qn
(
sin2 t

)
.

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà cos(2n+1)t+ i sin(2n+1)t=(cos t+i sin t)2n+1.
Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî áèíîìó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåí-

ñòâî sin(2n+ 1)t =
n∑
k=0

(−1)n−kC2k
2n+1(1− sin2 t)k · sin2n+1−2k t.

Ïîñêîëüêó sin(2n+ 1)t ðàâåí íóëþ â òî÷êàõ tk = πk
2n+ 1 ,

k = 1, . . . , n, òî ìíîãî÷ëåí Qn èìååò n êîðíåé âèäà sin2 tk.

Ïîýòîìó Qn(y) = Qn(0)

(
1− y

sin2 t1

)
· . . . ·

(
1− y

sin2 tn

)
, ïðè÷åì

Qn(0) = lim
t→0

sin(2n+ 1)t
sin t = 2n+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

sin(2n+ 1)t = (2n+ 1) sin t

n∏
k=1

(
1− sin2 t

sin2 tk

)
.

Â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ñäåëàåì çàìåíó x = (2n+ 1)t è ïåðåé-
äåì ê ïðåäåëó ïðè n→∞. Òîãäà

sinx = x lim
n→∞

n∏
k=1

1−
sin2 x

2n+ 1

sin2 πk
2n+ 1

 .
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Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóåò

PN : = lim
n→∞

N∏
k=1

1−
sin2 x

2n+ 1

sin2 πk
2n+ 1

 =

N∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

RN : = lim
n→∞

n∏
k=N+1

1−
sin2 x

2n+ 1

sin2 πk
2n+ 1


è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî sinx = x · PN ·RN .
Òàê êàê sin θ 6 θ äëÿ ëþáîãî θ > 0 è sin θ > 2

π θ íà [0, π2 ] (â ñèëó

âûïóêëîñòè sin), òî

sin2 x
2n+ 1

sin2 πk
2n+ 1

6
x2

4k2
.

Âûáåðåì N òàê, ÷òî 2(N + 1) > |x|. Òîãäà
∞∏

k=N+1

(
1− x2

4k2

)
6 RN 6 1.

Ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè N →∞ êàê ¾õâîñò¿
ñõîäÿùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèÿ, à çíà÷èò, RN → 1. Â èòîãå sinx =
= x lim

N→∞
PN è ðàçëîæåíèå óñòàíîâëåíî. �

Èç òåîðåìû âûòåêàåò åùå îäíî îáîñíîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ π
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé.

Ñëåäñòâèå (ôîðìóëà Âàëëèñà).

π

2
=

∞∏
k=1

(2k)2

(2k − 1)(2k + 1)
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

.

� Äîñòàòî÷íî â ðàçëîæåíèè ñèíóñà ïîëîæèòü x = π
2 è ïåðåéòè ê

îáðàòíûì âåëè÷èíàì. �

Çàäà÷à. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì sin 2x = 2 sinx cosx, ïîëó÷è-
òå ïðåäñòàâëåíèå cosx â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëèì ζ-ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns , s > 1.
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Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî

ζ(s) =
∏(

1− 1

ps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p ∈ N.
� Ïóñòü N > 2 è 2 = p1 < . . . < pr � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íå áîëü-
øèåN . Òàê êàê (1−p−s)−1 =

∑∞
i=0 p

−is, òî ðàçíîñòü ìåæäó PN =

=
r∏

k=1

(
1− 1

psk

)−1
è PN,M =

r∏
k=1

(
M∑
ik=0

p−iksk

)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ

ðîñòîì M . Âûðàæåíèå PN,M ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

PN,M =
M∑
i1=0

· · ·
M∑
ir=0

1

pi1s1 . . . pirsr
.

Êàæäîå íàòóðàëüíîå n 6 N ïðåäñòàâèìî êàê n = pi11 · . . . · pirr äëÿ
íåêîòîðûõ öåëûõ il > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ M ñóììà
PN,M ñîäåðæèò ÷èñëà 1, 1

2s , . . . ,
1
Ns , à òàêæå íåêîòîðûå ÷èñëà

1
nsi
, ãäå ni > N ñ ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè p1, . . . , pr, òî åñòü

PN,M =

N∑
n=1

1

ns
+

m∑
i=1

1

nsi

äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N < n1 < . . . < nm.
Çàìåòèì, ÷òî

∑ 1
nsi

íå ïðåâîñõîäèò îñòàòêà rN =
∑∞

n=N+1
1
ns . Ïî-

ýòîìó ∣∣∣∣∣PN −
N∑
n=1

1

ns

∣∣∣∣∣ 6 |PN − PN,M |+ rN .

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè N →∞ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

8.7. Ñóììèðóåìûå ñåìåéñòâà*
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {aj}J â R, èíäåêñèðîâàííîå ìíîæå-

ñòâîì J (âîçìîæíî, íåñ÷åòíûì), ò.å. ôóíêöèþ a : J → R, òàêóþ
÷òî aj = a(j). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(J) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ J .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü aj > 0 äëÿ âñåõ j ∈ J . Ïîëîæèì∑
j∈J

aj = sup
F∈F(J)

∑
j∈F

aj .
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Åñëè s =
∑

J aj <∞, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {aj}J ñóììèðóåìî

(ê s), à s � åãî ñóììà.

Ïðèìåð. Èññëåäóåì ñóììèðóåìîñòü
{

1
(m+ n)p

}
m,n∈N

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè T = {(m, n) : 2 6 m+ n 6 N}, òî∑
T

1

(m+ n)p
=

N∑
k=2

∑
m+n=k

1

(m+ n)p
=

N∑
k=2

k − 1

kp
.

Ïðè p 6 2 ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑ k − 1

kp íå îãðàíè÷åíû è, çíà-
÷èò, ñåìåéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìûì.
Åñëè p > 2 è F ⊂ N× N êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò T ⊃ F è∑

F

1

(m+ n)p
6
∑
T

1

(m+ n)p
<
∞∑
k=2

k − 1

kp
<∞.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñåìåéñòâî ñóììèðóåìî è åãî ñóììà ðàâíà
∑ k − 1

kp .

Äëÿ x ∈ R ïîëîæèì x+ = max{x, 0} è x− = max{−x, 0}. Òîãäà
x = x+ − x−, |x| = x+ + x−.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî {aj}J íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìûì,
åñëè ñåìåéñòâà {a+

j }J è {a−j }J ñóììèðóåìû. Ñóììà {aj}J îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ∑

j∈J

aj =
∑
j∈J

a+
j −

∑
j∈J

a−j .

Ëåììà 8.7. 1)Ïóñòü S ⊂ J òàêîå, ÷òî aj = 0 äëÿ âñåõ j ∈
∈ J \ S. Òîãäà ñåìåéñòâà {aj}J è {aj}S ñóììèðóåìû îäíî-

âðåìåííî, è â ñëó÷àå ñóììèðóåìîñòè
∑

J aj =
∑

S aj.
2)Ïóñòü σ : K→ J áèåêöèÿ. Òîãäà ñåìåéñòâà {aj}J è {aσ(k)}K
ñóììèðóåìû îäíîâðåìåííî, è â ñëó÷àå ñóììèðóåìîñòè∑

J aj =
∑

K aσ(k).

� 1) Ïóñòü âñå aj > 0. Åñëè F ∈ F(J), òî
∑

F aj =
∑

F∩S aj 6
6
∑

S aj . Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

J aj 6
∑

S aj . Òàê êàê F(S) ⊂ F(J),
òî
∑

J aj >
∑

S aj . Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñå-
ìåéñòâ {a±j }J .
2) Àíàëîãè÷íî ï. 1. �

Òåîðåìà 8.15. Ñåìåéñòâî {aj}J ñóììèðóåìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóììèðóåìî {|aj |}J .
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� Òàê êàê x±6 |x|, òî max{a+
j , a

−
j }6 |aj | = a+

j + a−j äëÿ âñåõ j∈
∈ J . Ïîýòîìó ñóììà

∑
J |aj | êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóììû
∑

J a
±
j êîíå÷íû, à çíà÷èò, êîíå÷íà è ñóììà

∑
J aj . �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñåìåéñòâî {aj}J ñóììèðóåìî, òî Sa =
= {j ∈ J : aj 6= 0} íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

� Ïî òåîðåìå 8.15
∑

J |aj | = M <∞. Ïîëîæèì Sn = {j ∈ J :
|aj | > 1/n}. Òîãäà Sn êîíå÷íî (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ 6 nM).
Ñëåäîâàòåëüíî, Sa =

⋃∞
n=1 Sn íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. �

Ñëåäñòâèå 2. Ñåìåéñòâî {an}N ñóììèðóåìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ðÿä
∞∑
n=1
|an| ñõîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå∑

n∈N
an =

∞∑
n=1

an.

� Ïóñòü ñíà÷àëà âñå an > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn n-þ ÷àñòè÷-
íóþ ñóììó

∑∞
n=1 an. Î÷åâèäíî, ÷òî Sm 6

∑
n∈N an äëÿ âñåõ m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F ⊂ N êîíå÷íî, N = maxF , òî â ñèëó
âîçðàñòàíèÿ Sn ïðè ëþáîì n > N èìååì∑

n∈F
an 6 SN 6 Sn 6

∞∑
n=1

an.

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå an > 0.
Ïóñòü an ïðîèçâîëüíû. Ïî äîêàçàííîìó ñõîäèìîñòü

∑∞
n=1 |an|

ðàâíîñèëüíà ñóììèðóåìîñòè {|an|}N, à çíà÷èò, è {an}N. Êðîìå
òîãî,

∑
n∈N a

±
n =

∑∞
n=1 a

±
n . Òåïåðü ðàâåíñòâî äëÿ ñóìì ñëåäóåò

ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. �

Ëåììà 8.8. Ïóñòü ñåìåéñòâà {aj}J , {bj}J ñóììèðóåìû è

λ ∈ R. Òîãäà ñåìåéñòâà {aj + bj}J è {λaj}J òàêæå ñóììèðóå-

ìû, è∑
j∈J

(aj + bj) =
∑
j∈J

aj +
∑
j∈J

bj ,
∑
j∈J

(λaj) = λ
∑
j∈J

aj .

�Äîêàæåì ñóììèðóåìîñòü {aj +bj}J è ðàâåíñòâî äëÿ åãî ñóììû.
Ïóñòü Sa è Sb � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíó-

ëåâûì ýëåìåíòàì {aj}J , {bj}J . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïðîèçâîëüíîå
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî â J , ñîäåðæàùåå Sa è Sb. Ïî ï. 1 ëåììû 8.7∑

J aj =
∑

S aj ,
∑

J bj =
∑

S bj . Ïóñòü σ : N→ S � áèåêöèÿ. Òàê
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êàê {|aj |}S , {|bj |}S ñóììèðóåìû, òî ïî ï. 2 ëåììû 8.7 è ñëåä-
ñòâèþ òåîðåìû 8.15 ðÿäû

∑∞
n=1 |aσ(n)| è

∑∞
n=1 |bσ(n)| ñõîäÿòñÿ, à

çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 |aσ(n) + bσ(n)|. Òîãäà {aj + bj}S ñóì-
ìèðóåìî è

∑
S(aj + bj) =

∑∞
n=1(aσ(n) + bσ(n)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñå-

ìåéñòâî {aj + bj}J ñóììèðóåìî. Êðîìå òîãî,
∑

(aσ(n) + bσ(n)) =
=
∑
aσ(n) +

∑
bσ(n), ÷òî ðàâíîñèëüíî äîêàçûâàåìîìó ðàâåíñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ {λaj}J àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 8.16. Ïóñòü {Jn}∞n=1 � ðàçáèåíèå J , ò.å. J =
=
⋃∞
n=1 Jn è Jk ∩ Ji = ∅ ïðè i 6= k. Ñåìåéñòâî {aj}J ñóììèðó-

åìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∞∑
n=1

∑
j∈Jn

|aj | <∞. (8.2)

Â ýòîì ñëó÷àå ∑
j∈J

aj =
∞∑
n=1

∑
j∈Jn

aj . (8.3)

� Ïóñòü âûïîëíåíî (8.2). Åñëè F ∈ F(J), òî ñóùåñòâóåò òàêîåN ,
÷òî F ⊂

⋃N
k=1 Jk. Ïîýòîìó∑

j∈F

|aj | =
N∑
n=1

∑
j∈F∩Jn

|aj | 6
N∑
n=1

∑
j∈Jn

|aj | 6
∞∑
n=1

∑
j∈Jn

|aj |,

òàê ÷òî {|aj |}J , à çíà÷èò, è {aj}J , ñóììèðóåìû. Êðîìå òîãî, ñóì-
ìà
∑

J |aj | íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ðÿäà (8.2).
Ïóñòü {|aj |}J ñóììèðóåìî. Òîãäà

∑
j∈J |aj | <∞, à çíà÷èò,∑

j∈Jn |aj | <∞ äëÿ âñåõ n. Ïóñòü ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðå-
ìóìà äëÿ âñÿêîãî n íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Fn ⊂ Jn,
÷òî

∑
j∈Fn |aj | >

∑
j∈Jn |aj | − ε2

−n. Çàôèêñèðóåì N , è ïóñòü F =

=
⋃N
n=1 Fn. Òîãäà

N∑
n=1

∑
j∈Jn

|aj | <
N∑
n=1

(∑
j∈Fn

|aj |+
ε

2n

)
=
∑
j∈F

|aj |+
N∑
n=1

ε

2n
6
∑
j∈J

|aj |+ ε.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè N èìååì
∑∞

n=1

∑
Jn
|aj | 6

∑
J |aj |+ ε, è

ôîðìóëà (8.2) óñòàíîâëåíà. Òàê êàê ε > 0 � ëþáîå, òî (8.3) óñòà-
íîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ aj > 0. Ïðèìåíÿÿ (8.3) ê a±j , çàêëþ÷àåì,
÷òî (8.3) âûïîëíÿåòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå. �
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Ñëåäñòâèå (Ôóáèíè äëÿ ñóìì). .Ïóñòü {amn}m,n∈N. Òîãäà
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn

ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ïîâòîðíûõ ðÿäîâ ñõîäèòñÿ

ïðè çàìåíå amn íà |amn|.
� Èç óñëîâèÿ â ñèëó òåîðåìû 8.16 ñëåäóåò ñóììèðóåìîñòü
{|amn|}m,n∈N. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 8.16 ê ðàçáèåíèþ N×N ïî ñòðî-
êàì è ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì, ÷òî îáà ïîâòîðíûõ ðÿäà ðàâíû∑

N×N amn, à çíà÷èò, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. �

Çàìå÷àíèå. Îáùåå çíà÷åíèå ïîâòîðíûõ ðÿäîâ ðàâíî ïðåäåëó∑N
n=1

∑N
m=1 anm ïðè N →∞. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü íóìåðàöèþ N× N ¾ïî êâàäðàòàì¿.

Îïðåäåëåíèå ñóììèðóåìîñòè ìîæíî äàòü íà ÿçûêå ïðåäåëà.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ñåìåéñòâî {aj}J ñóììèðóåìî ê s òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃F0 ∈ F(J) ∀F ∈ F(J), F ⊃ F0

(∣∣∣∑
j∈F

aj − s
∣∣∣ < ε

)
.
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9. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, ÷ëåíà-
ìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèè îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå íåïóñòîì ìíîæåñòâå E.

9.1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè f , fn : E → R (èëè C), n ∈ N.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ïîòî÷å÷íî ñõîäèò-

ñÿ ê ôóíêöèè f íà E, åñëè f(x) = lim
n→∞

fn(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ E.
Ïèøóò fn → f íà E, è f íàçûâàþò ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {fn}.
Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn → f íà E = R è âñå ôóíê-

öèè fn ÷åòíûå (íå÷åòíûå, íåñòðîãî âîçðàñòàþò, íåñòðîãî óáûâà-
þò), òî ôóíêöèÿ f òàêæå ÷åòíàÿ (íå÷åòíàÿ, íåñòðîãî âîçðàñòàåò,
íåñòðîãî óáûâàåò) íà E.

Ðàñøèôðóåì îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè:

fn → f íà E ⇔ ∀x∈E ∀ε > 0 ∃N ∈N ∀n>N (|fn(x)−f(x)| < ε).

Ïðè ýòîì íîìåð N ìîæåò (ïðè ôèêñèðîâàííîì ε) çàâèñåòü îò x.

x0

y

y
=
x
n

1

1

ε

Ðèñ. 9.1

Ïðèìåð. Ïóñòü E = [0, 1], fn(x) = xn. Òî-
ãäà fn → f íà [0, 1], ãäå

f(x) =

{
0, åñëè x ∈ [0, 1);

1, åñëè x = 1.

Çàôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó xn < ε,
x 6= 0⇔ n lnx < ln ε, òî N(x) > ln ε

lnx è, çíà÷èò,

N(x)→∞ ïðè x→ 1. (ñì. ðèñ. 9.1)

Åñëè N óäàåòñÿ âûáðàòü ïî ε îäíèì äëÿ âñåõ x ∈ E, òî ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ∀x ∈ E (|fn(x)− f(x)| < ε).

Ïèøóò fn ⇒ f íà E èëè fn⇒
E
f ïðè n→∞.
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Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõî-
äèìîñòü âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè fn ⇒ f íà E,
òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà (íà E) îäíîçíà÷íî. Êàê ïîêàçûâàåò
ïðåäûäóùèé ïðèìåð, ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü â îáùåì ñëó÷àå íå
âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ.

Ïîëåçíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè äàåò

Ëåììà 9.1 (ñóïðåìóì-êðèòåðèé).
fn ⇒ f íà E ⇐⇒ lim

n→∞
ρn = 0, ãäå ρn = sup

x∈E
|fn(x)− f(x)|.

� Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî óñëîâèå ∀x∈E (|fn(x)− f(x)|6ε) ðàâ-
íîñèëüíî óñëîâèþ sup

x∈E
|fn(x)− f(x)|6ε. �

f + ε

f − ε

f

fn

Ðèñ. 9.2

Èòàê, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü {fn}
îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé fn ¾ïðè-
æèìàþòñÿ¿ ñ ðîñòîì n ê ãðàôèêó f : óêëî-
íåíèå ρn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞
(ñì. ðèñ. 9.2).

Çàäà÷à. Ïóñòü fn ⇒ f íà E. Ïîêàæè-
òå, ÷òî lim

n→∞
|fn(xn)− f(xn)| = 0 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} èç E.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíî-

ìåðíî (ïîòî÷å÷íî) ñõîäèòñÿ íà E, åñëè ñóùåñòâóåò îïðåäåëåí-
íàÿ íà E ôóíêöèÿ, ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî
(ïîòî÷å÷íî) ñõîäèòñÿ íà E.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un, un : E → R (èëè C).

Îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ íà E,

åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ E ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ. Ïðè

ýòîì ôóíêöèÿ S : x 7→
∑
un(x) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî (ïîòî÷å÷íî) ñõîäèò-

ñÿ íà E, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN =

=
N∑
n=1

un ðàâíîìåðíî (ïîòî÷å÷íî) ñõîäèòñÿ íà E.
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Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Ñâîéñòâî 1. à) Åñëè fn ⇒ f íà E, gn ⇒ g íà E è λ, µ ∈ R

(èëè C), òî λfn + µgn ⇒ λf + µg íà E.

á) Åñëè ðÿäû
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà E, òî ðÿä
∞∑
n=1

(λun + µvn) òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E, ïðè÷åì
∞∑
n=1

(λun + µvn) = λ
∞∑
n=1

un + µ
∞∑
n=1

vn.

� à) Ïóñòü x ∈ E. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî
|λfn(x) + µgn(x)− (λf(x) + µg(x))| 6

6 |λ||fn(x)− f(x)|+ |µ||gn(x)− g(x)|.
Ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ê ñóïðåìóìó ïî âñåì x ∈ E
ñíà÷àëà â ïðàâîé ÷àñòè, çàòåì â ëåâîé, èìååì

sup
x∈E
|λfn(x) + µgn(x)− (λf(x) + µg(x))| 6

6 |λ| sup
x∈E
|fn(x)− f(x)|+ |µ| sup

x∈E
|gn(x)− g(x)|.

Ïî ñóïðåìóì-êðèòåðèþ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
á) Ïðèìåíèì ïðåäûäóùèé ïóíêò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñ-

òè÷íûõ ñóìì ðÿäà. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E, òî

un ⇒ 0 íà E.

� Ïîñêîëüêó un ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì, un = Sn − Sn−1 (ñ÷èòàåì S0 = 0), òî óòâåðæäåíèå âûòåêà-
åò èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà è ñâîéñòâà 1.�
Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : E → R (èëè C) îãðàíè÷åíà.
à) Åñëè fn ⇒ f íà E, òî gfn ⇒ gf íà E.

á) Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E, òî ðÿä
∞∑
n=1

gun

òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E, ïðè÷åì
∞∑
n=1

gun = g
∞∑
n=1

un.

� à) Ïóñòü |g| 6M íà E. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

sup
x∈E
|g(x)fn(x)− g(x)f(x)| 6M sup

x∈E
|fn(x)− f(x)|.

Ïî ñóïðåìóì-êðèòåðèþ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
á) Ïðèìåíèì ïðåäûäóùèé ïóíêò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñ-
òè÷íûõ ñóìì ðÿäà. �
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Çàäà÷à. Ïóñòü fn ⇒ f íà E, è g : D → E. Ïîêàæèòå, ÷òî
fn ◦ g ⇒ f ◦ g íà D (çàìåíà ïåðåìåííîé ñîõðàíÿåò ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü).
Òåîðåìà 9.1 (êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè). Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}
íà E íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n, m > N ∀x ∈ E (|fn(x)− fm(x)| < ε). (9.1)

� (⇒) Ïóñòü ε > 0. Íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî |fn(x)− f(x)|< ε
2

äëÿ âñåõ n > N è x ∈ E. Òîãäà ïðè n, m > N è x ∈ E èìååì

|fn(x)− fm(x)| 6 |fn(x)− f(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9.1).
(⇐) Ïóñòü {fn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9.1). Òîãäà äëÿ êàæ-

äîãî x ∈ E ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì f(x) = lim

n→∞
fn(x), x ∈ E. Âû-

áåðåì ε > 0 è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðN èç óñëîâèÿ (9.1).
Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (9.1) ê ïðåäåëó ïðè m→∞, ïîëó÷àåì,
÷òî |fn(x)− f(x)| 6 ε ïðè âñåõ n > N è x ∈ E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
fn ⇒ f íà E. �
Ñëåäñòâèå 1 (êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäîâ). Äëÿ ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

un íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êîøè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n, m > N ∀x ∈ E

(∣∣∣∣∣
n∑

k=m

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

)
.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E ⊂ R è âñå ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû íà
çàìûêàíèè E. Åñëè {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E, òî {fn}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E.

� Âûáåðåì ε>0 è íàéäåì òàêîé íîìåð N, ÷òî |fn(x)− fm(x)|6ε
ïðè âñåõ n, m > N è x ∈ E. Åñëè x0 ∈ E, òî â E íàéäåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê x0. Òîãäà ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè k →∞ â íåðàâåíñòâå |fn(xk)− fm(xk)| 6 ε è ïîëüçó-
ÿñü íåïðåðûâíîñòüþ fn, fm, ïîëó÷àåì |fn(x0)− fm(x0)| 6 ε. Ïî
êðèòåðèþ Êîøè {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E. �

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ïðèáëèæàþùèõ ôóíêöèé íà ïðèáëèæàåìóþ (ïðåäåëü-
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íóþ). Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû î ñîõðàíåíèè íåïðå-
ðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè.

Òåîðåìà 9.2 (î íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè).
Ïóñòü fn : E → R íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ E (íà E) äëÿ êàæ-

äîãî n. Åñëè fn ⇒ f íà E, òî ôóíêöèÿ f òàêæå íåïðåðûâíà â

òî÷êå a (íà E).

� Çàôèêñèðóåì ε > 0. Èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íàé-
äåì òàêîé íîìåð N , ÷òî |fn(x)− f(x)| < ε

3 äëÿ âñåõ x ∈ E è n >
> N . Òîãäà äëÿ x ∈ E èìååì

|f(x)− f(a)| 6 |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (a)|+ |fN (a)− f(a)| <

< |fN (x)− fN (a)|+ 2ε

3
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ fN íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî |fN (x)− fN (a)| < ε

3 äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a) ∩ E. Íî òîãäà

|f(x)− f(a)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a)∩E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E, òî â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 9.2 âûïîëíåíî lim

x→a
lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x).

Ñëåäñòâèå (î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà). Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E è âñå un íåïðåðûâíû â òî÷êå

a ∈ E (íà E), òî ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà â òî÷êå a (íà E).

Â òåîðåìå 9.2 è åå ñëåäñòâèè E⊂R. Â äàëüíåéøåì ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîñòè áóäåò ðàñøèðåíî íà îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû â ýòîé áîëåå îáùåé ñè-
òóàöèè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íà [0, 1] íåïðåðûâíûå ôóíêöèè fn(x) =
= nαxn. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ α ∈ R, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f0 ≡ 0:

sup
[0, 1]

|fn(x)| = nα ⇒
(
fn ⇒ f0 íà [0, 1]⇔ α < 0

)
.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:∫ 1

0
nαxndx =

nα

n+ 1
→ 0 =

∫ 1

0
f0(x)dx⇔ α < 1.
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Ýòî ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.3 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè). Åñëè fn ⇒ f íà [a, b] è fn ∈ R[a, b] äëÿ âñåõ n ∈ N, òî
f ∈ R[a, b] è

∫ b
a f(x)dx = lim

n→∞

∫ b
a fn(x)dx.

� Ïîêàæåì, ÷òî f èíòåãðèðóåìà. Ïóñòü ε > 0. Èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî |fn(x)− f(x)| < ε

4(b− a)
äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] è n > N .
Òàê êàê f = (f − fN ) + fN , òî äëÿ ω(f, E) = sup

x, y∈E
|f(x)− f(y)|

íà E ⊂ [a, b] âåðíû îöåíêè ω(f, E) 6 ω(f − fN , E) + ω(fN , E) è
ω(f − fN , E) 6 ε

2(b− a)
. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T

ΩT (f) 6 ΩT (f − fN ) + ΩT (fN ) 6
ε

2
+ ΩT (fN ).

Ïîñêîëüêó fN ∈ R[a, b], òî ðàçáèåíèå T ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî
ΩT (fN )< ε

2 . Äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ ΩT (f)<ε, à çíà÷èò, f ∈R[a, b].
Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì n > N âûïîëíåíî∣∣∣∣∫ b

a
fn(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a
|fn(x)− f(x)|dx < ε

b− a
(b− a) = ε,

òî
∫ b
a fn(x)dx→

∫ b
a f(x)dx. �

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
lim
n→∞

∫ b
a fn(x)dx =

∫ b
a ( lim
n→∞

fn(x))dx.

Çàäà÷à. Âûÿñíèòü, âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ñëåäñòâèå (î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà). Åñëè

ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b], è âñå un ∈ R[a, b], òî

ñóììà ðÿäà èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è∫ b

a

( ∞∑
n=1

un(x)

)
dx =

∞∑
n=1

(∫ b

a
un(x)dx

)
.

Óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ÷àñòî áûâàåò îáðåìåíèòåëüíûì
(ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð). Ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ýòè
óñëîâèÿ áóäóò çíà÷èòåëüíî îñëàáëåíû.

182



Òåîðåìà 9.4 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðåäåëüíîé ôóí-
êöèè). Ïóñòü I � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê è ôóíêöèè

fn : I → R òàêèå, ÷òî

1) fn → f íà I;
2) âñå fn äèôôåðåíöèðóåìû íà I;
3) f ′n ⇒ g íà I.
Òîãäà ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà I, ïðè÷åì f ′ = g.

� Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü f . Çàôèêñèðóåì x ∈ I è ðàñ-
ñìîòðèì íà I ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ϕn(t) =

{
fn(t)− fn(x)

t− x ïðè t 6= x,

f ′n(x) ïðè t = x.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ϕ, ãäå

ϕ(t) =
f(t)− f(x)

t− x ïðè t 6= x è ϕ(x) = g(x). Ïîêàæåì, ÷òî ñõîäè-
ìîñòü ðàâíîìåðíàÿ. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïðè t 6= x èìååì

ϕn(t)−ϕm(t) =
(fn(t)− fm(t))− (fn(x)− fm(x))

t− x
= f ′n(c)− f ′m(c)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè c ìåæäó t è x. Èç òîãî, ÷òî {f ′n} óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà I, ñëåäóåò, ÷òî
{ϕn} òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, à çíà÷èò, ïî êðèòå-
ðèþ Êîøè ϕn ⇒ ϕ íà I. Ïîñêîëüêó fn äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå x, ôóíêöèÿ ϕn íåïðåðûâíà â òî÷êå x. Òîãäà ïî òåîðåìå 9.2
ôóíêöèÿ ϕ òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå x, ò.å. lim

t→x
ϕ(t) = ϕ(x) èëè

f ′(x) = g(x). �

Çàìå÷àíèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
d
dx lim

n→∞
fn(x) = lim

n→∞
d
dxfn(x) äëÿ âñåõ x ∈ I.

Çàìå÷àíèå 2. Âìåñòî óñëîâèÿ 1 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñõî-
äèìîñòè {fn(x0)} â îäíîé òî÷êå. Ñõîäèìîñòü â äðóãèõ òî÷êàõ
âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ Êîøè â ñèëó ðàâåíñòâà (fn(x)− fm(x))−
− (fn(x0)− fm(x0)) = (f ′n(c)− f ′m(c))(x− x0), ãäå c ëåæèò ìåæ-
äó x è x0. Áîëåå òîãî, åñëè ïðîìåæóòîê I îãðàíè÷åí, òî |x− x0|
íå áîëüøå äëèíû I è, çíà÷èò, {fn} ñõîäèòñÿ íà I ðàâíîìåðíî.

183



Ñëåäñòâèå (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà).
Ïóñòü I � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê è ôóíêöèè un : I→R
òàêèå, ÷òî

1) ðÿä
∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà I;

2) âñå un äèôôåðåíöèðóåìû íà I;

3) ðÿä
∞∑
n=1

u′n ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà I.

Òîãäà ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ âñåõ x ∈I âûïîëíåíî( ∞∑
n=1

un(x)

)′
=
∞∑
n=1

u′n(x).

x0

y

y
=
|x|

y = √
x 2

+
1
n

Ðèñ. 9.3

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 9.4 óñëî-
âèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðîèç-
âîäíûõ íåëüçÿ çàìåíèòü ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòüþ ñàìèõ ôóíêöèé. Íàïðè-
ìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn : [−1, 1]→
→ R, fn(x) =

√
x2 + 1

n , ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ê íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè f(x) = |x| (ñì. ðèñ. 9.3).

9.2. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
Ïîñêîëüêó òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-

äà èçâåñòíà ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, èññëåäîâàíèå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî îïðåäåëåíèþ êðàéíå çàòðóäíèòåëü-
íî. Íà ïðàêòèêå æåëàòåëüíî èìåòü ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ïðèçíà-
êè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òàêèõ
óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
Òåîðåìà 9.5 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü un :E → C

è an ∈ R, n ∈ N. Ïóñòü
1) ∀n ∈ N ∀x ∈ E (|un(x)| 6 an);

2) ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Òîãäà ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àá-

ñîëþòíî íà ìíîæåñòâå E.

� Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ïîëüçóÿñü êðè-
òåðèåì Êîøè êàê íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàéäåì òàêîå N , ÷òî
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äëÿ âñåõ n > m > N âåðíî
∑n

k=m ak < ε. Òîãäà ïðè òàêèõ n, m è
âñåõ x ∈ E èìååì∣∣∣∣∣

n∑
k=m

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=m

|uk(x)| 6
n∑

k=m

ak < ε.

Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè êàê äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, ïîëó÷à-
åì, ÷òî ðÿäû

∑∞
n=1 un è

∑∞
n=1 |un| ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà E. �

Ïðî ðÿä
∞∑
n=1

an ãîâîðÿò, ÷òî îí ìàæîðèðóåò ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä
∞∑
n=1
|un|. Ñóùåñòâîâàíèå ìàæîðàíòíîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî, íî

íå íåîáõîäèìî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äàæå â êëàññå àáñî-
ëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íà ëó÷å E = [1, +∞) ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä

∑∞
n=1 un, ãäå un(x) = 1

x ïðè x ∈ [n, n+ 1) è un(x) = 0 èíà÷å.

Ðÿä ñõîäèòñÿ íà E ê ñóììå S(x) = 1
x , ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâ-

íîìåðíàÿ, ò.ê. supE |S(x)−Sn(x)| = 1
n . Ïîñêîëüêó supE |un(x)| =

= un(n) = 1
n è ÷èñëîâîé ðÿä

∑∞
n=1 un(n) ðàñõîäèòñÿ, òî ê äàííî-

ìó ôóíêöèîíàëüíîìó ðÿäó íå ïðèìåíèì ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå òîíêèå ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè Äèðèõëå è Àáåëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gn : E → R
(èëè C) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà E, åñëè íàé-
äåòñÿ òàêîå C > 0, ÷òî |gn(x)| 6 C äëÿ âñåõ n ∈ N è x ∈ E.
Òåîðåìà 9.6 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü an :E →R (èëè C)

è bn : E → R, òàêèå ÷òî
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AN =

∑N
n=1 an ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà

íà E;
2)ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{bn(x)} ìîíîòîííà ïðè êàæäîì x∈E;
3) bn ⇒ 0 íà E.

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

anbn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E.

� Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî |An(x)| 6 C äëÿ âñåõ
n ∈ N è x ∈ E. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x ∈ E è n > m èìååì∣∣∣∣∣

n∑
k=m

an(x)

∣∣∣∣∣ = |An(x)−Am−1(x)| 6 2C.
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Çàôèêñèðóåì ε > 0. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè {bn} íàéäåì
òàêîé íîìåð N , ÷òî |bn(x)| < ε

8C äëÿ âñåõ x ∈ E è n > N . Òîãäà

ïî ëåììå 6.6 Àáåëÿ ïðè âñåõ x ∈ E è n > m > N èìååì∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣6 2 · 2C (|bm(x)|+ |bn(x)|)< 4C
( ε

8C
+

ε

8C

)
= ε.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ññûëêîé íà êðèòåðèé Êîøè. �

Âûäåëèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé
îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè.

Ñëåäñòâèå 1 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ïðè êàæäîì x ∈
∈ E ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn(x)} ìîíîòîííà è αn ⇒ 0 íà E, òî

ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1αn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü îòðåçîê I íå ñîäåðæèò òî÷åê

2πm (m ∈ Z). Åñëè ïðè êàæäîì x ∈ I ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{αn(x)} ìîíîòîííà, è αn ⇒ 0 íà I, òî ðÿäû
∞∑
n=1

αn(x) sinnx è

∞∑
n=1

αn(x) cosnx ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà I.

� Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå,
∣∣∣∑N

n=1 sin(nx)
∣∣∣ 6 1
| sin(x/2)| . Ïî-

ñêîëüêó infI | sin(x/2)| > 0, ñóììû
∑N

n=1 sin(nx) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû íà I. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñóìì∑N

n=1 cos(nx). Ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿäû ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà I. �

Òåîðåìà 9.7 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü an : E → R (èëè C)
è bn : E → R, òàêèå ÷òî
1) ðÿä

∞∑
n=1

an ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{bn(x)}ìîíîòîííà ïðè êàæäîì x∈E;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà E.
Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

anbn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E.

� Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî |bn(x)| 6 C äëÿ âñåõ
n ∈ N è x ∈ E. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ñõî-
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äèìîñòüþ ðÿäà, íàéäåì òàêîå N , ÷òî
∣∣∣ n∑
k=m

ak(x)
∣∣∣ < ε

4C äëÿ âñåõ

x ∈ E è n > m > N . Òîãäà ïî ëåììå 6.6 Àáåëÿ ïðè òàêèõ n, m è
x ∈ E èìååì∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ 6 2 · ε
4C

(|bm(x)|+ |bn(x)|) < ε

2C
· 2C = ε.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ññûëêîé íà êðèòåðèé Êîøè. �
Õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè â òåîðåìàõ 9.6 è 9.7 â ðàçíûõ òî÷êàõ

ìíîæåñòâà E ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì: â îäíèõ òî÷êàõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìîæåò âîçðàñòàòü, à â äðóãèõ � óáûâàòü.
Îòìåòèì, ÷òî ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

(òåîðåìû 8.7 è 8.8) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðèçíàêîâ äëÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 9.8 (ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fn} ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê f íà [a, b], ôóíêöèÿ f è âñå fn íåïðå-
ðûâíû íà [a, b] è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {|fn(x)− f(x)|} íåñòðîãî
óáûâàåò äëÿ âñÿêîãî x ∈ [a, b]. Òîãäà fn ⇒ f íà [a, b].

� Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî gn: = |fn − f |⇒ 0 íà [a, b]. Ôèêñè-
ðóåì ε > 0. Òàê êàê fn → f, òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ [a, b] íàé-
äåòñÿ òàêîé íîìåð N= N(x0), ÷òî 0 6 gN (x0) < ε. Ôóíêöèÿ gN
íåïðåðûâíà, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(x0) > 0, ÷òî 0 6
6 gN (x) < ε äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(x0) ∩ [a, b]. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîí-
íîñòè 0 6 gn(x) < ε äëÿ âñåõ n > N è x ∈ Bδ(x0) ∩ [a, b]. Ñåìåé-
ñòâî {Bδ(x)(x)}x∈[a, b] îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå [a, b]. Ïî òåî-
ðåìå Ãåéíå�Áîðåëÿ íàéäóòñÿ òî÷êè x1, . . . , xm ∈ [a, b], òàêèå
÷òî [a, b] ⊂ Bδ(x1)(x1) ∪ . . . ∪Bδ(xm)(xm). Îïðåäåëèì íîìåð N∗ =
= max

16i6m
{N(xi)}. Òîãäà ïðè n > N∗ âûïîëíåíî 0 6 gn(x) < ε äëÿ

âñåõ x ∈ [a, b], ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü
∞∑
n=1

un ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê S íà [a, b],

ôóíêöèÿ S è âñå un íåïðåðûâíû è íåîòðèöàòåëüíû íà [a, b].

Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b].

×àñòî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû èñïîëüçóþò äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ôóíêöèé ñ âûäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.
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Ïðèìåð (Âàí-äåð-Âàðäåí). Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ f : R→ R, íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ íè â îäíîé òî÷êå.

� Ïðîäîëæèì |x| ñ îòðåçêà [−1, 1] íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ
ïåðèîäîì 2, ò.å. ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ : R→ R, ϕ(x± 2) = ϕ(x)
è ϕ(x) = |x| ïðè |x| 6 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà èíòåðâàëå (x, y)
íåò öåëûõ ÷èñåë, òî ϕ òàì êóñî÷íî-ëèíåéíà ñ óãëîâûì êîýôôè-
öèåíòîì ±1, à çíà÷èò,

|ϕ(x)− ϕ(y)| = |x− y|. (9.2)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) =
∞∑
n=1

fn(x), ãäå fn(x) = 4−nϕ(4nx).

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà êàê ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ïî ïðèçíàêó
Âåéåðøòðàññà ðÿä íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü a ∈ R. Ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ

÷èñåë hk, ñõîäÿùóþñÿ ê 0, ÷òî êîíå÷íîãî lim
k→∞

f(a+ hk)− f(a)
hk

íå

ñóùåñòâóåò. Èíòåðâàëû
(

4ka, 4ka+ 1
2

)
è
(

4ka− 1
2 , 4ka

)
íå ìî-

ãóò îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòü öåëûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òà-
êîå hk = ±1

24−k, ÷òî íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè 4ka è 4k(a+hk) íåò
öåëûõ ÷èñåë. Ôàêòè÷åñêè ìîæíî óòâåðæäàòü áîëüøå: ïðè n 6
6 k íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè 4na è 4n(a+ hk) íåò öåëûõ ÷èñåë
(åñëè ìåæäó 4na è 4n(a+ hk) èìååòñÿ öåëîå ÷èñëî, òî äîìíî-
æàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî íà 4k−n, ïîëó÷èì öåëîå ÷èñëî
ìåæäó 4ka è 4k(a+ hk), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó hk). Ïîýòî-
ìó ïî (9.2) èìååì |ϕ(4n(a+ hk))− ϕ(4na)| = 4n|hk|, 1 6 n 6 k, à
ââèäó 2-ïåðèîäè÷íîñòè ϕ èìååì |ϕ(4n(a+ hk))− ϕ(4na)| = 0 ïðè
n > k. Ñëåäîâàòåëüíî,

|fn(a+hk)−fn(a)| = 4−n|ϕ(4n(a+hk))−ϕ(4na)| =

{
|hk|, n 6 k,
0, n > k.

Òîãäà ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

f(a+ hk)− f(a)

hk
=

k∑
n=1

fn(a+ hk)− fn(a)

hk
=

k∑
n=1

±1

åñòü ÷åòíîå ÷èñëî ïðè ÷åòíîì k è íå÷åòíîå ïðè íå÷åòíîì k. Ïî-
ýòîìó íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé ïðè k →∞,
à çíà÷èò, ôóíêöèÿ f íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. �
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10. Ñòåïåííûå ðÿäû

10.1. Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ
Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëü-

íûé ðÿä âèäà
∞∑
n=0

an(x− x0)n, (10.1)

ãäå an, x0 ∈ R (èëè C), x � äåéñòâèòåëüíàÿ (êîìïëåêñíàÿ) ïåðå-
ìåííàÿ.

Â ýòîì ïóíêòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáà ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííî.
Íà ìíîæåñòâå ñõîäèìîñòè ðÿä (10.1) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f �

ñóììó ýòîãî ðÿäà. Ïî ñîãëàøåíèþ (x− x0)0 = 1 òî÷êà x0 âñåãäà
ëåæèò âî ìíîæåñòâå ñõîäèìîñòè, ïðè÷åì f(x0) = a0.

Òåîðåìà 10.1 (Êîøè�Àäàìàð). Ïóñòü R = 1
lim
n→∞

n
√
|an|

(ñ÷èòàåì 1
+∞ = 0, 1

0 = +∞). Òîãäà

1) ïðè |x− x0| < R ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì àáñîëþòíî;
2) ïðè |x− x0| > R ðÿä (10.1) ðàñõîäèòñÿ;
3) äëÿ r ∈ R, 0 < r < R, ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå Br(x0): = {x : |x− x0| 6 r}.
� Ïåðâûå äâà ïóíêòà âûòåêàþò èç ïðèçíàêà Êîøè (òåîðåìà 8.4).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x 6= x0. Òîãäà

q: = lim
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| = |x− x0| lim

n→∞
n
√
|an| =

|x− x0|
R

.

Åñëè |x− x0| < R, òî q < 1, è ïî ïðèçíàêó Êîøè ðÿä (10.1) àáñî-
ëþòíî ñõîäèòñÿ (à, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ). Åñëè |x− x0| > R,
òî q > 1, è ïî ïðèçíàêó Êîøè n-é ÷ëåí ðÿäà (10.1) íå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, ïîýòîìó ðÿä (10.1) ðàñõîäèòñÿ.
Ïóñòü r ∈ (0, R). Ïî äîêàçàííîìó â òî÷êå x = x0 + r ðÿä àáñî-

ëþòíî ñõîäèòñÿ, ò.å. ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=0
|an|rn. Åñëè |x−

− x0| 6 r, òî |an(x− x0)n| 6 |an|rn, è ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà Br(x0) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. �

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà R èç òåîðåìû 10.1 íàçûâàåòñÿ ðàäè-
óñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (10.1). Ìíîæåñòâî BR(x0) = {x: |x−x0| <
< R} íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè (äëÿ êîìïëåêñíîãî �
êðóãîì ñõîäèìîñòè) ðÿäà (10.1).
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Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè äåéñòâè-
òåëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè,
âîçìîæíî, âêëþ÷àþùèì îäíó èëè îáå êîíöåâûå òî÷êè; äëÿ êîì-
ïëåêñíîãî ðÿäà � ñ êðóãîì ñõîäèìîñòè, âîçìîæíî, âêëþ÷àþùèì
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 10.1).

абсолютно сходитсярасходится расходится? ?

x0 −R x0 x0 +R Re z

Im z

x0

R

Ðèñ. 10.1

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 1 è 2 òåîðå-
ìû 10.1. Îôîðìèì ýòî â âèäå ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè R ∈ [0, +∞] òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ñ óñëî-

âèåì |x− x0| < R ðÿä (10.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à äëÿ âñåõ x
ñ óñëîâèåì |x− x0| > R ðÿä (10.1) àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ (ò.å.
ðàñõîäèòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ), òî R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðÿäà.

� Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ÷åðåç Rñõ. Ïóñòü R > Rñõ.
Âûáåðåì x òàê, ÷òî Rñõ < |x− x0| < R. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 10.1 ñëåäóåò, ÷òî an(x−x0)n íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, êîòîðàÿ èìååòñÿ ïî óñëî-
âèþ. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü Rñõ > R. �

Ïðèìåð. Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

n!
nnx

2n.

� Îáîçíà÷èì n-é ÷ëåí ðÿäà êàê un(x). Òîãäà ïðè x 6= 0 èìååì

|un+1(x)|
|un(x)|

=
(n+ 1)nn

(n+ 1)n+1
|x|2 =

|x|2(
1 + 1

n

)n → |x|2e , n→∞.

Åñëè |x|
2

e < 1⇔ |x| <
√
e, òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïðè-

çíàêó Äàëàìáåðà. Åñëè |x|
2

e > 1⇔ |x| >
√
e, òî ðÿä àáñîëþòíî

ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè R =

√
e. �
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Çàäà÷à. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ïðåäûäóùåãî ïðè-
ìåðà ïðè x = ±

√
e.

Òåîðåìà 10.2 (Àáåëü). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (10.1) ñõîäèò-
ñÿ â òî÷êå x1 6= x0, òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå ñ

êîíöàìè x0, x1.

� Ðÿä
∞∑
n=0

an(x1−x0)n ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{tn} ìîíîòîííà ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1], è |tn| 6 1 äëÿ âñåõ n ∈ N

è t∈ [0, 1]. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=0

an(x1− x0)ntn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

[0, 1] ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ (òåîðåìà 9.7). Ñäåëàâ çàìåíó t = x− x0
x1 − x0 ,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (10.1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
{x = x0 + t(x1 − x0), t ∈ [0, 1]} � îòðåçêå ñ êîíöàìè x0, x1. �

Çàìå÷àíèå. Åñëè x1 ∈ BR(x0), òî òåîðåìà 10.2 âûòåêàåò èç
ï. 3 òåîðåìû 10.1. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êî-
ãäà x1 ëåæèò íà ãðàíèöå èíòåðâàëà (êðóãà) ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à. Ïóñòü ðÿäû
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn è
∑∞

n=0 cn, ãäå cn =
=
∑n

k=0 akbn−k, ñõîäÿòñÿ ê A, B è C ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæèòå,
÷òî C = AB.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî èõ ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü. Êëþ÷åâûì çäåñü ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 10.1. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (10.1) èìååò ðàäèóñ ñõî-

äèìîñòè R, òî ðÿä
∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1, ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì, òàêæå èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R.

� Òàê êàê lim
n→∞

n
√
n = 1, òî ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé {n
√
n|an|} è {n

√
|an|} ñîâïàäàþò, à çíà÷èò,

lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n
√
|an|. Ïî ôîðìóëå Êîøè�Àäàìàðà çàêëþ-

÷àåì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
∞∑
n=1

nan(x− x0)n ðàâåí R. Ïóñòü

x 6= x0. Ðÿäû
∞∑
n=1

nan(x− x0)n è
∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1 îòëè÷àþòñÿ

íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì, à çíà÷èò, ñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî (ïðè
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x = x0 î÷åâèäíî ñõîäÿòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
âòîðîãî ðÿäà òàêæå ðàâåí R. �

Òåîðåìà 10.3. Åñëè f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n � ñóììà ñòåïåí-

íîãî ðÿäà ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R > 0, òî ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè, è äëÿ êàæäîãî

m ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f (m)(x) =

∞∑
n=m

n(n− 1) · . . . · (n−m+ 1)an(x− x0)n−m. (10.2)

� Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà íå ìåíÿåò-
ñÿ. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ m = 1,
ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü èíäóêöèþ.
Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü 0 < r < R. Ïî ï. 3 òåîðåìû 10.1 èñõîä-

íûé ðÿä è ðÿä
∑∞

n=1 nan(x− x0)n−1 ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà îò-
ðåçêå [x0 − r, x0 + r]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ñóììó ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàííîãî ðÿäà. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 9.4 ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà íà [x0 − r, x0 + r], ïðè÷åì f ′ = g. Òàê êàê r ∈
∈ (0, R) � ëþáîå, òî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà (x0 −R, x0 +R).
Âòîðîé ñïîñîá. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü x0 = 0.

Ïóñòü t ∈ BR(0). Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f(x) =
∑∞

n=0 anx
n â

òî÷êå t ðàâíà ÷èñëó l =
∑∞

n=1 nant
n−1.

Çàôèêñèðóåì òàêîå r, ÷òî |t| < r < R. Äëÿ x 6= t, |x| 6 r ñîñòà-
âèì ðàçíîñòü

f(x)− f(t)

x− t
− l =

∞∑
n=1

an

(
xn − tn

x− t
− ntn−1

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïåðåïèøåì â âèäå

xn−1 + txn−2 + . . .+ xtn−2 + tn−1 − ntn−1 =

= (xn−1 − tn−1) + t(xn−2 − tn−2) + . . .+ tn−2(x− t).

Êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé â ñêîáêàõ ñîäåðæèò ìíîæèòåëü (x− t).
×àñòíîå ïðè äåëåíèè íà (x− t) èìååò âèä

(xn−2 + txn−3 + . . .+ tn−2)+ t(xn−3 + txn−4 + . . .+ tn−3)+ . . .+ tn−2

(â ïåðâîé ñóììå (n− 1) ñëàãàåìûõ, âî âòîðîé (n− 2) ñëàãàåìûõ

è ò.ä.). Ïîñêîëüêó (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 =
n(n− 1)

2 è êàæäîå
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ñëàãàåìîå â ÷àñòíîì ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò rn−2, ïîëó÷àåì
îöåíêó ∣∣∣∣xn − tnx− t

− ntn−1

∣∣∣∣ 6 |x− t| n(n− 1)

2
rn−2.

Ïî ëåììå 10.1 äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûé ðÿä èìååò òîò
æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè x =

= r, ò.å. ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=2
|an|

n(n− 1)
2 rn−2. Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣f(x)− f(t)

x− t
− l
∣∣∣∣ 6 |x− t| ∞∑

n=2

|an|
n(n− 1)

2
rn−2,

÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî lim
x→t

f(x)− f(t)
x− t = l. �

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðûì ñïîñîáîì ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè èç C â C îïðå-
äåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé).

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Åñëè f � ñóììà

ñòåïåííîãî ðÿäà (10.1) ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R > 0, òî åãî êî-

ýôôèöèåíòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé an =
f (n)(x0)

n! ,

n = 0, 1, 2, . . .

� Â ôîðìóëå (10.2) ïîäñòàâèì x = x0. Òîãäà ñëàãàåìûå ñ íîìå-
ðàìè n > m+ 1 îáíóëÿòñÿ, òàê ÷òî f (m)(x0) = m!am. �

Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà (10.1) ñ ðàäèóñîì ñõî-

äèìîñòè R > 0 èìååò ïðè |x− x0| < R ïåðâîîáðàçíóþ

F (x) = C +

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)n+1.

10.2. Ðÿäû Òåéëîðà
Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå ñòå-

ïåííûå ðÿäû.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíûå âñåõ ïî-

ðÿäêîâ, òî ðÿä
∞∑
n=0

f (n)(x0)
n! (x− x0)n íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà

ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Ïðè x0 = 0 ðÿä íàçûâàþò ðÿäîì Ìàêëî-

ðåíà.
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Òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè âûøå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
òàê: åñëè ôóíêöèÿ f â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ñòåïåííîãî ðÿäà ñ öåíòðîì â x0 (ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
x− x0), òî ýòîò ðÿä � åå ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x0. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä Òåéëîðà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè f ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ñóììå, îòëè÷íîé îò f .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R→ R,

f(x) =

{
e−

1
x , x > 0,

0, x 6 0.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x 6= 0
ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè êîìïîçèöèè. Áîëåå
òîãî, f (n)(x) = 0 ïðè x < 0 è f (n)(x) = pn(1/x)e−1/x ïðè x > 0,
ãäå pn(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæ-
íî óñòàíîâèòü ïî èíäóêöèè: p0(t) = 1 è äèôôåðåíöèðîâàíèå f (n)

äàåò ñîîòíîøåíèå pn+1(t) = t2[pn(t)− p′n(t)].
Èíäóêöèåé ïî n ïîêàæåì, ÷òî f (n)(0) = 0. Äëÿ n = 0 ýòî âåðíî

ïî óñëîâèþ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f (n)(0) = 0, òî (f (n))′−(0) =
= 0 è

(f (n))′+(0) = lim
h→+0

f (n)(h)− f (n)(0)

h
=

= lim
h→+0

pn(1/h)e−1/h

h
= lim

t→+∞

tpn(t)

et
= 0,

ïîñêîëüêó ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ lim
t→+∞

tm

et
= 0 äëÿ âñåõ m ∈ N0.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî f (n+1)(0) = 0.
Âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ìàêëîðåíà ôóíêöèè f , à çíà÷èò è

åãî ñóììà, ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ñ
ñóììîé ñâîåãî ðÿäà Ìàêëîðåíà òîëüêî ïðè x 6 0.

Äðóãèì ïðåïÿòñòâèåì ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè f ïî ñòåïåíÿì
x− x0 ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ðÿäà Òåéëîðà ïðè âñåõ x 6= x0.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
∞∑
n=0

cos(n2x)
2n áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R, îäíàêî åå ðÿä Ìàêëîðåíà èìååò
íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Ïðèâåäåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â
ñòåïåííîé ðÿä.
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Ëåììà 10.2. Åñëè ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà

íà èíòåðâàëå (x0 − ρ, x0 + ρ) è ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî

|f (n)(x)| 6 Cn!
ρn äëÿ âñåõ n = 0, 1, . . . è âñåõ x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ),

òî f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)
n! (x− x0)n íà ýòîì èíòåðâàëå.

� Ïîñêîëüêó

∣∣∣∣f (n)(x0)
n!

∣∣∣∣1/n 6 C1/n

ρ → 1
ρ , òî ïî ôîðìóëå Êîøè�

Àäàìàðà ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå x0

íå ìåíüøå ρ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ê f . Ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ âñÿêîãî
x ∈ (x0− ρ, x0 + ρ) è íîìåðà N íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c, ëåæàùàÿ
ñòðîãî ìåæäó x è x0, ÷òî∣∣∣∣∣f(x)−

N∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f (N+1)(c)

(N + 1)!
(x− x0)N+1

∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê äëÿ f (N+1)(c) ñïðàâåäëèâà îöåíêà èç óñëîâèÿ, òî∣∣∣∣∣f (N+1)(c)

(N + 1)!
(x− x0)N+1

∣∣∣∣∣ 6 C
∣∣∣∣x− x0

ρ

∣∣∣∣N+1

→ 0, N →∞,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà

íà (x0 − ρ, x0 + ρ) è âñå åå ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû

(ò.å. ñóùåñòâóåòM > 0, òàêîå ÷òî |f (n)(x)| 6M ïðè |x−x0| <
< ρ è âñåõ n ∈ N0), òî íà ýòîì èíòåðâàëå f ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

ïî ñòåïåíÿì x− x0.

� Ñëåäóåò ïî ëåììå 10.2, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n!/ρn}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé. �

Ñëåäñòâèå 2. Ðÿäû Ìàêëîðåíà ôóíêöèé ex, sinx, cosx ñõî-

äÿòñÿ ê ýòèì ôóíêöèÿì â ëþáîé òî÷êå x ∈ R, òî åñòü

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
.

� Óêàçàííûå ôóíêöèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, ïðè÷åì

(ex)(n) = ex, (cosx)(n) = cos
(
x+

πn

2

)
, (sinx)(n) = sin

(
x+

πn

2

)
.
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Ïîýòîìó ïðè |x| < δ (δ > 0) âûïîëíåíî

|(ex)(n)| 6 eδ, |(cosx)(n)| 6 1, |(sinx)(n)| 6 1,

è çíà÷èò, ïî ëåììå 10.2 âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ñâî-
èõ ðÿäîâ Ìàêëîðåíà íà èíòåðâàëå (−δ, δ). Òàê êàê δ > 0 � ëþ-
áîå, ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ x ∈ R. �

Òåîðåìà 10.4 (áèíîìèàëüíûé ðÿä). Ïóñòü α /∈ N0, C
n
α =

=
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n! è C0
α = 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-

ëåíèå

(1 + x)α =

∞∑
n=0

Cnαx
n, |x| < 1.

� Ïóñòü f(x) = (1 + x)α, òîãäà f (n)(x) = α(α− 1) · . . . · (α− n+

+ 1)(1 + x)α−n, à çíà÷èò, f
(n)(0)
n! = Cnα . Òàê êàê ïðè x 6= 0:

lim
n→∞

|Cn+1
α xn+1|
|Cnαxn|

= lim
n→∞

|α− n|
n+ 1

|x| = |x|,

òî ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè |x|<1 è
àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ ïðè |x|>1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõîäè-
ìîñòè èññëåäóåìîãî ðÿäà ðàâåí 1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(x) =
∞∑
n=0

Cnαx
n è ïîêàæåì, ÷òî g ≡ f íà

(−1, 1), ò.å. (1 + x)−αg(x) = 1 ïðè x ∈ (−1, 1). Äëÿ ýòîãî íàéäåì
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (1 + x)−αg(x). Ïî òåîðåìå 10.3 èìååì(
(1+x)−αg(x)

)′
= (1 +x)−α

∞∑
n=1

nCnαx
n−1−α(1 +x)−α−1

∞∑
n=0

Cnαx
n =

= (1 + x)−α−1

[ ∞∑
n=1

nCnαx
n−1 +

∞∑
n=0

nCnαx
n − α

∞∑
n=0

Cnαx
n

]
.

Â ïåðâîé ñóììå ïðîèçâåäåì çàìåíó èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ.
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì(
(1 + x)−αg(x)

)′
=

= (1 + x)−α−1

[ ∞∑
n=0

(n+ 1)Cn+1
α xn −

∞∑
n=0

(α− n)Cnαx
n

]
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (1 +x)−αg(x) ïîñòîÿííà íà (−1, 1). Èç óñëî-
âèÿ g(0) = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî (1 +x)−αg(x) = 1 äëÿ âñåõ x∈(−1, 1).

�
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Çàìå÷àíèå. Ïðè α > 0 áèíîìèàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ê (1 + x)α íà [−1, 1]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n > α èìååì

|Cn+1
α |
|Cnα |

=
n− α
n+ 1

= 1− α+ 1

n
+O

(
1

n2

)
.

Ïî ïðèçíàêó Ãàóññà ðÿä
∑
|Cnα | ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðè-

çíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
∑
Cnαx

n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−1, 1].

Ïðèìåð. Òàê êàê 1
1 + x =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn−1 ïðè |x| < 1, òî ïî

ñëåäñòâèþ 2 òåîðåìû 10.3 èìååì

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn, |x| < 1.

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè x = 1, ïîýòîìó åãî ñóììà
íåïðåðûâíà íà (−1, 1], à çíà÷èò, ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè x =

= 1. Ïîëó÷àåì èçâåñòíûé íàì ðåçóëüòàò, ÷òî
∞∑
n=1

(−1)n−1

n = ln 2.

Çàäà÷à. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ arctg â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x. Ñ ïî-

ìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ íàéäèòå ñóììó ðÿäà
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1 .

10.3. Âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè*
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I � èíòåðâàë â R. Ôóíêöèÿ f : I → R

íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé íà I, åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè x0 ∈ I ôóíêöèÿ f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 ðàçëàãàåòñÿ
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x− x0.

Îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè òðóäíî ïðîâåðÿòü íà-
ïðÿìóþ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ïðîâåðêó.

Òåîðåìà 10.5. Åñëè f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n � ñóììà ñòå-

ïåííîãî ðÿäà ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R > 0, òî ôóíêöèÿ f
âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà (x0 −R, x0 +R).

� Ïîêàæåì, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 10.2.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (n)k = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1), (n)0 = 1.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ k ðàç íà (−1, 1) ðàâåíñòâî
∞∑
n=0

xn = 1
1− x ,

ïîëó÷èì
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∞∑
n=k

(n)kx
n−k =

k!

(1− x)k+1
,

Ïóñòü r ∈ (0, R) è s ∈ (0, R− r). Òàê êàê r+ s < R, òî èñõîäíûé
ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè x = x0 + r+ s è, çíà÷èò, åãî n-é ÷ëåí
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M , ÷òî
|an|(r+ s)n 6M ïðè âñåõ n. Òîãäà ïî òåîðåìå 10.3 ïðè |x− x0| <
< r è ïðîèçâîëüíîì k èìååì

|f (k)(x)| 6
∞∑
n=k

|an|(n)k|x− x0|n−k 6

6
M

(r + s)k

∞∑
n=k

(n)k

(
r

r + s

)n−k
=

M

(r + s)k
k!(

1− r
r + s

)k+1
=

=
M

(r + s)k
k!(r + s)k+1

sk+1
=
Ck!

sk
,

ãäå C =
M(r + s)

s . Ïóñòü x1 ∈ BR(x0). Ïî ëåììå 10.2 ðÿä Òåéëîðà
ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå x1 ñõîäèòñÿ ê f(x) ïðè |x− x1| <
< min{s, r − |x− x1|}. �

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê s âûáîðîì r ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêèì ê S = R−|x−x1|, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
ñ öåíòðîì â òî÷êå x1 íå ìåíüøå S.

Èç òåîðåìû 10.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà èí-

òåðâàëå I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìà íà I è äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ I íàéäóò-

ñÿ èíòåðâàë J, x0 ∈ J ⊂ I, è êîíñòàíòû C, ρ > 0, òàêèå ÷òî
|f (n)(x)| 6 Cn!

ρn äëÿ âñåõ n = 0, 1, . . . è x ∈ J .

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíêöèè ex, sinx, cosx, shx, chx ÿâëÿþòñÿ

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè íà R.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = (1 + x)α ïðè âñåõ α
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé íà (−1, +∞).
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Îäíî èç óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ íà ¾íåáîëüøîé ÷àñòè¿ ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿþò çíà÷åíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 10.6. Ïóñòü f è g � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå

ôóíêöèè íà èíòåðâàëå I, è {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç I, ñõîäÿùàÿñÿ ê x0 ∈ I. Åñëè f(xn) = g(xn)
äëÿ âñåõ n, òî f ≡ g íà I.
� Ïîëîæèì

E = {x ∈ I : f (k)(x) = g(k)(x), ∀k > 0}.
Òàê êàê x0 ∈ E (ïðîâåðèòü!), ìíîæåñòâî E íåïóñòî.
Ïîêàæåì, ÷òî E îòêðûòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 ∈ E, òî îáå

ôóíêöèè ïðåäñòâëÿþòñÿ íà íåêîòîðîì íåâûðîæäåííîì èíòåð-
âàëå (x1 − r, x1 + r) îäíèì è òåì æå ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì x− x1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 10.3 f (k) = g(k) íà ýòîì èíòåðâàëå, ò.å.
(x1 − r, x1 + r) ⊂ E.
Ðàññìîòðèì J � îáúåäèíåíèå âñåõ èíòåðâàëîâ, ëåæàùèõ â E

è ñîäåðæàùèõ x0. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî J òàêæå ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðâàëîì, J = (a, b) ⊂ E. Åñëè J íå ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì I,
òî îäèí èç åãî êîíöîâ, a èëè b, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé I.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òàêîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ b. Ðàññìîò-
ðèì yn ∈ J , yn → b. Òàê êàê yn ∈ E, òî ïðè êàæäîì k > 0 âåðíî
f (k)(yn) = g(k)(yn) è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ òàêæå
f (k)(b) = g(k)(b). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b ∈ E. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííûé èíòåðâàë (b− δ, b+ δ) ⊂ E. Îáúåäèíÿÿ åãî ñ J ,
ïîëó÷èì èíòåðâàë J ′, ëåæàùèé â E è ñîäåðæàùèé x0. Ïîñêîëü-
êó J ′ 6⊂ J , ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îïðåäåëåíèåì J . Ñëåäî-
âàòåëüíî, J , à çíà÷èò, è E, ñîâïàäàþò ñ I. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè f è g � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíê-

öèè íà èíòåðâàëå I è ñóùåñòâóåò èíòåðâàë J ⊂ I òàêîé, ÷òî
f(x) = g(x) äëÿ âñåõ x ∈ J , òî f ≡ g íà I.
Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñè-

òåëüíî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé.

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü f è g âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íû íà

èíòåðâàëå I, c ∈ R. Òîãäà ôóíêöèè f + g, cf è fg òàêæå

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íû íà I.
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� Ïóñòü x0 ∈ I. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè BR(x0) ⊂ I èìååì

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n, g(x) =
∞∑
n=0

bn(x− x0)n,

ïðè÷åì îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 8.11

f(x)g(x) =

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
(x− x0)n,

÷òî äîêàçûâàåò àíàëèòè÷íîñòü fg. Äëÿ f + g, cf óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. �

Òåîðåìà 10.8. Ïóñòü f âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà èíòåð-
âàëå I, à g âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà èíòåðâàëå J è f(I) ⊂ J .
Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà I.

� Ïóñòü x0 ∈ I è y0 = f(x0). Ïóñòü â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ
ýòèõ òî÷åê

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n, g(y) =
∞∑
n=0

bn(y − y0)n.

Ôîðìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðâîãî ðÿäà âî âòîðîé äàåò

g(f(x)) =

∞∑
n=0

bn(f(x)− y0)n =

∞∑
n=0

bn

( ∞∑
k=1

ak(x− x0)k

)n
.

Ïóñòü
∑

k cknt
k =

(∑
j ajt

j
)n
. Òîãäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ôîðìàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

g(f(x)) =
∞∑
n=0

bn

( ∞∑
k=1

ckn(x− x0)k

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîâòîðíûé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ.
Ðÿäû

∑∞
j=1 |aj |tj ,

∑∞
n=0 |bn|yn èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðàäèóñû

ñõîäèìîñòè è íà èíòåðâàëàõ ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿþò ñóììû α(t)

è β(y). Îòìåòèì, ÷òî ðÿä
∑

k dknt
k =

(∑
j |aj |tj

)n
ñõîäèòñÿ íà

èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðÿäà. Òàê êàê ôóíêöèÿ α íåïðå-
ðûâíà è α(0) = 0, òî ïðè ìàëûõ t > 0 èìååì

α(β(t)) =
∞∑
n=0

|bn|
∞∑
k=1

dknt
k.
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Ïî òåîðåìå 8.16 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñåìåéñòâî {|bn|dkntk} ñóììèðó-
åìî.
Òàê êàê |ckn| 6 dkn äëÿ âñåõ k è n, òî ñåìåéñòâî {bnckntk} òàê-

æå ñóììèðóåìî (ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ t). Çíà-
÷èò, ïðè x = x0 + t ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

bn

∞∑
k=1

ckn(x− x0)k.

Ñóììà ýòîãî ðÿäà ðàâíà g(f(x)), ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
Òàê êàê g(x) = 1

x àíàëèòè÷íà íà R \ {0}, òî ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà è

íå ðàâíà íóëþ íà èíòåðâàëå I. Òîãäà ôóíêöèÿ 1
f òàêæå

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà íà I.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) = tg x âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è, çíà÷èò, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî
ñòåïåíÿì x. Ïîñêîëüêó f íå÷åòíà, òî òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò

âèä: tg x =
∞∑
n=0

s2n+1
x2n+1

(2n+ 1)!
, ïðè÷åì s1 = 1, ò.ê. f ′(0) = 1. Òîãäà

èç òîæäåñòâà tg′ x = 1 + tg2 x íà (−π2 ,
π
2 ) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðå-

êóððåíòíóþ ôîðìóëó:

s2n+1 =

n∑
k=1

C2k−1
2n s2k−1s2(n−k)+1, s1 = 1 (n ∈ N).

Îòêóäà

tg x = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ . . .

Çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêè (a1, a2, . . . , ak) ÷èñåë
{1, 2, . . . , k}, òàêèå ÷òî a1 < a2 > a3 < a4 > . . . (¾up-down ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè¿). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè k = 2n+ 1 êîëè÷åñòâî òà-
êèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî s2n+1.

Çàêîí÷èì ðàçäåë ñëåäóþùèì ïðèëîæåíèåì ñòåïåííûõ ðÿäîâ
â êîìáèíàòîðèêå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a0, a1, a2, . . .� ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ {an} íàçûâà-
åòñÿ (ôîðìàëüíûé) ñòåïåííîé ðÿä

∑∞
n=0 anx

n.
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Äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ðàâíû, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò êî-
ýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ òåðìèí ¾ôóíêöèÿ¿, ìû íå ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Èçó÷åíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íå
ïðåäïîëàãàåò ñóììèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ (â ýòîì çàêëþ÷àåò-
ñÿ ñìûñë ïðèëàãàòåëüíîãî ¾ôîðìàëüíûé¿). Îäíàêî, êàê è íàä
ñòåïåííûìè ðÿäàìè, íàä ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè îïðåäåëå-
íû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî Êîøè.

Ïîêàæåì ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íà ïðèìåðå ÷è-
ñåë Êàòàëàíà. ×èñëà Êàòàëàíà ïåðå÷èñëÿþò ðàçëè÷íûå êîìáè-
íàòîðíûå îáúåêòû. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì ãåîìåòðè÷å-
ñêîì îïðåäåëåíèè.

Ðèñ. 10.2

Ðàññìîòðèì âûïóêëûé (n+ 2)-óãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî
çàíóìåðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ÷èñëàìè îò 0 äî n+ 1.
Äèàãîíàëüíîé òðèàíãóëÿöèåé íàçûâåì ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëü-
íèêà íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè. Êàæ-
äàÿ òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñîäåðæèò n− 1 äèàãîíàëü. Íàïðèìåð,
ó òðåóãîëüíèêà òðèàíãóëÿöèÿ îäíà, äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà òðè-
àíãóëÿöèè ïîëó÷àþòñÿ ïðîâåäåíèåì îäíîé èç åãî äèàãîíàëåé, à
çíà÷èò, ÷èñëî òðèàíãóëÿöèé ðàâíî 2, äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà êàæäàÿ
òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîâåäåíèåì äèàãîíàëåé èç îä-
íîé èç âåðøèí, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò âñåãî òàêèõ 5 òðèàíãóëÿöèé
(ñì. ðèñ. 10.2).
Ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëî Êàòàëàíà cn � ýòî ÷èñëî òðèàí-

ãóëÿöèé (n+ 2)-óãîëüíèêà ïðè n > 1, ïðèìåì òàêæå c0 = 1. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ (n+ 2)-óãîëüíèêà è âû-
äåëèì òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì 01. Ïóñòü k � íîìåð òðåòüåé
âåðøèíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê ðàçáè-
âàåò ìíîãîóãîëüíèê íà ìíîãîóãîëüíèêè P1 ñ âåðøèíàìè 1, . . . , k
è P2 ñ âåðøèíàìè k, k + 1, . . . , n+ 1, 0. Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû
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P1 è P2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè òàê, ÷òîáû íóìåðàöèÿ âåðøèí
â êàæäîì èç íèõ íà÷èíàëàñü ñ 0. Â èòîãå ïîëó÷èì ïàðó òðè-
àíãóëÿöèé äëÿ P1 è P2. Íàîáîðîò, êàæäàÿ ïàðà òðèàíãóëÿöèé
k-óãîëüíèêà è (n− k+ 3)-óãîëüíèêà çàäàåò òðèàíãóëÿöèþ èñõîä-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà. ×èñëî òðèàíãóëÿöèé P1 ðàâíî ck−2, à P2

ðàâíî cn−k+3. Ñóììèðóÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì k, ïîëó÷àåì ðåêóð-
ðåêòíîå ñîîòíîøåíèå

cn = c0cn−1 + c1cn−2 + . . .+ cn−1c0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà
f(x) =

∑∞
n=0 cnx

n. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïåðåä xn â ïðåäñòàâ-
ëåíèè f2(x) ðàâåí

∑n
i=0 cicn−i, òî f

2(x) =
∑∞

n=0 cn+1x
n. Äîìíî-

æàÿ ýòî âûðàæåíèå íà x è ïðèáàâëÿÿ 1 (ò.å. c0), ìû â òî÷íîñòè
ïîëó÷èì f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò êâàä-
ðàòíîìó óðàâíåíèþ xf2(x)− f(x) + 1 = 0.

Ïóñòü g(x) = 1−
√

1− 4x
2x , g(0) = 1. Ôóíêöèÿ g àíàëèòè÷íà íà

(−1
4 ,

1
4) è xg(x)2−g(x)+1 = 0 (g âûðàæåòñÿ ôîðìóëîé äëÿ êîðíÿ

òàêîãî óðàâíåíèÿ). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå äëÿ g, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû åå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì x òàêæå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a0 = 1 è an = a0an−1 + ...+ an−1a0, ò.å.
ñîâïàäàþò ñ cn. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

öèé f(x) = g(x), ò.å. f(x) = 1−
√

1− 4x
2x .

Âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó
äëÿ cn. Ðàñêëàäûâàÿ

√
1− 4x â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x, ïîëó÷àåì

f(x) =

∞∑
n=1

−1

2
Cn1/2(−4)nxn−1 =

∞∑
n=0

−1

2
Cn+1

1/2 (−4)n+1xn,

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ cn ÷åðåç áèíîìèàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû

cn = −1

2
Cn+1

1/2 (−4)n+1 =
Cn2n
n+ 1

= Cn2n − Cn−1
2n .

Â èòîãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Êàòàëàíà íà÷èíàåòñÿ òàê:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, . . .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî cn ∼ 4n

n3/2
√
π
.
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