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Введение

Будем использовать следующие логические операции:

¬ (не),

и,

или,

⇒ (следует),

⇔ (равносильно),

которые применяются к условиям, т. е. выражениям, принимающим зна-

чения И (истина) или Л (ложь).

Значения условий, полученных в результате применения указанных

операций к исходным условиям, определяются по следующим таблицам

истинности в зависимости от значений исходных условий.

𝐴 ¬ 𝐴
И Л

Л И

𝐴 𝐵 𝐴 и 𝐵 𝐴 или 𝐵 𝐴 ⇒ 𝐵 𝐴 ⇔ 𝐵

И И И И И И

И Л Л И Л Л

Л И Л И И Л

Л Л Л Л И И

Будем также использовать кванторы

∀ (для любого),

∃ (существует)

и логические связки

→˓ (выполняется),

: (такой (ая, ое, ие), что).

Запись 𝑥 ∈ 𝑋 означает «𝑥 является элементом множества 𝑋».

Запись 𝑋 ⊂ 𝑌 означает «множество 𝑋 является подмножеством мно-

жества 𝑌 ». Последнюю запись можно определить следующим образом:

𝑋 ⊂ 𝑌 ⇔ ∀𝑥 →˓ (𝑥 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑌 ),

или в более короткой форме записи ∀𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 ∈ 𝑌 , или, еще
короче, ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 ∈ 𝑌 .

При определении новых множеств часто используют
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метод перечисления: 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, ...} и

метод наложения условия:

𝑋 = {𝑥 : выполняется некоторое условие для 𝑥}.

Определим операции пересечения, объединения и дополнения мно-

жеств:

𝑋
⋂︀
𝑌 = {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑥 ∈ 𝑌 };

𝑋
⋃︀
𝑌 = {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋 или 𝑥 ∈ 𝑌 };

𝑋∖𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ̸∈ 𝑌 }.
Здесь и далее перечеркнутый символ означает отрицание к соответ-

ствующему условию, например, 𝑥 ̸∈ 𝑌 ⇔ ¬(𝑥 ∈ 𝑌 ).
При раскрытии отрицания к выражению, содержащему логические

операции, полезно использовать следующие свойства:

¬(¬𝐴) ⇔ 𝐴,
¬(𝐴 и 𝐵) ⇔ (¬𝐴 или ¬𝐵),

¬(𝐴 или 𝐵) ⇔ (¬𝐴 и ¬𝐵),
¬(𝐴 ⇒ 𝐵) ⇔ (𝐴 и ¬𝐵).

Справедливость этих свойств легко проверить по таблицам истинности,

рассмотрев все возможные случаи значений условий 𝐴 и 𝐵.
При раскрытии отрицания к условию, содержащему квантор, следует

поменять квантор, а знак отрицания поставить после этого квантора и

переменной, к которой он относится. Пусть 𝐴(𝑥) – некоторое условие,

налагаемое на переменную 𝑥. Тогда

¬(∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝐴(𝑥)) ⇐⇒ ∃𝑥 ∈ 𝑋 : ¬𝐴(𝑥);
¬(∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐴(𝑥)) ⇐⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ ¬𝐴(𝑥).

Например,

𝑋 ̸⊂ 𝑌 ⇐⇒ ¬(∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 ∈ 𝑌 ) ⇐⇒ (∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ̸∈ 𝑌 ).

Определение. Декартовым произведением множеств 𝑋 и 𝑌 назы-

вается множество 𝑋 × 𝑌 , состоящее из всех (упорядоченных) пар (𝑥, 𝑦)
таких, что 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 .

Например, если 𝑋 = {0, 1}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3}, то 𝑋 × 𝑌 =
= {(0, 𝑦1), (1, 𝑦1), (0, 𝑦2), (1, 𝑦2), (0, 𝑦3), (1, 𝑦3)}.
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Определение . Будем говорить, что задано соответствие 𝑓 из мно-
жества 𝑋 во множество 𝑌 , если задано множество 𝐺𝑓 ⊂ 𝑋 × 𝑌 . При
этом множество 𝐺𝑓 называется графиком соответствия 𝑓 . Элемент 𝑦 ∈ 𝑌
называется поставленным в соответствие элементу 𝑥 ∈ 𝑋 при соот-

ветствии 𝑓 , если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝑓 . Множеством определения (или областью

определения) соответствия 𝑓 называется

𝐷𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑋 : (∃𝑦 ∈ 𝑌 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝑓 )}.

Множеством значений (или областью значений) соответствия 𝑓 назы-

вается

𝐸𝑓 = {𝑦 ∈ 𝑌 : (∃𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝑓 )}.
Соответствие 𝑓 называется однозначным, если

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 : (𝑥, 𝑦1) ∈ 𝐺𝑓 и (𝑥, 𝑦2) ∈ 𝐺𝑓 →˓ 𝑦1 = 𝑦2,

т. е. каждому 𝑥 ∈ 𝑋 поставлено в соответствие не более одного элемента

𝑦 ∈ 𝑌 .

Определение. Соответствие 𝑓−1 из множества 𝑌 во множество 𝑋
называется обратным к соответствию 𝑓 из 𝑋 в 𝑌 , если графики этих

соответствий удовлетворяют условию

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑦 ∈ 𝑌 →˓ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝑓 ⇔ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝐺𝑓−1 .

Определение. Отображением (или функцией) 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называ-

ется однозначное соответствие такое, что 𝐷𝑓 = 𝑋. При этом если (𝑥, 𝑦) ∈
∈ 𝐺𝑓 , то пишут 𝑦 = 𝑓(𝑥).

Определение. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется

а) инъективным или обратимым, если соответствие, обратное к 𝑓 ,
является однозначным;

б) сюръективным, если 𝐸𝑓 = 𝑌 ;
в) биекцией или взаимно однозначным соответствием, если оно инъ-

ективно и сюръективно.

Определение . Образом множества 𝐴 ⊂ 𝑋 при отображении

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется множество 𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴}.
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Определение. Прообразом множества 𝐵 ⊂ 𝑌 при отображении

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется множество 𝑓−1(𝐵) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵}.

Определение . Композицией (или суперпозицией) функций

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑓(𝑋) → 𝑍 или сложной функцией называется функция

𝑔 ∘ 𝑓 : 𝑋 → 𝑍, заданная формулой (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Определение. Бинарным отношением на множестве 𝑋 называется

соответствие из множества 𝑋 в 𝑋.

Примером бинарного отношения является отношение неравенства ≤.
Запись 𝑥 ≤ 𝑦 означает, что пара (𝑥, 𝑦) принадлежит графику бинарного

отношения ≤.
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Г Л А В А 1

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ
ЧИСЕЛ

§ 1. Аксиомы действительных чисел

Определение . Будем говорить, что на множестве 𝑋 определена опе-

рация сложения ⟨умножения⟩, если любым двум элементам 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 по-

ставлен в соответствие единственный элемент 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑋 ⟨ 𝑎 · 𝑏 ∈ 𝑋 ⟩.
Иными словами, операции сложения и умножения на множестве 𝑋 – это

функции из 𝑋 ×𝑋 в 𝑋.

Определение. Множеством действительных (вещественных ) чи-

сел R называется множество, на котором определены операции сложения

и умножения и бинарное отношение ≤ (которое будем называть отноше-

нием порядка), удовлетворяющие следующим 15 аксиомам.

Аксиомы сложения

1) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ 𝑎+ 𝑏 = 𝑏+ 𝑎;

2) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R →˓ (𝑎+ 𝑏) + 𝑐 = 𝑎+ (𝑏+ 𝑐);

3) ∃0 ∈ R : ∀𝑎 ∈ R →˓ 𝑎+ 0 = 𝑎;

4) ∀𝑎 ∈ R ∃ − 𝑎 ∈ R : 𝑎+ (−𝑎) = 0.

Аксиомы умножения

5) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ 𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎;

6) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R →˓ (𝑎 · 𝑏) · 𝑐 = 𝑎 · (𝑏 · 𝑐);

7) ∃1 ∈ R ∖ {0} : ∀𝑎 ∈ R →˓ 𝑎 · 1 = 𝑎;

8) ∀𝑎 ∈ R ∖ {0} ∃ 1𝑎 ∈ R : 𝑎 · 1𝑎 = 1.

Аксиома связи сложения и умножения

9) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R →˓ 𝑎 · (𝑏+ 𝑐) = 𝑎 · 𝑏+ 𝑎 · 𝑐.
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Пример 1. Доказать, что если 𝑎, 𝑏 ∈ R и 𝑏+ 𝑎 = 𝑎, то 𝑏 = 0.

Решение. 𝑏
(3)
= 𝑏 + 0

(4)
= 𝑏 + (𝑎 + (−𝑎)) (2)

= (𝑏 + 𝑎) + (−𝑎) по условию
=

= 𝑎+ (−𝑎) (4)
= 0 ⇒ 𝑏 = 0.

Пример 2. Доказать, что ∀𝑎 ∈ R →˓ 𝑎 · 0 = 0.

Решение. 𝑎 · 0 + 𝑎
(7)
= 𝑎 · 0 + 𝑎 · 1 (9)

= 𝑎 · (0 + 1)
(1)
=

= 𝑎 · (1 + 0)
(3)
= 𝑎 · 1 (7)

= 𝑎
Пример 1.⇒ 𝑎 · 0 = 0.

Задача 1. Доказать, что ∀𝑎 ∈ R →˓ 𝑎 · (−1) = −𝑎.

Аксиомы отношения порядка

10) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ 𝑎 ≤ 𝑏 или 𝑏 ≤ 𝑎;

11) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R : (𝑎 ≤ 𝑏 и 𝑏 ≤ 𝑎) →˓ 𝑎 = 𝑏;

12) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : (𝑎 ≤ 𝑏 и 𝑏 ≤ 𝑐) →˓ 𝑎 ≤ 𝑐.

Связь отношения порядка и арифметических операций

13) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑏 →˓ 𝑎+ 𝑐 ≤ 𝑏+ 𝑐.

14) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : (𝑎 ≤ 𝑏 и 0 ≤ 𝑐) →˓ 𝑎 · 𝑐 ≤ 𝑏 · 𝑐.

Аксиомы 1–14 известны Вам из школы как свойства действительных

чисел. С другой стороны, эти аксиомы определяют алгебраические струк-

туры. В частности, аксиомы 1–4 означают, что R является абелевой (т. е.

коммутативной или перестановочной) группой по сложению. Аксиомы 5–

8 говорят, что R ∖ {0} является абелевой группой по умножению. Аксио-

мы 1–9 соответствуют определению поля, а аксиомы 1–14 – определению

упорядоченного поля.

Аксиома непрерывности

15) Если 𝐴,𝐵 ⊂ R и множество 𝐴 лежит слева от множества 𝐵 (т. е.

∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑏), то ∃𝑐 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏.

cA B

3
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Вопрос непротиворечивости приведенных аксиом решается, напри-

мер, путем введения бесконечных десятичных дробей, определения для

них операций сложения, умножения и отношения порядка ≤ и проверки

указанных выше аксиом.

Определим теперь отношения порядка <, ≥, > и операции вычитания

и деления на множестве действительных чисел:

𝑎 ̸= 𝑏 ⇔ ¬(𝑎 = 𝑏);
𝑎 < 𝑏 ⇔ ( 𝑎 ≤ 𝑏 и 𝑎 ̸= 𝑏 );
𝑎 ≥ 𝑏 ⇔ 𝑏 ≤ 𝑎;
𝑎 > 𝑏 ⇔ 𝑏 < 𝑎;
𝑎− 𝑏 = 𝑎+ (−𝑏);
𝑎
𝑏 = 𝑎 · 1𝑏 (𝑏 ̸= 0).

Определение. Множеством натуральных чисел N называется мно-

жество действительных чисел вида 1, 1 + 1, . . . , 𝑛 = 1 + . . .+ 1, . . .
Точнее, множество N – это пересечение всех множеств 𝑋 ⊂ R, удовле-

творяющих двум условиям:

(1) 1 ∈ 𝑋 и

(2) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥+ 1 ∈ 𝑋.

Замечание. Из данного определения следует, что множество N удо-

влетворяет условиям (1) и (2). Если множество 𝑋 ⊂ R удовлетворяет

условиям (1) и (2), то N ⊂ 𝑋.

Определение. Множеством целых чисел называется

Z = {𝑚 ∈ R : 𝑚 ∈ N или −𝑚 ∈ N, или 𝑚 = 0}.

Множеством рациональных чисел Q называется множество чисел вида
𝑚
𝑛 , где 𝑚 ∈ Z, 𝑛 ∈ N.

Задача 2. Доказать, что рациональные числа удовлетворяют всем

аксиомам действительных чисел, кроме аксиомы непрерывности.

Задача 3. Показать, что аксиома непрерывности для множества ра-

циональных чисел не выполняется, т. е. привести пример двух множеств

𝐴,𝐵 ⊂ Q таких, что

∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑏, но не существует 𝑐 ∈ Q:
∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏.
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Множество действительных чисел R будем также называть числовой

прямой, а действительные числа – точками числовой прямой.

Наряду с числовой прямой определим расширенную числовую пря-

мую: R = R ∪ {−∞,+∞}. При этом элементы −∞, +∞ не содержат-

ся в R, для них не определены операции +,−, *, /, определены лишь

отношения порядка: ∀𝑥 ∈ R →˓ −∞ < 𝑥 < +∞ и, следовательно,

∀𝑥 ∈ R →˓ −∞ ≤ 𝑥 ≤ +∞, −∞ < +∞, −∞ ≤ +∞.

Определение. Пусть заданы действительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑎 < 𝑏. Чис-
ловыми промежутками называются следующие множества:

интервал (𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∈ R : 𝑎 < 𝑥 < 𝑏},
отрезок [𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏},
полуинтервалы: [𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏},
(𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ R : 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏},
лучи: [𝑎,+∞) = {𝑥 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑥},
(𝑎,+∞) = {𝑥 ∈ R : 𝑎 < 𝑥},
(−∞, 𝑎] = {𝑥 ∈ R : 𝑥 ≤ 𝑎},
(−∞, 𝑎) = {𝑥 ∈ R : 𝑥 < 𝑎},
точка {𝑎},
числовая прямая (−∞,+∞) = R.

§ 2. Точные грани множеств

Определение. 1) Число 𝑀 ∈ R называется верхней гранью мно-

жества 𝐴 ⊂ R, если число 𝑀 лежит справа от множества 𝐴, т. е.

∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≤𝑀 .

2) Множество 𝐴 ⊂ R называется ограниченным сверху, если суще-

ствует (конечная) верхняя грань этого множества: ∃𝑀 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓
→˓ 𝑎 ≤𝑀 .

3) Число 𝑚 ∈ R называется нижней гранью множества 𝐴 ⊂ R, если
число 𝑚 лежит слева от множества 𝐴, т. е. ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≥ 𝑚.

4) Множество 𝐴 ⊂ R называется ограниченным снизу, если существу-

ет (конечная) нижняя грань этого множества: ∃𝑚 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≥
≥ 𝑚.

5) Множество 𝐴 называется ограниченным, если 𝐴 ограничено сверху

и ограничено снизу.
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Замечание . Кванторы ∀ и ∃ в общем случае нельзя менять местами.

Например, если в определении ограниченного сверху множества переста-

вить кванторы, то получится условие ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝑀 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑀 , справед-

ливое для любого, в том числе и для неограниченного сверху множества.

Определение. Модулем числа 𝑎 называется число

|𝑎| =
{︂
𝑎, если 𝑎 ≥ 0,
−𝑎, если 𝑎 < 0.

Задача 1. Показать, что множество 𝐴 ограничено тогда и только

тогда, когда

∃𝑀 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ |𝑎| ≤𝑀.

Определение . Число𝑀 называется максимальным элементом мно-

жества 𝐴 ⊂ R (пишут 𝑀 = max𝐴), если
1) 𝑀 ∈ 𝐴 и

2) 𝑀 является верхней гранью 𝐴.
Число 𝑚 называется минимальным элементом множества 𝐴 ⊂ R (пи-

шут 𝑚 = min𝐴), если
1) 𝑚 ∈ 𝐴 и

2) 𝑚 является нижней гранью 𝐴.

Замечание. Если множество 𝐴 ⊂ R неограничено сверху, то макси-

мальный элемент этого множества не существует, т. к. не существует ко-

нечной верхней грани этого множества. Если множество 𝐴 ⊂ R ограни-

чено сверху, то максимальный элемент этого множества также может не

существовать. Пусть, например, 𝐴 = (−∞, 0). Пусть 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда 𝑎 < 0
и, следовательно, 𝑎 < 𝑎

2 < 0. То есть для каждого 𝑎 ∈ 𝐴 найдется эле-

мент 𝑎
2 ∈ 𝐴 такой, что 𝑎 < 𝑎

2 . Поэтому любой элемент 𝑎 ∈ 𝐴 не является

верхней гранью 𝐴, а значит, max𝐴 не существует.

Аналогичное замечание справедливо для минимального элемента.

Если максимальный (минимальный) элемент множества 𝐴 не суще-

ствует, то вместо него будем рассматривать супремум (инфимум) множе-

ства 𝐴. Как мы увидим далее, супремум (инфимум) существует для лю-

бого непустого множества. В случае существования максимального (ми-

нимального) элемента множества 𝐴 супремум (инфимум) множества 𝐴
совпадает с его максимальным (минимальным) элементом.
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Определение . Число𝑀 ∈ R называется точной верхней гранью или

супремумом множества 𝐴 ⊂ R (пишут: 𝑀 = sup𝐴), если 𝑀 является

минимальной верхней гранью множества 𝐴, т. е.
1) 𝑀 является верхней гранью множества 𝐴 и

2) ∀𝑀 ′ ∈ R : (𝑀 ′ является верхней гранью множества 𝐴) →˓ 𝑀 ≤𝑀 ′.

Замечание . Для любых условий 𝑃 и 𝑄 условие 𝑃 ⇒ 𝑄 эквивалентно

условию ¬𝑄 ⇒ ¬𝑃 . Это проверяется по таблице истинности. На этом

свойстве основан метод доказательства от противного.

Замечание. В силу предыдущего замечания условие (𝑀 ′ является
верхней гранью множества 𝐴) ⇒ 𝑀 ≤ 𝑀 ′ эквивалентно условию 𝑀 ′ <
< 𝑀 ⇒ (𝑀 ′ не является верхней гранью множества 𝐴). Используя опре-
деление верхней грани и правило построения отрицания, имеем

sup𝐴 =𝑀 ∈ R ⇔
{︂

1)∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≤𝑀 и

2)∀𝑀 ′ < 𝑀 ∃𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑀 ′ < 𝑎.

MaM ′

A RI

3

Теорема 1. Пусть множество 𝐴 ⊂ R ограничено сверху. Тогда су-

ществует единственное число 𝑀 ∈ R, которое является точной верх-

ней гранью множества 𝐴.

Доказательство. Рассмотрим 𝐵 – множество всех (конечных) верх-

них граней 𝐴. Так как множество 𝐴 ограничено сверху, то 𝐵 не пусто. По-

скольку множество 𝐴 лежит слева от множества 𝐵, то по аксиоме непре-
рывности ∃𝑐 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏.

Покажем, что 𝑐 является точной верхней гранью 𝐴. Так как

∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≤ 𝑐, то 𝑐 является верхней гранью 𝐴, т. е. 𝑐 ∈ 𝐵. Посколь-
ку ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑐 ≤ 𝑏, то 𝑐 – минимальный элемент 𝐵. Итак, 𝑐 – точная

верхняя грань 𝐴.
Предположим, что 𝑀1,𝑀2 ∈ R – две различные точные верхние гра-

ни множества 𝐴. Тогда 𝑀1,𝑀2 – два различных минимальных элемента

множества 𝐵. Пусть для определенности𝑀1 < 𝑀2. Тогда𝑀2 не является

минимальным элементом множества 𝐵. Противоречие.
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Определение . Точной верхней гранью неограниченного сверху мно-

жества считается +∞.

Теорема 2. Пусть 𝐴 ⊂ R – непустое множество.

а) Существует единственная точная верхняя грань множества 𝐴:
sup𝐴 ∈ R.

б) Если множество 𝐴 ограничено сверху, то sup𝐴 ∈ R, иначе

sup𝐴 = +∞.
в) sup𝐴 =𝑀 ∈ R ⇔

{︂
(1) ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≤𝑀,
(2) ∀𝑀 ′ < 𝑀 ∃𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑀 ′ < 𝑎.

Доказательство. В случае, когда множество 𝐴 ограничено сверху,

доказываемые утверждения следуют из теоремы 1 и замечания перед

этой теоремой. Пусть теперь множество 𝐴 неограничено сверху. Соглас-

но определению не существует конечной верхней грани множества 𝐴. По-
этому никакое число не является точной верхней гранью 𝐴. В этом слу-

чае единственной точной верхней гранью 𝐴 является +∞.

Обоснуем пункт (в). ⇒: Пусть 𝑀 = sup𝐴 = +∞. Тогда пункт (1)

следует из неравенства 𝑎 ≤ +∞ для любого 𝑎 ∈ R, а пункт (2) следует из
того, что множество 𝐴 неограничено сверху.

⇐: Из пункта (1) и неограниченности сверху множества 𝐴 следует,

что 𝑀 = +∞. Поэтому 𝑀 = sup𝐴.

Аналогично сформулируем определение точной нижней грани.

Определение . Число𝑚 ∈ R называется точной нижней гранью или

инфимумом множества 𝐴 ⊂ R (пишут: 𝑚 = inf 𝐴), если 𝑚 является мак-

симальной нижней гранью 𝐴. Точной нижней гранью неограниченного

снизу множества считается −∞.

Теорема 3. Пусть 𝐴 ⊂ R – непустое множество.

а) Существует единственная точная нижняя грань множества 𝐴:
inf 𝐴 ∈ R.

б) Если множество 𝐴 ограничено снизу, то inf 𝐴 ∈ R, иначе inf 𝐴 =
= −∞.

в) inf 𝐴 = 𝑚 ∈ R ⇔
{︂

(1) ∀𝑎 ∈ 𝐴 →˓ 𝑎 ≥ 𝑚,
(2) ∀𝑚′ > 𝑚 ∃𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑚′ > 𝑎.

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2.

Лемма 1. а) Если существует max𝐴, то sup𝐴 = max𝐴.
б) Если существует min𝐴, то inf 𝐴 = min𝐴.
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Доказательство. а) Пусть𝑀 = max𝐴. Тогда𝑀 – верхняя грань 𝐴.
Пусть 𝑀 ′ < 𝑀 . Так как 𝑀 ∈ 𝐴, то 𝑀 ′ не является верхней гранью 𝐴.
Поэтому 𝑀 – минимальная верхняя грань 𝐴.

Пункт (б) доказывается аналогично.

Теорема 4. (Принцип Архимеда.) Для любого действительного чис-
ла 𝑥 существует натуральное число 𝑛 > 𝑥.

Доказательство. Предположим противное: ∃𝑥 ∈ R : ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑛 ≤
≤ 𝑥. Тогда множество N ограничено сверху и по теореме 1 существует

supN = 𝑀 ∈ R. Применяя второй пункт определения супремума для

𝑀 ′ = 𝑀 − 1, получаем, что существует натуральное число 𝑛 > 𝑀 − 1.
По определению натуральных чисел имеем, что 𝑛1 = 𝑛 + 1 ∈ N. При
этом 𝑛1 > 𝑀 = supN, что противоречит первому пункту определения

супремума.

Определение. Целой частью числа 𝑥 ∈ R называется целое число

[𝑥], лежащее в полуинтервале (𝑥− 1, 𝑥].

Задача 2. Доказать, что для любого числа 𝑥 ∈ R целая часть суще-

ствует и единственна.

§ 3. Предел последовательности

Определение . Числовой последовательностью {𝑎𝑛} называется

функция 𝑎 : N → R, где 𝑎(𝑛) = 𝑎𝑛 для любого 𝑛 ∈ N. Элемент по-

следовательности – это пара (𝑛, 𝑎𝑛), где 𝑛 – номер элемента последова-

тельности, а 𝑎𝑛 – значение элемента последовательности.

Определение . Пусть заданы числа 𝑎, 𝜀 ∈ R, 𝜀 > 0. Интервал 𝑈𝜀(𝑎) =
= (𝑎− 𝜀, 𝑎+ 𝜀) называется 𝜀-окрестностью числа 𝑎.

Определение. Число 𝑎 ∈ R называется пределом последовательно-

сти {𝑎𝑛} (пишут 𝑎 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 или 𝑎𝑛 → 𝑎 при 𝑛→∞ ), если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎), (1)

т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀 (2)

(здесь и далее в аналогичных выражениях, если не оговорено противное,

мы подразумеваем, что 𝑛,𝑁 – натуральные числа).
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Заметим, что в формулах (1), (2) для каждого 𝜀 > 0 существует свое
число 𝑁 , то есть 𝑁 зависит от 𝜀. Чтобы подчеркнуть эту зависимость,

перепишем формулу (2) в следующем виде:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀.

Пример 1. Доказать, что lim
𝑛→∞

1
𝑛 = 0.

Решение. ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 =
[︀
1
𝜀

]︀
+ 1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓

⃒⃒
1
𝑛 − 0

⃒⃒
< 𝜀. Действи-

тельно, по определению целой части 𝑁 =
[︀
1
𝜀

]︀
+ 1 > 1

𝜀 . Поэтому
⃒⃒
1
𝑛 − 0

⃒⃒
=

= 1
𝑛 ≤ 1

𝑁 < 𝜀.

Пример 2. Доказать, что число 𝑎 является пределом последователь-

ности {𝑎𝑛} тогда и только тогда, когда

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| <
𝜀

2
. (3)

Решение. 1) Пусть выполнено условие (3). Поскольку 𝜀
2 < 𝜀, то

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀, (4)

т. е. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎.

2) Пусть lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎, т. е. выполнено условие (4). Для каждого 𝜀 > 0

через 𝑁(𝜀) обозначим такое число, что ∀𝑛 ≥ 𝑁(𝜀) →˓ |𝑎𝑛− 𝑎| < 𝜀. В силу

условия (4) такое 𝑁(𝜀) существует. Тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁
(︁𝜀
2

)︁
: ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| <

𝜀

2
,

т. е. выполнено условие (3).

Задача 1. Пусть задана последовательность {𝑎𝑛} и число 𝑎. Как
связано условие 𝑎 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 со следующими условиями:

а) ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| ≤ 𝜀;
б) ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 > 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀;

в) ∃𝑁 : ∀𝜀 > 0 ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀;

г) ∀𝜀 > 0 ∃𝑛 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀;

д) ∀𝜀 > 0 ∀𝑁 ∃𝑛 ≥ 𝑁 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀?

Определение. Пусть задано число 𝜀 > 0. 𝜀-окрестностями беско-

нечностей называются соответственно множества

𝑈𝜀(−∞) =

(︂
−∞,−1

𝜀

)︂
, 𝑈𝜀(+∞) =

(︂
1

𝜀
,+∞

)︂
.
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−1/ε 1/ε0

3

Дадим общее определение предела последовательности, справедливое

как в случае конечного, так и в случае бесконечного предела.

Определение. Элемент 𝑎 ∈ R называется пределом последователь-

ности {𝑎𝑛}, если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎).

Лемма 1. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ R и 𝑎 < 𝑏. Тогда существует число 𝜀 > 0
такое, что ∀𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑎) ∀𝑦 ∈ 𝑈𝜀(𝑏) →˓ 𝑥 < 𝑦, а значит, окрестности

𝑈𝜀(𝑎) и 𝑈𝜀(𝑏) не пересекаются.

Доказательство. Возможны четыре случая:

(1) −∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞;

(2) −∞ < 𝑎 < 𝑏 = +∞;

(3) −∞ = 𝑎 < 𝑏 < +∞;

(4) −∞ = 𝑎 < 𝑏 = +∞.

В случае (1) положим 𝜀 = 𝑏−𝑎
2 , в случае (2): 𝜀 = 1

|𝑎|+1 , в случае (3):

𝜀 = 1
|𝑏|+1 , в случае (4): 𝜀 = 1.

Пусть 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑎), 𝑦 ∈ 𝑈𝜀(𝑏). Покажем, что в каждом из четырех случа-

ев 𝑥 < 𝑦. Отсюда следует, что окрестности 𝑈𝜀(𝑎) и 𝑈𝜀(𝑏) не пересекаются.
(1) 𝑥 < 𝑎+ 𝜀 = 𝑎+ 𝑏−𝑎

2 = 𝑎+𝑏
2 = 𝑏− 𝜀 < 𝑦;

(2) 𝑥 < 𝑎+ 𝜀 ≤ 𝑎+ 1 ≤ |𝑎|+ 1 = 1
𝜀 < 𝑦.

Случаи (3) и (4) рассмотреть самостоятельно.

a b

Uε(a) Uε(b)

3

Теорема 1. (Единственность предела.) Числовая последователь-

ность не может иметь более одного предела из R.

Доказательство. Предположим противное: последовательность

{𝑎𝑛} имеет пределы 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 ̸= 𝑏. По лемме 1 ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑎)
⋂︀
𝑈𝜀(𝑏) =

= ∅. По определению предела ∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁1 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎), ∃𝑁2 : ∀𝑛 ≥
≥ 𝑁2 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑏). При 𝑛 ≥ max{𝑁1, 𝑁2} получаем 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎)

⋂︀
𝑈𝜀(𝑏) –

противоречие.
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Задача 2. Доказать, что последовательность {𝑎𝑛}, где

𝑎𝑛 =

{︂
0, если 𝑛 четно,
1, если 𝑛 нечетно,

не имеет ни конечного, ни бесконечного предела.

Определение. Последовательность {𝑎𝑛} называется ограниченной

(сверху, снизу), если ограничено (соответственно сверху, снизу) множе-

ство значений ее элементов.

В частности,

{𝑎𝑛} – ограничена ⇐⇒
⇐⇒ ∃𝑀 ∈ R : ∀𝑎 ∈ {𝑎1, 𝑎2, . . .} →˓ |𝑎| ≤𝑀 ⇐⇒

⇐⇒ ∃𝑀 ∈ R : ∀𝑛 ∈ N →˓ |𝑎𝑛| ≤𝑀.

Определение . Если последовательность имеет конечный предел, то
она называется сходящейся. Если последовательность не имеет предела

или имеет бесконечный предел, то она называется расходящейся.

Теорема 2. Сходящаяся последовательность ограничена.

Доказательство. Пусть lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 ∈ R. Возьмем 𝜀 = 1. По опреде-

лению предела ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ (𝑎 − 1, 𝑎 + 1). Следовательно, при
𝑛 ≥ 𝑁 справедливо неравенство

−|𝑎| − 1 ≤ 𝑎− 1 < 𝑎𝑛 < 𝑎+ 1 ≤ |𝑎|+ 1,

а значит, ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛| < |𝑎|+ 1.
Определим 𝑀 = max{|𝑎1|, ..., |𝑎𝑁−1|, |𝑎| + 1} (максимум существует,

так как множество конечно). Тогда при 𝑛 < 𝑁 по определению макси-

мума |𝑎𝑛| ≤ 𝑀 . При 𝑛 ≥ 𝑁 имеем |𝑎𝑛| < |𝑎| + 1 ≤ 𝑀 . Итак, ∀𝑛 ∈ N →˓
→ |𝑎𝑛| ≤𝑀 , т. е. последовательность {𝑎𝑛} ограничена.

Определение . Последовательность {𝑎𝑛} называется бесконечно

большой, если lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = +∞, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛| >
1

𝜀
, т. е.
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∀𝑀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛| > 𝑀.

Тот факт, что последовательность {𝑎𝑛} бесконечно большая, записывают
в виде lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = ∞. Символ ∞ называется бесконечностью без знака.

Заметим, что ∞ ̸∈ R и для ∞ не определены не только арифметические

операции, но и отношения порядка.

Определение. Для любого числа 𝜀 > 0 определим 𝜀-окрестность
бесконечности без знака:

𝑈𝜀(∞) =

{︂
𝑥 ∈ R : |𝑥| > 1

𝜀

}︂
.

Замечание. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞ ⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈
∈ 𝑈𝜀(∞).

Поэтому элемент 𝑎 ∈ R∪{∞} является пределом последовательности

{𝑎𝑛} тогда и только тогда, когда

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎).

Замечание. Числовая последовательность может иметь более одно-
го предела во множестве R ∪ {∞}. Например, если lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = +∞, то

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 =∞.

Задача 3. Как связаны следующие два условия?

а) Последовательность {𝑎𝑛} – бесконечно большая.
б) Последовательность {𝑎𝑛} – неограничена.

Задача 4. Пусть {𝑎𝑛} – бесконечно большая последовательность.

Верно ли, что должно выполняться одно из условий: lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞
или lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = −∞?

§ 4. Свойства пределов последовательностей,
связанные с арифметическими действиями

Лемма 1. а) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ |𝑎+𝑏| ≤ |𝑎|+|𝑏| (неравенство треугольника).
б) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ ||𝑎| − |𝑏|| ≤ |𝑎− 𝑏|.

Доказательство. а) Рассмотрим сначала случай, когда 𝑎 + 𝑏 ≥ 0.
Тогда по определению модуля |𝑎 + 𝑏| = 𝑎 + 𝑏. Из определения модуля
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следует также, что ∀𝑥 ∈ R →˓ 𝑥 ≤ |𝑥|. Поэтому 𝑎 ≤ |𝑎|, 𝑏 ≤ |𝑏|, следова-
тельно, |𝑎+ 𝑏| ≤ 𝑎+ 𝑏 ≤ |𝑎|+ |𝑏|.

В случае 𝑎+ 𝑏 < 0 имеем |𝑎+ 𝑏| = −𝑎− 𝑏. Так как −𝑎 ≤ |𝑎|, −𝑏 ≤ |𝑏|,
то |𝑎+ 𝑏| = −𝑎− 𝑏 ≤ |𝑎|+ |𝑏|. Поэтому ∀𝑎, 𝑏 ∈ R →˓ |𝑎+ 𝑏| ≤ |𝑎|+ |𝑏|.

б) Используя неравенство треугольника, для любых 𝑎, 𝑏 ∈ R получаем

|𝑎| − |𝑏| = |𝑎− 𝑏+ 𝑏| − |𝑏| ≤ |𝑎− 𝑏|+ |𝑏| − |𝑏| = |𝑎− 𝑏|, т. е. |𝑎| − |𝑏| ≤ |𝑎− 𝑏|.
Аналогично, |𝑏| − |𝑎| ≤ |𝑏− 𝑎| = |𝑎− 𝑏|. Поэтому ||𝑎| − |𝑏|| ≤ |𝑎− 𝑏|.

Определение. Последовательность {𝑏𝑛} называется бесконечно ма-
лой, если lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 0, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑏𝑛| < 𝜀.

В данном параграфе мы будем рассматривать лишь конечные преде-

лы последовательностей.

Непосредственно из определения предела последовательности следу-

ет, что lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 тогда и только тогда, когда последовательность

{𝑎𝑛 − 𝑎} является бесконечно малой. Используя это обстоятельство, из

свойств бесконечно малых последовательностей мы получим свойства

пределов последовательностей, связанные с арифметическими действи-

ями.

Лемма 2. Если {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} – бесконечно малые последовательности,
то {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} и {𝑎𝑛 − 𝑏𝑛} – бесконечно малые последовательности.

Доказательство. Поскольку lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 0, то

∀𝜀 > 0 ∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁1 →˓ |𝑎𝑛| <
𝜀

2
,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁2 : ∀𝑛 ≥ 𝑁2 →˓ |𝑏𝑛| <
𝜀

2

(см. пример 2 § 3). Отсюда, используя неравенство треугольника |𝑎𝑛 ±
± 𝑏𝑛| ≤ |𝑎𝑛|+ |𝑏𝑛|, получаем, что

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = max{𝑁1, 𝑁2} : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀,

т. е. lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛) = 0.

Теорема 1. Если lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑏, то ∃ lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) =

= 𝑎+ 𝑏 и ∃ lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 𝑎− 𝑏.
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Доказательство. 1) Так как последовательности {𝑎𝑛−𝑎} и {𝑏𝑛− 𝑏}
являются бесконечно малыми, то в силу леммы 2 последовательности

{𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − (𝑎 + 𝑏)} = {(𝑎𝑛 − 𝑎) + (𝑏𝑛 − 𝑏)} и {𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 − (𝑎 − 𝑏)} = {(𝑎𝑛 −
−𝑎)− (𝑏𝑛− 𝑏)} являются бесконечно малыми, т. е. lim

𝑛→∞
(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) = 𝑎+ 𝑏,

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 𝑎− 𝑏.

Теорема 2. Если lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎, то ∃ lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = |𝑎|.

Доказательство. В силу леммы 1(б) имеем

||𝑎𝑛|− |𝑎|| ≤ |𝑎𝑛−𝑎|. Отсюда и из условия lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 в силу определения

предела получаем, что lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = |𝑎|.

Лемма 3. Если {𝑎𝑛} – ограниченная последовательность, а {𝑏𝑛} –
бесконечно малая последовательность, то {𝑎𝑛 𝑏𝑛} – бесконечно малая

последовательность.

Доказательство. Поскольку последовательность {𝑎𝑛} ограничена,
то

∃𝑀 > 0 : ∀𝑛 ∈ N →˓ |𝑎𝑛| ≤𝑀.

Так как последовательность {𝑏𝑛} является бесконечно малой, то

∀𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀) : ∀𝑛 ≥ 𝑁(𝜀) →˓ |𝑏𝑛| < 𝜀.

Следовательно,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁
(︁ 𝜀

𝑀

)︁
: ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛 𝑏𝑛| < 𝑀

𝜀

𝑀
= 𝜀.

Поэтому последовательность {𝑎𝑛 𝑏𝑛} является бесконечно малой.

Теорема 3. Если lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑏, то lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛𝑏𝑛) = 𝑎𝑏.

Доказательство. Требуется доказать, что последовательность

{𝑎𝑛𝑏𝑛−𝑎𝑏} является бесконечно малой. Заметим, что 𝑎𝑛𝑏𝑛−𝑎𝑏 = 𝑎𝑛(𝑏𝑛−
− 𝑏)+(𝑎𝑛−𝑎)𝑏. Так как последовательность {𝑎𝑛} сходится, то по теореме
2 § 3 она ограничена. В силу леммы 3 последовательности

{𝑎𝑛(𝑏𝑛− 𝑏)} и {(𝑎𝑛− 𝑎)𝑏} – бесконечно малые, следовательно, по лемме 2
последовательность {𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑎𝑏} также является бесконечно малой.

Лемма 4. Если ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ̸= 0 и lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 ̸= 0, то lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

= 1
𝑎 .
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Доказательство. В силу теоремы 2 имеем lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = |𝑎| > 0. Отсю-

да, положив в определении предела последовательности 𝜀 = |𝑎|
2 , получа-

ем, что ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑎𝑛| > |𝑎| − 𝜀 = |𝑎|
2 , т. е. ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓

⃒⃒
⃒ 1
𝑎𝑛

⃒⃒
⃒ < 2

|𝑎| .

Определим число 𝑀 = max
{︁

1
|𝑎1| , . . . ,

1
|𝑎𝑁−1| ,

2
|𝑎|

}︁
. Тогда ∀𝑛 ∈ N →˓

⃒⃒
⃒ 1
𝑎𝑛

⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑀 , т. е. последовательность
{︁

1
𝑎𝑛

}︁
ограничена. Следовательно, после-

довательность
{︁

1
𝑎𝑛 𝑎

}︁
также ограничена. Отсюда и из леммы 3 следует,

что последовательность
{︁

1
𝑎𝑛
− 1

𝑎

}︁
=
{︁

1
𝑎𝑛 𝑎

(𝑎− 𝑎𝑛)
}︁
является бесконечно

малой, т. е. lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

= 1
𝑎 .

Теорема 4. Если ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ̸= 0, lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 ̸= 0 и lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑏,

то lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
𝑎𝑛

= 𝑏
𝑎 .

Доказательство. В силу леммы 4 имеем lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

= 1
𝑎 . Поэтому, со-

гласно теореме 3, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
𝑎𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
1
𝑎𝑛

= 𝑏 1
𝑎 = 𝑏

𝑎 .

Задача 1. Пусть последовательности {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} и {𝑎𝑛𝑏𝑛} сходятся.
Верно ли, что последовательности {𝑎𝑛} и {𝑏𝑛} сходятся?

Задача 2. Пусть ∀𝑛 →˓ 𝑏𝑛 ̸= 0, lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = 𝑥, lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝑦 ≥ 0.

Верно ли, что последовательности {𝑎𝑛} и {𝑏𝑛} сходятся?

§ 5. Переход к пределу в неравенствах

Напомним, что расширенной числовой прямой называется множество

R = R
⋃︀{+∞,−∞}.

Теорема 1. Пусть lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐴, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐵, где 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐴 < 𝐵.

Тогда ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛.

Доказательство. По лемме 1 § 3 существует число 𝜀 > 0 такое, что
∀𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝐴) ∀𝑦 ∈ 𝑈𝜀(𝐵) →˓ 𝑥 < 𝑦. По определению предела ∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥
≥ 𝑁1 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴), ∃𝑁2 : ∀𝑛 ≥ 𝑁2 →˓ 𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐵). Определив 𝑁 =
= max{𝑁1, 𝑁2}, получаем требуемое утверждение.

Теорема 2. (О предельном переходе в неравенстве.) Если lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 =

= 𝐴, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐵, 𝐴,𝐵 ∈ R и ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, то 𝐴 ≤ 𝐵.
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Доказательство. Предположим противное: 𝐴 > 𝐵. По теореме 1

∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁1 →˓ 𝑏𝑛 < 𝑎𝑛. При 𝑛 ≥ max{𝑁,𝑁1} получаем противоречие

с условием 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛.
Следствие. Если ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝐵, ∃ lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝐴, 𝐴,𝐵 ∈ R,

то 𝐴 ≤ 𝐵.
Доказательство. Если 𝐵 ∈ R, то определим {𝑏𝑛} = {𝐵} и, при-

меняя теорему 2, получаем неравенство 𝐴 ≤ 𝐵. Если 𝐵 = +∞, нера-

венство 𝐴 ≤ 𝐵 также выполнено. Случай 𝐵 = −∞ не реализуется, т. к.

∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝐵.
Замечание . Из условий ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛, lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝐴, lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝐵

не следует, что 𝐴 < 𝐵.
Например, 𝑎𝑛 = 0, 𝑏𝑛 = 1

𝑛 , 𝐴 = 𝐵 = 0.

Теорема 3. (О трех последовательностях.) Если ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓
→˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑐𝑛, lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑐𝑛 = 𝐴 ∈ R, то lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝐴.

Доказательство. По определению предела для любого 𝜀 > 0

∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁1 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴),
∃𝑁2 : ∀𝑛 ≥ 𝑁2 →˓ 𝑐𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Обозначим 𝑁 = max{𝑁,𝑁1, 𝑁2}. Тогда при 𝑛 ≥ 𝑁 имеем 𝐴 − 𝜀 < 𝑎𝑛 ≤
≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑐𝑛 < 𝐴+ 𝜀, следовательно, 𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴). Итак,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴),
т. е. lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝐴.

Теорема 4. Пусть ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛. Тогда
1) если lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = +∞, то lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = +∞;

2) если lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = −∞, то lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = −∞.

Доказательство. 1) По определению предела

∀𝜀 > 0 ∃𝑁1 : ∀𝑛 ≥ 𝑁1 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(+∞) =

(︂
1

𝜀
,+∞

)︂

(т. е. 𝑎𝑛 >
1
𝜀 ), но тогда 𝑏𝑛 ≥ 𝑎𝑛 > 1

𝜀 при 𝑛 ≥ max{𝑁,𝑁1}. Следовательно,
∀𝜀 > 0 ∃𝑁2 = max{𝑁,𝑁1} : ∀𝑛 ≥ 𝑁2 →˓ 𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝜀(+∞),

а значит, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = +∞.

Доказательство пункта (2) аналогично.
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§ 6. Монотонные последовательности

Определение. Последовательность {𝑎𝑛} называется нестрого воз-

растающей или неубывающей, если

∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1;

{𝑎𝑛} – нестрого убывающая или невозрастающая, если

∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1;

если в этих определениях нестрогие неравенства заменить на строгие, то

получим определения строго возрастающей и строго убывающей после-

довательностей;

{𝑎𝑛} – монотонная, если она является нестрого возрастающей или

нестрого убывающей.

Теорема 1. (Теорема Вейерштрасса о монотонной последовательно-

сти.) 1) если последовательность {𝑎𝑛} нестрого возрастает, то суще-
ствует lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = sup{𝑎𝑛};

2) если последовательность {𝑎𝑛} нестрого убывает, то существует
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = inf{𝑎𝑛}.

Доказательство. Пусть последовательность {𝑎𝑛} нестрого возрас-

тает. Рассмотрим сначала случай, когда эта последовательность ограни-

чена сверху. В силу теоремы 1 § 2 существует 𝑎 = sup{𝑎𝑛} ∈ R. По-
кажем, что lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝑎. В силу второго пункта определения супрему-

ма ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : 𝑎𝑁 > 𝑎 − 𝜀. Отсюда в силу возрастания последова-

тельности {𝑎𝑛} имеем ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑁 > 𝑎− 𝜀. В силу

первого пункта определения супремума ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑎. Поэтому
∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎), т. е. lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝑎.

Рассмотрим теперь случай, когда последовательность {𝑎𝑛} неограни-
чена сверху. Тогда ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : 𝑎𝑁 > 1

𝜀 . Отсюда в силу возрастания по-

следовательности {𝑎𝑛} имеем ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑁 > 1
𝜀 , т. е.

𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(+∞), а значит, lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞.

Доказательство второго пункта аналогично.

Следствие. Любая монотонная последовательность имеет конеч-

ный или бесконечный предел. Если {𝑎𝑛} – нестрого возрастающая и огра-
ниченная сверху последовательность или нестрого убывающая и ограни-

ченная снизу последовательность, то предел {𝑎𝑛} конечен.
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§ 7. Принцип вложенных отрезков

Определение. Последовательность отрезков {[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]} называется

последовательностью вложенных отрезков, если

[𝑎𝑛+1, 𝑏𝑛+1] ⊂ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ∀𝑛 ∈ N. (1)

bnan bn+1
an+1

3

Теорема 1. (Принцип Кантора.) Последовательность вложенных

отрезков имеет общую точку.

Доказательство. Пусть {[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]} – последовательность вложенных
отрезков. Из включения (1) следует, что

∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1 < 𝑏𝑛+1 ≤ 𝑏𝑛. (2)

Рассмотрим множество левых концов отрезков [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]: 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . .}
и множество правых концов этих отрезков: 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . .}. Покажем,
что

∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑏. (3)

Пусть 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵. Тогда ∃𝑘 ∈ N : 𝑎 = 𝑎𝑘 и ∃𝑚 ∈ N : 𝑏 = 𝑏𝑚. Из (2)
следует, что при 𝑘 ≤ 𝑚 справедливы неравенства 𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑚 < 𝑏𝑚, а при

𝑘 > 𝑚 – неравенства 𝑎𝑘 < 𝑏𝑘 ≤ 𝑏𝑚. В любом случае имеем 𝑎𝑘 ≤ 𝑏𝑚, т. е.
справедливо соотношение (3). В силу аксиомы непрерывности действи-

тельных чисел ∃𝑐 ∈ R : ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 →˓ 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏. Следовательно,
∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑐 ∈ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛], т. е. 𝑐 – общая точка отрезков [𝑎𝑛, 𝑏𝑛].

Задача 1. Доказать, что если аксиому непрерывности заменить си-

стемой двух аксиом: принципом Кантора и принципом Архимеда, то по-

лучится эквивалентное определение множества действительных чисел.

Определение. Последовательность вложенных отрезков {[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]}
называется стягивающейся, если 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

Теорема 2. Стягивающаяся последовательность вложенных от-

резков имеет единственную общую точку.

Доказательство. По теореме 1 общая точка существует. Пусть 𝑥, 𝑦
– общие точки стягивающейся последовательности вложенных отрезков

{[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]}. Так как |𝑦 − 𝑥| ≤ 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, то по теореме о

предельном переходе в неравенстве |𝑦− 𝑥| ≤ 0, т. е. |𝑦− 𝑥| = 0, 𝑦 = 𝑥.
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§ 8. Частичный предел последовательности

Определение. Последовательность {𝑏𝑘} называется подпоследова-

тельностью последовательности {𝑎𝑛}, если существует строго возраста-
ющая последовательность натуральных чисел {𝑛𝑘}: ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑏𝑘 = 𝑎𝑛𝑘

.

Пример 1. Пусть задана последовательность {𝑎𝑛}. Последователь-
ность {𝑎2𝑘}, составленная из элементов {𝑎𝑛} с четными номерами, явля-

ется подпоследовательностью последовательности {𝑎𝑛}. Действительно,
для любого 𝑘 ∈ N определим 𝑛𝑘 = 2𝑘. Тогда {𝑛𝑘} – строго возрастающая
последовательность натуральных чисел и ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑎2𝑘 = 𝑎𝑛𝑘

.

Определение. Если последовательность {𝑏𝑘} является подпоследо-

вательностью {𝑎𝑛} и ∃ lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 𝐴 ∈ R, то 𝐴 называется частичным пре-

делом последовательности {𝑎𝑛}.

an

n

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3

Пример 2. Рассмотрим последовательность {𝑎𝑛}, где

𝑎𝑛 =

{︂
1, если 𝑛 четно,
−1, если 𝑛 нечетно.

Последовательности {𝑏𝑘} = {𝑎2𝑘} и {𝑐𝑘} = {𝑎2𝑘−1} являются подпоследо-
вательностями {𝑎𝑛}. Так как 𝑏𝑘 = 1, 𝑐𝑘 = −1 ∀𝑘 ∈ N, то lim

𝑘→∞
𝑏𝑘 = 1,

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = −1. Следовательно, числа 1 и −1 являются частичными преде-

лами {𝑎𝑛}.

Теорема 1. (Критерий частичного предела.) Для любой последова-

тельности {𝑎𝑛} и любого 𝐴 ∈ R следующие условия эквивалентны:

(1) 𝐴 является частичным пределом последовательности {𝑎𝑛};
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(2) для любого 𝜀 > 0 в 𝑈𝜀(𝐴) содержатся значения бесконечного на-

бора элементов {𝑎𝑛};
(3) ∀𝜀 > 0 ∀𝑁 ∃𝑛 ≥ 𝑁 : 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Доказательство. (1)⇒ (2). Пусть 𝐴 является частичным пределом

последовательности {𝑎𝑛}. Тогда существует подпоследовательность {𝑎𝑛𝑘
}

такая, что 𝐴 = lim
𝑘→∞

𝑎𝑛𝑘
, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝐾𝜀 : ∀𝑘 ≥ 𝐾𝜀 →˓ 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Поэтому для любого 𝜀 > 0 в 𝑈𝜀(𝐴) содержатся значения бесконечного

набора элементов {𝑎𝑛}.
(2) ⇒ (3). Зафиксируем произвольные 𝜀 > 0, 𝑁 ∈ N. Так как выпол-

нено условие (2), то в 𝑈𝜀(𝐴) содержатся значения бесконечного набора

элементов {𝑎𝑛}, среди которых найдется элемент с номером 𝑛 ≥ 𝑁 . Ина-

че в 𝑈𝜀(𝐴) будут содержаться лишь элементы с номерами 𝑛 < 𝑁 , а таких

элементов конечное число. Следовательно, выполнено условие (3).

(3)⇒ (1). Пусть выполнено условие (3):

∀𝜀 > 0 ∀𝑁 ∃𝑛 = 𝑛(𝜀,𝑁) ≥ 𝑁 : 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Построим строго возрастающую последовательность {𝑛𝑘} натуральных
чисел такую, что 𝐴 = lim

𝑘→∞
𝑎𝑛𝑘

. Определим 𝑛1 = 𝑛(1, 1). Пусть на некото-

ром шаге 𝑘 − 1 ∈ N определено значение 𝑛𝑘−1 ∈ N. Определим

𝑛𝑘 = 𝑛

(︂
1

𝑘
, 1 + 𝑛𝑘−1

)︂
,

т. е. 𝑛𝑘 = 𝑛(𝜀,𝑁), где 𝜀 = 1
𝑘 , 𝑁 = 1 + 𝑛𝑘−1. Тогда 𝑛𝑘 ≥ 1 + 𝑛𝑘−1 > 𝑛𝑘−1

и 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝑈1/𝑘(𝐴). По индукции получаем, что определена последователь-

ность {𝑛𝑘} натуральных чисел такая, что ∀𝑘 ≥ 2 →˓ 𝑛𝑘 > 𝑛𝑘−1 и ∀𝑘 ∈
∈ N →˓ 𝑎𝑛𝑘

∈ 𝑈1/𝑘(𝐴). Поэтому последовательность {𝑛𝑘} строго возрас-
тает и 𝐴 = lim

𝑘→∞
𝑎𝑛𝑘

. Следовательно, выполнено условие (1).

Теорема 2. (Теорема Больцано–Вейерштрасса.) Ограниченная после-
довательность имеет хотя бы один конечный частичный предел.

Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} ограничена, т. е.
∃𝑎0, 𝑏0 : ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑥𝑛 ∈ [𝑎0, 𝑏0]. Определим 𝑐0 = (𝑎0 + 𝑏0)/2. Если в

отрезке [𝑎0, 𝑐0] содержатся значения бесконечного набора членов {𝑥𝑛},
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то определим [𝑎1, 𝑏1] = [𝑎0, 𝑐0]. В противном случае в отрезке [𝑐0, 𝑏0] со-
держатся значения бесконечного набора членов {𝑥𝑛}, тогда определим

[𝑎1, 𝑏1] = [𝑐0, 𝑏0].
Пусть определен отрезок [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], в котором содержатся значения бес-

конечного набора членов последовательности {𝑥𝑛}. Обозначим 𝑐𝑘 = (𝑎𝑘+
+ 𝑏𝑘)/2. Если в отрезке [𝑎𝑘, 𝑐𝑘] содержатся значения бесконечного набо-

ра членов {𝑥𝑛}, то определим [𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] = [𝑎𝑘, 𝑐𝑘]. В противном слу-

чае определим [𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] = [𝑐𝑘, 𝑏𝑘]. Так как этот процесс не может обо-

рваться, мы получаем последовательность вложенных отрезков, которая

по теореме Кантора имеет общую точку 𝑥 ∈ ⋂︀
𝑘∈N

[𝑎𝑘, 𝑏𝑘].

Заметим, что 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 = 𝑏0−𝑎0
2𝑘

, где 2𝑘 = 2 · ... · 2⏟  ⏞  
𝑘 раз

. Индукцией по 𝑘 по-

лучаем, что 2𝑘 > 𝑘 ∀𝑘 ∈ N. Поэтому 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 = 𝑏0−𝑎0
2𝑘
→ 0 при 𝑘 → ∞.

Следовательно, для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑘 ∈ N: 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 < 𝜀. Отсюда
и из включения 𝑥 ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] получаем, что [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] ⊂ 𝑈𝜀(𝑥). Итак, ∀𝜀 >
> 0 ∃𝑘 : [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] ⊂ 𝑈𝜀(𝑥). Таким образом, для любого 𝜀 > 0 в 𝑈𝜀(𝑥) содер-
жатся значения бесконечного набора элементов {𝑥𝑛}. В силу теоремы 1

число 𝑥 является частичным пределом {𝑥𝑛}.

Лемма 1. Если {𝑥𝑛} неограничена снизу, то −∞ является ее ча-

стичным пределом; если {𝑥𝑛} неограничена сверху, то +∞ является ее

частичным пределом (при этом могут быть и другие частичные пре-

делы).

Доказательство. Пусть {𝑥𝑛} неограничена сверху. Тогда для лю-

бого 𝑁 ∈ N множество {𝑥𝑛 : 𝑛 ≥ 𝑁} неограничено сверху. Поэтому

∀𝜀 > 0 ∀𝑁 ∃𝑛 ≥ 𝑁 : 𝑥𝑛 >
1
𝜀 , т. е. 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝜀(+∞). Применяя теорему 1,

получаем, что +∞ является частичным пределом {𝑥𝑛}. Случай, когда
{𝑥𝑛} неограничена снизу, рассматривается аналогично.

Теорема 3. (Обобщенная теорема Больцано–Вейерштрасса.) Любая

числовая последовательность имеет конечный или бесконечный частич-

ный предел.

Доказательство состоит в применении теоремы 2 и леммы 1.

Теорема 4. Для любой последовательности {𝑎𝑛} и любого 𝐴 ∈ R
следующие условия эквивалентны:

(1) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐴;

(2) 𝐴 является единственным частичным пределом {𝑎𝑛}.
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Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть {𝑎𝑛𝑘
} – произвольная подпосле-

довательность {𝑎𝑛}. Условие (1) означает, что

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Так как {𝑛𝑘} – строго возрастающая последовательность натуральных

чисел, то по индукции получаем, что ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑛𝑘 ≥ 𝑘. Следовательно,
при 𝑘 ≥ 𝑁 справедливы неравенства 𝑛𝑘 ≥ 𝑘 ≥ 𝑁 . Поэтому

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Итак, из условия (1) следует, что для любой подпоследовательности {𝑎𝑛𝑘
}

справедливо соотношение 𝐴 = lim
𝑘→∞

𝑎𝑛𝑘
. Поэтому 𝐴 является единствен-

ным частичным пределом {𝑎𝑛}.
(2)⇒ (1). Предположим противное: условие (2) выполнено, а условие

(1) не выполнено, т. е. существует 𝜀 > 0:

∀𝑁 ∃𝑛 ≥ 𝑁 : 𝑎𝑛 ̸∈ 𝑈𝜀(𝐴). (1)

Построим подпоследовательность {𝑎𝑛𝑘
} такую, что

∀𝑘 →˓ 𝑎𝑛𝑘
̸∈ 𝑈𝜀(𝐴). (2)

Из соотношения (1) следует существование числа 𝑛1 ∈ N такого, что

𝑎𝑛1 ̸∈ 𝑈𝜀(𝐴). Пусть на некотором шаге 𝑘 − 1 ∈ N определено значение

𝑛𝑘−1 ∈ N. Тогда в силу соотношения (1) существует натуральное число

𝑛𝑘 ≥ 1 + 𝑛𝑘−1 такое, что 𝑎𝑛𝑘
̸∈ 𝑈𝜀(𝐴). Таким образом, построена подпо-

следовательность {𝑎𝑛𝑘
}, удовлетворяющая соотношению (2). В силу обоб-

щенной теоремы Больцано–Вейерштрасса последовательность {𝑎𝑛𝑘
} име-

ет частичный предел 𝐵 ∈ R. При этом в силу соотношения (2) 𝐵 ̸= 𝐴. По-
скольку подпоследовательность последовательности {𝑎𝑛𝑘

} является под-
последовательностью последовательности {𝑎𝑛}, то 𝐵 является частич-

ным пределом {𝑎𝑛}, отличным от 𝐴, что противоречит условию (2).

Определим точные грани подмножества расширенной числовой пря-

мой R.

Определение. Пусть заданы множество 𝐿 ⊂ R и элементы 𝑚 ∈ R,
𝑀 ∈ R. Тогда

𝑚 = inf 𝐿
опр.⇐⇒

{︂
∀𝑥 ∈ 𝐿 →˓ 𝑚 ≤ 𝑥,
∀𝑚′ ∈ R : 𝑚′ > 𝑚 ∃𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑚′ > 𝑥.

𝑀 = sup𝐿
опр.⇐⇒

{︂
∀𝑥 ∈ 𝐿 →˓ 𝑀 ≥ 𝑥,
∀𝑀 ′ ∈ R :𝑀 ′ < 𝑀 ∃𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑀 ′ < 𝑥.
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Определение. Пусть 𝐿 ⊂ R – множество всех конечных и беско-

нечных (со знаком) частичных пределов последовательности {𝑥𝑛}. Тогда
нижним и верхним пределами последовательности {𝑥𝑛} называются со-

ответственно

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = inf 𝐿, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = sup𝐿.

Лемма 2. Верхний и нижний пределы последовательности являют-

ся ее частичными пределами.

Доказательство. Пусть 𝐿 ⊂ R – множество всех частичных пре-

делов последовательности {𝑥𝑛}. Обозначим 𝑀 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛. Зафиксируем

произвольное число 𝜀 > 0. По определению супремума существует 𝑥 ∈ 𝐿,
𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑀). Выберем число 𝜀′ > 0 так, что 𝑈𝜀′(𝑥) ⊂ 𝑈𝜀(𝑀). В случае 𝑀 ∈
∈ R можно взять 𝜀′ = 𝜀− |𝑀 −𝑥|. В случае 𝑀 = +∞, 𝑥 ∈ R можно взять

𝜀′ = 𝑥− 1
𝜀 . В случае 𝑥 =𝑀 = +∞ можно взять 𝜀′ = 𝜀. Так как 𝑥 ∈ 𝐿, то

по критерию частичного предела 𝑈𝜀′(𝑥) содержит значения бесконечного
набора элементов {𝑥𝑛}. Отсюда и из включения 𝑈𝜀′(𝑥) ⊂ 𝑈𝜀(𝑀) получа-
ем, что 𝑈𝜀(𝑀) содержит значения бесконечного набора элементов {𝑥𝑛}.
Снова применяя критерий частичного предела, получаем, что 𝑀 – ча-

стичный предел {𝑥𝑛}. Аналогично, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 – частичный предел {𝑥𝑛}.

Задача 1. Доказать, что если lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝐴 ∈ R, то

∃ lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝐴.

§ 9. Критерий Коши

Определение. Будем говорить, что последовательность {𝑥𝑛} фун-
даментальна или удовлетворяет условию Коши, если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀.

Лемма 1. Сходящаяся последовательность фундаментальна.

Доказательство. Пусть {𝑥𝑛} сходится к числу 𝑥. Тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀/2

и, следовательно,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓

→˓ |𝑥𝑛−𝑥𝑚| ≤ |𝑥𝑛−𝑥|+ |𝑥𝑚−𝑥| < 𝜀/2+𝜀/2 = 𝜀.
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Лемма 2. Фундаментальная последовательность ограничена.

Доказательство. Пусть {𝑥𝑛}фундаментальна. Возьмем 𝜀 = 1, тогда
∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀, следовательно, ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓
→˓ |𝑥𝑁 − 𝑥𝑛| < 1. Определим 𝑀 = max{|𝑥1|, ..., |𝑥𝑁−1|, |𝑥𝑁 | + 1}. Тогда
∀𝑛 ∈ N →˓ |𝑥𝑛| ≤𝑀 .

Теорема 1. (Критерий Коши.)

{𝑥𝑛} сходится ⇐⇒ {𝑥𝑛} фундаментальна.

Доказательство. Если {𝑥𝑛} сходится, то по лемме 1 она фундамен-
тальна. Пусть {𝑥𝑛} фундаментальна. По лемме 2 {𝑥𝑛} – ограничена, сле-
довательно, по теореме Больцано–Вейерштрасса существует 𝑥 ∈ R – ча-

стичный предел {𝑥𝑛}. Докажем, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥.

Пусть задано любое 𝜀 > 0. Из фундаментальности {𝑥𝑛} следует суще-
ствование номера 𝑁 такого, что

∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀/2.

В силу критерия частичного предела найдется номер 𝑚 ≥ 𝑁 такой, что

|𝑥− 𝑥𝑚| < 𝜀/2. Следовательно,

∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥| ≤ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚|+ |𝑥𝑚 − 𝑥| < 𝜀/2 + 𝜀/2 = 𝜀.

Итак,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀.

Поэтому последовательность {𝑥𝑛} сходится к 𝑥.

Задача 1. Доказать, что если аксиому непрерывности заменить дву-
мя аксиомами: критерием Коши и принципом Архимеда, то получится

эквивалентное определение множества действительных чисел.

Пример 1. Как связаны два условия:

(а) последовательность {𝑥𝑛} сходится;
(б) ∀𝜀 > 0 ∃𝑥 ∈ R ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀?

Решение. Распишем условие (а):

(а) ⇔ ∃𝑥 ∈ R : lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ⇔

⇔ ∃𝑥 ∈ R : ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀.
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Так как ∃𝑥 ∈ R : ∀𝜀 > 0 . . . ⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥 ∈ R . . ., то из условия
(а) следует условие (б).

На первый взгляд кажется, что из условия (б) не следует условие (а).

Однако с помощью критерия Коши можно показать, что (б)⇒ (а).

Пусть выполнено условие (б). Тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝑥 ∈ R ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓

→˓ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| ≤ |𝑥𝑛 − 𝑥|+ |𝑥𝑚 − 𝑥| < 2𝜀.

Поэтому последовательность {𝑥𝑛} фундаментальна. В силу критерия Ко-

ши {𝑥𝑛} сходится, т. е. выполняется условие (а).

§ 10. Открытые и замкнутые числовые множества

Определение. Пусть задано множество 𝑋 ⊂ R. Точка 𝑥 ∈ R назы-

вается внутренней точкой множества 𝑋, если

∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ 𝑋.

Внутренностью множества 𝑋 называется множество int𝑋, состоящее из

всех внутренних точек множества 𝑋.

Замечание. Так как 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥) для любого 𝜀 > 0, то int𝑋 ⊂ 𝑋 для

любого множества 𝑋.

Определение. Множество 𝑋 называется открытым, если все его

точки внутренние, т. е. 𝑋 ⊂ int𝑋.

Пустое множество ∅ по определению считается открытым.

Так как для любого множества 𝑋 справедливо включение int𝑋 ⊂
⊂ 𝑋, то равенство 𝑋 = int𝑋 выполняется тогда и только тогда, когда

множество 𝑋 открыто.

Лемма 1. Пусть заданы числа 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏. Множества (𝑎, 𝑏),
(−∞, 𝑏), (𝑎,+∞), (−∞,+∞) открыты, а множества [𝑎, 𝑏], (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏),
(−∞, 𝑏], [𝑎,+∞) не являются открытыми.

Доказательство. Покажем, что интервал (𝑎, 𝑏) является открытым
множеством. Для этого требуется показать, что любая точка 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)
– внутренняя, т. е. ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ (𝑎, 𝑏). Данное условие
выполняется: можно взять, например, 𝜀 = min{𝑥− 𝑎, 𝑏− 𝑥}.
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Открытость множеств (−∞, 𝑏), (𝑎,+∞), (−∞,+∞) доказать самосто-
ятельно.

Покажем, что полуинтервал (𝑎, 𝑏] не является открытым множеством.

Это следует из того, что точка 𝑏 содержится во множестве (𝑎, 𝑏], но не яв-
ляется внутренней точкой этого множества, так как не существует числа

𝜀 > 0 такого, что 𝑈𝜀(𝑏) ⊂ (𝑎, 𝑏].
Самостоятельно доказать, что множества [𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏), (−∞, 𝑏], [𝑎,+∞)

также не являются открытыми.

Задача 1. а) Доказать, что если 𝑋 ⊂ 𝑌 , то int𝑋 ⊂ int𝑌 .
б) Доказать, что пересечение конечного набора открытых множеств

является открытым множеством.

в) Доказать, что объединение любого набора открытых множеств от-

крыто.

г) Привести пример набора открытых множеств, пересечение которых

не является открытым.

Определение. Пусть задано множество 𝑋 ⊂ R. Точка 𝑥 ∈ R назы-

вается точкой прикосновения множества 𝑋, если

∀𝜀 > 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥)
⋂︁
𝑋 ̸= ∅.

Замыканием множества 𝑋 называется множество 𝑋, состоящее из всех

точек прикосновения множества 𝑋.

Так как 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥) для любого 𝜀 > 0, то 𝑋 ⊂ 𝑋 для любого множе-

ства 𝑋.

Определение. Множество 𝑋 называется замкнутым, если любая

точка прикосновения 𝑋 содержится в 𝑋, т. е. 𝑋 ⊂ 𝑋.

Замечание. Так как для любого множества 𝑋 справедливо вклю-

чение 𝑋 ⊂ 𝑋, то равенство 𝑋 = 𝑋 выполняется тогда и только тогда,

когда множество 𝑋 замкнуто.

Лемма 2. Пусть заданы числа 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏. Множества [𝑎, 𝑏],
(−∞, 𝑏], [𝑎,+∞), (−∞,+∞) замкнуты, а множества (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏),
(−∞, 𝑏), (𝑎,+∞) не являются замкнутыми.
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Доказательство. Покажем, что отрезок [𝑎, 𝑏] является замкнутым

множеством, т. е. [𝑎, 𝑏] ⊂ [𝑎, 𝑏]. Предположим противное: существует точ-

ка 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] такая, что 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏]. Так как 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏], то либо 𝑥 < 𝑎, либо
𝑥 > 𝑏. В том и другом случаях ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥)

⋂︀
𝑋 = ∅, что противо-

речит условию 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Полученное противоречие доказывает замкну-

тость отрезка [𝑎, 𝑏].
Замкнутость множеств (−∞, 𝑏], [𝑎,+∞), (−∞,+∞) доказать самосто-

ятельно.

Покажем, что полуинтервал (𝑎, 𝑏] не является замкнутым множе-

ством. Это следует из того, что точка 𝑎 не содержится во множестве

(𝑎, 𝑏], но содержится в замыкании этого множества, так как ∀𝜀 > 0 →˓
→˓ 𝑈𝜀(𝑎)

⋂︀
(𝑎, 𝑏] ̸= ∅.

Самостоятельно доказать, что множества (𝑎, 𝑏), [𝑎, 𝑏), (−∞, 𝑏), (𝑎,+∞)
также не являются замкнутыми.

Задача 2. а) Доказать, что если 𝑋 ⊂ 𝑌 , то 𝑋 ⊂ 𝑌 .
б) Доказать, что объединение конечного набора замкнутых множеств

является замкнутым множеством.

в) Доказать, что пересечение любого набора замкнутых множеств –

замкнуто.

г) Привести пример набора замкнутых множеств, объединение кото-

рых не является замкнутым.

Задача 3. Найти замыкания множеств:

а) { 1𝑛 : 𝑛 ∈ N},
б) Q (множество рациональных чисел).

Задача 4. Доказать, что 𝑋 открыто ⇐⇒ R∖𝑋 замкнуто.

Теорема 1. (Критерий точки прикосновения.)

𝑥 ∈ 𝑋 ⇔ ∃{𝑥𝑛} – последовательность элементов 𝑋 : 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛.

Доказательство. 1. Если 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, то ∀𝜀 > 0 ∃𝑥𝑛 ∈
∈ 𝑈𝜀(𝑥). Поскольку 𝑥𝑛 ∈ 𝑋

⋂︀
𝑈𝜀(𝑥), то 𝑋

⋂︀
𝑈𝜀(𝑥) ̸= ∅, следовательно, 𝑥 ∈

∈ 𝑋.

2. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда ∀𝜀 > 0 →˓ 𝑋
⋂︀
𝑈𝜀(𝑥) ̸= ∅. Положим 𝜀𝑛 = 1

𝑛 .

Получим ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑋
⋂︀
𝑈𝜀𝑛(𝑥) ̸= ∅, т. е. ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋

⋂︀
𝑈𝜀𝑛(𝑥). Так как 0 ≤

≤ |𝑥𝑛−𝑥| < 𝜀𝑛 → 0 при 𝑛→∞, то в силу теоремы о трех последователь-

ностях lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛 − 𝑥| = 0, т. е. 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛.
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Определение. Множество 𝑋 ⊂ R называется компактом, если из

любой последовательности {𝑥𝑛} элементов 𝑋 можно выделить подпосле-

довательность, сходящуюся к некоторому 𝑥 ∈ 𝑋.

Теорема 2. (Критерий компактности.) Множество 𝑋 ⊂ R является

компактом тогда и только тогда, когда 𝑋 ограничено и замкнуто.

Доказательство. 1. Пусть множество 𝑋 ограничено и замкнуто,

{𝑥𝑛} – последовательность элементов 𝑋. Так как последовательность

{𝑥𝑛} ограничена, то по теореме Больцано–Вейерштрасса существует под-
последовательность 𝑥𝑛𝑘

→ 𝑥 ∈ R. Так как 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝑋, то по теореме 1 имеем

𝑥 ∈ 𝑋 = 𝑋. Следовательно, 𝑋 – компакт.

2. Пусть 𝑋 – компакт. Методом от противного докажем, что множе-

ство 𝑋 ограничено и замкнуто.

а) Предположим, что множество 𝑋 неограничено. Тогда либо 𝑋
неограничено сверху, либо 𝑋 неограничено снизу. Пусть для определен-

ности 𝑋 неограничено сверху. Тогда ∀𝑛 ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋 : 𝑥𝑛 > 𝑛, следова-
тельно, lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = +∞. По теореме 4 § 8 любая подпоследовательность

последовательности {𝑥𝑛} стремится к +∞. Следовательно, из последо-

вательности {𝑥𝑛} нельзя выделить сходящуюся подпоследовательность,

что противоречит компактности 𝑋. Полученное противоречие показыва-

ет, что множество 𝑋 ограничено.

б) Предположим, что множество 𝑋 незамкнуто, т. е. ∃𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ̸∈ 𝑋.

По теореме 1 существует {𝑦𝑛} – последовательность элементов 𝑋:

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦. В силу теоремы 4 § 8 любая подпоследовательность после-

довательности {𝑦𝑛} сходится к 𝑦 ̸∈ 𝑋, т. е. из {𝑦𝑛} нельзя выделить под-

последовательность, сходящуюся к некоторому 𝑥 ∈ 𝑋, что противоречит

компактности 𝑋. Полученное противоречие показывает, что множество

𝑋 замкнуто.

Задача 5. Доказать, что если множество 𝑋 ⊂ R ограничено сверху,

то sup𝑋 ∈ 𝑋.

Задача 6. Доказать, что если 𝑋 ⊂ R – компакт, то существуют min𝑋
и max𝑋.

§ 11. Счетные и несчетные множества

Определение. Множества 𝑋 и 𝑌 называются равномощными, если

∃ взаимно однозначное соответствие 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 .
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Определение. Множество, равномощное множеству N, называется
счетным.

Бесконечное множество, не являющееся счетным, называется несчет-

ным.

Теорема 1. Множество рациональных чисел Q является счетным.

Доказательство. Поместим все рациональные числа 𝑚
𝑛 в бесконеч-

ную таблицу, 𝑛-я строчка которой имеет вид

0

𝑛

1

𝑛

−1
𝑛

2

𝑛

−2
𝑛

· · · 𝑘
𝑛

−𝑘
𝑛

· · ·

Из определения рационального числа следует, что в данной таблице при-

сутствуют все рациональные числа.

𝑛�𝑚 0 1 −1 2 · · ·

1 0
1 → 1

1
−1
1 → 2

1 · · ·
↓ ↑ ↓

2 0
2 ← 1

2
−1
2

2
2 · · ·

↓ ↑ ↓
3 0

3 → 1
3 → −1

3
2
3 · · ·
↓

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Будем двигаться по таблице в направлении стрелок и последователь-

но нумеровать элементы таблицы, пропуская сократимые дроби. Сокра-

тимые дроби мы пропускаем для того, чтобы каждое рациональное число

было занумеровано один раз.

эл. табл. 0
1

1
1

1
2

0
2

0
3

1
3

−1
3

−1
2

−1
1

2
1

2
2 · · ·

номер 1 2 3 – – 4 5 6 7 8 – · · ·
Тем самым мы установили взаимно однозначное соответствие меж-

ду элементами таблицы (рациональными числами) и их номерами (на-

туральными числами), т. е. из N в Q. Следовательно, множество Q счет-

но.

Теорема 2. Пусть множество 𝑋 ⊂ R содержит некоторый отре-

зок [𝑎, 𝑏]. Тогда 𝑋 несчетно.

39



Доказательство. Поскольку множество 𝑋 содержит бесконечное

подмножество
{︀
𝑎+ 𝑏−𝑎

𝑛 : 𝑛 ∈ N
}︀
, то 𝑋 бесконечно. Предположим, что

𝑋 счетно. Тогда существует взаимно однозначное соответствие из N в 𝑋,

следовательно, ∀𝑛 ∈ N ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋 и

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝑛 ∈ N : 𝑥 = 𝑥𝑛. (1)

Построим последовательность вложенных отрезков. Определим

[𝑎0, 𝑏0] = [𝑎, 𝑏]. Если построен отрезок [𝑎𝑛−1, 𝑏𝑛−1], то отрезок [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]
определим так, чтобы [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊂ [𝑎𝑛−1, 𝑏𝑛−1] и 𝑥𝑛 ̸∈ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] (легко видеть,
что такой отрезок существует). По теореме Кантора о вложенных отрез-

ках существует общая точка 𝑥 отрезков [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]. Поскольку ∀𝑛 ∈ N →˓
→˓ 𝑥𝑛 ̸∈ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] и 𝑥 ∈ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛], то ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑥 ̸= 𝑥𝑛. Это противоречит

условию (1).

Задача 1. Доказать, что
а) для любых чисел 𝑎, 𝑏 ∈ R: 𝑎 < 𝑏 интервал (𝑎, 𝑏) равномощен интер-

валу (0, 1);
б) множества (0, 1) и R равномощны;

в) множества (0, 1) и (0, 1] равномощны.
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Г Л А В А 2

ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

§ 1. Определение предела функции

Определение . Пусть задано число 𝛿 > 0. Проколотой

𝛿-окрестностью элемента 𝑥0 ∈ R ∪ {∞} называется множество
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) = 𝑈𝛿(𝑥0) ∖ {𝑥0}.

В частности,
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) = 𝑈𝛿(𝑥0) при 𝑥0 ∈ {−∞,+∞,∞}, и для любого

𝑥0 ∈ R справедливы равенства

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) = (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0)

⋃︁
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) = {𝑥 ∈ R : 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿}.

Определение предела по Коши. Пусть задана функция 𝑓 : 𝑋 → R
и заданы 𝐴 ∈ R ∪ {∞}, 𝑥0 ∈ R ∪ {∞}, причем ∃𝛿0 > 0 :

𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) ⊂ 𝑋.

Тогда пишут

𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) или 𝑓(𝑥)→ 𝐴 при 𝑥→ 𝑥0,

если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (1)

A

A+ ε′

A− ε′

A+ ε

A− ε
x

f(x)

x0

x0 − δ(ε′)

x0 − δ(ε)

x0 + δ(ε′)

x0 + δ(ε)

3
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Замечание. Условие 𝛿 ∈ (0, 𝛿0] в формуле (1) обеспечивает то, что

для любого 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) значение 𝑓(𝑥) определено. Если 𝐷𝑓 = R, то вместо

𝛿 ∈ (0, 𝛿0] в формуле (1) можно писать 𝛿 > 0.

Замечание. То, как определена (и определена ли вообще) функция

𝑓 в точке 𝑥0, не влияет на lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).

В частности, если 𝐴 ∈ R, 𝑥0 ∈ R, а функция 𝑓 определена на всей

числовой прямой, то

1) lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇐⇒
⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 : (0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿) →˓ (|𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀);

2) lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞ ⇐⇒
⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 : (0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿) →˓ (𝑓(𝑥) > 1

𝜀 );
3) lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = +∞ ⇐⇒

⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 : (𝑥 < −1
𝛿 ) →˓ (𝑓(𝑥) > 1

𝜀 ).
Определение в других случаях расписать самостоятельно.

Определение . Последовательность {𝑥𝑛} называется последователь-
ностью Гейне в точке 𝑥0 ∈ R, если

1) lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 и

2) 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 ∀𝑛 ∈ N.

Определение предела по Гейне. Пусть задана функция 𝑓 : 𝑋 →
→ R и заданы элементы 𝐴 ∈ R ∪ {∞}, 𝑥0 ∈ R ∪ {∞}. Тогда пишут: 𝐴 =
= lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥), если для любой {𝑥𝑛} – последовательности Гейне в точке 𝑥0,

такой, что 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 при всех 𝑛 ∈ N, предел последовательности {𝑓(𝑥𝑛)}
существует и равен 𝐴.

Теорема 1. Пусть задана функция 𝑓 : 𝑋 → R, пусть 𝑥0, 𝐴 ∈ R∪{∞}
и

𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) ⊂ 𝑋, 𝛿0 > 0. Следующие условия эквивалентны:
(а) 𝐴 = lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) по Коши;

(б) 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) по Гейне.

Доказательство.
(а)⇒(б). Пусть 𝐴 = lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) по Коши, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (2)
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Пусть {𝑥𝑛} – произвольная последовательность Гейне в точке 𝑥0. Тогда
по определению предела последовательности и в силу условия 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0
имеем

∀𝛿 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑥𝑛 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). (3)

Применим (3) к 𝛿 из (2), тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝑈𝜀(𝐴),

т. е. lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴. Значит, 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) по Гейне.

(б)⇒(а). Предположим противное: 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) по Гейне, но не по

Коши.

Тогда

∃𝜀 > 0 : ∀𝛿 ∈ (0, 𝛿0] ∃𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) : 𝑓(𝑥) ̸∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Следовательно,

∃𝜀 > 0 : ∀𝑛 ∈ N ∃𝑥𝑛 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0/𝑛(𝑥0) : 𝑓(𝑥𝑛) ̸∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Из условия ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑥𝑛 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0/𝑛(𝑥0) следует, что lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0 и

𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 ∀𝑛 ∈ N. Таким образом, мы получили последовательность Гейне

{𝑥𝑛} в точке 𝑥0 такую, что 𝑓(𝑥𝑛) ̸→ 𝐴 при 𝑛→∞ – противоречие.

§ 2. Предел по множеству

Определение . Элемент 𝑥0 ∈ R∪{∞} называется предельной точкой
множества 𝑋 ⊂ R, если существует {𝑥𝑛} – последовательность элементов
𝑋, которая является последовательностью Гейне в точке 𝑥0.

Определение . Точка 𝑥0 ∈ R называется изолированной точкой мно-

жества 𝑋 ⊂ R, если 𝑥0 ∈ 𝑋 и ∃𝛿 > 0 :
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 = ∅.

Лемма 1. Для любого множества 𝑋 ⊂ R и любой точки 𝑥0 ∈ R
следующие условия эквивалентны:

(1) 𝑥0 является предельной точкой множества 𝑋;
(2) 𝑥0 является точкой прикосновения множества 𝑋, и 𝑥0 не явля-

ется изолированной точкой множества 𝑋.
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Доказательство. (1)⇒ (2). Пусть 𝑥0 – предельная точка множества
𝑋. Тогда существует {𝑥𝑛} – последовательность Гейне в точке 𝑥0, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋.

Так как lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0, то в силу критерия точки прикосновения справед-

ливо включение 𝑥0 ∈ 𝑋, т. е. 𝑥0 является точкой прикосновения множе-

ства 𝑋. Поскольку ∀𝛿 > 0 ∃𝑛 : 𝑥𝑛 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0), то ∀𝛿 > 0

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 ̸= ∅.

Следовательно, 𝑥0 не является изолированной точкой множества 𝑋.

(2)⇒ (1). Пусть 𝑥0 – точка прикосновения множества 𝑋 и 𝑥0 не явля-
ется изолированной точкой множества 𝑋. Покажем, что 𝑥0 – предельная
точка множества 𝑋.

Рассмотрим случай, когда 𝑥0 ̸∈ 𝑋. Так как 𝑥0 – точка прикоснове-

ния множества 𝑋, то в силу критерия точки прикосновения существует

последовательность {𝑥𝑛} элементов 𝑋 такая, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0. Так как

𝑥0 ̸∈ 𝑋 и 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, то 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 ∀𝑛 ∈ N. Поэтому {𝑥𝑛} – последовательность
Гейне в точке 𝑥0 и, следовательно, 𝑥0 – предельная точка множества 𝑋.

Пусть теперь 𝑥0 ∈ 𝑋. Так как 𝑥0 не является изолированной точкой

множества 𝑋, то ∀𝛿 > 0 →˓
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 ̸= ∅. Следовательно, ∀𝑛 ∈ N →˓

→˓
𝑜
𝑈1/𝑛(𝑥0) ∩𝑋 ̸= ∅. Поэтому ∀𝑛 ∈ N ∃𝑥𝑛 ∈

𝑜
𝑈1/𝑛(𝑥0) ∩ 𝑋. Последова-

тельность {𝑥𝑛} элементов 𝑋 является последовательностью Гейне в точ-

ке 𝑥0. Поэтому 𝑥0 – предельная точка множества 𝑋.

Определение . Пусть элемент 𝑥0 ∈ R∪{∞} является предельной точ-
кой множества𝑋 ⊂ R. Будем говорить, что элемент 𝐴 ∈ R∪{∞} является
пределом функции 𝑓 : 𝑋 → R по множеству 𝑋 и писать lim

𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = 𝐴,

если

(определение Коши):

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴);

(определение Гейне):

∀{𝑥𝑛} – последовательности элементов 𝑋, которая является последова-

тельностью Гейне в точке 𝑥0, выполнено соотношение lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴.

Эквивалентность определений Коши и Гейне доказывается так же,

как и раньше (см. доказательство теоремы 1 § 1).

Задача 1. Пусть заданы множества 𝑋1, 𝑋2 ⊂ R и функция 𝑓 : 𝑋1 ∪
∪ 𝑋2 → R. Пусть 𝑥0 – предельная точка множеств 𝑋1 и 𝑋2. Доказать,

что

lim
𝑥→𝑥0

𝑥∈𝑋1∪𝑋2

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇔
(︃

lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋1

𝑓(𝑥) = 𝐴 и lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋2

𝑓(𝑥) = 𝐴

)︃
.
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Пример 1. Рассмотрим функцию Дирихле:

𝑓(𝑥) =

{︂
1, 𝑥 ∈ Q,
0, 𝑥 ∈ R ∖Q.

Непосредственно из определений следует, что любая точка 𝑥0 ∈ R явля-

ется предельной точкой множеств Q и R ∖Q и lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈Q

𝑓(𝑥) = 1, lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈R∖Q

𝑓(𝑥) =

= 0. При этом для любой точки 𝑥0 ∈ R предел lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) не существует.

Лемма 2. (Принцип локализации.) Пусть 𝑥0 – предельная точка

множества 𝑋 ⊂ R, пусть ∃𝛿0 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) ∩𝑋 →˓ 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥).

Тогда пределы lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓1(𝑥) и lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓2(𝑥) существуют или не существуют

одновременно, а если существуют, то равны между собой.

Доказательство. Пусть существует lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓1(𝑥) = 𝐴 ∈ R. Покажем,

что существует lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓2(𝑥) = 𝐴. Зафиксируем произвольное число 𝜀 > 0.

По определению предела по Коши ∃𝛿1 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿1(𝑥0)∩𝑋 →˓ 𝑓1(𝑥) ∈

∈ 𝑈𝜀(𝐴). Определим 𝛿2 = min{𝛿0, 𝛿1}. Тогда ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿2(𝑥0) ∩𝑋 →˓ 𝑓2(𝑥) =

= 𝑓1(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). Следовательно, lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓2(𝑥) = 𝐴.

Принцип локализации утверждает, что предел функции 𝑓 в точке 𝑥0
зависит лишь от поведения функции 𝑓 в сколь угодно малой окрестности
точки 𝑥0 и не зависит от поведения 𝑓 вдали от 𝑥0.

§ 3. Свойства пределов функций

Рассмотрим свойства предела функции в точке 𝑥0 ∈ R ∪ {∞}, пред-
полагая для простоты, что функция определена в некоторой проколотой

окрестности точки 𝑥0.

Теорема 1. Если lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R, то ∃ lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)| = |𝐴|.

Доказательство. Пусть {𝑥𝑛} – последовательность Гейне в точке

𝑥0 ∈ R, тогда lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴. Согласно теореме 2 § 4 главы 1 имеем

lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑥𝑛)| = |𝐴|. Пользуясь определением Гейне, получаем требуемое

утверждение.
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Теорема 2. Если lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R, lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 ∈ R, то
1) ∃ lim

𝑥→𝑥0
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝐴+𝐵,

2) ∃ lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)) = 𝐴 ·𝐵,
3) если дополнительно 𝐵 ̸= 0, то функция 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) определена в

некоторой
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) и ∃ lim

𝑥→𝑥0
(𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥)) = 𝐴/𝐵.

Доказательство. Пункты 1, 2 следуют из теорем о пределе суммы

последовательностей, пределе произведения последовательностей и опре-

деления предела функции по Гейне.

Докажем пункт 3. Так как lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 ̸= 0, то по теореме 1 имеем

lim
𝑥→𝑥0

|𝑔(𝑥)| = |𝐵| > 0. Возьмем 𝜀 = |𝐵|, тогда ∃𝛿0 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) →˓

→˓ |𝑔(𝑥)| ∈ 𝑈𝜀(|𝐵|) = (0, 2|𝐵|). Следовательно, ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) →˓ 𝑔(𝑥) ̸= 0

и функция 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) определена в
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0). Пользуясь определением

Гейне, из теоремы о пределе частного последовательностей получаем тре-

буемое утверждение.

Теорема 3. (О предельном переходе в неравенствах.) Если

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R, lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 ∈ R и ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓

→˓ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), то 𝐴 ≤ 𝐵.
Доказательство следует непосредственно из теоремы о предельном

переходе в неравенствах для последовательностей и определения предела

функции по Гейне.

Теорема 4. (О трех функциях.) Если lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

ℎ(𝑥) = 𝐴 ∈

∈ R и ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ ℎ(𝑥), то ∃ lim

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥) = 𝐴.

Доказательство следует непосредственно из теоремы о трех после-

довательностях и определения предела функции по Гейне.

Лемма 1. (О сохранении знака.) Пусть lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R, 𝐴 ̸=
̸= 0. Тогда в некоторой проколотой окрестности точки 𝑥0 значение 𝑓(𝑥)
имеет тот же знак, что и знак числа 𝐴.

Доказательство. Пусть для определенности 𝐴 > 0. Положим 𝜀 = 𝐴.
По определению предела существует число 𝛿 > 0 такое, что для любого

𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) справедливо включение 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴) = (0, 2𝐴), а значит,

𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0).
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§ 4. Критерий Коши существования предела
функции

Лемма 1. Пусть задана функция 𝑓 : 𝑋 → R, 𝑥0 ∈ R ∪ {∞} – пре-

дельная точка множества 𝑋 ⊂ R. Пусть

∀{𝑥𝑛} – посл. Гейне в точке 𝑥0 элементов 𝑋 ∃𝐴 ∈ R : lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴.

Тогда этот предел не зависит от последовательности Гейне:

∃𝐴 ∈ R : ∀{𝑥𝑛} – посл. Гейне в точке 𝑥0 эл-ов 𝑋 →˓ 𝐴 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛).

Доказательство. Пусть имеются две произвольные последователь-

ности Гейне в точке 𝑥0: {𝑥𝑛} и {𝑦𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 и 𝑦𝑛 ∈ 𝑋 при всех 𝑛 ∈ N. То-
гда lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0, lim

𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑥0 и ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0, 𝑦𝑛 ̸= 𝑥0. Составим

из них последовательность {𝑧𝑘}:

𝑧𝑘 =

{︂
𝑥𝑛, 𝑘 = 2𝑛− 1,
𝑦𝑛, 𝑘 = 2𝑛.

Последовательность {𝑧𝑘} также является последовательностью Гейне,

так как lim
𝑘→∞

𝑧𝑘 = 𝑥0, ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑧𝑘 ̸= 𝑥0. Поэтому, в силу условия лем-

мы, ∃ lim
𝑘→∞

𝑓(𝑧𝑘). Так как последовательности {𝑓(𝑥𝑛)} и {𝑓(𝑦𝑛)} являют-
ся подпоследовательностями сходящейся последовательности {𝑓(𝑧𝑘)}, то
lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑦𝑛).

Определение. Пусть функция 𝑓 определена в некоторой
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0).

Условие Коши существования предела функции в точке 𝑥0 состоит в том,
что

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| < 𝜀. (1)

Теорема 1. (Критерий Коши.) ∃ lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ∈ R ⇐⇒ выполнено

условие Коши существования предела функции 𝑓 в точке 𝑥0.

Доказательство. 1. Пусть ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R, тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 →˓ |𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀/2.
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Следовательно, ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 →˓ |𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥2)| ≤

≤ |𝑓(𝑥1)−𝐴|+|𝑓(𝑥2)−𝐴| < 𝜀/2+𝜀/2 = 𝜀, т. е. выполнено условие Коши (1).
2. Пусть выполнено условие Коши (1). Возьмем произвольную после-

довательность Гейне в точке 𝑥0: 𝑥𝑛 → 𝑥0, 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋. Тогда

∀𝛿 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑥𝑛 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). (2)

Используя условие (2) для 𝛿 из (1), получаем

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ |𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥𝑘)| < 𝜀,

т. е. выполнено условие Коши существования предела последовательно-

сти {𝑓(𝑥𝑛)}. В силу критерия Коши для последовательностей существует

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴 ∈ R.
Итак, ∀ последовательности Гейне {𝑥𝑛} в точке 𝑥0 элементов 𝑋

∃𝐴 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) ∈ R. Тогда по лемме 1

∃𝐴 ∈ R : ∀{𝑥𝑛} – посл. Гейне в точке 𝑥0 эл-ов 𝑋 →˓ 𝐴 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛).

Пользуясь определением предела функции по Гейне, получаем

∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ R.

Задача 1. Пусть

∀𝜀 > 0 ∃𝐴 ∈ R ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ R : 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 →˓ |𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀.

Верно ли, что ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ∈ R?

Задача 2. Пусть задана функция 𝑓 : (0,+∞) → R. Верно ли, что

∃ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ∈ R, если
a) ∀𝜀 > 0 ∀𝑑 > 0 ∃𝑥0 > 0 : ∀𝑥 > 𝑥0 →˓ |𝑓(𝑥+ 𝑑)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀;
б) ∀𝜀 > 0 ∃𝑥0 > 0 : ∀𝑑 > 0 →˓ |𝑓(𝑥0 + 𝑑)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀?

Рассмотреть данный вопрос отдельно для каждого из условий a) и б).

§ 5. Односторонние пределы

Определение. Пусть функция 𝑓 определена на интервале (𝑎, 𝑥0).
Предел функции 𝑓 в точке 𝑥0 по множеству (𝑎, 𝑥0) называют пределом

слева функции 𝑓 в точке 𝑥0 и обозначают lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥) или 𝑓(𝑥0 − 0).

48



Используя определение предела по множеству, получаем

𝑓(𝑥0 − 0) = 𝐴 ∈ R опр. Коши⇐⇒

⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝑥0 − 𝑎) : ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

𝑓(𝑥0 − 0) = 𝐴 ∈ R опр. Гейне⇐⇒

⇐⇒ ∀{𝑥𝑛} : 𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑥0) :
(︁
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0

)︁
→˓

(︁
lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴
)︁
.

Определение. Пусть функция 𝑓 определена на интервале (𝑥0, 𝑏).
Предел функции 𝑓 в точке 𝑥0 по множеству (𝑥0, 𝑏) называют пределом

справа функции 𝑓 в точке 𝑥0 и обозначают lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥) или 𝑓(𝑥0 + 0).

Лемма 1. Пусть функция 𝑓 определена в некоторой
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0), 𝑥0 ∈ R.

Тогда

∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ∈ R ⇐⇒
(︀
∃𝑓(𝑥0 ± 0) ∈ R и 𝑓(𝑥0 + 0) = 𝑓(𝑥0 − 0)

)︀
.

Доказательство. Запишем определение по Коши того, что ∃𝑓(𝑥0 +
+ 0) = 𝑓(𝑥0 − 0) = 𝐴 ∈ R:

∀𝜀 > 0 ∃𝛿1 ∈ (0, 𝛿0], 𝛿2 ∈ (0, 𝛿0] :
∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿1, 𝑥0)

⋃︀
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿2) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (1)

Это условие эквивалентно условию

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] :
∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0)

⋃︀
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (2)

Действительно, из условия (1) следует условие (2), где 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}.
Из условия (2) следует условие (1), где 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿. Так как (𝑥0 −
− 𝛿, 𝑥0)

⋃︀
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) =

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0), то условие (2) эквивалентно условию 𝐴 =

= lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).

Определение. Минимумом (максимумом, инфимумом, супрему-

мом) функции 𝑓 на множестве 𝑋 называется минимум (максимум, ин-

фимум, супремум) множества 𝑓(𝑋): min
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = min 𝑓(𝑋), sup
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) =

= sup 𝑓(𝑋) и так далее.
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Непосредственно из определений инфимума и супремума имеем

𝑚 = inf
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ⇐⇒
{︂
∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥),
∀𝑚′ > 𝑚 ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑚′ > 𝑓(𝑥);

𝑀 = sup
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ⇐⇒
{︂
∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑀 ≥ 𝑓(𝑥),
∀𝑀 ′ < 𝑀 ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑀 ′ < 𝑓(𝑥).

Заметим, что это верно не только в случае конечных, но и в случае бес-

конечных верхних и нижних граней.

Определение. Функция 𝑓 называется нестрого возрастающей на

множестве 𝑋 ⊂ R, если

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 : 𝑥1 < 𝑥2 →˓ 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2).

Функция 𝑓 называется нестрого убывающей на множестве 𝑋 ⊂ R,
если

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 : 𝑥1 < 𝑥2 →˓ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2).
Если функция является нестрого возрастающей или нестрого убыва-

ющей, то она называется монотонной.

Функция 𝑓 называется строго возрастающей на множестве 𝑋 ⊂ R,
если

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 : 𝑥1 < 𝑥2 →˓ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2).

Функция 𝑓 называется строго убывающей на множестве 𝑋 ⊂ R, если

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 : 𝑥1 < 𝑥2 →˓ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2).

Теорема 1. (Об одностороннем пределе монотонной функции.)

1. Если функция 𝑓 нестрого возрастает на (𝑎, 𝑥0), то
∃𝑓(𝑥0 − 0) = sup

𝑥∈(𝑎,𝑥0)
𝑓(𝑥).

2. Если функция 𝑓 нестрого убывает на (𝑎, 𝑥0), то
∃𝑓(𝑥0 − 0) = inf

𝑥∈(𝑎,𝑥0)
𝑓(𝑥).

3. Если функция 𝑓 нестрого возрастает на (𝑥0, 𝑏), то
∃𝑓(𝑥0 + 0) = inf

𝑥∈(𝑥0,𝑏)
𝑓(𝑥).

4. Если функция 𝑓 нестрого убывает на (𝑥0, 𝑏), то
∃𝑓(𝑥0 + 0) = sup

𝑥∈(𝑥0,𝑏)
𝑓(𝑥).
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Доказательство. 1. Пусть функция 𝑓 нестрого возрастает на (𝑎, 𝑥0).
Так как конечный или бесконечный супремум любого множества суще-

ствует, то существует sup
𝑥∈(𝑎,𝑥0)

𝑓(𝑥) =𝑀 ∈ R⋃︀{+∞}.

Из определения супремума следует, что ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 и,

кроме того, ∀𝑀1 < 𝑀 ∃𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑥0) :𝑀1 < 𝑓(𝑥1). Отсюда и из возрастания
функции 𝑓 следует, что ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥0) →˓ 𝑀1 < 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥).

Итак, ∀𝑀1 < 𝑀 ∃𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑥0) : ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥0) →˓ 𝑀1 < 𝑓(𝑥) ≤𝑀 .

Следовательно, ∀𝜀 > 0 ∃𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑥0) : ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑀), т. е.
∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝑥0 − 𝑥1 > 0 : ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑀), а значит,

𝑀 = 𝑓(𝑥0 − 0). Другие случаи рассмотреть самостоятельно.

§ 6. Непрерывность функции в точке

Определение . 1. Пусть функция 𝑓 определена в некоторой

𝛿-окрестности точки 𝑥0. Тогда 𝑓 называется непрерывной в точке 𝑥0,
если lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).

2. Пусть функция 𝑓 определена на (𝑎, 𝑥0]. Тогда 𝑓 называется непре-

рывной слева в точке 𝑥0, если 𝑓(𝑥0 − 0) = 𝑓(𝑥0).
Пусть функция 𝑓 определена на [𝑥0, 𝑏). Тогда 𝑓 называется непрерыв-

ной справа в точке 𝑥0, если 𝑓(𝑥0 + 0) = 𝑓(𝑥0).

3. Пусть 𝑓 определена в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Тогда

а) если ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ∈ R, но в точке 𝑥0 функция 𝑓 не определена либо

𝑓(𝑥0) ̸= lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), то точка 𝑥0 называется точкой устранимого разpыва;

f(x0)

lim
x→x0

f(x)

x

f(x)

x0

3

б) если ∃𝑓(𝑥0±0) ∈ R, но 𝑓(𝑥0 − 0) ̸= 𝑓(𝑥0 + 0), то 𝑥0 – точка разpыва
первого рода;
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f(x0 − 0)

f(x0 + 0)

x

f(x)

x0

3

в) если какой-либо из пределов 𝑓(𝑥0− 0), 𝑓(𝑥0+0) не существует или
бесконечен, то 𝑥0 – точка разpыва второго рода.

sin(1/x)

x

3

1/x

x

3

Задача 1. Существует ли функция 𝑓 : [𝑥0, 𝑥0+𝛿0)→ R, непрерывная
справа в точке 𝑥0 и такая, что

∀𝛿 ∈ (0, 𝛿0) ∃𝑥1, 𝑥2 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) : 𝑓(𝑥1) > 0, 𝑓(𝑥2) < 0?

Задача 2. Существует ли функция 𝑓 : R → R, непрерывная справа

в каждой точке 𝑥0 ∈ R и такая, что

∀𝑎, 𝑏 ∈ R : 𝑎 < 𝑏 ∃𝑥1, 𝑥2 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑓(𝑥1) > 0, 𝑓(𝑥2) < 0?
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Лемма 1. Пусть 𝑓 определена в 𝑈𝛿0(𝑥0). Следующие условия экви-

валентны:

(1) 𝑓 непрерывна в 𝑥0;
(2) ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀;
(3) ∀{𝑥𝑛}⊂𝑈𝛿0(𝑥0) : lim

𝑛→∞
𝑥𝑛=𝑥0 →˓ lim

𝑛→∞
𝑓(𝑥𝑛)=𝑓(𝑥0).

Доказательство. (1) ⇔ (2) : следует из определения

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) по Коши; в данном случае условие 𝑥 ̸= 𝑥0 можно не

писать, так как при 𝑥 = 𝑥0 выполняется: |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| = 0 < 𝜀.
(1) ⇔ (3) : следует из определения lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) по Гейне; в

данном случае условие 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 можно не писать, так как при 𝑥𝑛 = 𝑥0
выполняется: 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0).

Задача 3. Пусть функция 𝑓 определена в 𝑈𝛿0(𝑥0). Как связаны сле-

дующие условия с непрерывностью функции 𝑓 в точке 𝑥0?
1) ∀𝛿 > 0 ∃𝜀 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝛿;
2) ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 : |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝛿 →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀;
3) ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 : |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| ≤ 𝜀;
4) ∀𝜀 > 0 ∀𝛿 ∈ (0, 𝛿0] ∃𝑥 ∈

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) : |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀;

5) ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0], ∃𝐴 ∈ R : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀;
6) ∃𝜀 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿0(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀;
7) ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈𝛿0(𝑥0) : |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 →˓ |𝑓(𝑥1) −

− 𝑓(𝑥2)| < 𝜀;
8) (условие Липшица) ∃𝐿 ∈ R : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈𝛿0(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ≤

≤ 𝐿|𝑥1 − 𝑥2|.

Теорема 1. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 определены в 𝑈𝛿(𝑥0) и непрерывны
в точке 𝑥0. Тогда функции 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) непрерывны в точке

𝑥0. Если дополнительно 𝑔(𝑥0) ̸= 0, то функция 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) непрерывна в
точке 𝑥0.

Доказательство состоит в применении теоремы 2 § 3.

Пример 1. Пусть 𝑥0, 𝑦0, 𝐴 ∈ R, lim
𝑥→𝑥0

𝑦(𝑥) = 𝑦0, lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑦) = 𝐴. Верно

ли, что предел сложной функции 𝑓 ∘ 𝑦 в точке 𝑥0 существует и равен 𝐴:
∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑦(𝑥)) = 𝐴?

Решение. Неверно. Например, 𝑦(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ R, 𝑓(𝑦) =

=

{︂
0, 𝑦 ̸= 0,
1, 𝑦 = 0.

Тогда 𝐴 = 0, но 𝑓(𝑦(𝑥)) = 1 ∀𝑥 ∈ R и lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑦(𝑥)) =

= 1 ̸= 𝐴.
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Теорема 2. (О пределе сложной функции.) Пусть заданы функции

𝑦 :
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0)→ R и 𝑓 :

𝑜
𝑈𝛽0(𝑦0)→ R, пусть lim

𝑥→𝑥0
𝑦(𝑥) = 𝑦0 ∈ R, lim

𝑦→𝑦0
𝑓(𝑦) =

= 𝐴 ∈ R и пусть выполнено хотя бы одно из следующих дополнительных

условий:

(а) ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0) →˓ 𝑦(𝑥) ̸= 𝑦0 или

(б) 𝑓(𝑦0) = 𝐴 (т. е. функция 𝑓 непрерывна в точке 𝑦0).
Тогда сложная функция 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑦(𝑥)) определена в некоторой

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) и ∃ lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑦(𝑥)) = lim

𝑦→𝑦0
𝑓(𝑦) = 𝐴.

Доказательство. Зафиксируем произвольное число 𝜀 > 0. Так как

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑦) = 𝐴, то

∃𝛽 ∈ (0, 𝛽0) : ∀𝑦 ∈
𝑜
𝑈𝛽(𝑦0) →˓ 𝑓(𝑦) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (1)

По определению предела lim
𝑥→𝑥0

𝑦(𝑥) = 𝑦0

∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0) : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑦(𝑥) ∈ 𝑈𝛽(𝑦0). (2)

Покажем, что сложная функция 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑦(𝑥)) определена в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) и

∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑦(𝑥)) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (3)

Зафиксируем произвольную точку 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). В силу условия (2) полу-

чаем 𝑦(𝑥) ∈ 𝑈𝛽(𝑦0). В случае 𝑦(𝑥) ̸= 𝑦0 имеем 𝑦(𝑥) ∈
𝑜
𝑈𝛽(𝑦0), и согласно

(1) включение 𝑓(𝑦(𝑥)) ∈ 𝑈𝜀(𝐴) выполнено. Рассмотрим случай 𝑦(𝑥) = 𝑦0.
В этом случае дополнительное условие (а) реализоваться не может. Сле-

довательно, реализуется дополнительное условие (б), а значит, 𝑓(𝑦(𝑥)) =
= 𝑓(𝑦0) = 𝐴 ∈ 𝑈𝜀(𝐴). Таким образом, доказано соотношение (3). Итак,

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑦(𝑥)) ∈ 𝑈𝜀(𝐴).

Следовательно, lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑦(𝑥)) = 𝐴.

Теорема 3. (О непрерывности сложной функции в точке.) Пусть

функция 𝑦 определена в некоторой 𝑈𝛿0(𝑥0) и непрерывна в точке 𝑥0.
Пусть функция 𝑓 определена в некоторой 𝑈𝛽0(𝑦0) и непрерывна в точке
𝑦0 = 𝑦(𝑥0). Тогда сложная функция 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑦(𝑥)) определена в некото-
рой 𝑈𝛿1(𝑥0) и непрерывна в точке 𝑥0.

Доказательство состоит в применении пункта (б) теоремы 2 для

случая 𝑦0 = 𝑦(𝑥0).
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§ 7. Непрерывность функции на множестве

Определение . Функция 𝑓 : 𝑋 → R называется непрерывной в точке

𝑥0 ∈ 𝑋 по множеству 𝑋 ⊂ R, если
(a) точка 𝑥0 является предельной точкой множества 𝑋 и lim

𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) =

= 𝑓(𝑥0) либо
(б) точка 𝑥0 является изолированной точкой множества 𝑋.

Заметим, что согласно лемме 1 § 2 точка 𝑥0 ∈ 𝑋 является либо пре-

дельной, либо изолированной точкой множества𝑋. В случае, когда точка

𝑥0 является изолированной точкой множества𝑋, любая функция 𝑓 : 𝑋 →
→ R непрерывна в точке 𝑥0 по множеству 𝑋.

Определение . Функция 𝑓 : 𝑋 → R называется непрерывной на мно-

жестве 𝑋 ⊂ R, если 𝑓 непрерывна в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝑋 по множе-

ству 𝑋.

Лемма 1. Для функции 𝑓 : 𝑋 → R следующие условия эквивалент-

ны:

1) 𝑓 непрерывна на множестве 𝑋;
2) ∀𝑥0 ∈ 𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∩𝑋 →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀;
3) ∀𝑥0 ∈ 𝑋 ∀{𝑥𝑛} – посл. элементов 𝑋 : lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0 →˓

→˓ lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1 § 6.

Задача 1. Пусть заданы множества 𝑋,𝑌 ⊂ R и функции 𝑦 : 𝑋 → R,
𝑓 : 𝑌 → R, 𝑦(𝑋) ⊂ 𝑌 , пусть функция 𝑦 непрерывна на множестве 𝑋, а

функция 𝑓 непрерывна на множестве 𝑌 . Доказать, что сложная функция
𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑦(𝑥)) непрерывна на множестве 𝑋.

Задача 2. Пусть на интервале (𝑎, 𝑏) задана функция 𝑓 . Доказать, что
функция 𝑓 непрерывна на (𝑎, 𝑏) тогда и только тогда, когда для любых

чисел 𝑚,𝑀 ∈ R множества {𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑓(𝑥) < 𝑀} и {𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑓(𝑥) >
> 𝑚} открыты.

Напомним, что множество 𝑋 ⊂ R называется компактом, если из лю-

бой последовательности {𝑥𝑛} элементов 𝑋 можно выделить подпоследо-

вательность, сходящуюся к некоторому 𝑥 ∈ 𝑋.
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Теорема 1. Пусть 𝑓 непрерывна на компакте 𝑋. Тогда 𝑓(𝑋) – ком-
пакт. (Другими словами, непрерывная функция переводит компакт в

компакт.)

Доказательство. Пусть задана произвольная последовательность

{𝑦𝑛} элементов 𝑓(𝑋). Требуется доказать, что из {𝑦𝑛} можно выделить
подпоследовательность, сходящуюся к некоторому 𝑦0 ∈ 𝑓(𝑋). Так как

𝑦𝑛 ∈ 𝑓(𝑋), то ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑦𝑛. В силу компактности 𝑋 существует

сходящаяся подпоследовательность {𝑥𝑛𝑘
} : lim

𝑘→∞
𝑥𝑛𝑘

= 𝑥0 ∈ 𝑋. В силу

непрерывности 𝑓 имеем lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑛𝑘
) = 𝑓(𝑥0), т. е. {𝑦𝑛𝑘

} – подпоследова-

тельность последовательности {𝑦𝑛}, сходящаяся к 𝑦0 = 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑓(𝑋).

Задача 3. Верно ли, что непрерывная функция 𝑓 : R→ R переводит

а) открытое множество в открытое;

б) замкнутое множество в замкнутое;

в) ограниченное множество в ограниченное;

г) замкнутое и ограниченное множество в замкнутое и ограниченное?

Лемма 2. Для любого числового компакта 𝑌 ⊂ R существуют min𝑌
и max𝑌 .

Доказательство. По теореме о точной верхней грани существует

𝑀 := sup𝑌 ∈ R ∪ {+∞}. Покажем, что

∀𝜀 > 0 ∃𝑦 ∈ 𝑌 ∩ 𝑈𝜀(𝑀). (1)

Действительно, положим

𝑀 ′ =

{︂
𝑀 − 𝜀, 𝑀 ∈ R,
1
𝜀 , 𝑀 = +∞.

Поскольку𝑀 ′ < 𝑀 = sup𝑌 , то по определению супремума найдется чис-

ло 𝑦 ∈ 𝑌 такое, что 𝑀 ′ < 𝑦 ≤ 𝑀 , а значит, 𝑦 ∈ 𝑈𝜀(𝑀), что доказывает

соотношение (1). Из этого соотношения получаем, что для любого 𝑛 ∈ N
найдется 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 ∩𝑈 1

𝑛
(𝑀). В силу компактности 𝑌 из последовательности

{𝑦𝑛} можно выделить подпоследовательность {𝑦𝑛𝑘
}, сходящуюся к неко-

торому 𝑦0 ∈ 𝑌 . Так как 𝑦𝑛 ∈ 𝑈 1
𝑛
(𝑀) при всех 𝑛 ∈ N, то lim

𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑀 , а

значит, lim
𝑘→∞

𝑦𝑛𝑘
= 𝑀 , то есть 𝑀 = 𝑦0 ∈ 𝑌 . Таким образом, 𝑀 = max𝑌 .

Существование min𝑌 доказывается аналогично.
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Теорема 2. (Теорема Вейерштрасса.) Если функция 𝑓 непрерывна на
компакте 𝑋 ⊂ R, то существуют min

𝑥∈𝑋
𝑓(𝑥) и max

𝑥∈𝑋
𝑓(𝑥).

Доказательство. Согласно теореме 1 множество 𝑓(𝑋) – компакт.

Поэтому согласно лемме 2 существуют min 𝑓(𝑋) и max 𝑓(𝑋).

Определение. Функция 𝑓 : 𝑋 → R называется ограниченной на 𝑋,

если множество ее значений 𝑓(𝑋) ограничено.

Следствие 1. Если функция 𝑓 непрерывна на компакте 𝑋 ⊂ R, то
она ограничена на 𝑋.

Доказательство. По теореме Вейерштрасса существуют min
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) =

= 𝑚 ∈ R и max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = 𝑀 ∈ R. По определению минимума и максимума

функция 𝑓 на множестве 𝑋 ограничена снизу числом 𝑚 и ограничена

сверху числом 𝑀 .

Любой отрезок [𝑎, 𝑏] ограничен и замкнут, следовательно, в силу кри-
терия компактности отрезок является компактом. Отсюда вытекают еще

два следствия.

Следствие 2. Если функция 𝑓 непрерывна на отрезке [𝑎, 𝑏], то суще-
ствуют max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
𝑓(𝑥) и min

𝑥∈[𝑎,𝑏]
𝑓(𝑥).

Следствие 3. Если функция 𝑓 непрерывна на отрезке [𝑎, 𝑏], то она

ограничена на [𝑎, 𝑏].

Задача 4. Пусть функция 𝑓 непрерывна на [𝑎, 𝑏] и ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] →˓
→˓ 𝑓(𝑥) > 0. Верно ли, что ∃𝜀 > 0 : ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] →˓ 𝑓(𝑥) ≥ 𝜀?

Задача 5. Пусть функция 𝑓 непрерывна на (𝑎, 𝑏) и ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓
→˓ 𝑓(𝑥) > 0. Верно ли, что ∃𝜀 > 0 : ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓(𝑥) ≥ 𝜀?

Задача 6. Пусть функция 𝑓 непрерывна на [0,+∞) и ∃ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ∈
∈ R. Верно ли, что функция 𝑓 ограничена на R?

Теорема 3. (Теорема Больцано–Коши о промежуточном значении.)

Пусть заданы функция 𝑓 , непрерывная на [𝑎, 𝑏], и число 𝑦0 такие, что
либо 𝑓(𝑎) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑏), либо 𝑓(𝑏) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑎). Тогда существует точка

𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] такая, что 𝑓(𝑥0) = 𝑦0.
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Доказательство. Пусть, например, 𝑓(𝑎) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑏). Обозначим

[𝑎0, 𝑏0] = [𝑎, 𝑏]. Пусть определен отрезок [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], причем 𝑓(𝑎𝑘) ≤ 𝑦0 ≤
≤ 𝑓(𝑏𝑘). Определим 𝑐𝑘 =

𝑎𝑘+𝑏𝑘
2 ,

[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] =

{︂
[𝑎𝑘, 𝑐𝑘], если 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑐𝑘),
[𝑐𝑘, 𝑏𝑘], если 𝑓(𝑐𝑘) < 𝑦0,

тогда 𝑓(𝑎𝑘+1) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑏𝑘+1).
Получаем последовательность вложенных отрезков {[𝑎𝑘, 𝑏𝑘]} таких,

что ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑓(𝑎𝑘) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑏𝑘). По теореме Кантора существует

общая точка 𝑥0 ∈
⋂︀
𝑘∈N

[𝑎𝑘, 𝑏𝑘].

Так как 𝑏𝑘− 𝑎𝑘 = 𝑏−𝑎
2𝑘
→ 0, то |𝑥0− 𝑎𝑘| ≤ |𝑏𝑘− 𝑎𝑘| → 0, следовательно,

𝑎𝑘 → 𝑥0, аналогично, 𝑏𝑘 → 𝑥0.
В силу непрерывности 𝑓 имеем 𝑓(𝑎𝑘)→ 𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑏𝑘)→ 𝑓(𝑥0). Так как

𝑓(𝑎𝑘) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑏𝑘), то по теореме о предельном переходе в неравенствах

𝑓(𝑥0) ≤ 𝑦0 ≤ 𝑓(𝑥0), т. е. 𝑦0 = 𝑓(𝑥0).
Напомним, что множество 𝑋 ⊂ R называется числовым промежут-

ком, если 𝑋 является отрезком, точкой, интервалом, полуинтервалом,

лучом (открытым и замкнутым) или всей числовой прямой.

Лемма 3. Для любого непустого множества 𝑌 ⊂ R следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) множество 𝑌 ⊂ R является числовым промежутком;

(2) для любых 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 таких, что 𝑦1 < 𝑦2 справедливо включение
[𝑦1, 𝑦2] ⊂ 𝑌 ;

(3) (inf 𝑌, sup𝑌 ) ⊂ 𝑌 .
Доказательство. Рассматривая все типы числовых промежутков,

получаем, что (1) ⇒ (2).

Покажем, что (2) ⇒ (3). Пусть выполнено условие (2). Пусть задано

любое число 𝑦0 ∈ (inf 𝑌, sup𝑌 ). Так как inf 𝑌 < 𝑦0, то по определению ин-

фимума найдется 𝑦1 ∈ 𝑌 : 𝑦1 < 𝑦0. Так как 𝑦0 < sup𝑌 , то по определению
супремума найдется 𝑦2 ∈ 𝑌 : 𝑦0 < 𝑦2. Следовательно, 𝑦0 ∈ [𝑦1, 𝑦2]. Отсюда
и из условия (2) получаем, что 𝑦0 ∈ 𝑌 , т.е. выполнено условие (3).

Покажем, наконец, что (3) ⇒ (1). Пусть выполнено условие (3). Обо-

значим 𝑚 = inf 𝑌 , 𝑀 = sup𝑌 . Заметим, что 𝑚 ∈ R ∪ {−∞}, 𝑀 ∈
∈ R ∪ {+∞}. Возможны четыре случая:

𝑚 ̸∈ 𝑌 𝑚 ∈ 𝑌
𝑀 ̸∈ 𝑌 случай 1 случай 2

𝑀 ∈ 𝑌 случай 3 случай 4
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В случае 1 из определения инфимума и супремума следует, что 𝑌 ⊂
⊂ (𝑚,𝑀). Отсюда и из условия (3) следует, что 𝑌 = (𝑚,𝑀). В случаях

2, 3 и 4 аналогично получаем 𝑌 = [𝑚,𝑀), 𝑌 = (𝑚,𝑀 ] и 𝑌 = [𝑚,𝑀 ]
соответственно. В любом случае множество 𝑌 является числовым проме-

жутком.

Теорема 4. (Обобщенная теорема о промежуточном значении.)

Пусть функция 𝑓 непрерывна на числовом промежутке 𝑋. Тогда 𝑓(𝑋) –
числовой промежуток (т. е. непрерывная функция переводит числовой

промежуток в числовой промежуток).

Доказательство. Пусть заданы произвольные числа 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋)
такие, что 𝑦1 < 𝑦2. По определению множества 𝑓(𝑋) найдутся точки

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 такие, что 𝑓(𝑥1) = 𝑦1, 𝑓(𝑥2) = 𝑦2. При этом 𝑥1 ̸= 𝑥2. Пусть
для определенности 𝑥1 < 𝑥2. По теореме Больцано–Коши о промежу-

точном значении, примененной для [𝑥1, 𝑥2], имеем [𝑦1, 𝑦2] ⊂ 𝑓([𝑥1, 𝑥2]).
Поскольку 𝑋 – числовой промежуток, то [𝑥1, 𝑥2] ⊂ 𝑋. Следовательно,

[𝑦1, 𝑦2] ⊂ 𝑓([𝑥1, 𝑥2]) ⊂ 𝑓(𝑋). Итак, для любых 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋) таких, что
𝑦1 < 𝑦2, справедливо включение [𝑦1, 𝑦2] ⊂ 𝑓(𝑋). Применяя лемму 3, по-

лучаем требуемое утсверждение.

Теорема 5. Непрерывная функция переводит отрезок в отрезок или

в точку.

Доказательство. Пусть задана непрерывная функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] →
→ R. В силу теоремы Вейерштрасса существуют 𝑚 = min

𝑥∈[𝑎,𝑏]
𝑓(𝑥) и 𝑀 =

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥).

Если𝑚 =𝑀 , то функция 𝑓 равна константе𝑚 =𝑀 на [𝑎, 𝑏]. При этом
утверждение теоремы тривиально выполняется. Поэтому будем предпо-

лагать, что 𝑚 < 𝑀 .

Из определений минимума и максимума следует, что ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] →˓
→˓ 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀 , т. е. 𝑓([𝑎, 𝑏]) ⊂ [𝑚,𝑀 ].

Согласно обобщенной теореме о промежуточном значении множество

𝑓([𝑎, 𝑏]) – числовой промежуток. Поэтому в силу леммы 3 имеем [𝑚,𝑀 ] ⊂
⊂ 𝑓([𝑎, 𝑏]). Итак, 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑚,𝑀 ].

Задача 7. Верно ли, что непрерывная функция переводит
a) интервал в интервал;

б) числовую прямую в числовую прямую?
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Задача 8. Может ли непрерывная функция перевести полуинтервал

в интервал?

Задача 9. Пусть функция 𝑓 непрерывна и неограничена на луче [0,+
+∞). Верно ли, что lim

𝑥→+∞
|𝑓(𝑥)| = +∞?

Задача 10. Пусть функция 𝑓 непрерывна на луче [0,+∞) и

lim
𝑥→+∞

|𝑓(𝑥)| = +∞. Верно ли, что выполнено одно из соотношений

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ или lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞?

§ 8. Обратная функция

Лемма 1. Строго монотонная функция обратима. Обратная к

строго возрастающей функции является строго возрастающей функ-

цией; обратная к строго убывающей функции строго убывает.

Доказательство. Пусть для определенности функция 𝑓 : 𝑋 → R
строго возрастает. Из определений (см. введение) следует обратимость

функции 𝑓 , т. е. существование функции 𝑓−1 : 𝑓(𝑋) → 𝑋, обратной к

𝑓 . Докажем, что функция 𝑓−1 строго возрастает. Пусть 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋),
𝑦1 < 𝑦2. Обозначим 𝑥𝑖 = 𝑓−1(𝑦𝑖) (𝑖 = 1, 2). Равенство 𝑥1 = 𝑥2 не может

выполняться, так как 𝑓(𝑥1) = 𝑦1 ̸= 𝑦2 = 𝑓(𝑥2). Неравенство 𝑥2 < 𝑥1 также
не может выполняться, так как в силу строго возрастания 𝑓 из условия

𝑥2 < 𝑥1 следует, что 𝑦2 = 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1) = 𝑦1. Поэтому выполняется

неравенство 𝑥1 < 𝑥2. Итак, ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋) : 𝑦1 < 𝑦2 →˓ 𝑓−1(𝑦1) <
< 𝑓−1(𝑦2), т. е. функция 𝑓

−1 строго возрастает.

Лемма 2. Пусть функция 𝑓 монотонна на числовом промежутке

𝑋 и множество значений 𝑓(𝑋) – числовой промежуток. Тогда функция

𝑓 непрерывна на 𝑋.

Доказательство. Пусть для определенности 𝑓 нестрого возрастает

на 𝑋. Пусть точка 𝑥0 ∈ 𝑋 не является левым концом промежутка 𝑋.

Покажем, что 𝑓 непрерывна слева в точке 𝑥0. Разобъем множество 𝑋 на

два множества: 𝑋− = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 < 𝑥0} и 𝑋+ = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ≥ 𝑥0}.
По теореме об одностороннем пределе монотонной функции существует

𝑓(𝑥0 − 0) = sup
𝑥∈𝑋−

𝑓(𝑥). Поскольку 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) для любого 𝑥 ∈ 𝑋−, то

𝑓(𝑥0 − 0) ≤ 𝑓(𝑥0). Предположим, что 𝑓 не является непрерывной слева в

точке 𝑥0, т. е. 𝑓(𝑥0−0) ̸= 𝑓(𝑥0). Тогда 𝑓(𝑥0−0) < 𝑓(𝑥0) и, следовательно,
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существует число 𝑦* такое, что 𝑓(𝑥0 − 0) < 𝑦* < 𝑓(𝑥0). Зафиксируем
𝑥1 ∈ 𝑋−. Тогда 𝑓(𝑥1) ≤ sup

𝑥∈𝑋−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0 − 0) < 𝑦* < 𝑓(𝑥0). Так как

значения 𝑓(𝑥1) и 𝑓(𝑥0) лежат на числовом промежутке 𝑓(𝑋), а число 𝑦*

лежит между ними, то 𝑦* ∈ 𝑓(𝑋).
С другой стороны,

∀𝑥 ∈ 𝑋− →˓ 𝑓(𝑥) ≤ sup
𝑥∈𝑋−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0 − 0) < 𝑦*,

∀𝑥 ∈ 𝑋+ →˓ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) > 𝑦*.

f(x)

x

f(x0 − 0)

y∗
f(x0)

x0X− X+

3

Поэтому ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑓(𝑥) ̸= 𝑦*, что противоречит включению 𝑦* ∈
∈ 𝑓(𝑋). Полученное противоречие доказывает, что 𝑓 непрерывна слева

в любой точке 𝑥0, не являющейся левым концом промежутка 𝑋. Ана-

логично, 𝑓 непрерывна справа в любой точке 𝑥0, не являющейся правым
концом промежутка 𝑋. Таким образом, функция 𝑓 непрерывна на 𝑋.

Теорема 1. (Об обратной функции.) Если функция 𝑓 определена,

строго монотонна и непрерывна на числовом промежутке 𝑋, то об-

ратная функция определена, строго монотонна и непрерывна на число-

вом промежутке 𝑓(𝑋).

Доказательство. В силу обобщенной теоремы о промежуточном

значении множество 𝑓(𝑋) является числовым промежутком. По лемме

1 обратная функция 𝑓−1 строго монотонна на 𝑓(𝑋). Поскольку монотон-
ная функция 𝑓−1 переводит числовой промежуток 𝑓(𝑋) в числовой про-
межуток 𝑋, то по лемме 2 функция 𝑓−1 непрерывна на 𝑓(𝑋).
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§ 9. Экспонента и логарифм

Определение. Если 𝑥 ∈ R, 𝑛 ∈ N, то 𝑥𝑛 = 𝑥 · ... · 𝑥⏟  ⏞  
𝑛 раз

называется

степенью числа 𝑥 с натуральным показателем 𝑛. Будем полагать, что

𝑥0 = 1 для любого 𝑥 ∈ R.

Лемма 1. ∀𝑥 ≥ −1, ∀𝑛 ∈ N справедливо неравенство Бернулли: (1 +
+ 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.

Доказательство проведем по индукции. При 𝑛 = 1 неравенство Бер-
нулли справедливо. Пусть оно справедливо при 𝑛 = 𝑘. Тогда (1 + 𝑥)𝑘+1 =
= (1 + 𝑥)𝑘 · (1 + 𝑥) ≥ (1 + 𝑘𝑥)(1 + 𝑥) = 1 + (𝑘 + 1)𝑥 + 𝑘𝑥2 ≥ 1 + (𝑘 + 1)𝑥,
т. е. неравенство Бернулли справедливо при 𝑛 = 𝑘 + 1.

Лемма 2. Для любого фиксированного 𝑥 ∈ R последовательность

𝑎𝑛 =
(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛
ограничена, положительна, начиная с некоторого номера,

и нестрого возрастает, начиная с некоторого номера.

Доказательство. Зафиксируем число 𝑁 ∈ N такое, что |𝑥|
𝑁 < 1

2 . То-

гда 𝑎𝑛 > 0 при всех 𝑛 ≥ 𝑁 , и, используя неравенство Бернулли, при всех

𝑛 ≥ 𝑁 имеем

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
=

(︁
1 + 𝑥

𝑛+1

)︁𝑛+1

(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛 =

(︂
1 + 𝑥

𝑛+1

1 + 𝑥
𝑛

)︂𝑛+1 (︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁
=

=

(︃
1−

𝑥
𝑛(𝑛+1)

1 + 𝑥
𝑛

)︃𝑛+1 (︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁
≥
(︂
1−

𝑥
𝑛

1 + 𝑥
𝑛

)︂(︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁
= 1.

Условие применимости неравенства Бернулли здесь выполнено, так как
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑥
𝑛(𝑛+1)

1 + 𝑥
𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒ <

1

2

(︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁−1
<

1

2

(︂
1− 1

2

)︂−1

=
1

2
· 2 = 1.

Поэтому 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛 > 0 для любого 𝑛 ≥ 𝑁 , то есть последовательность

{𝑎𝑛} нестрого возрастает при 𝑛 ≥ 𝑁 . Аналогично, последовательность

𝑏𝑛 =
(︀
1− 𝑥

𝑛

)︀𝑛
положительна и возрастает при 𝑛 ≥ 𝑁 . Поскольку при

𝑛 ≥ 𝑁 имеем 𝑎𝑛𝑏𝑛 =
(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛 (︀
1− 𝑥

𝑛

)︀𝑛
=
(︁
1−

(︀
𝑥
𝑛

)︀2)︁𝑛 ≤ 1, то при 𝑛 ≥ 𝑁

справедливы неравенства 0 < 𝑎𝑛 ≤ 1
𝑏𝑛
≤ 1

𝑏𝑁
. Поэтому последовательность

{𝑎𝑛} ограничена числом 𝑀 = max
{︁
|𝑎1|, . . . , |𝑎𝑁−1|, 1

𝑏𝑁

}︁
.
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Определение. Экспонентой числа 𝑥 ∈ R называется

exp𝑥 = lim
𝑛→∞

(︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁𝑛
.

В силу леммы 2 и теоремы Вейерштрасса о пределе монотонной по-

следовательности для любого 𝑥 ∈ R этот предел существует и является

положительным числом.

Лемма 3. (а) Для любых 𝑥 ∈ R и 𝑛 ∈ N, таких что 𝑛 ≥ −𝑥, спра-
ведливо неравенство

1 + 𝑥 ≤
(︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁𝑛
.

(б) Для любых 𝑥 ∈ R и 𝑛 ∈ N, таких что |𝑥| < 1, справедливо нера-
венство (︁

1 +
𝑥

𝑛

)︁𝑛
≤ 1

1− 𝑥.

Доказательство. Пункт (а) следует непосредственно из неравенства
Бернулли. Докажем пункт (б). Пусть |𝑥| < 1. Так как

(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛 (︀
1− 𝑥

𝑛

)︀𝑛
=

=
(︁
1− 𝑥2

𝑛2

)︁𝑛
≤ 1, то

(︁
1 +

𝑥

𝑛

)︁𝑛
≤ 1(︀

1− 𝑥
𝑛

)︀𝑛 ≤
1

1− 𝑥,

где последнее неравенство следует из неравенства Бернулли.

Лемма 4. (а) exp𝑥 ≥ 1 + 𝑥 ∀𝑥 ∈ R;
(б) exp𝑥 ≤ 1

1−𝑥 ∀𝑥 ∈ R : |𝑥| < 1.

Доказательство получается предельным переходом в неравенствах,

доказанных в лемме 3.

Лемма 5. (а) exp(𝑥+ 𝑦) = exp𝑥 · exp 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ R;
(б) exp(−𝑥) · exp𝑥 = 1 ∀𝑥 ∈ R.

Доказательство. (а) Используя теоремы о пределе произведения и

пределе частного, получаем

exp𝑥 · exp 𝑦
exp(𝑥+ 𝑦)

= lim
𝑛→∞

(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛 (︀
1 + 𝑦

𝑛

)︀𝑛
(︀
1 + 𝑥+𝑦

𝑛

)︀𝑛 = lim
𝑛→∞

(︀
1 + 𝑥+𝑦

𝑛 + 𝑥𝑦
𝑛2

)︀𝑛
(︀
1 + 𝑥+𝑦

𝑛

)︀𝑛 =

= lim
𝑛→∞

(︃
1 +

𝑥𝑦

𝑛2
(︀
1 + 𝑥+𝑦

𝑛

)︀
)︃𝑛

= lim
𝑛→∞

(︁
1 +

𝑧𝑛
𝑛

)︁𝑛
,
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где 𝑧𝑛 = 𝑥𝑦

𝑛(1+𝑥+𝑦
𝑛 )
→ 0. Поэтому существует номер 𝑁 такой, что |𝑧𝑛| < 1

для любого 𝑛 ≥ 𝑁 . В силу леммы 3 при 𝑛 ≥ 𝑁 справедливы неравенства

1 + 𝑧𝑛 ≤
(︁
1 +

𝑧𝑛
𝑛

)︁𝑛
≤ 1

1− 𝑧𝑛
.

Поскольку lim
𝑛→∞

(1 + 𝑧𝑛) = lim
𝑛→∞

1
1−𝑧𝑛 = 1, то по теореме о трех последова-

тельностях получаем, что lim
𝑛→∞

(︀
1 + 𝑧𝑛

𝑛

)︀𝑛
= 1, т. е. exp(𝑥+𝑦) = exp𝑥·exp 𝑦.

(б) Из пункта (а) следует, что exp(−𝑥) · exp𝑥 = exp 0. Поскольку(︀
1 + 𝑥

𝑛

)︀𝑛
= 1 при 𝑥 = 0, то exp 0 = 1.

Лемма 6. Функция exp : R→ (0,+∞) строго возрастает.

Доказательство. Зафиксируем числа 𝑥, 𝑦 ∈ R такие, что 𝑥 < 𝑦. До-
кажем, что exp(𝑥) < exp(𝑦). Используя лемму 5 и лемму 4(а), получаем

exp 𝑦 − exp𝑥 = (exp(𝑦 − 𝑥)− 1) exp𝑥 ≥ (𝑦 − 𝑥) exp𝑥 > 0.

Теорема 1. Функция exp : R→ (0,+∞) непрерывна.

Доказательство. В силу леммы 4 имеем

1 + 𝑥 ≤ exp𝑥 ≤ 1

1− 𝑥 ∀𝑥 ∈ R : |𝑥| < 1.

Поэтому согласно теореме о трех функциях lim
𝑥→0

exp𝑥 = 1. Зафиксируем

произвольное число 𝑥0 ∈ R. Тогда

lim
𝑥→𝑥0

exp𝑥 = lim
𝑡→0

exp(𝑥0 + 𝑡) = lim
𝑡→0

exp𝑥0 · exp 𝑡 = exp𝑥0,

то есть экспонента непрерывна в произвольной точке 𝑥0 ∈ R.

Лемма 7. Экспонента переводит числовую прямую в луч (0,+∞):
exp(R) = (0,+∞).

Доказательство. Из леммы 4(а) следует, что lim
𝑥→+∞

exp𝑥 = +∞. От-

сюда и из леммы 5(б) получаем lim
𝑥→−∞

exp𝑥 = lim
𝑥→+∞

exp(−𝑥) = lim
𝑥→+∞

1
𝑒𝑥 =

= 0. Отсюда и из положительности значений экспоненты следует, что

inf
𝑥∈R

exp𝑥 = 0, sup
𝑥∈R

exp𝑥 = +∞. Поэтому в силу обобщенной теоремы о

промежуточном значении имеем exp(R) = (0,+∞).
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Определение. Натуральным логарифмом называется функция ln :
(0,+∞)→ R, обратная к exp : R→ (0,+∞).

Замечание. По теореме об обратной функции и в силу лемм 6, 7

и теоремы 1 функция ln определена, строго возрастает и непрерывна на

луче (0,+∞).

Определение. Для любых 𝑎 > 0 и 𝑥 ∈ R определим 𝑎 в степени 𝑥:

𝑎𝑥 = exp(𝑥 ln 𝑎).

Заметим, что при 𝑎 > 0 и 𝑥 = 𝑛 ∈ N ∪ {0} данное здесь определение
𝑎𝑥 совпадает с определением 𝑎𝑛, данным в начале этого параграфа.

Замечание. В силу непрерывности функций exp и ln по теореме о

непрерывности сложной функции получаем, что для любого 𝑎 > 0 функ-
ция 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 непрерывна на R и для любого 𝛼 ∈ R функция 𝑔(𝑥) = 𝑥𝛼

непрерывна на (0,+∞).

Определение. Логарифмом числа 𝑥 ∈ (0,+∞) по основанию 𝑎 ∈
∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) называется

log𝑎 𝑥 =
ln𝑥

ln 𝑎
.

Замечание . Поскольку для любых 𝑥 ∈ (0,+∞) и 𝑎 ∈ (0, 1)∪ (1,+∞)
справедливы равенства

𝑎log𝑎 𝑥 = exp(log𝑎 𝑥 · ln 𝑎) = exp(ln𝑥) = 𝑥,

то при любом 𝑎 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) функция 𝑔(𝑦) = log𝑎 𝑦, 𝑔 : (0,+∞)→ R
является обратной к функции 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑓 : R→ (0,+∞).

Определение. Числом Эйлера называется

𝑒 = exp 1 = lim
𝑛→∞

(︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑛
.
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Задача 1. Докажите свойства
(а) ln 𝑒 = 1;
(б) 𝑎1 = 𝑎 ∀𝑎 > 0;
(в) 𝑒𝑥 = exp𝑥 ∀𝑥 ∈ R;
(г) 𝑎𝑥𝑦 = (𝑎𝑥)𝑦 ∀𝑎 > 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ R;
(д) 𝑎𝑥+𝑦 = 𝑎𝑥 · 𝑎𝑦 ∀𝑎 > 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ R;
(е) 𝑎𝑥 < 𝑏𝑥 ∀𝑎, 𝑏, 𝑥 ∈ R : (0 < 𝑎 < 𝑏, 𝑥 > 0) или

(0 < 𝑏 < 𝑎, 𝑥 < 0);
(ж) 𝑎𝑥 < 𝑎𝑦 ∀𝑎, 𝑥, 𝑦 ∈ R : (𝑎 > 1, 𝑥 < 𝑦) или (0 < 𝑎 < 1, 𝑥 > 𝑦);
(з) 𝑎𝑛 = 𝑎 · ... · 𝑎⏟  ⏞  

𝑛 раз

∀𝑎 > 0, 𝑛 ∈ N.

Замечание. Свойство (з) показывает, что при 𝑥 = 𝑛 ∈ N и 𝑎 >
> 0 определение степени 𝑎𝑥 с действительным показателем соответствует

опеределению степени с натуральным показателем, данному в начале § 9.

Теорема 2. (Второй замечательный предел.)

(а) lim
𝑥→0

𝑒𝑥−1
𝑥 = 1;

(б) lim
𝑥→0

ln(1+𝑥)
𝑥 = 1;

(в) lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)1/𝑥 = 𝑒.

Доказательство. (а) В силу леммы 4 для любого 𝑥 < 1 справедливы
неравенства

𝑥 ≤ 𝑒𝑥 − 1 ≤ 1

1− 𝑥 − 1 =
𝑥

1− 𝑥.

Поэтому

1 ≤ 𝑒𝑥 − 1

𝑥
≤ 1

1− 𝑥 ∀𝑥 ∈ (0, 1),

1

1− 𝑥 ≤
𝑒𝑥 − 1

𝑥
≤ 1 ∀𝑥 < 0.

Отсюда по теореме о трех функциях получаем соотношение (а).

(б) Рассмотрим строго возрастающую на (−1,+∞) функцию 𝑡(𝑥) =
= ln(1 + 𝑥). В силу непрерывности натурального логарифма lim

𝑥→0
𝑡(𝑥) =

= ln 1 = 0. Так как для любого 𝑥 > −1 справедливо равенство ln(1+𝑥)
𝑥 =

= 𝑡(𝑥)

𝑒𝑡(𝑥)−1
, то по теореме о пределе сложной функции

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑡(𝑥)

𝑒𝑡(𝑥) − 1
= lim

𝑡→0

𝑡

𝑒𝑡 − 1
= 1,
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где последнее равенство следует из соотношения (а) и теоремы о пределе

частного.

(в) Так как (1+𝑥)1/𝑥 = exp
(︁
ln(1+𝑥)

𝑥

)︁
, то в силу непрерывности экспо-

ненты соотношение (в) следует из соотношения (б).

Определение. (Гиперболические функции.)
Косинус гиперболический : ch𝑥 = 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2 ,

синус гиперболический : sh𝑥 = 𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2 ,

тангенс гиперболический : th𝑥 = sh𝑥
ch𝑥 ,

котангенс гиперболический : cth𝑥 = ch𝑥
sh𝑥 .

Пример 1. Доказать, что

lim
𝑥→0

sh𝑥

𝑥
= 1, lim

𝑥→0

th𝑥

𝑥
= 1.

Решение. В силу теоремы 2 lim
𝑥→0

sh𝑥
𝑥 = lim

𝑥→0

𝑒𝑥−1
2𝑥 + lim

𝑥→0

1−𝑒−𝑥

2𝑥 = 1
2 +

+ 1
2 = 1.

Так как lim
𝑥→0

ch𝑥 = ch 0 = 1, то lim
𝑥→0

th𝑥
𝑥 = lim

𝑥→0

sh𝑥
𝑥 = 1.

§ 10. Тригонометрические функции

Определение . Евклидовой плоскостью называется множество R2 =
= R × R, состоящее из пар действительных чисел (𝑥, 𝑦) ∈ R2. Элементы

R2 называются точками евклидовой плоскости. Сложение, вычитание

и умножение на число 𝑡 ∈ R точек 𝐴1 = (𝑥1, 𝑦1) и 𝐴2 = (𝑥2, 𝑦2) опреде-
ляется покомпонентно:

𝐴1+𝐴2 = (𝑥1+𝑥2, 𝑦1+𝑦2), 𝐴1−𝐴2 = (𝑥1−𝑥2, 𝑦1−𝑦2), 𝑡𝐴1 = (𝑡𝑥1, 𝑡𝑦1).

Расстояние между точками 𝐴1 = (𝑥1, 𝑦1) и 𝐴2 = (𝑥2, 𝑦2) определяется
формулой

𝜚(𝐴1, 𝐴2) =
√︀

(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2.
Здесь и далее используется обозначение

√
𝑡 = 𝑡1/2 при 𝑡 > 0,

√
0 = 0.

Замечание. Для любых трех точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ R2 справедливо

неравенство треугольника:

𝜚(𝐴1, 𝐴3) ≤ 𝜚(𝐴1, 𝐴2) + 𝜚(𝐴2, 𝐴3).

Докажите это в качестве упражнения.
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Определение. Для любых двух

точек 𝐴,𝐵 ∈ R2 отрезком [𝐴,𝐵] на-
зывается множество

{𝐴+ 𝑡(𝐵 −𝐴) : 𝑡 ∈ [0, 1]} ⊂ R2.

Длиной отрезка [𝐴,𝐵] называется

расстояние между точками 𝐴 и 𝐵.

𝑦

𝑥

𝐵

𝐴

Определение . Множество то-

чек

S = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 = 1}

называется единичной окружно-

стью.

𝑦

𝑥
1−1

S

Если (𝑥, 𝑦) ∈ S, то 𝑥2 ≤ 1 и, следовательно, 𝑥 ∈ [−1, 1]. Для любого

𝑥 ∈ [−1, 1] уравнение единичной окружности 𝑥2 + 𝑦2 = 1 относительно 𝑦
имеет два решения: 𝑦 = ±

√
1− 𝑥2 (при 𝑥 = ±1 эти решения совпадают).

Поэтому единичная окруж-

ность состоит из двух ча-

стей: верхней полуокружно-

сти

S+ =
{︁(︁
𝑥,
√︀
1− 𝑥2

)︁
: 𝑥 ∈ [−1, 1]

}︁

и нижней полуокружности

S− =
{︁(︁
𝑥,−

√︀
1− 𝑥2

)︁
: 𝑥 ∈ [−1, 1]

}︁
.

𝑥

𝐴𝑥

𝑦

𝑥0
−1 1

S+

Для любого 𝑥 ∈ [−1, 1] рассмотрим точку 𝐴𝑥 =
(︁
𝑥,
√
1− 𝑥2

)︁
, лежа-

щую на верхней полуокружности S+. Поскольку для любой точки 𝐴 ∈ S+
найдется единственное число 𝑥 ∈ [−1, 1] такое, что 𝐴 = 𝐴𝑥, то отобра-

жение, которое каждому 𝑥 ∈ [−1, 1] ставит в соответствие точку 𝐴𝑥, яв-
ляется взаимно однозначным отображением отрезка [−1, 1] на верхнюю

полуокружность S+.

Определение. Пусть на верхней полуокружности S+ заданы две
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точки 𝐴 и 𝐵. Тогда найдутся числа 𝑎, 𝑏 ∈ [−1, 1] такие, что 𝐴 = 𝐴𝑎, 𝐵 =
= 𝐴𝑏. Если 𝑎 ≤ 𝑏, то дугой 𝐴𝐵 называется множество

𝐴𝐵 =
{︁(︁
𝑥,
√︀

1− 𝑥2
)︁
: 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︁
.

Если 𝑏 ≤ 𝑎, то 𝐴𝐵 =
{︁(︁
𝑥,
√
1− 𝑥2

)︁
: 𝑥 ∈ [𝑏, 𝑎]

}︁
. При 𝑎 = 𝑏 дуга 𝐴𝐵

вырождается в точку 𝐴 = 𝐵.

Определение. Разбиением от-

резка [𝑎, 𝑏] ⊂ R называется конечный

набор чисел {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 такой, что

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝐼 = 𝑏.

𝑎 𝑏
𝑥0 𝑥𝑖−1 𝑥𝑖 𝑥𝐼

Определение. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ S+, 𝐴 = 𝐴𝑎, 𝐵 = 𝐴𝑏, где −1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤
≤ 1 и пусть {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 – разбиение отрезка [𝑎, 𝑏]. Ломаной 𝑃 , вписанной в

дугу 𝐴𝐵 и порожденной разбиением {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0, называется набор отрезков

{[𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖 ]}𝐼𝑖=1, упорядоченный по возрастанию индекса 𝑖. Точки 𝐴𝑥𝑖 на-
зываются вершинами ломаной 𝑃 , а отрезки [𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖 ] называются зве-
ньями этой ломаной.

y

x0

Ab = B

AxI−1
Ax1

Aa = A P

AB

a x1 xI−1 b

3

Длиной ломаной 𝑃 называется сумма длин этих отрезков:

ℓ(𝑃 ) =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝜚
(︀
𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖

)︀
.
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Длиной дуги 𝐴𝐵 называется супремум длин ломаных, вписанных в

дугу 𝐴𝐵 :

ℓ(𝐴𝐵) = sup{ℓ(𝑃 ) : ломаная 𝑃 вписана в 𝐴𝐵}.

Длину дуги, вырождающейся в точку, положим равной нулю: ℓ(𝐴𝐴) = 0.

Лемма 1. Пусть 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. Тогда

√︀
1− 𝑎2 −

√︀
1− 𝑏2 ≤ ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏) ≤

√︀
1− 𝑎2 −

√︀
1− 𝑏2 + 𝑏− 𝑎.

Доказательство. Пусть 𝑃 – произвольная ломаная, вписанная в ду-

гу 𝐴𝑎𝐴𝑏 и порожденная некоторым разбиением {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [𝑎, 𝑏]. Обо-

значим 𝑦𝑖 =
√︁

1− 𝑥2𝑖 при 𝑖 ∈ 0, 𝐼 := {0, . . . , 𝐼}. Тогда

𝜚(𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖) =
√︀
(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖)2 ≤

≤ |𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1|+ |𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1| = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 + 𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖.
Следовательно,

ℓ(𝑃 ) =

𝐼∑︁

𝑖=1

𝜚(𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖) ≤

≤
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 + 𝑦𝑖−1 − 𝑦𝑖) = 𝑥𝐼−𝑥0+𝑦0−𝑦𝐼 = 𝑏−𝑎+
√︀
1− 𝑎2−

√︀
1− 𝑏2.

Переходя к супремуму по всем ломаным, вписанным в 𝐴𝑎𝐴𝑏, получаем
неравенство

ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏) ≤
√︀
1− 𝑎2 −

√︀
1− 𝑏2 + 𝑏− 𝑎.

С другой стороны, поскольку отрезок [𝐴𝑎, 𝐴𝑏] является частным случаем

ломаной, вписанной в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏, то

ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏) ≥ 𝜚(𝐴𝑎, 𝐴𝑏) =
√︀
(𝑥𝐼 − 𝑥0)2 + (𝑦𝐼 − 𝑦0)2 ≥

≥ 𝑦0 − 𝑦𝐼 =
√︀
1− 𝑎2 −

√︀
1− 𝑏2.

Лемма 2. Пусть −1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. Тогда

ℓ(𝐴−𝑏𝐴−𝑎) = ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏).
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Доказательство. Пусть ломаная 𝑃 вписана в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏 и порожде-
на некоторым разбиением {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝐼} отрезка [𝑎, 𝑏]. Тогда ломаная ̃︀𝑃 ,
вписанная в дугу 𝐴−𝑏𝐴−𝑎 и порожденная разбиением {−𝑥𝐼 , . . . ,−𝑥1,−𝑥0}
отрезка [−𝑏,−𝑎], имеет такую же длину: ℓ( ̃︀𝑃 ) = ℓ(𝑃 ). Следовательно,
ℓ(𝑃 ) = ℓ( ̃︀𝑃 ) ≤ ℓ(𝐴−𝑏𝐴−𝑎). Поэтому число ℓ(𝐴−𝑏𝐴−𝑎) является верхней

гранью множества чисел ℓ(𝑃 ), где 𝑃 – ломаная, вписанная в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏.
Поэтому ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏) ≤ ℓ(𝐴−𝑏𝐴−𝑎). Обратное неравенство доказывается ана-
логично.

Лемма 3. (Аддитивность длины дуги окружности.) Пусть 𝐴,𝐶 ∈
∈ S+, 𝐵 ∈ 𝐴𝐶 . Тогда

ℓ(𝐴𝐶) = ℓ(𝐴𝐵) + ℓ(𝐵𝐶).

Доказательство. Так как 𝐴,𝐶 ∈ S+, то найдутся числа 𝑎, 𝑐 ∈ [−1, 1]
такие, что 𝐴 = 𝐴𝑎 и 𝐶 = 𝐴𝑐. Если 𝑎 = 𝑐 (т. е. 𝐴 = 𝐵 = 𝐶), то утверждение
леммы тривиально выполнено. Пусть для определенности 𝑎 < 𝑐. Так как
𝐵 ∈ 𝐴𝐶 , то 𝐵 = 𝐴𝑏, где 𝑏 ∈ [𝑎, 𝑐]. В случаях 𝑏 = 𝑎 или 𝑏 = 𝑐 утверждение
леммы опять тривиально выполнено. Рассмотрим случай −1 ≤ 𝑎 < 𝑏 <
< 𝑐 ≤ 1.
Пусть 𝑃

𝐴𝐵
и 𝑃

𝐵𝐶
– ло-

маные, вписанные соответ-

ственно в дуги 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 . То-
гда ломаная 𝑃 , составленная
из звеньев ломаных 𝑃

𝐴𝐵
и

𝑃
𝐵𝐶

, будет вписанной в ду-

гу 𝑃
𝐴𝐶

.

𝑦

𝑥
𝐴

𝐵

𝐶𝑃
𝐴𝐵

𝑃
𝐵𝐶

𝑎 𝑏 𝑐

Следовательно,

ℓ(𝑃
𝐴𝐵

) + ℓ(𝑃
𝐵𝐶

) = ℓ(𝑃 ) ≤ ℓ(𝐴𝐶).

Переходя к супремуму по всем ломаным 𝑃
𝐴𝐵

, вписанным в дугу 𝐴𝐵 , и

ломаным 𝑃
𝐵𝐶

, вписанным в дугу 𝐵𝐶 , получаем неравенство

ℓ(𝐴𝐵) + ℓ(𝐵𝐶) ≤ ℓ(𝐴𝐶). (1)
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Пусть 𝑃 – произвольная ло-

маная, вписаная в дугу 𝐴𝐶 .
Ломаная 𝑃 порождена неко-

торым разбиением {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0

отрезка [𝑎, 𝑐]. Так как 𝑏 ∈
∈ [𝑎, 𝑐) = ∪𝐼𝑖=1[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖), то
найдется номер 𝑗 ∈ 1, 𝐼 та-

кой, что 𝑏 ∈ [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗). Пусть
𝑃
𝐴𝐵

– ломаная, вписанная в

дугу 𝐴𝐵 и порожденная раз-

биением {𝑥0, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑏} от-
резка [𝑎, 𝑏], а

𝑦

𝑥
𝐴

𝐴𝑥𝑗−1

𝐵 𝐴𝑥𝑗

𝐶𝑃

𝑎

𝑥𝑗−1

𝑏

𝑥𝑗

𝑐

𝑃
𝐵𝐶

– ломаная, вписанная в дугу 𝐵𝐶 и порожденная разбиением

{𝑏, 𝑥𝑗 . . . , 𝑥𝐼} отрезка [𝑏, 𝑐]. В случае 𝑏 = 𝑥𝑗−1 ломаная 𝑃
𝐴𝐵

порожде-

на разбиением {𝑥0, . . . , 𝑥𝑗−2, 𝑏} отрезка [𝑎, 𝑏].
Тогда в любом случае

ℓ(𝑃
𝐴𝐵

) + ℓ(𝑃
𝐵𝐶

)− ℓ(𝑃 ) = 𝜚(𝐴𝑥𝑗−1 , 𝐵) + 𝜚(𝐵,𝐴𝑥𝑗 )− 𝜚(𝐴𝑥𝑗−1 , 𝐴𝑥𝑗 ) ≥ 0,

где последнее неравенство следует из неравенства треугольника. Поэтому

ℓ(𝑃 ) ≤ ℓ(𝑃
𝐴𝐵

) + ℓ(𝑃
𝐵𝐶

) ≤ ℓ(𝐴𝐵) + ℓ(𝐵𝐶).

Переходя к супремуму по всем ломаным 𝑃 , вписанным в дугу 𝐴𝐶 , полу-
чаем неравенство

ℓ(𝐴𝐶) ≤ ℓ(𝐴𝐵) + ℓ(𝐵𝐶),

которое вместе с неравенством (1) завершает доказательство леммы.

Замечание . Из леммы 1 следует, что ℓ(𝐴0, 𝐴1) ≤ 2. Отсюда и из лем-
мы 2 получаем ℓ(𝐴−1, 𝐴0) = ℓ(𝐴0, 𝐴1) ≤ 2. Поэтому в силу аддитивности
длины дуги имеем ℓ(S+) = ℓ(𝐴−1, 𝐴1) = ℓ(𝐴−1, 𝐴0) + ℓ(𝐴0, 𝐴1) ≤ 4. Еще
раз используя аддитивность длины дуги и неотрицательность длины ду-

ги, для любой дуги 𝐴𝐵 ⊂ S+ получаем неравенства ℓ(𝐴𝐵) ≤ ℓ(S+) ≤ 4.
Поэтому любая дуга 𝐴𝐵 ⊂ S+ имеет конечную длину.

Определение. Функцию arccos : [−1, 1]→ R определим формулой

arccos𝑥 = ℓ(𝐴𝑥𝐴1), 𝑥 ∈ [−1, 1].
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Определение . Числом 𝜋 называется длина верхней полуокружности
S+:

𝜋 = ℓ(S+) = ℓ(𝐴−1𝐴1) = arccos(−1).

Из приведенного выше замечания следует, что 𝜋 ≤ 4.

Лемма 4. Для любого 𝑥 ∈ [−1, 1] справедливо равенство

arccos(−𝑥) + arccos𝑥 = 𝜋.

Доказательство. Используя лемму 2, получаем

arccos(−𝑥) + arccos𝑥 = ℓ(𝐴−𝑥𝐴1) + ℓ(𝐴𝑥𝐴1) = ℓ(𝐴−1𝐴𝑥) + ℓ(𝐴𝑥𝐴1).

Поэтому в силу аддитивности длины дуги имеем arccos(−𝑥) + arccos𝑥 =
= ℓ(𝐴−1𝐴1) = 𝜋.

Теорема 1. Функция arccos строго убывает и непрерывна на [−1, 1].

Доказательство. Докажем сначала, что функция arccos строго убы-
вает и непрерывна на [0, 1]. Пусть 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. В силу аддитивности

длины дуги ℓ(𝐴𝑎𝐴1) = ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏) + ℓ(𝐴𝑏𝐴1), т. е.

arccos 𝑎− arccos 𝑏 = ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏).

Отсюда и из леммы 1 получаем

0 < arccos 𝑎− arccos 𝑏 ≤ 𝑠(𝑏)− 𝑠(𝑎),

где 𝑠(𝑥) = 𝑥−
√
1− 𝑥2 – непрерывная на [0, 1] функция. Поэтому функция

arccos строго убывает и непрерывна на [0, 1].
Отсюда и из леммы 4 следует, что функция arccos строго убывает и

непрерывна на [−1, 0], а значит, на [−1, 0] ∪ [0, 1] = [−1, 1].

Замечание . В силу теоремы 5 § 7 функция arccos переводит отрезок
[−1, 1] в отрезок [0, 𝜋].

Определение. Функцию cos : [0, 𝜋] → [−1, 1] определим как обрат-

ную функцию к arccos : [−1, 1]→ [0, 𝜋].
Функцию sin : [0, 𝜋]→ [0, 1] зададим формулой

sin𝑥 =
√︀

1− cos2 𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋].
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Из теоремы об обратной функции следует, что функция cos : [0, 𝜋]→
→ [−1, 1] непрерывна. Поэтому функция sin : [0, 𝜋] → [0, 1] непрерывна
как суперпозиция непрерывных функций.

Если число 𝜙 пробегает отрезок [0, 𝜋], то точка (cos𝜙, sin𝜙) пробега-
ет верхнюю полуокружность S+. Продолжим функции cos и sin на всю

числовую прямую так, чтобы продолженные функции были непрерывны,

2𝜋-периодичны и точка (cos𝜙, sin𝜙) пробегала единичную окружность S,
если число 𝜙 пробегает отрезок [0, 2𝜋].

Заметим, что

cos𝜋 = −1 = − cos 0, sin𝜋 = 0 = − sin 0.

Поэтому формулы

cos(𝜙+ 𝜋𝑘) = (−1)𝑘 cos𝜙, 𝜙 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 ∈ Z,
sin(𝜙+ 𝜋𝑘) = (−1)𝑘 sin𝜙, 𝜙 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 ∈ Z

непрерывно продолжают функции cos и sin с отрезка [0, 𝜋] на всю число-

вую прямую.

Так как любое число 𝜙 ∈ R можно представить в виде 𝜙 = 𝜙1 + 𝜋𝑚,
где 𝜙1 ∈ [0, 𝜋), 𝑚 ∈ Z, то, применяя предыдущие формулы для 𝜙1 вместо

𝜙, получаем

cos(𝜙+ 𝜋𝑘) = (−1)𝑘 cos𝜙, 𝜙 ∈ R, 𝑘 ∈ Z, (2)

sin(𝜙+ 𝜋𝑘) = (−1)𝑘 sin𝜙, 𝜙 ∈ R, 𝑘 ∈ Z. (3)

Заметим, что sin𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z,
cos𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜋

2 + 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.
Лемма 5. Для любого числа 𝜙0 ∈ R отображение, заданное форму-

лой

𝑓(𝜙) = (cos𝜙, sin𝜙),

является взаимно однозначным отображением из полуинтервала

[𝜙0, 𝜙0 + 2𝜋) в окружность S.

Доказательство. Поскольку отображение 𝑓 взаимно однозначно

отображает полуинтервал [0, 𝜋) во множество S+1 := S+ ∖ {(−1, 0)}, то
согласно данным выше определениям отображение 𝑓 взаимно однознач-

но отображает полуинтервал [𝜋, 2𝜋) во множество S−1 := S− ∖ {(1, 0)}. За-
мечая, что [0, 𝜋) ∩ [𝜋, 2𝜋) = ∅ и S+1 ∩ S−1 = ∅, получаем, что отображение
𝑓 взаимно однозначно отображает полуинтервал [0, 2𝜋) = [0, 𝜋) ∪ [𝜋, 2𝜋)
в окружность S = S+1 ∪ S−1 . Отсюда и из 2𝜋-периодичности отображения

𝑓 получаем доказываемое утверждение.
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Определение. Функции tg и ctg определим формулами

tg 𝑥 =
sin𝑥

cos𝑥
, 𝑥 ∈ R, 𝑥 ̸= 𝜋

2
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z,

ctg 𝑥 =
cos𝑥

sin𝑥
, 𝑥 ∈ R, 𝑥 ̸= 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Из непрерывности sin и cos следует непрерывность функций tg и ctg на

своих областях определения.

Определение. Функция arcsin : [−1, 1] →
[︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

]︀
определяется как

обратная к функции sin :
[︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

]︀
→ [−1, 1].

Функция arctg : R →
(︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

)︀
определяется как обратная к функции

tg :
(︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

)︀
→ R.

Функция arcctg : R → (0, 𝜋) определяется как обратная к функции

ctg : (0, 𝜋)→ R.

По теореме об обратной функции эти функции непрерывны.

§ 11. Тригонометрические формулы

Лемма 1. Функция cos : R → [−1, 1] четная, а функция

sin : R→ [−1, 1] – нечетная, т. е.

cos(−𝑡) = cos 𝑡, sin(−𝑡) = − sin 𝑡 ∀𝑡 ∈ R.

Доказательство. Зафиксируем произвольное число 𝜙 ∈ [0, 𝜋]. Обо-
значим 𝑥 = cos𝜙. В силу леммы 4 § 10 имеем arccos(−𝑥) + arccos𝑥 = 𝜋.
Следовательно, − cos𝜙 = −𝑥 = cos(𝜋 − 𝜙). Итак,

cos(𝜋 − 𝜙) = − cos𝜙 ∀𝜙 ∈ [0, 𝜋] . (1)

Отсюда по определению синуса для любого 𝜙 ∈ [0, 𝜋] получаем

sin(𝜋 − 𝜙) =
√︀

1− cos2(𝜋 − 𝜙) =
√︀

1− cos2 𝜙 = sin𝜙.

Поскольку для любого 𝑡 ∈ R найдутся 𝑘 ∈ Z и 𝜙 ∈ [0, 𝜋) такие, что
𝑡 = 𝜙+ 𝜋𝑘, то в силу равенства (2) § 10 имеем

cos(−𝑡) = cos(−𝜙− 𝜋𝑘) = (−1)𝑘+1 cos(𝜋 − 𝜙) (1)
=

= (−1)𝑘 cos𝜙 = cos(𝜙+ 𝜋𝑘) = cos 𝑡.

Аналогично, sin(−𝑡) = − sin 𝑡.
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Лемма 2. Для любого числа 𝜙 ∈ R справедливы равенства

cos
(︁
𝜙+

𝜋

2

)︁
= − sin𝜙, sin

(︁
𝜙+

𝜋

2

)︁
= cos𝜙. (2)

Доказательство. Рассмотрим отображение 𝜉 : R2 → R2, которое

каждую точку (𝑥, 𝑦) ∈ R2 отображает в точку (𝑦, 𝑥). Для любого 𝑥 ∈ [0, 1]

точку 𝐴𝑥 =
(︁
𝑥,
√
1− 𝑥2

)︁
отображение 𝜉 переводит в точку 𝐴√

1−𝑥2 =

=
(︁√

1− 𝑥2, 𝑥
)︁
. Зафиксируем произвольное число 𝑎 ∈ [0, 1]. Дугу 𝐴𝑎𝐴1 =

= {𝐴𝑥 : 𝑥 ∈ [𝑎, 1]} отображение 𝜉 переводит в дугу

𝜉(𝐴𝑎𝐴1) =
{︁
𝐴√

1−𝑥2 : 𝑥 ∈ [𝑎, 1]
}︁
= {𝐴𝑡 : 𝑡 ∈ [0, 𝑏]} = 𝐴0𝐴𝑏,

где 𝑏 = 𝑏(𝑎) =
√
1− 𝑎2. Так как 𝜉 любой отрезок переводит в отрезок той

же длины и функция 𝑏(𝑎) строго монотонна, то ломаную 𝑃 , вписанную
в дугу 𝐴𝑎𝐴1, отображение 𝜉 переводит в ломаную ̃︀𝑃 = 𝜉(𝑃 ) той же дли-

ны, вписанную в дугу 𝜉(𝐴𝑎𝐴1) = 𝐴0𝐴𝑏. Поэтому ℓ(𝑃 ) = ℓ( ̃︀𝑃 ) ≤ ℓ(𝐴0𝐴𝑏).
Переходя к супремуму по всем ломаным, вписанным в дугу 𝐴𝑎𝐴1, по-

лучаем неравенство ℓ(𝐴𝑎𝐴1) ≤ ℓ(𝐴0𝐴𝑏). Поскольку 𝜉(𝐴0𝐴𝑏) = 𝐴𝑎𝐴1, то

ℓ(𝐴0𝐴𝑏) ≤ ℓ(𝐴𝑎𝐴1). Итак, ℓ(𝐴0𝐴𝑏) = ℓ(𝐴𝑎𝐴1). С другой стороны, в силу

аддитивности длины дуги

ℓ
(︁
𝐴0𝐴𝑏

)︁
+ ℓ

(︁
𝐴𝑏𝐴1

)︁
= ℓ

(︁
𝐴0𝐴1

)︁
=
𝜋

2
.

Поэтому ℓ
(︁
𝐴𝑎𝐴1

)︁
+ ℓ

(︁
𝐴𝑏𝐴1

)︁
= 𝜋

2 , т. е.

arccos 𝑎+ arccos
√︀
1− 𝑎2 = 𝜋

2
∀𝑎 ∈ [0, 1].

Зафиксируем произвольное число 𝜙 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
. Используя предыдущее ра-

венство для 𝑎 = cos𝜙, получаем 𝜙 + arccos(sin𝜙) = 𝜋
2 , и, следовательно,

для любого 𝜙 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
справедливо равенство

cos
(︁𝜋
2
− 𝜙

)︁
= sin𝜙. (3)

Пусть теперь 𝜙 ∈
[︀
𝜋
2 , 𝜋

]︀
. Тогда 𝜙1 := 𝜋 − 𝜙 ∈

[︀
0, 𝜋2

]︀
, а значит,

cos
(︀
𝜋
2 − 𝜙1

)︀
= sin𝜙1. Поэтому, используя четность cos и нечетность sin,

получаем

cos
(︁𝜋
2
− 𝜙

)︁
= cos

(︁
𝜙1 −

𝜋

2

)︁
= cos

(︁𝜋
2
− 𝜙1

)︁
=
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= sin𝜙1 = sin(𝜋 − 𝜙) = − sin(−𝜙) = sin𝜙.

Таким образом, равенство (3) справедливо для любых 𝜙 ∈ [0, 𝜋]. Отсюда
и из равенств (2), (3) § 10 получаем, что равенство (3) справедливо для

любых 𝜙 ∈ R. Используя равенство (2) § 10 и четность функции cos, для
любого 𝜙 ∈ R имеем

cos
(︁
𝜙+

𝜋

2

)︁
= − cos

(︁
𝜙− 𝜋

2

)︁
= cos

(︁𝜋
2
− 𝜙

)︁
= − sin𝜙.

Тем самым первое из равенств (2) доказано. Второе из равенств (2) до-

казывается аналогично.

Определение . Поворотом на угол 𝜙 ∈ R называется преобразование

𝑅𝜙 плоскости R2, переводящее точку 𝐴 = (𝑥, 𝑦) в точку

𝑅𝜙(𝐴) = (𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙, 𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙).

Лемма 3. При повороте на угол 𝜙 любой отрезок [𝐴1, 𝐴2] ⊂ R2

переходит в отрезок [𝑅𝜙(𝐴1), 𝑅𝜙(𝐴2)] той же длины.

Доказательство. Заметим, что поворот 𝑅𝜙 сохраняет линейные опе-
рации в R2: для любых точек 𝐴1 = (𝑥1, 𝑦1) и 𝐴2 = (𝑥2, 𝑦2) и любого числа
𝑡 ∈ R:

𝑅𝜙(𝐴1 +𝐴2) =

=
(︁
(𝑥1 + 𝑥2) cos𝜙− (𝑦1 + 𝑦2) sin𝜙, (𝑥1 + 𝑥2) sin𝜙+ (𝑦1 + 𝑦2) cos𝜙

)︁
=

= 𝑅𝜙(𝐴1) +𝑅𝜙(𝐴2),

𝑅𝜙(𝑡𝐴1) = (𝑡𝑥1 cos𝜙− 𝑡𝑦1 sin𝜙, 𝑡𝑥1 sin𝜙+ 𝑡𝑦1 cos𝜙) = 𝑡𝑅𝜙(𝐴1).

Поэтому для любого 𝑡 ∈ [0, 1] точка 𝐴 = 𝐴1 + 𝑡(𝐴2 −𝐴1) отрезка [𝐴1, 𝐴2]

при повороте 𝑅𝜙 переходит в точку 𝑅𝜙(𝐴) = 𝑅𝜙(𝐴1)+𝑡
(︁
𝑅𝜙(𝐴2)−𝑅𝜙(𝐴1)

)︁

отрезка [𝑅𝜙(𝐴1), 𝑅𝜙(𝐴2)]. Следовательно, отрезок [𝐴1, 𝐴2] при повороте

𝑅𝜙 переходит в отрезок [𝑅𝜙(𝐴1), 𝑅𝜙(𝐴2)].
Рассмотрим произвольную точку 𝐴 = (𝑥, 𝑦) ∈ R2 и ее образ 𝑅𝜙(𝐴) =

= (𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙, 𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙). Тогда

𝜚 (𝑅𝜙(𝐴), 0) =
√︀

(𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙)2 + (𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙)2 =

=
√︀
𝑥2 + 𝑦2 = 𝜚(𝐴, 0).

Поэтому для любых точек 𝐴1, 𝐴2 ∈ R2:
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𝜚 (𝑅𝜙(𝐴1), 𝑅𝜙(𝐴2)) = 𝜚 (𝑅𝜙(𝐴1)−𝑅𝜙(𝐴2), 0) =

= 𝜚 (𝑅𝜙(𝐴1 −𝐴2), 0) = 𝜚(𝐴1 −𝐴2, 0) = 𝜚(𝐴1, 𝐴2).

Следовательно, при повороте 𝑅𝜙 отрезок [𝐴1, 𝐴2] переходит в отрезок той
же длины.

Лемма 4. Пусть 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1, 𝜙 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
. Тогда поворот 𝑅𝜙

переводит дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏 в дугу 𝑅𝜙(𝐴𝑎)𝑅𝜙(𝐴𝑏) ⊂ S+, причем длина дуги при

повороте не меняется.

Доказательство. Зафиксируем 𝑥 ∈ [0, 1]. Точка 𝐴𝑥 =
(︁
𝑥,
√
1− 𝑥2

)︁

при повороте 𝑅𝜙 переходит в точку 𝑅𝜙(𝐴𝑥) = (̃︀𝑥, ̃︀𝑦), где ̃︀𝑥 = 𝑥 cos𝜙 −
−
√
1− 𝑥2 sin𝜙, ̃︀𝑦 = 𝑥 sin𝜙+

√
1− 𝑥2 cos𝜙. Поскольку 𝜙 ∈

[︀
0, 𝜋2

]︀
, то cos𝜙 ≥

≥ 0 и sin𝜙 ≥ 0. Поэтому ̃︀𝑦 ≥ 0. Отсюда и из равенства ̃︀𝑥2 + ̃︀𝑦2 = 1
следует, что ̃︀𝑦 =

√
1− ̃︀𝑥2, а значит, 𝑅𝜙(𝐴𝑥) = 𝐴̃︀𝑥, где ̃︀𝑥 = 𝑓(𝑥) := 𝑥 cos𝜙−

−
√
1− 𝑥2 sin𝜙. Таким образом,

𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
= {𝑅𝜙(𝐴𝑥) : 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} =

=
{︀
𝐴𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︀
= {𝐴̃︀𝑥 : ̃︀𝑥 ∈ 𝑓([𝑎, 𝑏])} .

Так как cos𝜙 ≥ 0, sin𝜙 ≥ 0 и cos2 𝜙 + sin2 𝜙 = 1, то функция 𝑓(𝑥) =
= 𝑥 cos𝜙 −

√
1− 𝑥2 sin𝜙 строго возрастает. Кроме того, эта функция

непрерывна. Поэтому 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]. Итак,

𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
= {𝐴̃︀𝑥 : ̃︀𝑥 ∈ [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]} = 𝐴𝑓(𝑎)𝐴𝑓(𝑏) = 𝑅𝜙(𝐴𝑎)𝑅𝜙(𝐴𝑏) ⊂ S+.

Покажем, что при повороте 𝑅𝜙 длина дуги не меняется. Пусть 𝑃 –

произвольная ломаная, вписанная в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏 и порожденная неко-

торым разбиением {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [𝑎, 𝑏]. Как показано выше, верши-

ны 𝐴𝑥𝑖 ломаной 𝑃 перейдут в точки 𝐴𝑓(𝑥𝑖). В силу леммы 3 отрезок[︀
𝐴𝑥𝑖−1 , 𝐴𝑥𝑖

]︀
при повороте 𝑅𝜙 перейдет в отрезок

[︀
𝑅𝜙(𝐴𝑥𝑖−1), 𝑅𝜙(𝐴𝑥𝑖)

]︀
=

= [𝐴𝑓(𝑥𝑖−1), 𝐴𝑓(𝑥𝑖)]. Поскольку функция 𝑓 строго возрастает, то набор

{𝑓(𝑥𝑖)}𝐼𝑖=0 является разбиением отрезка [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]. Поэтому ломаная

𝑅𝜙(𝑃 ) =
{︀
[𝐴𝑓(𝑥𝑖−1), 𝐴𝑓(𝑥𝑖)]

}︀𝐼
𝑖=0

вписана в дугу 𝐴𝑓(𝑎)𝐴𝑓(𝑏). Так как соглас-
но лемме 3 длина отрезка при повороте не меняется, то длина ломаной

также не меняется. Таким образом,

ℓ(𝑃 ) = ℓ (𝑅𝜙(𝑃 )) ≤ ℓ
(︁
𝐴𝑓(𝑎)𝐴𝑓(𝑏)

)︁
= ℓ

(︁
𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁)︁
.
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Переходя к супремуму по всем ломаным 𝑃 , вписанным в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏, по-
лучаем неравенство

ℓ
(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
≤ ℓ

(︁
𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁)︁
. (4)

Докажем обратное неравенство.

Поскольку функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] строго возрастает и непре-

рывна, то обратная функция 𝑓−1 : [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] → [𝑎, 𝑏] также строго воз-
растает и определена на всем отрезке [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]. Пусть ̃︀𝑃 – произволь-

ная ломаная, вписанная в дугу 𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
= 𝐴𝑓(𝑎)𝐴𝑓(𝑏) и порожденная

некоторым разбиением {̃︀𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]. Тогда ̃︀𝑥𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), где
𝑥𝑖 = 𝑓−1(̃︀𝑥𝑖) и 𝑅𝜙(𝐴𝑥𝑖) = 𝐴̃︀𝑥𝑖 для любого 𝑖 ∈ 0, 𝐼. В силу рассужде-

ний, приведенных выше, ломаная ̃︀𝑃 является образом при повороте 𝑅𝜙
ломаной 𝑃 , вписанной в дугу 𝐴𝑎𝐴𝑏 и порожденной разбиением {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0

отрезка [𝑎, 𝑏], причем ℓ( ̃︀𝑃 ) = ℓ(𝑃 ). Поэтому ℓ( ̃︀𝑃 ) ≤ ℓ(𝐴𝑎𝐴𝑏). Переходя к

супремуму по всем ломаным ̃︀𝑃 , вписанным в дугу 𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
, получаем

неравенство ℓ
(︁
𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁)︁
≤ ℓ

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
, которое с учетом неравенства

(4) дает равенство

ℓ
(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁
= ℓ

(︁
𝑅𝜙

(︁
𝐴𝑎𝐴𝑏

)︁)︁
.

Теорема 1. Для любых 𝜙,𝜓 ∈ R справедливы равенства

cos(𝜙+ 𝜓) = cos𝜙 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓, (5)

sin(𝜙+ 𝜓) = cos𝜙 sin𝜓 + sin𝜙 cos𝜓. (6)

Доказательство. Сначала зафиксируем 𝜙,𝜓 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
. Так как

cos𝜓 ∈ [0, 1], то в силу леммы 4 дуга 𝐴cos𝜓𝐴1 при повороте 𝑅𝜙 пере-

ходит в дугу 𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝑅𝜙(𝐴1), причем

ℓ
(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝑅𝜙(𝐴1)

)︁
= ℓ

(︁
𝐴cos𝜓𝐴1

)︁
.

По определению арккосинуса имеем ℓ
(︁
𝐴cos𝜓𝐴1

)︁
= arccos(cos𝜓) = 𝜓.

Замечая, что 𝑅𝜙(𝐴1) = (cos𝜙, sin𝜙) = 𝐴cos𝜙, получаем

ℓ
(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴cos𝜙

)︁
= 𝜓. (7)
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Так как 𝑅𝜙(𝐴cos𝜓) = 𝐴̃︀𝑥 ∈ S+, где ̃︀𝑥 = cos𝜙 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓 ≤ cos𝜙, то

𝐴cos𝜙 ∈ 𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴1. В силу аддитивности длины дуги

ℓ
(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴1

)︁
= ℓ

(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴cos𝜙

)︁
+ ℓ

(︁
𝐴cos𝜙𝐴1

)︁
.

Используя равенство (7) и равенства ℓ
(︁
𝐴cos𝜙𝐴1

)︁
= arccos(cos𝜙) = 𝜙,

получаем равенство

ℓ
(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴1

)︁
= 𝜙+ 𝜓.

С другой стороны, 𝑅𝜙(𝐴cos𝜓) = 𝐴̃︀𝑥, а значит,
arccos ̃︀𝑥 = ℓ(𝐴̃︀𝑥𝐴1) = ℓ

(︁
𝑅𝜙(𝐴cos𝜓)𝐴1

)︁
= 𝜙+ 𝜓.

Поэтому cos(𝜙+ 𝜓) = ̃︀𝑥. Итак,

𝑅𝜙(𝐴cos𝜓) = 𝐴̃︀𝑥 = 𝐴cos(𝜙+𝜓).

Используя определение поворота 𝑅𝜙, получаем равенства (5), (6).

Таким образом, равенства (5), (6) справедливы для любых 𝜙,𝜓 ∈
∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
.

Пусть теперь 𝜙 ∈
[︀
𝜋
2 , 𝜋

]︀
, 𝜓 ∈

[︀
0, 𝜋2

]︀
. Обозначим 𝜙1 = 𝜙 − 𝜋

2 . Тогда

𝜙1 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
, и, следовательно, справедливы равенства (5), (6), в которых

вместо 𝜙 стоит 𝜙1. Поэтому, используя леммы 1, 2, имеем

cos(𝜙+ 𝜓) = cos
(︁
𝜙1 + 𝜓 +

𝜋

2

)︁
= − sin(𝜙1 + 𝜓) =

= − cos𝜙1 sin𝜓 − sin𝜙1 cos𝜓 = − cos
(︁
𝜙− 𝜋

2

)︁
sin𝜓 − sin

(︁
𝜙− 𝜋

2

)︁
cos𝜓 =

= cos𝜙 cos𝜓 − sin𝜙 sin𝜓.

Таким образом, доказано равенство (5) для любых 𝜙 ∈ [0, 𝜋], 𝜓 ∈
[︀
0, 𝜋2

]︀
.

Повторяя аналогичные рассуждения, получаем равенства (5), (6) для

всех 𝜙,𝜓 ∈ [0, 𝜋]. Отсюда в силу равенств (2), (3) § 10 получаем равенства

(5), (6) для всех 𝜙,𝜓 ∈ R.

§ 12. Первый замечательный предел

Теорема 1. (Первый замечательный предел.)

lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1.
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1

π 2π

sinx
x

x

3

Доказательство. Применяя лемму 1 § 10 для 𝑏 = 1, получаем
√︀
1− 𝑎2 ≤ ℓ(𝐴𝑎𝐴1) = arccos 𝑎 ≤

√︀
1− 𝑎2 + 1− 𝑎 ∀𝑎 ∈ [0, 1).

Используя это неравенство для 𝑎 = cos𝑥, имеем

sin𝑥 ≤ 𝑥 ≤ sin𝑥+ 1− cos𝑥 ∀𝑥 ∈
(︁
0,
𝜋

2

)︁
.

Деля каждую часть этой цепочки неравенств на sin𝑥, получаем

1 ≤ 𝑥

sin𝑥
≤ 1 +

1− cos𝑥

sin𝑥
= 1 +

sin𝑥

1 + cos𝑥
∀𝑥 ∈

(︁
0,
𝜋

2

)︁
.

Так как функции sin и cos непрерывны, то lim
𝑥→+0

sin𝑥
1+cos𝑥 = sin 0

1+cos 0 = 0. От-

сюда по теореме о трех функциях следует, что lim
𝑥→+0

𝑥
sin𝑥 = 1. Поэтому

lim
𝑥→+0

sin𝑥
𝑥 = 1. Поскольку функция sin𝑥 нечетная, то функция sin𝑥

𝑥 чет-

ная, а значит, lim
𝑥→−0

sin𝑥
𝑥 = lim

𝑥→+0

sin𝑥
𝑥 = 1. Применяя лемму о связи предела

и односторонних пределов, получаем доказываемое соотношение.

Пример 1. lim
𝑥→0

tg 𝑥
𝑥 = 1.

Решение. Из теоремы 1 и непрерывности косинуса следует: tg 𝑥
𝑥 =

= sin𝑥
𝑥

1
cos𝑥 → 1 при 𝑥→ 0.

Пример 2. а) lim
𝑥→0

arctg 𝑥
𝑥 = 1, б) lim

𝑥→0

arcsin𝑥
𝑥 = 1.

Решение. Докажем утверждение (а). Определим функцию

𝑓(𝑦) =

{︂ 𝑦
tg 𝑦 , 𝑦 ̸= 0,

1, 𝑦 = 0.
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Из предыдущего примера следует, что функция 𝑓(𝑦) непрерывна на

интервале (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ). По теореме о непрерывности сложной функции функ-

ция 𝑔(𝑥) = 𝑓(arctg 𝑥) непрерывна. Так как 𝑔(𝑥) =

{︂ arctg 𝑥
𝑥 , 𝑥 ̸= 0,

1, 𝑥 = 0,
то

lim
𝑥→0

arctg 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) = 𝑔(0) = 1.

Утверждение (б) доказывается аналогично.

§ 13. Классы эквивалентности

Согласно определению бинарного отношения, бинарное отношение ∼
считается заданным на множестве 𝑋, если задано произвольное подмно-

жество 𝐺 декартова произведения 𝑋 ×𝑋, которое называется графиком

отношения ∼. При этом запись 𝑥 ∼ 𝑦 означает, что пара (𝑥, 𝑦) принадле-
жит множеству 𝐺.

Определение. Бинарное отношение ∼ на множестве 𝑋 называет-

ся отношением эквивалентности, если оно обладает следующими свой-

ствами:

1) рефлексивность: ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 ∼ 𝑥;
2) симметричность: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 ∼ 𝑦 ⇒ 𝑦 ∼ 𝑥;
3) транзитивность: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 →˓ (𝑥 ∼ 𝑦 и 𝑦 ∼ 𝑧)⇒ 𝑥 ∼ 𝑧.

Определение . Пусть на множестве𝑋 задано отношение эквивалент-

ности ∼. Классом эквивалентности элемента 𝑥 ∈ 𝑋 называется множе-

ство

[𝑥] = {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∼ 𝑦}.

Пример 1. Пусть задано натуральное число 𝑘. Для целых чисел 𝑚,𝑛

будем писать 𝑚
𝑘∼𝑛, если 𝑚−𝑛

𝑘 ∈ Z. Проверьте, что бинарное отношение
𝑘∼ является отношением эквивалентности на Z. Для любого 𝑚 ∈ Z класс

эквивалентности [𝑚] состоит из всех целых чисел, имеющих такой же

остаток при делении на 𝑘, что и число 𝑚.

Определение. Будем говорить, что множество 𝑋 является дизъ-

юнктным объединением семейства множеств {𝑋𝛼}𝛼∈𝐴 и писать 𝑋 =
=
⨆︀
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼, если

1) 𝑋 =
⋃︀
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼,

2) 𝑋𝛼 ∩𝑋𝛽 = ∅ ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 : 𝛼 ̸= 𝛽.

82



Лемма 1. Если на множестве 𝑋 задано отношение эквивалентно-

сти ∼, то 𝑋 является дизъюнктным объединением различных классов

эквивалентности [𝑥], где 𝑥 ∈ 𝑋.

Доказательство. Поскольку отношение эквивалентности обладает

свойством рефлексивности, то 𝑥 ∈ [𝑥] для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Отсюда следует,

что 𝑋 =
⋃︀
𝑥∈𝑋

[𝑥]. Покажем, что объединение различных классов эквива-

лентности [𝑥] дизъюнктно, т.е. если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и [𝑥] ̸= [𝑦], то [𝑥] ∩ [𝑦] = ∅.
Предположим, что [𝑥]∩ [𝑦] ̸= ∅, т.е. существует 𝑧 ∈ [𝑥]∩ [𝑦]. Тогда 𝑥 ∼ 𝑧 и
𝑦 ∼ 𝑧. Используя рефлексивность и транзитивность отношения ∼, полу-
чаем 𝑥 ∼ 𝑦. Еще раз используя эти свойства, получаем [𝑥] = [𝑦]. Поэтому
несовпадающие классы эквивалентности [𝑥] и [𝑦] не пересекаются.

§ 14. Сравнение функций

Определение . Пусть функции 𝑓 и 𝑔 определены и не обращаются в 0

в некоторой
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Функции 𝑓 и 𝑔 называются эквивалентными (пишут:

𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥)) при 𝑥→ 𝑥0, если lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

Лемма 1. Отношение эквивалентности функций при 𝑥→ 𝑥0 явля-
ется отношением эквивалентности на множестве функций, определе-

ных и не обращаются в ноль в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0).

Доказательство. Непосредственно из определения следует, что от-

ношение ∼ обладает свойством рефлексивности.

Пусть функции 𝑓, 𝑔, ℎ определены и не обращаются в 0 в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0).

Если 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥→ 𝑥0, то по теореме о пределе частного

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= lim

𝑥→𝑥0

1
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

=
1

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

= 1.

Поэтому 𝑔(𝑥) ∼ 𝑓(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0, т.е. отношение ∼ обладает свойством

симметричности.

Если 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) ∼ ℎ(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0, то по теореме о пределе

произведения

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
= lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)
𝑔(𝑥) · ℎ(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
· lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
= 1.

83



Поэтому 𝑓(𝑥) ∼ ℎ(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0, т.е. отношение ∼ обладает свойством

транзитиности.

Из теорем и примеров § 9 и § 12 следует, что при 𝑥→ 0

𝑥 ∼ sin𝑥 ∼ tg 𝑥 ∼ arctg 𝑥 ∼ arcsin𝑥 ∼ 𝑒𝑥−1 ∼ ln(1+𝑥) ∼ sh𝑥 ∼ th𝑥. (1)

Лемма 2. Пусть функции 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) определены и не

обращаются в 0 в некоторой
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) и пусть 𝑓1(𝑥) ∼ 𝑓2(𝑥), 𝑔1(𝑥) ∼

∼ 𝑔2(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0. Тогда 𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑥) ∼ 𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑥),
𝑓1(𝑥)
𝑔1(𝑥)

∼ 𝑓2(𝑥)
𝑔2(𝑥)

при

𝑥→ 𝑥0.

Доказательство следует из теорем о пределе произведения и преде-

ле частного.

Замечание. Из условий 𝑓1(𝑥) ∼ 𝑓2(𝑥), 𝑔1(𝑥) ∼ 𝑔2(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0 не
следует 𝑓1(𝑥) + 𝑔1(𝑥) ∼ 𝑓2(𝑥) + 𝑔2(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0. Например, −𝑥 ∼ −𝑥,
𝑥+ 𝑥2 ∼ 𝑥+ 𝑥3 при 𝑥→ 0, но −𝑥+ 𝑥+ 𝑥2 ̸∼ −𝑥+ 𝑥+ 𝑥3 при 𝑥→ 0.

Лемма 3. Если 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0, то lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥), а

если один из пределов не существует, то не существует и другой.

Доказательство. Если ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) ∈ R, то по теореме о пределе

произведения ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥). Аналогично, если

∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ∈ R, то ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).

Следствие . При вычислении пределов произведений и частных

функций эти функции можно заменять на эквивалентные.

Лемма 4. Пусть 𝑓(𝑦) ∼ 𝑔(𝑦) при 𝑦 → 𝑦0, и пусть 𝑦(𝑥) → 𝑦0 при

𝑥→ 𝑥0 и 𝑦(𝑥) ̸= 𝑦0 при 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Тогда 𝑓(𝑦(𝑥)) ∼ 𝑔(𝑦(𝑥)) при 𝑥→ 𝑥0.

Доказательство. По теореме о пределе сложной функции имеем

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑦(𝑥))
𝑔(𝑦(𝑥)) = lim

𝑦→𝑦0

𝑓(𝑦)
𝑔(𝑦) = 1.

Пример 1. Найти lim
𝑥→0

(𝑒𝑥−1) arcsin𝑥2

th𝑥 ln2(1+𝑥)
.

Решение. Так как arcsin𝑥2 ∼ 𝑥2, 𝑒𝑥 − 1 ∼ 𝑥, th𝑥 ∼ 𝑥, ln(1 + 𝑥) ∼ 𝑥

при 𝑥 → 0, то (𝑒𝑥−1) arcsin𝑥2

th𝑥 ln2(1+𝑥)
∼ 𝑥2·𝑥

𝑥·𝑥2 = 1 при 𝑥 → 0, следовательно, предел

равен 1.
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Определение. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 определены в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) и функ-

ция 𝑔(𝑥) не обращается в 0. Говорят, что функция 𝑓 является бесконечно

малой относительно функции 𝑔 при 𝑥→ 𝑥0 и пишут 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) при

𝑥→ 𝑥0, если lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0.

Замечание. 𝑜(𝑔(𝑥)) – это класс функций. Запись 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥))
означает, что функция 𝑓(𝑥) принадлежит классу функций 𝑜(𝑔(𝑥)). По-
этому равенство в записи 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) необратимо, т. е. нельзя писать

𝑜(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥). Например, 𝑥3 = 𝑜(𝑥), 𝑥2 = 𝑜(𝑥) при 𝑥→ 0, но 𝑥3 ̸= 𝑥2.

Теорема 1. 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥→ 𝑥0 ⇐⇒ 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥))
при 𝑥→ 𝑥0.

Доказательство. 𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥→ 𝑥0 ⇐⇒
⇐⇒ lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1 ⇐⇒ lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) при 𝑥→ 𝑥0.

Из теоремы 1 следует, что эквивалентности (1) можно переписать в

виде

sin𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥), tg 𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥),
arcsin𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥), arctg 𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥),
𝑒𝑥 = 1 + 𝑥+ 𝑜(𝑥), ln(1 + 𝑥) = 𝑥+ 𝑜(𝑥),
sh𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥), th𝑥 = 𝑥+ 𝑜(𝑥) при 𝑥→ 0.

Определение. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 определены в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Говорят,

что функция 𝑓 ограничена относительно функции 𝑔, и пишут 𝑓(𝑥) =
= 𝑂(𝑔(𝑥)) при 𝑥→ 𝑥0, если

∃𝐶 ∈ R : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶|𝑔(𝑥)|.

Теорема 2. (Свойство 𝑜-малого и 𝑂-большого.)

Для функций, не обращающихся в 0 в некоторой
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) при 𝑥→ 𝑥0,

справедливы равенства:

1) 𝑜(𝑓)± 𝑜(𝑓) = 𝑜(𝑓); 6) 𝑂(𝑂(𝑓)) = 𝑂(𝑓);
2) 𝑂(𝑓)±𝑂(𝑓) = 𝑂(𝑓); 7) 𝑜(𝑓) ·𝑂(𝑔) = 𝑜(𝑓𝑔);
3) 𝑜(𝑓) = 𝑂(𝑓); 8) 𝑂(𝑓) ·𝑂(𝑔) = 𝑂(𝑓𝑔);
4) 𝑜(𝑂(𝑓)) = 𝑜(𝑓); 9) (𝑜(𝑓))𝛼 = 𝑜(𝑓𝛼) ∀𝛼 > 0;
5) 𝑂(𝑜(𝑓)) = 𝑜(𝑓); 10) (𝑂(𝑓))𝛼 = 𝑂(𝑓𝛼) ∀𝛼 > 0.
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Докажем, например, первое утверждение. Требуется доказать, что

если 𝑔1(𝑥) = 𝑜(𝑓(𝑥)), 𝑔2(𝑥) = 𝑜(𝑓(𝑥)) при 𝑥→ 𝑥0, то 𝑔1(𝑥)±𝑔2(𝑥) = 𝑜(𝑓(𝑥))

при 𝑥 → 𝑥0. Действительно, из условий lim
𝑥→𝑥0

𝑔1(𝑥)
𝑓(𝑥) = 0, lim

𝑥→𝑥0

𝑔2(𝑥)
𝑓(𝑥) = 0

следует lim
𝑥→𝑥0

𝑔1(𝑥)±𝑔2(𝑥)
𝑓(𝑥) = 0, т. е. 𝑔1(𝑥) ± 𝑔2(𝑥) = 𝑜(𝑓(𝑥)) при 𝑥 → 𝑥0.

Остальные утверждения проверяются аналогично.
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Г Л А В А 3

ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

§ 1. Определение и геометрический смысл
производной и дифференциала

Определение. Пусть функция 𝑓 определена в 𝑈𝛿(𝑥0). Производной
функции 𝑓 в точке 𝑥0 называется

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0)
Δ𝑥

∈ R

и обозначается 𝑓 ′(𝑥0). Если указанный предел не существует, то произ-

водная 𝑓 ′(𝑥0) не существует.

Выясним геометрический смысл производной.

Напишем уравнение секущей, проходящей через точки графика

(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) и (𝑥0 +Δ𝑥, 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)): 𝑦CEK(𝑥,Δ𝑥) = 𝑘𝑥+ 𝑏, где числа 𝑘 и

𝑏 определяются из системы уравнений
{︂
𝑓(𝑥0) = 𝑦CEK(𝑥0,Δ𝑥),
𝑓(𝑥0 +Δ𝑥) = 𝑦CEK(𝑥0 +Δ𝑥,Δ𝑥),

т. е. {︂
𝑓(𝑥0) = 𝑘𝑥0 + 𝑏,
𝑓(𝑥0 +Δ𝑥) = 𝑘(𝑥0 +Δ𝑥) + 𝑏.

Решая систему 𝑏 = 𝑓(𝑥0) − 𝑘𝑥0, 𝑘 = 𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)
Δ𝑥 , получаем урав-

нение секущей:

𝑦CEK(𝑥,Δ𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
(𝑥− 𝑥0). (1)

y

x

y = yKAC
(x)

y =
yCEK
(x,

∆x
)

y
=
f
(x
)

x0 x0 +∆x

3
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Определение. Невертикальной касательной к графику функции 𝑓
в точке 𝑥0 называется невертикальная прямая, которая является пре-

дельным положением секущей:

∀𝑥 ∈ R →˓ 𝑦KAC(𝑥) = lim
Δ𝑥→0

𝑦CEK(𝑥,Δ𝑥).

Непосредственно из определений и формулы (1) следует

Теорема 1. (Геометрический смысл производной.) Существование

невертикальной касательной к графику функции 𝑓 в точке 𝑥0 эквива-

лентно существованию конечной производной функции 𝑓 в точке 𝑥0.
Уравнение касательной имеет вид

𝑦KAC(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑘KAC · (𝑥− 𝑥0), где 𝑘KAC = 𝑓 ′(𝑥0).

Определение. Пусть функция 𝑓 определена в 𝑈𝛿(𝑥0). Функция 𝑓
называется дифференцируемой в точке 𝑥0, если существует число 𝐴 такое,

что приращение функцииΔ𝑓 = 𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0) имеет видΔ𝑓 = 𝐴Δ𝑥+
+ 𝑜(Δ𝑥) при Δ𝑥→ 0 (число 𝐴 не зависит от Δ𝑥, но зависит от 𝑥0).

Теорема 2. (Связь дифференцируемости и существования производ-
ной.) Функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 тогда и только тогда,

когда существует конечная производная 𝑓 ′(𝑥0). Число 𝐴 в определении

дифференцируемой функции совпадает с 𝑓 ′(𝑥0), т. е. Δ𝑓 = 𝑓 ′(𝑥0)Δ𝑥 +
+ 𝑜(Δ𝑥) при Δ𝑥→ 0.

Доказательство

Δ𝑓 = 𝐴Δ𝑥+ 𝑜(Δ𝑥) при Δ𝑥→ 0 ⇔

по опp. 𝑜-малого⇐⇒ lim
Δ𝑥→0

Δ𝑓 −𝐴Δ𝑥
Δ𝑥

= 0 ⇔

⇔ lim
Δ𝑥→0

Δ𝑓

Δ𝑥
= 𝐴 ∈ R ⇔ ∃𝑓 ′(𝑥0) = 𝐴 ∈ R.

Определение . Пусть функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0.
Дифференциалом функции 𝑓 в точке 𝑥0 называется линейная функция

𝑑𝑓(𝑥0) : R→ R, значение которой при любом аргументе Δ𝑥 ∈ R равно

𝑑𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] = 𝑓 ′(𝑥0)Δ𝑥.
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В записи 𝑑𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] аргумент Δ𝑥 линейной функции 𝑑𝑓(𝑥0) записан в

квадратных скобках для того, чтобы не путать его с точкой 𝑥0, в кото-

рой рассматривается дифференциал функции 𝑓 . Аргумент Δ𝑥 линейной

функции 𝑑𝑓(𝑥0) часто вообще не пишут (но подразумевают): 𝑑𝑓(𝑥0) =
= 𝑓 ′(𝑥0)Δ𝑥.

Определение . Дифференциалом независимой переменной называет-

ся ее приращение: 𝑑𝑥 = Δ𝑥 = 𝑥− 𝑥0.

Итак, в случае дифференцируемости функции 𝑓 в точке 𝑥0 справед-
ливы формулы

𝑑𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑑𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) 𝑑𝑥,

Δ𝑓 = 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] + 𝑜(Δ𝑥) при Δ𝑥→ 0.

Заметим, что дифференциал, будучи линейной функцией, определен

для всех Δ𝑥, а приращение функции Δ𝑓 определено только для тех Δ𝑥,
для которых 𝑥0 +Δ𝑥 лежит во множестве определения функции 𝑓 .

y

x

x0 x0 +∆x

f(x0)

yKAC(x0 +∆x)

f(x0 +∆x)

df(x0)

∆f

3

Из теорем 1, 2 следует

Теорема 3. (Геометрический смысл дифференциала.) Существо-

вание дифференциала эквивалентно существованию невертикальной ка-

сательной. В случае существования дифференциал равен приращению

ординаты касательной: 𝑦KAC(𝑥)− 𝑦KAC(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0).

Определение. (Односторонние производные.)
1. Если функция определена на (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0], то левой производной в

точке 𝑥0 называется левый предел
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𝑓 ′−(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

.

2. Если функция определена на [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) , то правой производной в

точке 𝑥0 называется правый предел

𝑓 ′+(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

.

Лемма 1. (Об односторонних производных.)
∃𝑓 ′(𝑥0) ⇐⇒ ∃𝑓 ′−(𝑥0) = 𝑓 ′+(𝑥0).

Доказательство состоит в применении леммы об односторонних пре-

делах.

Теорема 4. (Связь непрерывности и дифференцируемости.) Функ-

ция, дифференцируемая в точке 𝑥0, является непрерывной в этой точ-

ке. Обратное неверно.

Доказательство. 1. Пусть функция 𝑓 дифференцируема в точке

𝑥0. Тогда Δ𝑓 = 𝐴Δ𝑥+ 𝑜(Δ𝑥) при Δ𝑥→ 0. Следовательно, 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)−
− 𝑓(𝑥0)→ 0 (Δ𝑥→ 0), а значит, 𝑓 непрерывна в точке 𝑥0.

2. Например, функция 𝑓(𝑥) = |𝑥| непрерывна в точке 0, но не является
дифференцируемой в этой точке.

Задача 1. Пусть функция 𝑓 : R → R дифференцируема в точке 𝑥0.
Верно ли, что существует окрестность точки 𝑥0, в которой 𝑓 непрерывна?

§ 2. Правила дифференцирования

Теорема 1. Если функции 𝑓 и 𝑔 дифференцируемы в точке 𝑥0, то
1) ∃ (𝑓 + 𝑔)′(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) + 𝑔′(𝑥0);
2) ∃ (𝑓𝑔)′(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0) + 𝑓(𝑥0)𝑔

′(𝑥0);
3) если дополнительно 𝑔(𝑥0) ̸= 0, то

∃
(︁
𝑓
𝑔

)︁′
(𝑥0) =

𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0)−𝑓(𝑥0)𝑔′(𝑥0)
𝑔2(𝑥0)

.

Доказательство. ОбозначимΔ𝑓 = 𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0), Δ𝑔 = 𝑔(𝑥0+
+ Δ𝑥) − 𝑔(𝑥0). Заметим, что при Δ𝑥 → 0 справедливы соотношения:

Δ𝑓 → 0, Δ𝑔 → 0, Δ𝑓
Δ𝑥 → 𝑓 ′(𝑥0),

Δ𝑔
Δ𝑥 → 𝑔′(𝑥0).

1) Δ(𝑓+𝑔)
Δ𝑥 = Δ𝑓

Δ𝑥 + Δ𝑔
Δ𝑥 → 𝑓 ′(𝑥0) + 𝑔′(𝑥0) при Δ𝑥→ 0;
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2) Δ(𝑓𝑔) = 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥) 𝑔(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0) 𝑔(𝑥0) = (𝑓(𝑥0) + Δ𝑓)×
× (𝑔(𝑥0) + Δ𝑔)− 𝑓(𝑥0) 𝑔(𝑥0) = 𝑓(𝑥0)Δ𝑔 + 𝑔(𝑥0)Δ𝑓 +Δ𝑓 Δ𝑔, следова-

тельно, Δ(𝑓𝑔)
Δ𝑥 = 𝑓(𝑥0)

Δ𝑔
Δ𝑥 + 𝑔(𝑥0)

Δ𝑓
Δ𝑥 +Δ𝑔Δ𝑓

Δ𝑥 → 𝑓(𝑥0)𝑔
′(𝑥0) + 𝑔(𝑥0)𝑓

′(𝑥0)
при Δ𝑥→ 0;

3) Δ(𝑓/𝑔)
Δ𝑥 = (𝑓(𝑥0)+Δ𝑓)/(𝑔(𝑥0)+Δ𝑔)−𝑓(𝑥0)/𝑔(𝑥0)

Δ𝑥 =

= 𝑔(𝑥0)Δ𝑓−𝑓(𝑥0)Δ𝑔
𝑔(𝑥0) (𝑔(𝑥0)+Δ𝑔)Δ𝑥 →

𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0)−𝑓(𝑥0)𝑔′(𝑥0)
𝑔2(𝑥0)

при Δ𝑥→ 0.

Теорема 2. (Производная сложной функции.) Пусть функция 𝑦(𝑥)
дифференцируема в точке 𝑥0, а функция 𝑧(𝑦) дифференцируема в точке
𝑦0 = 𝑦(𝑥0). Тогда сложная функция 𝑧 = 𝑓(𝑥) = 𝑧(𝑦(𝑥)) дифференцируема
в точке 𝑥0 и 𝑓

′(𝑥0) = 𝑧′(𝑦0)𝑦
′(𝑥0), что записывают также в форме 𝑧′𝑥 =

= 𝑧′𝑦𝑦
′
𝑥.

Доказательство. Определим функцию

𝑔(𝑦) =

{︃
𝑧(𝑦)−𝑧(𝑦0)
𝑦−𝑦0 , 𝑦 ̸= 𝑦0,

𝑧′(𝑦0), 𝑦 = 𝑦0.

Так как по определению производной lim
𝑦→𝑦0

𝑔(𝑦) = lim
𝑦→𝑦0

𝑧(𝑦)−𝑧(𝑦0)
𝑦−𝑦0 = 𝑧′(𝑦0) =

= 𝑔(𝑦0), то функция 𝑔 непрерывна в точке 𝑦0.
В силу теоремы о непрерывности дифференцируемой функции функ-

ция 𝑦(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0. Следовательно, сложная функция

𝑔(𝑦(𝑥)) непрерывна в точке 𝑥0, т. е. lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑦(𝑥)) = 𝑔(𝑦(𝑥0)) = 𝑔(𝑦0) =

= 𝑧′(𝑦0).
Из определения функции 𝑔 следует равенство 𝑧(𝑦)− 𝑧(𝑦0) = 𝑔(𝑦) (𝑦 −

−𝑦0), которое справедливо не только в некоторой проколотой окрестности
точки 𝑦0, но и при 𝑦 = 𝑦0. Поэтому в некоторой окрестности точки 𝑥0
справедливо равенство 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 𝑧(𝑦(𝑥)) − 𝑧(𝑦0) = 𝑔(𝑦(𝑥)) (𝑦(𝑥) −
−𝑦0). Отсюда по теореме о пределе произведения следует, что существует
предел

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑦(𝑥)) lim
𝑥→𝑥0

𝑦(𝑥)− 𝑦(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= 𝑧′(𝑦0) 𝑦
′(𝑥0),

т. е. ∃𝑓 ′(𝑥0) = 𝑧′(𝑦0)𝑦
′(𝑥0).

Следствие . (Инвариантность формы первого дифференциала.)

Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда дифференциалы простой

функции 𝑧(𝑦) и сложной функции 𝑧 = 𝑓(𝑥) = 𝑧(𝑦(𝑥)) могут быть за-

писаны в одной и той же (инвариантной) форме: 𝑑𝑧 = 𝑧′(𝑦0) 𝑑𝑦. Хотя в
первом случае 𝑑𝑦 – приращение независимой переменной 𝑦, а во втором
случае 𝑑𝑦 = 𝑑𝑦(𝑥0)[𝑑𝑥] – дифференциал функции.
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Доказательство. В случае простой функции формула 𝑑𝑧 =
= 𝑑𝑧(𝑦0)[𝑑𝑦] = 𝑧′(𝑦0) 𝑑𝑦 следует из определения дифференциала.

В случае сложной функции по определению дифференциала получа-

ем 𝑑𝑧 = 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑓 ′(𝑥0) 𝑑𝑥. В силу теоремы 2 𝑓 ′(𝑥0) = 𝑧′(𝑦0)𝑦
′(𝑥0),

следовательно, 𝑑𝑧 = 𝑧′(𝑦0)𝑦
′(𝑥0) 𝑑𝑥 = 𝑧′(𝑦0)𝑑𝑦(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑧′(𝑦0)𝑑𝑦.

Теорема 3. (Производная обратной функции.) Пусть функция

𝑦(𝑥) определена, строго монотонна и непрерывна в некоторой 𝑈𝛿(𝑥0).
Пусть ∃𝑦′(𝑥0) ∈ R, 𝑦′(𝑥0) ̸= 0. Тогда обратная функция 𝑥(𝑦) дифферен-
цируема в точке 𝑦0 = 𝑦(𝑥0) и 𝑥

′(𝑦0) =
1

𝑦′(𝑥0)
= 1

𝑦′(𝑥(𝑦0))
.

Доказательство. Существование обратной функции следует из

строгой монотонности 𝑦(𝑥). По теореме об обратной функции функция

𝑥(𝑦) непрерывна в точке 𝑦0, т. е. lim
𝑦→𝑦0

𝑥(𝑦) = 𝑥0.

Для любого 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) определим 𝑓(𝑥) = 𝑦(𝑥)−𝑦0

𝑥−𝑥0 . По определению

производной ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑦′(𝑥0). В силу обратимости функции 𝑥(𝑦)

при 𝑦 ̸= 𝑦0 справедливо неравенство 𝑥(𝑦) ̸= 𝑥0, следовательно, 𝑓(𝑥(𝑦)) =
= 𝑦−𝑦0

𝑥(𝑦)−𝑥0 при 𝑦 ̸= 𝑦0. Пользуясь теоремой о пределе сложной функции,

получаем равенства

lim
𝑦→𝑦0

𝑦 − 𝑦0
𝑥(𝑦)− 𝑥0

= lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥(𝑦)) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑦′(𝑥0).

Следовательно, ∃𝑥′(𝑦0) = lim
𝑦→𝑦0

𝑥(𝑦)−𝑥0
𝑦−𝑦0 = 1

𝑦′(𝑥0)
.

Теорема 4. (Производные элементарных функций.)
1) 𝐶 ′ = 0 (𝐶 = const);

2) (𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎, 𝑎 > 0, 𝑥 ∈ R;
3) (log𝑎 𝑥)

′ = 1
𝑥 ln 𝑎 , 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1, 𝑥 > 0;

4) (𝑥𝛼)′ = 𝛼𝑥𝛼−1, 𝛼 ∈ R, 𝑥 > 0;
(𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1, 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R;

5) (sin𝑥)′ = cos𝑥, (cos𝑥)′ = − sin𝑥;

6) (tg 𝑥)′ = 1
cos2 𝑥

, (ctg 𝑥)′ = − 1
sin2 𝑥

;

7) (arcsin𝑥)′ = 1√
1−𝑥2 , (arccos𝑥)′ = − 1√

1−𝑥2 ;

8) (arctg 𝑥)′ = 1
1+𝑥2

, (arcctg 𝑥)′ = − 1
1+𝑥2

;

9) (sh𝑥)′ = ch𝑥, (ch𝑥)′ = sh𝑥;

10) (th𝑥)′ = 1
ch 2𝑥

, (cth𝑥)′ = − 1
sh 2𝑥

.

Доказательство. 1) 𝑓(𝑥) = 𝐶 ⇒ Δ𝑓 = 0 ⇒ 𝑓 ′ = 0.
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2) В силу теоремы о втором замечательном пределе lim
𝑥→0

𝑒𝑥−1
𝑥 = 1, сле-

довательно, (𝑒𝑥)′ = lim
Δ𝑥→0

𝑒𝑥+Δ𝑥−𝑒𝑥
Δ𝑥 = 𝑒𝑥 lim

Δ𝑥→0

𝑒Δ𝑥−1
Δ𝑥 = 𝑒𝑥, поэтому по тео-

реме о производной сложной функции (𝑎𝑥)′ = (𝑒ln 𝑎 𝑥)′ = 𝑒ln 𝑎 𝑥 (ln 𝑎 𝑥)′ =
= 𝑎𝑥 ln 𝑎. Здесь использовано равенство 𝑥′ = 1, которое следует непо-

средственно из определения производной.

3) По теореме о производной обратной функции (log𝑎 𝑥)
′ = 1

(𝑎𝑦)′ =

= 1
𝑎𝑦 ln 𝑎 , где 𝑦 = log𝑎 𝑥, т. е. (log𝑎 𝑥)

′ = 1
𝑥 ln 𝑎 .

4) При 𝑥 > 0: (𝑥𝛼)′ = (𝑒ln𝑥𝛼)′ = 𝑒ln𝑥𝛼 (ln𝑥𝛼)′ = 𝛼𝑥𝛼/𝑥 = 𝛼𝑥𝛼−1.

Формула (𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1 при 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R доказывается индукцией

по 𝑛.

5) В силу теоремы 1 § 11 имеем sin(𝑥+Δ𝑥) = cos𝑥 sinΔ𝑥+sin𝑥 cosΔ𝑥.
Поэтому

sin(𝑥+Δ𝑥)− sin𝑥

Δ𝑥
= cos𝑥

sinΔ𝑥

Δ𝑥
+ sin𝑥

cosΔ𝑥− 1

Δ𝑥
,

cosΔ𝑥− 1

Δ𝑥
=

cos2Δ𝑥− 1

Δ𝑥(cosΔ𝑥+ 1)
=

(︂
sinΔ𝑥

Δ𝑥

)︂2 Δ𝑥

cosΔ𝑥+ 1
.

В силу непрерывности косинуса получаем cosΔ𝑥 → cos 0 = 1 при Δ𝑥 →
→ 0, следовательно, используя первый замечательный предел, имеем
cosΔ𝑥−1

Δ𝑥 → 0 при Δ𝑥→ 0 и

(sin𝑥)′ = lim
Δ𝑥→0

sin(𝑥+Δ𝑥)− sin𝑥

Δ𝑥
= cos𝑥.

Пользуясь формулой для производной сложной функции, получаем

(cos𝑥)′ = (sin(𝜋/2− 𝑥))′ = − cos(𝜋/2− 𝑥) = − sin𝑥.

6) (tg 𝑥)′ =
(︀
sin𝑥
cos𝑥

)︀′
= (sin𝑥)′ cos𝑥−(cos𝑥)′ sin𝑥

cos2 𝑥
= cos2 𝑥+sin2 𝑥

cos2 𝑥
= 1

cos2 𝑥
.

(ctg 𝑥)′ = (tg (𝜋/2− 𝑥))′ = − 1
cos2(𝜋/2−𝑥) = − 1

sin2 𝑥
.

7) (arcsin𝑥)′ = 1
(sin 𝑦)′ = 1

cos 𝑦 , где 𝑦 = arcsin𝑥, т. е. (arcsin𝑥)′ =

= 1
cos(arcsin𝑥) =

1√
1−𝑥2 .

Так как arccos𝑥 = 𝜋
2 − arcsin𝑥, то (arccos𝑥)′ = −(arcsin𝑥)′ = − 1√

1−𝑥2 .

8) (arctg 𝑥)′ = 1
(tg 𝑦)′ = cos2 𝑦, где 𝑦 = arctg 𝑥, т. е. (arctg 𝑥)′ =

= cos2(arctg 𝑥) = 1
1+tg 2(arctg 𝑥)

= 1
1+𝑥2

.

Так как arcctg 𝑥 = 𝜋
2 − arctg 𝑥, то (arcctg 𝑥)′ = −(arctg 𝑥)′ = − 1

1+𝑥2
.

9) (sh𝑥)′ =
(︁
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2

)︁′
= 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2 = ch𝑥;

(ch𝑥)′ =
(︁
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2

)︁′
= 𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2 = sh𝑥.

93



10) (th𝑥)′ =
(︀
sh𝑥
ch𝑥

)︀′
= (sh𝑥)′ch𝑥−(ch𝑥)′sh𝑥

ch 2𝑥
= ch 2𝑥−sh 2𝑥

ch 2𝑥
= 1

ch 2𝑥
;

(cth𝑥)′ =
(︀

1
th𝑥

)︀′
= − (th𝑥)′

th2 𝑥
= − ch 2𝑥

sh 2𝑥
1

ch 2𝑥
= − 1

sh 2𝑥
.

Производная неявной функции

Определение. Функция 𝑓 : 𝑋 → R называется неявной функцией,

заданной уравнением 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, если ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝐹 (𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0.

Например, уравнение 𝑥2 + 𝑦2 = 1 задает следующие непрерывные

неявные функции: 𝑦 = 𝑓1(𝑥) =
√
1− 𝑥2 и 𝑦 = 𝑓2(𝑥) = −

√
1− 𝑥2.

Пусть неявная функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) задана уравнением 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0.
Тогда производную неявной функции 𝑓(𝑥) (если она существует) можно

найти из условия равенства нулю производной сложной функции 𝜙(𝑥) =
= 𝐹 (𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0: 𝜙′(𝑥) = 0.

Пример 1. Найти производную в точке 𝑥 = 0 функции 𝑦(𝑥), заданной
уравнением sin𝑥+ 𝑥− 𝑦 − 𝑦3 = 0.

Решение. Так как 𝜙(𝑥) = sin𝑥 + 𝑥 − 𝑦(𝑥) − 𝑦3(𝑥) = 0,
то 0 = 𝜙′(𝑥) = cos𝑥+ 1− 𝑦′(𝑥)− 3𝑦2(𝑥)𝑦′(𝑥), следовательно, 𝑦′(𝑥) =
= cos𝑥+1

1+3𝑦2(𝑥)
. При 𝑥 = 0 имеем 0 = 𝑦3 + 𝑦 = 𝑦(𝑦2 + 1), следовательно,

𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1+1
1+0 = 2.

Производная параметрически заданной функции

Определение. Пусть заданы функции 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡). Пусть функция

𝑥(𝑡) обратима, т. е. существует обратная функция 𝑡(𝑥). Тогда функция

𝑦 = 𝜙(𝑥) = 𝑦(𝑡(𝑥)) называется параметрически заданной функцией.

Если выполнены условия теоремы о производной обратной функции,

то ∃𝑡′(𝑥) = 1
𝑥′(𝑡) , где 𝑡 = 𝑡(𝑥).

Если выполнены условия теоремы о производной сложной функции,

то ∃𝑦′𝑥(𝑥) = 𝜙′(𝑥) = 𝑦′𝑡(𝑡(𝑥)) 𝑡
′(𝑥) =

𝑦′𝑡(𝑡)
𝑥′𝑡(𝑡)

, где 𝑡 = 𝑡(𝑥). Итак, при выполне-

нии условий этих теорем справедлива формула

𝑦′𝑥 =
𝑦′𝑡
𝑥′𝑡
. (1)
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Теорема 5. (Правила вычисления дифференциала.) Пусть функции
𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) дифференцируемы в точке 𝑥0. Тогда

1) ∃ 𝑑(𝑓 + 𝑔)(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0) + 𝑑𝑔(𝑥0),
2) ∃ 𝑑(𝑓𝑔)(𝑥0) = 𝑔(𝑥0) 𝑑𝑓(𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 𝑑𝑔(𝑥0),

3) если 𝑔(𝑥0) ̸= 0, то ∃ 𝑑
(︁
𝑓
𝑔

)︁
(𝑥0) =

𝑔(𝑥0) 𝑑𝑓(𝑥0)−𝑓(𝑥0) 𝑑𝑔(𝑥0)
𝑔2(𝑥0)

.

Доказательство. 1. Так как функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) дифференциру-
емы в точке 𝑥0, то по теореме 1 ∃(𝑓 + 𝑔)′(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) + 𝑔′(𝑥0). В силу

определения дифференциала получаем ∃𝑑(𝑓+𝑔)(𝑥0) = (𝑓+𝑔)′(𝑥0) 𝑑𝑥 =
= 𝑓 ′(𝑥0) 𝑑𝑥+ 𝑔′(𝑥0) 𝑑𝑥 = 𝑑𝑓(𝑥0) + 𝑑𝑔(𝑥0).

Пункты 2) и 3) доказываются аналогично.

§ 3. Производные и дифференциалы высших
порядков

Производная 𝑓 (𝑛)(𝑥) порядка 𝑛 определяется индукцией по порядку.

Определение. Производная нулевого порядка – это сама функция:

𝑓 (0)(𝑥) = 𝑓(𝑥). Производная первого порядка 𝑓 (1)(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) была опре-
делена ранее. Если функция 𝑓 (𝑛) определена в 𝑈𝛿(𝑥), то 𝑓 (𝑛+1)(𝑥) =
= (𝑓 (𝑛))′(𝑥).

Определение. Факториалом числа 𝑛 ∈ N называется число 𝑛! =
= 𝑛 · (𝑛− 1) · ... · 1.

Строгое определение факториала числа 𝑛 ∈ N⋃︀{0} дается по индук-
ции: 0! = 1, 1! = 1, 𝑛! = 𝑛 · (𝑛− 1)!.

Определение. Пусть 𝑛, 𝑘 ∈ N⋃︀{0}, 𝑘 ≤ 𝑛. Определим биномиаль-

ный коэффициент:

𝐶𝑘𝑛 =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)! 𝑘! =
𝑛(𝑛− 1)...(𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘!
.

Лемма 1. (Свойства биномиальных коэффициентов.)
1) 𝐶0

𝑛 = 1, 𝐶𝑛𝑛 = 1 ∀𝑛 ∈ N⋃︀{0};
2) 𝐶𝑘𝑛 + 𝐶𝑘−1

𝑛 = 𝐶𝑘𝑛+1 ∀𝑛, 𝑘 ∈ N : 𝑘 ≤ 𝑛.

Доказательство. 1) 𝐶0
𝑛 = 𝑛!

𝑛! 0! = 1, аналогично 𝐶𝑛𝑛 = 1.

2) 𝐶𝑘𝑛 + 𝐶𝑘−1
𝑛 = 𝑛!

(𝑛−𝑘)! 𝑘! +
𝑛!

(𝑛−𝑘+1)! (𝑘−1)! =
𝑛!

(𝑛−𝑘+1)! 𝑘!(𝑛 − 𝑘 + 1 + 𝑘) =

= (𝑛+1)!
(𝑛−𝑘+1)! 𝑘! = 𝐶𝑘𝑛+1.
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Теорема 1. (Формула Лейбница.) Пусть существуют производ-

ные функций 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) в точке 𝑥 порядка 𝑛. Тогда

∃ (𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑛 𝑢
(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑛−𝑘)(𝑥) =

= 𝐶0
𝑛 𝑢

(0)(𝑥) 𝑣(𝑛)(𝑥) + 𝐶1
𝑛 𝑢

(1)(𝑥) 𝑣(𝑛−1)(𝑥) + · · ·+ 𝐶𝑛𝑛 𝑢
(𝑛)(𝑥) 𝑣(0)(𝑥).

Доказательство. При 𝑛 = 1 (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ =
1∑︀

𝑘=0

𝐶𝑘1 𝑢
(𝑘) 𝑣(1−𝑘)

теорема справедлива.

Пусть формула Лейбница справедлива при 𝑛 = 𝑠, тогда (𝑢𝑣)(𝑠) =

=
𝑠∑︀

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠−𝑘). Покажем, что формула Лейбница справедлива при

𝑛 = 𝑠+ 1.

(𝑢𝑣)(𝑠+1) = ((𝑢𝑣)(𝑠))′ =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠 (𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠−𝑘))′ =

=
𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠 𝑢
(𝑘+1) 𝑣(𝑠−𝑘) +

𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) 𝑗=𝑘+1

=

=
𝑠+1∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑠 𝑢(𝑗) 𝑣(𝑠+1−𝑗) +

𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) 𝑘=𝑗

=

=

𝑠∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 𝑢(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) + 𝐶𝑠𝑠 𝑢

(𝑠+1) 𝑣(0) +

+ 𝐶0
𝑠 𝑢

(0) 𝑣(𝑠+1) +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑠 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) свойство 1

=

= 𝑢(0) 𝑣(𝑠+1) +
𝑠∑︁

𝑘=1

(𝐶𝑘−1
𝑠 + 𝐶𝑘𝑠 )𝑢

(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) + 𝑢(𝑠+1) 𝑣(0)
свойства 1, 2

=

= 𝐶0
𝑠+1 𝑢

(0) 𝑣(𝑠+1) +

𝑠∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑠+1 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘) + 𝐶𝑠+1

𝑠+1 𝑢
(𝑠+1) 𝑣(0) =

=

𝑠+1∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑠+1 𝑢
(𝑘) 𝑣(𝑠+1−𝑘),

т. е. формула Лейбница верна при 𝑛 = 𝑠+ 1. По индукции получаем, что

формула Лейбница справедлива для любого 𝑛 ∈ N.
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Аналогично доказательству теоремы 1 проводится доказательство би-

нома Ньютона:

(𝑎+ 𝑏)𝑛 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑛 𝑎
𝑘 𝑏𝑛−𝑘 ∀𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑛 ∈ N. (1)

Этой формуле коэффициенты 𝐶𝑘𝑛 и обязаны своим названием.

Определение . Дифференциал первого порядка 𝑑1𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] =
= 𝑑𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] был определен ранее. Пусть при 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) существует диф-
ференциал 𝑛-го порядка функции 𝑓 : 𝑑𝑛𝑓(𝑥)[𝑑𝑥]. Дифференциалом по-

рядка 𝑛+ 1 называется дифференциал первого порядка от дифференци-

ала порядка 𝑛:

𝑑𝑛+1𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑑
(︁
𝑑𝑛𝑓(𝑥)[𝑑𝑥]

)︁
[𝑑𝑥]|𝑥=𝑥0 .

При вычислении дифференциала выражения 𝑑𝑛𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] аргумент 𝑑𝑥
фиксируется, это выражение рассматривается как функция от 𝑥. Запись

𝑑
(︁
𝑑𝑛𝑓(𝑥)[𝑑𝑥]

)︁
[𝑑𝑥]|𝑥=𝑥0 означает дифференциал выражения 𝑑𝑛𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] в

точке 𝑥 = 𝑥0.
Как и в случае дифференциала первого порядка, аргумент 𝑑𝑥 часто

не пишут, но подразумевают, т. е. вместо 𝑑𝑛𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] часто пишут 𝑑
𝑛𝑓(𝑥0).

Функция 𝑓 называется 𝑛 раз дифференцируемой в точке 𝑥0, если
∃𝑑𝑛𝑓(𝑥0).

Теорема 2. 1) ∃𝑑𝑛𝑓(𝑥0) ⇐⇒ ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R;
2) если ∃ 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R, то 𝑑𝑛𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑓 (𝑛)(𝑥0) (𝑑𝑥)

𝑛.

Доказательство. При 𝑛 = 1 утверждение теоремы следует из опре-

деления дифференциала первого порядка.

Пусть утверждение теоремы справедливо при 𝑛 = 𝑘 (предположение

индукции).

Если ни в какой окрестности точки 𝑥0 не существует 𝑓
(𝑘)(𝑥) ∈ R, то

в силу предположения индукции не существует 𝑑𝑘𝑓(𝑥). Тогда не суще-

ствует 𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) и не существует 𝑑
𝑘+1𝑓(𝑥0), и при 𝑛 = 𝑘+1 утверждение

теоремы тривиально выполнено.

Пусть теперь в некоторой 𝑈𝛿(𝑥0) ∃ 𝑓 (𝑘)(𝑥) ∈ R. Тогда в силу пред-
положения индукции при 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∃ 𝑑𝑘𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] = 𝑓 (𝑘)(𝑥) (𝑑𝑥)𝑘. По
определению дифференциала порядка 𝑘 + 1 имеем
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𝑑𝑘+1𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑑
(︁
𝑑𝑘𝑓(𝑥)[𝑑𝑥]

)︁
[𝑑𝑥]|𝑥=𝑥0 = 𝑑(𝑓 (𝑘)(𝑥) (𝑑𝑥)𝑘)[𝑑𝑥]

⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0

=

= (𝑑𝑥)𝑘 𝑑(𝑓 (𝑘)(𝑥))[𝑑𝑥]
⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0

= (𝑑𝑥)𝑘 𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) (𝑑𝑥)
𝑘+1.

Поэтому существование 𝑑𝑘+1𝑓(𝑥0) эквивалентно существованию

𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) ∈ R и в случае существования 𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) ∈ R справедли-

ва формула 𝑑𝑘+1𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑓 (𝑘+1)(𝑥0) (𝑑𝑥)
𝑘+1. Следовательно, утвер-

ждение теоремы справедливо при 𝑛 = 𝑘 + 1. По индукции получаем, что

теорема справедлива при любом 𝑛 ∈ N.

Замечание. (Неинвариантность формы дифференциалов выше 1-го

порядка.)

Пусть заданы дважды дифференцируемые функции 𝑦(𝑥) и 𝑧(𝑦). Най-
дем второй дифференциал сложной функции 𝑧 = 𝜙(𝑥) = 𝑧(𝑦(𝑥)).

В силу инвариантности формы первого дифференциала 𝑑𝜙(𝑥) =
= 𝑧′(𝑦(𝑥)) 𝑑𝑦(𝑥).

По правилу вычисления дифференциала произведения 𝑑2𝜙(𝑥) =
= 𝑑(𝑧′(𝑦(𝑥)))·𝑑𝑦(𝑥)+𝑧′(𝑦(𝑥))·𝑑(𝑑𝑦(𝑥)) = 𝑧′′(𝑦(𝑥)) (𝑑𝑦(𝑥))2+𝑧′(𝑦(𝑥)) 𝑑2𝑦(𝑥).

Итак, для сложной функции 𝑧 = 𝑧(𝑦(𝑥)): 𝑑2𝑧 = 𝑧′′(𝑦)(𝑑𝑦)2+𝑧′(𝑦)𝑑2𝑦,
в то время как для простой функции 𝑧 = 𝑧(𝑦): 𝑑2𝑧 = 𝑧′′(𝑦)(𝑑𝑦)2. Таким об-

разом, формулы для вторых дифференциалов простой и сложной функ-

ций не совпадают. То же относится к дифференциалам порядков 𝑛 > 2.

§ 4. Теоремы о среднем
для дифференцируемых функций

Определение. Пусть задана функция 𝑓 : 𝑋 → R.
1. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется точкой локального минимума функции

𝑓 по множеству 𝑋, если

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)
⋂︁
𝑋 →˓ 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥).

2. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется точкой локального максимума функции

𝑓 по множеству 𝑋, если

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)
⋂︁
𝑋 →˓ 𝑓(𝑥0) ≥ 𝑓(𝑥).

3. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется точкой локального экстремума функции

𝑓 , если 𝑥0 является точкой локального минимума или максимума 𝑓 .
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Точки локального экстремума, которые мы сейчас определили, назы-

ваются также точками нестрогого локального экстремума. Определим

точки строгого локального экстремума.

4. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется точкой строгого локального минимума

функции 𝑓 по множеству 𝑋, если

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0)

⋂︁
𝑋 →˓ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(𝑥). (1)

5. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется точкой строгого локального максимума

функции 𝑓 по множеству 𝑋, если

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0)

⋂︁
𝑋 →˓ 𝑓(𝑥0) > 𝑓(𝑥).

6. Точки строгого локального минимума и строгого локального мак-

симума называются точками строгого локального экстремума.

Замечание. Непосредственно из определения следует, что точка

строгого локального экстремума является точкой нестрогого локально-

го экстремума. Обратное неверно. Например, для функции, равной кон-

станте, все точки множества определения являются точками нестрогого

экстремума, а строгих экстремумов нет.

Замечание . Если 𝑥0 ∈ int𝑋, то в определении локального экстрему-

ма можно не указывать множество 𝑋 и вместо 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0)

⋂︀
𝑋 писать 𝑥 ∈

∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). В этом случае получится эквивалентное определение. Действи-

тельно. Если 𝑥0 ∈ int𝑋, то существует число 𝛿0 > 0 такое, что 𝑈𝛿0(𝑥0) ⊂
⊂ 𝑋. Если, например, 𝑥0 является точкой строго локального минимума

функции 𝑓 по множеству 𝑋, то выполнено соотношение (1). Определим

𝛿1 = min{𝛿, 𝛿0}. Тогда

∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿1(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(𝑥). (2)

Обратно, если выполнено соотношение (2), то ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿1(𝑥0)

⋂︀
𝑋 →˓

→˓ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(𝑥) и, следовательно, справедливо соотношение (1).

Теорема 1. (Теорема Ферма.) Пусть функция 𝑓 определена на

(𝑎, 𝑏) и 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) – точка (нестрогого) локального экстремума функции
𝑓 . Тогда если 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0, то 𝑓

′(𝑥0) = 0.
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Доказательство. Пусть для определенности 𝑥0 – точка локального
минимума 𝑓 . Определим 𝛿0 = min{𝑏− 𝑥0, 𝑥0 − 𝑎}. Тогда ∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] : ∀𝑥 ∈
∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥). Поэтому при 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) выполняется

неравенство 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0 ≥ 0, следовательно, по теореме о предельном пе-

реходе в неравенствах правая производная неотрицательна: 𝑓 ′+(𝑥0) =

= lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0 ≥ 0. Аналогично, 𝑓 ′−(𝑥0) ≤ 0. Если ∃𝑓 ′(𝑥0), то 𝑓 ′(𝑥0) =

= 𝑓 ′+(𝑥0) = 𝑓 ′−(𝑥0) и, следовательно, 𝑓
′(𝑥0) = 0.

Замечание. В точке локального экстремума производная может

а) не существовать, как, например, для 𝑓(𝑥) = |𝑥| не существует 𝑓 ′(0)
или

б) быть бесконечной, как, например, для 𝑓(𝑥) =
√︀
|𝑥| 𝑓 ′(0) =∞.

Замечание . Если функция 𝑓 : 𝑋 → R достигает экстремума в точке

𝑥0 ∈ 𝑋, которая не является внутренней точкой множества 𝑋, то в точке

𝑥0 может существовать конечная (односторонняя), не равная нулю, про-
изводная функции 𝑓 . Например, функция 𝑓 : [0, 1] → R, заданная фор-

мулой 𝑓(𝑥) = 𝑥, достигает минимума в точке 𝑥0 = 0, но 𝑓 ′+(𝑥0) = 1 ̸= 0.

Теорема 2. (Теорема Ролля.) Пусть функция 𝑓 непрерывна на

[𝑎, 𝑏] и дифференцируема на (𝑎, 𝑏) и пусть 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). Тогда ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) :
𝑓 ′(𝜉) = 0.

f(x)

x

f(a) = f(b)

a bξ1 ξ2 ξ3

3

Доказательство. По теореме Вейерштрасса ∃𝑚 = min
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) и

∃𝑀 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥).

Если 𝑚 = 𝑀 , то 𝑓(𝑥) = const на [𝑎, 𝑏]. Взяв произвольную точку 𝜉 ∈
∈ (𝑎, 𝑏), получаем требуемое утверждение.
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Если 𝑚 ̸=𝑀 , то либо 𝑚 < 𝑓(𝑎), либо 𝑓(𝑎) < 𝑀 . Рассмотрим, напри-

мер, случай 𝑚 < 𝑓(𝑎). По определению минимума ∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑓(𝜉) = 𝑚 <
< 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). Следовательно, 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) и по теореме Ферма 𝑓 ′(𝜉) = 0.

Теорема 3. (Теорема Коши о среднем.) Пусть функции 𝑓 и 𝑔
непрерывны на [𝑎, 𝑏] и дифференцируемы на (𝑎, 𝑏). Пусть ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓
→˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0. Тогда

∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) :
𝑓 ′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
=
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑎) .

Доказательство. Из теоремы Ролля и условия ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓
→˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0 следует, что 𝑔(𝑏) ̸= 𝑔(𝑎). Рассмотрим функцию 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥)−
− 𝑘𝑔(𝑥), где коэффициент 𝑘 определим из условия 𝜙(𝑎) = 𝜙(𝑏): 𝑓(𝑏)−
− 𝑘𝑔(𝑏) = 𝑓(𝑎)− 𝑘𝑔(𝑎), т. е. 𝑘 = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎) .

По теореме Ролля ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝜙′(𝜉) = 0, т. е. 𝑓 ′(𝜉)− 𝑘𝑔′(𝜉) = 0, следо-

вательно, 𝑓
′(𝜉)
𝑔′(𝜉) = 𝑘 = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎) .

y = f(t)

x = g(t)
f(a)

f(b)

f(ξ)

g(a) g(b)g(ξ)

3

Геометрическая интерпретация. Пусть функции 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R и

𝑔 : [𝑎, 𝑏]→ R удовлетворяют условиям теоремы Коши о среднем. Постро-

им график параметрически заданной функции 𝑥 = 𝑔(𝑡), 𝑦 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].
Проведем отрезок (хорду), соединяющий точки (𝑔(𝑎), 𝑓(𝑎)) и (𝑔(𝑏), 𝑓(𝑏)).

Тангенс угла наклона этой хорды равен 𝑘 = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎) . Согласно теореме

Коши найдется точка 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) такая, что 𝑓 ′(𝜉)
𝑔′(𝜉) = 𝑘. Используя формулу

(1) § 2 для вычисления производной функции, заданной параметрически,

получаем, что в точке 𝑡 = 𝜉 справедливы равенства 𝑦′𝑥 =
𝑦′𝑡
𝑥′𝑡

=
𝑓 ′𝑡
𝑔′𝑡

= 𝑘.

Следовательно, в точке (𝑔(𝜉), 𝑓(𝜉)) тангенс угла наклона касательной к

графику функции 𝑦(𝑥) равен тангенсу угла наклона хорды. Таким обра-

зом, теорема Коши утверждает, что на графике функции, заданной пара-

метрически, найдется точка, в которой касательная параллельна хорде.
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Теорема 4. (Теорема Лагранжа о среднем.) Пусть функция 𝑓
непрерывна на [𝑎, 𝑏] и дифференцируема на (𝑎, 𝑏). Тогда существует точ-

ка 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), для которой справедлива формула конечных приращений

Лагранжа: 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝜉) (𝑏− 𝑎).

Доказательство состоит в применении теоремы Коши о среднем для

функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) = 𝑥.

f(x)

x

f(a)

f(b)

f(ξ)

a bξ

3

Геометрическая интерпретация теоремы Лагранжа состоит в том,

что для функции 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R, удовлетворяющей условиям этой теоремы,

найдется точка 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), в которой касательная к графику 𝑓 параллельна
хорде.

Задача 1. Существует ли функция 𝑓 : R→ R с непрерывной произ-

водной такая, что

∀𝛿 > 0 ∃𝑥1, 𝑥2 ∈ (0, 𝛿) : 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑥1, 𝑓(𝑥2) ≤ −𝑥2?

Задача 2. Пусть функция 𝑓 дифференцируема на интервале (𝑎, 𝑏) и
∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) ̸= 0. Обязана ли функция 𝑓 ′ сохранять знак на (𝑎, 𝑏)?

Следствие из теоремы Лагранжа о среднем.
(1) Пусть функция 𝑓 непрерывна на отрезке [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿] и дифферен-

цируема на интервале (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿). Пусть существует односторонний пре-

дел производной 𝑓 ′(𝑥0+0). Тогда существует односторонняя производная
𝑓 ′+(𝑥0) и 𝑓

′
+(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0 + 0).

(2) Пусть функция 𝑓 непрерывна на отрезке [𝑥0 − 𝛿, 𝑥0] и дифферен-

цируема на интервале (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0). Пусть существует односторонний пре-

дел производной 𝑓 ′(𝑥0−0). Тогда существует односторонняя производная
𝑓 ′−(𝑥0) и 𝑓

′
−(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0 − 0).
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(3) Пусть функция 𝑓 непрерывна в 𝑈𝛿(𝑥0) и дифференцируема в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Пусть существует предел производной lim

𝑥→𝑥0
𝑓 ′(𝑥). Тогда существу-

ет производная 𝑓 ′(𝑥0) и 𝑓
′(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0
𝑓 ′(𝑥).

Доказательство. Докажем пункт (1). По теореме Лагранжа о сред-

нем для любой точки 𝑥 ∈ (𝑥0;𝑥0 + 𝛿) существует точка 𝜉(𝑥) ∈ (𝑥0;𝑥)

такая, что 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0 = 𝑓 ′(𝜉(𝑥)). По теореме о трех функциях имеем

lim
𝑥→𝑥0+0

𝜉(𝑥) = 𝑥0. Используя теорему о пределе сложной функции для

одностороннего предела, аналогичную теореме 2(а) § 6 главы 2, получа-

ем lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓 ′(𝜉(𝑥)) = lim
𝜉→𝑥0+0

𝑓 ′(𝜉) = 𝑓 ′(𝑥0 + 0). Следовательно, существует

𝑓 ′+(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓 ′(𝜉(𝑥)) = 𝑓 ′(𝑥0 + 0).

Доказательство пункта (2) аналогично. Пункт (3) следует из пунктов

(1), (2).

Задача 3. Пусть функция 𝑓 дифференцируема на интервале (𝑎, 𝑏).
Может ли 𝑓 ′ на (𝑎, 𝑏) иметь

а) разрыв первого рода;

б) разрыв второго рода?

§ 5. Формула Тейлора

Определение. Пусть ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R. Тогда

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 =

= 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥− 𝑥0) +
𝑓 ′′(𝑥0)

2!
(𝑥− 𝑥0)2 + ...+

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)𝑛

называется многочленом Тейлора функции 𝑓 в точке 𝑥0;
𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)−𝑃𝑛(𝑥) называется остаточным членом в формуле Тей-

лора:

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑟𝑛(𝑥).

Лемма 1. Пусть 𝑘 ∈ N, 𝜙𝑘(𝑥) = (𝑥− 𝑥0)𝑘. Тогда

(1) 𝜙
(𝑠)
𝑘 (𝑥) =

{︃
𝑘!

(𝑘−𝑠)!(𝑥− 𝑥0)𝑘−𝑠 при 𝑠 ∈ {0, ..., 𝑘},
0 при 𝑠 > 𝑘;
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(2) 𝜙
(𝑠)
𝑘 (𝑥0) =

{︂
0 при 𝑠 ̸= 𝑘,
𝑘! при 𝑠 = 𝑘.

Доказательство. (1) 𝜙′
𝑘(𝑥) = 𝑘(𝑥 − 𝑥0)𝑘−1, 𝜙′′

𝑘(𝑥) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑥 −
− 𝑥0)

𝑘−2 и так далее, при 𝑠 ≤ 𝑘: 𝜙
(𝑠)
𝑘 (𝑥) = 𝑘(𝑘 − 1)...(𝑘 − (𝑠 − 1))(𝑥 −

− 𝑥0)𝑘−𝑠 = 𝑘!
(𝑘−𝑠)!(𝑥 − 𝑥0)𝑘−𝑠. Следовательно, 𝜙

(𝑘)
𝑘 (𝑥) = 𝑘! и 𝜙

(𝑠)
𝑘 (𝑥) = 0

при 𝑠 > 𝑘.
Пункт (2) следует из пункта (1).

Лемма 2. Пусть ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R. Тогда ∀𝑠 ∈ {0, ..., 𝑛} →˓
→˓ 𝑟

(𝑠)
𝑛 (𝑥0) = 0.

Доказательство. Заметим, что

𝑃 (𝑠)
𝑛 (𝑥) =

(︃
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
𝜙𝑘(𝑥)

)︃(𝑠)

=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
𝜙
(𝑠)
𝑘 (𝑥).

Из леммы 1(2) следует, что при 𝑠 ≤ 𝑛:

𝑃 (𝑠)
𝑛 (𝑥0) =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
𝜙
(𝑠)
𝑘 (𝑥0) = 𝑓 (𝑠)(𝑥0),

а значит, 𝑟
(𝑠)
𝑛 (𝑥0) = 𝑓 (𝑠)(𝑥0)− 𝑃 (𝑠)

𝑛 (𝑥0) = 0.

Определение. Будем говорить, что число 𝜉 лежит строго между

числами 𝑥0 и 𝑥, если 𝑥 < 𝜉 < 𝑥0 или 𝑥0 < 𝜉 < 𝑥.

Теорема 1. (Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано.)

Пусть ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R, тогда

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛) при 𝑥→ 𝑥0.

Доказательство. Требуется доказать, что 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑜((𝑥 − 𝑥0)𝑛) при
𝑥→ 𝑥0, то есть

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
= 0, (1)

где 𝜙𝑛(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)𝑛. Поскольку ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R, то существует окрест-

ность 𝑈𝛿(𝑥0), в которой определена 𝑓 (𝑛−1), а значит, и 𝑓 (𝑘) при всех 𝑘 ∈
∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}. Так как 𝑟𝑛(𝑥0) = 0, 𝜙𝑛(𝑥0) = 0, то по теореме Коши о
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среднем ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) существует число 𝜉1, лежащее строго между 𝑥 и 𝑥0,

такое, что
𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=

𝑟𝑛(𝑥)− 𝑟𝑛(𝑥0)
𝜙𝑛(𝑥)− 𝜙𝑛(𝑥0)

=
𝑟′𝑛(𝜉1)

𝜙′
𝑛(𝜉1)

.

Согласно леммам 1, 2 имеем 𝑟′𝑛(𝑥0) = 𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝑥0) = 0, 𝜙′

𝑛(𝑥0) =

= 𝜙
(𝑛−1)
𝑛 (𝑥0) = 0. Поэтому по теореме Коши о среднем найдется чис-

ло 𝜉2, лежащее строго между 𝜉1 и 𝑥0 (а значит, лежащее строго между 𝑥
и 𝑥0), такое, что

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=
𝑟′𝑛(𝜉1)

𝜙′
𝑛(𝜉1)

=
𝑟′𝑛(𝜉1)− 𝑟′𝑛(𝑥0)
𝜙′
𝑛(𝜉1)− 𝜙′

𝑛(𝑥0)
=
𝑟′′𝑛(𝜉2)

𝜙′′
𝑛(𝜉2)

.

Продолжая эти рассуждения, для любого 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) получаем 𝜉𝑛−1 =

= 𝜉𝑛−1(𝑥), лежащее строго между 𝑥 и 𝑥0, такое, что

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=
𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝜉𝑛−1)

𝜙
(𝑛−1)
𝑛 (𝜉𝑛−1)

.

Так как 𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝑥0) = 0, 𝜙

(𝑛−1)
𝑛 (𝑥) = 𝑛! (𝑥− 𝑥0), то

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=
𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝜉𝑛−1)− 𝑟(𝑛−1)

𝑛 (𝑥0)

𝑛! (𝜉𝑛−1 − 𝑥0)
.

Поскольку lim
𝑥→𝑥0

𝜉𝑛−1(𝑥) = 𝑥0 и ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝜉𝑛−1(𝑥) ̸= 𝑥0, то по теоре-

ме о пределе сложной функции имеем

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=

1

𝑛!
lim
𝑥→𝑥0

𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝜉𝑛−1(𝑥))− 𝑟(𝑛−1)

𝑛 (𝑥0)

𝜉𝑛−1(𝑥)− 𝑥0
=

=
1

𝑛!
lim
𝜉→𝑥0

𝑟
(𝑛−1)
𝑛 (𝜉)− 𝑟(𝑛−1)

𝑛 (𝑥0)

𝜉 − 𝑥0
.

Отсюда по определению производной получаем

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛(𝑥)
=

1

𝑛!
𝑟(𝑛)𝑛 (𝑥0). (2)

Поскольку согласно лемме 2 справедливо равенство 𝑟
(𝑛)
𝑛 (𝑥0) = 0, то из

равенства (2) следует равенство (1).
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Теорема 2. (Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагран-

жа.) Пусть в некоторой 𝑈𝛿(𝑥0) существует 𝑓 (𝑛+1)(𝑥). Тогда ∀𝑥 ∈
∈

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∃𝜉, лежащее строго между 𝑥 и 𝑥0, такое, что

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 +

𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+ 1)!
(𝑥− 𝑥0)𝑛+1.

Доказательство. Пусть 𝜙𝑛+1(𝑥) = (𝑥− 𝑥0)𝑛+1. Применяя 𝑛+ 1 раз

теорему Коши о среднем и используя леммы 1, 2, для любого 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0)

получаем существование чисел 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛+1, лежащих строго между 𝑥 и

𝑥0 и таких, что

𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛+1(𝑥)
=

𝑟′𝑛(𝜉1)

𝜙′
𝑛+1(𝜉1)

= · · · = 𝑟
(𝑛+1)
𝑛 (𝜉𝑛+1)

𝜙
(𝑛+1)
𝑛+1 (𝜉𝑛+1)

.

Поскольку 𝑃𝑛(𝑥) – многочлен степени 𝑛, то ∀𝑥 ∈ R →˓ 𝑃
(𝑛+1)
𝑛 (𝑥) = 0.

Следовательно, ∀𝑥 ∈ R →˓ 𝑓 (𝑛+1)(𝑥) = 𝑟
(𝑛+1)
𝑛 (𝑥). Поэтому, используя

соотношение ∀𝑥 ∈ R →˓ 𝜙
(𝑛+1)
𝑛+1 (𝑥) = (𝑛 + 1)! и обозначая 𝜉 = 𝜉𝑛+1,

получаем
𝑟𝑛(𝑥)

𝜙𝑛+1(𝑥)
=
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+ 1)!
.

Итак,

𝑓(𝑥)− 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑟𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+ 1)!
𝜙𝑛+1(𝑥) =

𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+ 1)!
(𝑥− 𝑥0)𝑛+1.

Теорема 3. (Единственность разложения по формуле Тейлора.)

Пусть ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R и пусть при 𝑥→ 𝑥0

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛) =

= 𝑎0 + 𝑎1(𝑥− 𝑥0) + ...+ 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛).

Тогда ∀𝑘 ∈ {0, ..., 𝑛} 𝑎𝑘 =
𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘! .
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Доказательство. В силу теоремы 1 справедлива формула Тейлора

с остаточным членом в форме Пеано, следовательно,

𝑎0 + 𝑎1(𝑥− 𝑥0) + ...+ 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛) =

= 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) + ...+
𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)𝑛 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛).

Переходя к пределу при 𝑥→ 𝑥0, получаем 𝑎0 = 𝑓(𝑥0). Отбросив в левой
и правой частях одинаковые слагаемые 𝑎0 и 𝑓(𝑥0) и разделив обе части

полученного равенства на 𝑥− 𝑥0, получаем

𝑎1 + 𝑎2(𝑥− 𝑥0) + ...+ 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛−1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1) =

= 𝑓 ′(𝑥0) +
𝑓 ′′(𝑥0)

2
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)𝑛−1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1).

Переходя в этом равенстве к пределу при 𝑥 → 𝑥0, находим 𝑎1 = 𝑓 ′(𝑥0).
Продолжая эти рассуждения по индукции, получаем утверждение теоре-

мы.

Задача 1. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)+𝑎1(𝑥−𝑥0)+𝑎2(𝑥−𝑥0)2+ 𝑜((𝑥−𝑥0)2),
𝑥→ 𝑥0. Верно ли, что
а) ∃𝑓 ′(𝑥0);
б) ∃𝑓 ′′(𝑥0)?

Теорема 4. (О почленном дифференцировании формулы Тейлора.)

Пусть ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R и пусть

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛) при 𝑥→ 𝑥0. Тогда

𝑓 ′(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘−1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1) при 𝑥→ 𝑥0.

Доказательство. По теореме о единственности разложения Тейлора

∀𝑘 ∈ {0, ..., 𝑛} →˓ 𝑎𝑘 =
𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘! . В силу теоремы 1, примененной к функции

𝑔(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥),

𝑓 ′(𝑥) =
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑔(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1) =

=

𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘+1)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1) =
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=
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘+1(𝑘 + 1)(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1)
𝑘=𝑠−1
=

=
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑎𝑠𝑠(𝑥− 𝑥0)𝑠−1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1)
𝑠=𝑘
=

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘−1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛−1).

Теорема 5. (О почленном интегрировании формулы Тейлора.)

Пусть ∃𝑓 (𝑛+1)(𝑥0) и пусть

𝑓 ′(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛) при 𝑥→ 𝑥0. Тогда

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘
𝑘+1(𝑥− 𝑥0)𝑘+1 + 𝑜((𝑥− 𝑥0)𝑛+1) при 𝑥→ 𝑥0.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.

§ 6. Разложение основных элементарных функций
по формуле Тейлора

Из теоремы о разложении Тейлора с остаточным членом в форме Пе-

ано при 𝑥0 = 0 следует

Теорема 1. (Формула Маклорена.) Если ∃𝑓 (𝑛)(0) ∈ R, то

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘 + 𝑜(𝑥𝑛) при 𝑥→ 0.

Лемма 1. Пусть 𝑓 – дифференцируемая функция. Тогда

1) если 𝑓 – четная, то 𝑓 ′ – нечетная функция;
2) если 𝑓 – нечетная, то 𝑓 ′ – четная функция.

Доказательство. 1) Пусть 𝑓 – четная функция, т. е. 𝑓(−𝑥) =

= 𝑓(𝑥). Так как 𝑓 ′(𝑥) = lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥+Δ𝑥)−𝑓(𝑥)
Δ𝑥 , то 𝑓 ′(−𝑥) =

= lim
Δ𝑥→0

𝑓(−𝑥+Δ𝑥)−𝑓(−𝑥)
Δ𝑥

в силу четности f
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥−Δ𝑥)−𝑓(𝑥)
Δ𝑥

𝑡=−Δ𝑥
=

= lim
𝑡→0

𝑓(𝑥+𝑡)−𝑓(𝑥)
−𝑡 = −𝑓 ′(𝑥). Итак, ∀𝑥 →˓ 𝑓 ′(−𝑥) = −𝑓 ′(𝑥), т. е. 𝑓 ′ –

нечетная функция.

Доказательство пункта 2 – аналогично.
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Лемма 2. 1. Пусть функция 𝑓 четная и пусть ∃𝑓 (2𝑛+1)(0). Тогда

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (2𝑘)(0)

(2𝑘)!
𝑥2𝑘 + 𝑜(𝑥2𝑛+1), 𝑥→ 0.

2. Пусть функция 𝑓 нечетная и пусть ∃𝑓 (2𝑛+2)(0). Тогда

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (2𝑘+1)(0)

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1 + 𝑜(𝑥2𝑛+2), 𝑥→ 0.

Доказательство. 1. Так как 𝑓(𝑥) – четная функция, то 𝑓 ′(𝑥) – нечет-
ная, следовательно, 𝑓 ′′(𝑥) – четная и так далее: ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑓 (2𝑘)(𝑥) – чет-
ная, 𝑓 (2𝑘−1)(𝑥) – нечетная. Так как 𝑓 (2𝑘−1)(𝑥) – нечетные, то 𝑓 (2𝑘−1)(0) =
= −𝑓 (2𝑘−1)(0), т. е. 𝑓 (2𝑘−1)(0) = 0. По теореме 1 имеем 𝑓(𝑥) = 𝑃2𝑛+1(𝑥) +
+ 𝑜(𝑥2𝑛+1) при 𝑥→ 0, где

𝑃2𝑛+1(𝑥) =
2𝑛+1∑︁

𝑠=0

𝑓 (𝑠)(0)

𝑠!
𝑥𝑠 =

=
∑︁

𝑠=0,2,4,...,2𝑛

𝑓 (𝑠)(0)

𝑠!
𝑥𝑠 +

∑︁

𝑠=1,3,5,...,2𝑛+1

𝑓 (𝑠)(0)

𝑠!
𝑥𝑠 =

=
∑︁

𝑠=0,2,4,...,2𝑛

𝑓 (𝑠)(0)

𝑠!
𝑥𝑠

𝑠=2𝑘
=

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (2𝑘)(0)

(2𝑘)!
𝑥2𝑘.

2. Доказательство второго пункта аналогично.

Экспонента. Если 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, то ∀𝑛 ∈ N⋃︀{0} →˓ 𝑓 (𝑛)(0) = 𝑒0 = 1,
следовательно,

𝑒𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
+ 𝑜(𝑥𝑛) = 1 + 𝑥+

𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+ ...+

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑜(𝑥𝑛), 𝑥→ 0.

Гиперболические функции. Если 𝑓(𝑥) = sh𝑥, то 𝑓 (2𝑘)(𝑥) = sh𝑥,
𝑓 (2𝑘+1)(𝑥) = ch𝑥, следовательно, 𝑓 (2𝑘)(0) = 0, 𝑓 (2𝑘+1)(0) = 1,

sh𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2) =

= 𝑥+
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
+ ...+

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2), 𝑥→ 0.
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Аналогично,

ch𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑥2𝑘

(2𝑘)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+1) =

= 1 +
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
+ ...+

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+1), 𝑥→ 0.

Тригонометрические функции. Если 𝑓(𝑥) = sin𝑥, то 𝑓 (𝑠)(𝑥) =
= sin

(︀
𝑥+ 𝜋

2 𝑠
)︀
, 𝑓 (2𝑘)(0) = sin(𝜋𝑘) = 0, 𝑓 (2𝑘+1)(0) = sin

(︀
𝜋
2 + 𝜋𝑘

)︀
= (−1)𝑘,

следовательно,

sin𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2) =

= 𝑥− 𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
+ ...+ (−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2), 𝑥→ 0.

Аналогично,

cos𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
2𝑘

(2𝑘)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+1) =

= 1− 𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
+ ...+ (−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ 𝑜(𝑥2𝑛+1), 𝑥→ 0.

Степенная функция. Если 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼, то 𝑓 (𝑘)(𝑥) = 𝛼(𝛼 −
− 1)...(𝛼− (𝑘− 1))(1+ 𝑥)𝛼−𝑘, следовательно, 𝑓 (𝑘)(0) = 𝛼(𝛼− 1)...(𝛼− (𝑘−
− 1)). Обозначим

𝐶0
𝛼 = 1, 𝐶𝑘𝛼 =

𝛼(𝛼− 1)...(𝛼− (𝑘 − 1))

𝑘!
, 𝑘 ∈ N.

Тогда

(1 + 𝑥)𝛼 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝛼𝑥
𝑘 + 𝑜(𝑥𝑛), 𝑥→ 0.

Отметим важный частный случай последней формулы:

1

1 + 𝑥
=

𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑥𝑘 + 𝑜(𝑥𝑛), 𝑥→ 0.

Логарифм. Если 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥), то 𝑓 ′(𝑥) = 1
1+𝑥 =

𝑛−1∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥𝑘 +

+𝑜(𝑥𝑛−1), 𝑥→ 0, следовательно, по теореме о почленном интегровании
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формулы Тейлора, с учетом ln(1) = 0, получаем

𝑓(𝑥) =

𝑛−1∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
𝑘+1

𝑘 + 1
+ 𝑜(𝑥𝑛) =

𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑥
𝑘

𝑘
+ 𝑜(𝑥𝑛) =

= 𝑥− 𝑥2

2
+ ...+ (−1)𝑛−1𝑥

𝑛

𝑛
+ 𝑜(𝑥𝑛), 𝑥→ 0.

Аpктангенс. Если 𝑓(𝑥) = arctg 𝑥, то 𝑓 ′(𝑥) = 1
1+𝑥2

=

=
𝑛∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘 + 𝑜(𝑥2𝑛+1), 𝑥 → 0, следовательно, по теореме о почлен-

ном интегровании формулы Тейлора, с учетом arctg 0 = 0, получаем

arctg 𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2) =

= 𝑥− 𝑥3

3
+ ...+

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

2𝑛+ 1
+ 𝑜(𝑥2𝑛+2), 𝑥→ 0.

Замечание . Если требуется разложить функцию 𝑓(𝑥) в окрестности
точки 𝑥0 ̸= 0, то прежде всего нужно сделать замену переменной: 𝑡 = 𝑥−
− 𝑥0, затем разложить функцию 𝜙(𝑡) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡) по формуле Маклорена

в окрестности точки 𝑡 = 0, после чего вернуться к исходным переменным,

подставив 𝑡 = 𝑥− 𝑥0.

Пример 1. Разложить ln𝑥 по формуле Тейлора в окрестности точки
𝑥0, 𝑥0 > 0.

Решение. ln𝑥
𝑡=𝑥−𝑥0= ln(𝑥0 + 𝑡) = ln(𝑥0(1 + 𝑡/𝑥0)) = ln𝑥0 + ln(1 +

+𝑡/𝑥0). Так как ln(1+𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1 𝑥𝑘

𝑘 +𝑜(𝑥𝑛), 𝑥→ 0, то ln𝑥 = ln𝑥0+

+
𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1𝑡𝑘

𝑥𝑘0𝑘
+𝑜(𝑡𝑛) = ln𝑥0+

𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1(𝑥−𝑥0)𝑘
𝑥𝑘0𝑘

+𝑜((𝑥−𝑥0)𝑛), 𝑥→ 𝑥0.

Заметим, что разложение ln𝑥 = ln(1 + (𝑥 − 1)) =
𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1(𝑥−1)𝑘

𝑘 +

+ 𝑜((𝑥 − 1)𝑛) при 𝑥0 ̸= 1 не является решением данной задачи, так как

𝑥− 1 ̸→ 0 при 𝑥→ 𝑥0.

Пример 2. Разложить по формуле Маклорена до 𝑜(𝑥4) функцию tg 𝑥.
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Решение. tg 𝑥 = sin𝑥
cos𝑥 . При 𝑥→ 0: sin𝑥 = 𝑥− 1

3!𝑥
3 + 𝑜(𝑥4); 1

cos𝑥 =
= 1

1−𝑥2/2+𝑜(𝑥3) = 1
1+𝑦(𝑥) , где 𝑦(𝑥) = −𝑥2/2 + 𝑜(𝑥3). Так как 𝑦(𝑥) → 0 при

𝑥 → 0, то 1
1+𝑦(𝑥) = −𝑦(𝑥) + 𝑦2(𝑥) + 𝑜(𝑦2(𝑥)) при 𝑥 → 0. Следовательно,

1
cos𝑥 = 1− (−𝑥2/2 + 𝑜(𝑥3)) + (−𝑥2/2 + 𝑜(𝑥3))2 + 𝑜((−𝑥2/2 + 𝑜(𝑥3))2) = 1 +
+ 𝑥2/2 + 𝑜(𝑥3), поэтому tg 𝑥 = (𝑥 − 1

3!𝑥
3 + 𝑜(𝑥4))(1 + 1

2𝑥
2 + 𝑜(𝑥3)) = 𝑥 −

− 1
6𝑥

3 + 1
2𝑥

3 + 𝑜(𝑥4) = 𝑥+ 1
3𝑥

3 + 𝑜(𝑥4).

Пример 3. Найти lim
𝑥→0

tg 𝑥−𝑥
sin𝑥−sh𝑥 .

Решение. Так как при 𝑥 → 0: tg 𝑥 = 𝑥 + 𝑥3/3 + 𝑜(𝑥4), sin𝑥 =

= 𝑥− 𝑥3/6 + 𝑜(𝑥4), sh𝑥 = 𝑥+ 𝑥3/6 + 𝑜(𝑥4), то tg 𝑥−𝑥
sin𝑥−sh𝑥 = 𝑥3/3+𝑜(𝑥4)

−𝑥3/3+𝑜(𝑥4) =

= 1+𝑜(𝑥)
−1+𝑜(𝑥) = −1 + 𝑜(1), следовательно, lim

𝑥→0

tg 𝑥−𝑥
sin𝑥−sh𝑥 = −1.

§ 7. Правило Лопиталя

Теорема 1. (Неопределенность вида 0
0 .) Пусть функции 𝑓(𝑥) и

𝑔(𝑥) дифференцируемы на интервале (𝑎, 𝑏),

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) = 0, lim
𝑥→𝑎+0

𝑔(𝑥) = 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0.

Пусть

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐶 ∈ R.

Тогда существует

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.

Доказательство. Доопределим функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) в точке 𝑎, по-
лагая 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) = 0. Тогда функции 𝑓 и 𝑔 будут непрерывны на [𝑎, 𝑏).
По теореме Коши о среднем

∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ∃𝜉 = 𝜉(𝑥) ∈ (𝑎, 𝑥) :
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎)
𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑎) =

𝑓 ′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
.

Так как lim
𝑥→𝑎+0

𝜉(𝑥) = 𝑎 и 𝜉(𝑥) ̸= 𝑎, то по теореме о пределе сложной

функции lim
𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝜉(𝑥))
𝑔′(𝜉(𝑥)) = lim

𝜉→𝑎+0

𝑓 ′(𝜉)
𝑔′(𝜉) = 𝐶, следовательно, lim

𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

= 𝐶.

Следствие 1. Пусть функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) дифференцируемы на луче

(𝐴,+∞),
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0, lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0 и

∀𝑥 ∈ (𝐴,+∞) →˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0.

Пусть

lim
𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐶 ∈ R.

Тогда существует

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.

Доказательство. Введем переменную 𝑡 = 1
𝑥 и рассмотрим функ-

ции 𝑓1(𝑡) = 𝑓(1/𝑡), 𝑔1(𝑡) = 𝑔(1/𝑡). Определим 𝐴1 = max{𝐴, 1}. Тогда
функции 𝑓1 и 𝑔1 дифференцируемы на интервале

(︁
0, 1

𝐴1

)︁
. Заметим, что

lim
𝑡→+0

𝑓1(𝑡) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0, lim
𝑡→+0

𝑔1(𝑡) = 0,

∀𝑡 ∈
(︂
0,

1

𝐴1

)︂
→˓ 𝑓 ′1(𝑡) = −

𝑓 ′(1/𝑡)

𝑡2
, 𝑔′1(𝑡) = −

𝑔′(1/𝑡)

𝑡2
̸= 0,

lim
𝑡→+0

𝑓 ′1(𝑡)

𝑔′1(𝑡)
= lim

𝑡→+0

𝑓 ′(1/𝑡)

𝑔′(1/𝑡)
= lim

𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐶.

Поэтому по теореме 1 существует lim
𝑡→+0

𝑓1(𝑡)
𝑔1(𝑡)

= 𝐶, т. е. существует

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝐶.

Аналогично можно сформулировать теорему для раскрытия неопре-

деленности вида 0
0 при 𝑥→ 𝑏− 0, 𝑥→ 𝑥0 и при 𝑥→ −∞.

Теорема 2. (Неопределенность вида ∞
∞ .) Пусть функции 𝑓(𝑥) и

𝑔(𝑥) дифференцируемы на интервале (𝑎, 𝑏),

lim
𝑥→𝑎+0

|𝑓(𝑥)| = +∞, lim
𝑥→𝑎+0

|𝑔(𝑥)| = +∞ и

∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0.

Пусть

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐶 ∈ R.

Тогда существует

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.
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Доказательство. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. Так как

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) = 𝐶, то

∃𝑎𝜀 ∈ (𝑎, 𝑏) : ∀𝜉 ∈ (𝑎, 𝑎𝜀) →˓
⃒⃒
⃒⃒𝑓

′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
− 𝐶

⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2
. (1)

В силу теоремы Коши о среднем для любого 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎𝜀) существует число

𝜉 ∈ (𝑥, 𝑎𝜀) такое, что
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎𝜀)
𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎𝜀) = 𝑓 ′(𝜉)

𝑔′(𝜉) . Для любого 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎𝜀) обозначим

𝐻(𝑥) =
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎𝜀)
𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑎𝜀)

.

Тогда в силу соотношения (1) имеем

∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎𝜀) →˓ |𝐻(𝑥)− 𝐶| < 𝜀

2
. (2)

Поскольку lim
𝑥→𝑎+0

|𝑓(𝑥)| = +∞ и lim
𝑥→𝑎+0

|𝑔(𝑥)| = +∞, то существует число

𝑎̃𝜀 ∈ (𝑎, 𝑎𝜀] такое, что

|𝑓(𝑥)| > |𝑓(𝑎𝜀)|, |𝑔(𝑥)| > |𝑔(𝑎𝜀)| ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎̃𝜀).

Покажем, что

lim
𝑥→𝑎+0

(︂
𝐻(𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

)︂
= 0. (3)

Действительно, для любого 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎̃𝜀) имеем

𝐻(𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝐻(𝑥)

(︂
1− 𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑎𝜀)

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎𝜀)
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

)︂
= 𝐻(𝑥)

⎛
⎝1−

1− 𝑔(𝑎𝜀)
𝑔(𝑥)

1− 𝑓(𝑎𝜀)
𝑓(𝑥)

⎞
⎠ .

Из соотношения (2) следует, что функция 𝐻(𝑥) ограничена. Поскольку

lim
𝑥→𝑎+0

|𝑓(𝑥)| = +∞ и lim
𝑥→𝑎+0

|𝑔(𝑥)| = +∞, то lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑎𝜀)
𝑓(𝑥) = 0 и lim

𝑥→𝑎+0

𝑔(𝑎𝜀)
𝑔(𝑥) =

= 0. Следовательно, lim
𝑥→𝑎+0

(︁
1− 1−𝑔(𝑎𝜀)/𝑔(𝑥)

1−𝑓(𝑎𝜀)/𝑓(𝑥)

)︁
= 0. Поэтому функция

𝐻(𝑥) − 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) при 𝑥 → 𝑎 + 0 является бесконечно малой как произведение

ограниченной функции на бесконечно малую. Таким образом, соотноше-

ние (3) справедливо. Из соотношения (3) следует существование числа

̂︀𝑎𝜀 ∈ (𝑎, 𝑎̃𝜀) такого, что

∀𝑥 ∈ (𝑎,̂︀𝑎𝜀) →˓
⃒⃒
⃒⃒𝐻(𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2
.
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Отсюда и из соотношения (2) получаем

∀𝑥 ∈ (𝑎,̂︀𝑎𝜀) →˓
⃒⃒
⃒⃒𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

− 𝐶
⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀.

Поэтому существует lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝐶.

Следствие 2. Пусть функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) дифференцируемы на луче

(𝐴,+∞),
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) =∞, lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) =∞ и

∀𝑥 ∈ (𝐴,+∞) →˓ 𝑔′(𝑥) ̸= 0.

Пусть

lim
𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐶 ∈ R.

Тогда существует

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.

Доказательство следствия 2 аналогично доказательству следствия 1.

Аналогично можно сформулировать теорему для раскрытия неопре-

деленности вида ∞
∞ при 𝑥→ 𝑏− 0, 𝑥→ 𝑥0 и при 𝑥→ −∞.

Теорема 3. (а) ∀𝛼 > 0 →˓ ln𝑥 = 𝑜(𝑥𝛼) при 𝑥→ +∞;
(б) ∀𝛼 > 0 →˓ 𝑥𝛼 = 𝑜(𝑒𝑥) при 𝑥→ +∞.

Доказательство. (а) В силу следствия 2 имеем lim
𝑥→+∞

ln𝑥
𝑥𝛼 =

= lim
𝑥→+∞

1/𝑥
𝛼𝑥𝛼−1 = lim

𝑥→+∞
1

𝛼𝑥𝛼 = 0.

(б) Определим 𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝛽 = 1/𝛼, тогда в силу пункта

(а) lim
𝑦→+∞

(ln 𝑦)
𝑦𝛽

= 0 и, следовательно, lim
𝑥→+∞

𝑥𝛼

𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

(ln 𝑦(𝑥))𝛼

𝑦(𝑥) =

= lim
𝑦→+∞

(︁
ln 𝑦
𝑦𝛽

)︁𝛼
= 0.

Теорема 3 показывает, что при 𝑥 → +∞ степенная функция растет

быстрее логарифмической, а экспонента растет быстрее степенной.

§ 8. Исследование функций с помощью производных

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 непрерывна на [𝑎, 𝑏] и дифференциру-

ема на (𝑎, 𝑏). Тогда
1) ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 ⇔ 𝑓 нестрого возрастает на [𝑎, 𝑏];
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2) ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 0 ⇔ 𝑓 нестрого убывает на [𝑎, 𝑏];
3) если ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) > 0, то 𝑓 строго возрастает на [𝑎, 𝑏];
4) если ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) < 0, то 𝑓 строго убывает на [𝑎, 𝑏].

Доказательство. 1) а) Пусть ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0. Покажем,
что функция 𝑓 нестрого возрастает на [𝑎, 𝑏]. Пусть заданы произвольные

𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏]: 𝑥1 < 𝑥2. Требуется доказать, что 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥1). По теореме
Лагранжа о среднем ∃𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2): 𝑓(𝑥2)− 𝑓(𝑥1) = (𝑥2 − 𝑥1)𝑓 ′(𝜉). Так как
𝑓 ′(𝜉) ≥ 0, то 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥1).

б) Пусть функция 𝑓 нестрого возрастает на [𝑎, 𝑏]. Зафиксируем про-

извольную точку 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) и покажем, что 𝑓 ′(𝑥0) ≥ 0. Так как 𝑓 нестро-

го возрастает на [𝑎, 𝑏], то для любой точки 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] такой, что 𝑥 ̸= 𝑥0,

справедливо неравенство 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0 ≥ 0. В силу теоремы о предельном

переходе в неравенствах получаем 𝑓 ′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0 ≥ 0.

Пункт 2) доказывается аналогично. Доказательство пунктов 3), 4)

аналогично доказательству пункта 1) а).

Замечание. Из строгого возрастания дифференцируемой функции

𝑓 не следует неравенство 𝑓 ′(𝑥) > 0. Например, функция 𝑓(𝑥) = 𝑥3 строго
возрастает, но 𝑓 ′(0) = 0.

Теорема 2. (Достаточное условие экстремума в терминах первой про-
изводной.) Пусть функция 𝑓 непрерывна в некоторой 𝑈𝛿(𝑥0) и дифферен-

цируема в
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Тогда

1) если ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓 ′(𝑥) > 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓 ′(𝑥) <
< 0 (т. е. производная меняет знак с плюса на минус), то 𝑥0 – точка

строгого локального максимума 𝑓 ;
2) если ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓 ′(𝑥) < 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓 ′(𝑥) >

> 0 (т. е. производная меняет знак с минуса на плюс), то 𝑥0 – точка

строгого локального минимума 𝑓 .

Доказательство. Если выполнено условие пунка 1), то по теореме 1
функция 𝑓 строго убывает на [𝑥0−𝛿/2, 𝑥0] и строго возрастает на [𝑥0, 𝑥0+
+ 𝛿/2]. Следовательно, 𝑥0 – точка строгого локального минимума 𝑓 . До-
казательство пункта 2) аналогично.

Аналогично можно сформулировать достаточные условия нестрогого

экстремума.

Теорема 3. (Достаточное условие экстремума в терминах произ-

водных высших порядков.) Пусть в некоторой окрестности точки 𝑥0
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определена функция 𝑓 такая, что ∃𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ R, пусть ∀𝑘 ∈ 1, 𝑛− 1 →˓
→˓ 𝑓 (𝑘)(𝑥0) = 0 и 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸= 0. Тогда

1) если 𝑛 четно, то при 𝑓 (𝑛)(𝑥0) > 0 𝑥0 является точкой строгого
локального минимума функции 𝑓 , при 𝑓 (𝑛)(𝑥0) < 0 𝑥0 является точ-

кой строгого локального максимума функции 𝑓 ;
2) если 𝑛 нечетно, то 𝑥0 не является точкой (нестрогого) локаль-

ного экстремума функции 𝑓 .

Доказательство. В силу формулы Тейлора с остаточным членом

в форме Пеано имеем 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
1
𝑛!𝑓

(𝑛)(𝑥0) (𝑥− 𝑥0)𝑛 + 𝑜((𝑥 − 𝑥0)𝑛)
при 𝑥 → 𝑥0. Следовательно,

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
(𝑥−𝑥0)𝑛 = 1

𝑛!𝑓
(𝑛)(𝑥0) + 𝑜(1) при 𝑥 → 𝑥0,

т. е. lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
(𝑥−𝑥0)𝑛 = 1

𝑛!𝑓
(𝑛)(𝑥0). По лемме о сохранении знака существует

число 𝛿 > 0 такое, что при 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) величина

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
(𝑥−𝑥0)𝑛 имеет тот же

знак, что и знак числа 𝑓 (𝑛)(𝑥0). Пусть, например, 𝑓
(𝑛)(𝑥0) > 0. Тогда

∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
(𝑥− 𝑥0)𝑛

> 0.

Поэтому в случае четного 𝑛 ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) > 0, сле-

довательно, 𝑥0 – точка строгого локального минимума. В случае нечет-

ного 𝑛: ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) < 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓
→˓ 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) > 0, следовательно, 𝑥0 не является точкой нестрогого

экстремума. Случай 𝑓 (𝑛)(𝑥0) < 0 рассматривается аналогично.

Рассмотрим необходимые условия экстремума. Необходимым услови-

ем экстремума в терминах первой производной является теорема Ферма.

Теорема 4. (Необходимое условие экстремума в терминах вто-

рой производной.) Пусть функция 𝑓 определена в некоторой 𝑈𝛿(𝑥0) и
∃𝑓 ′′(𝑥0). Тогда

1) если 𝑥0 – точка (нестрогого) локального минимума функции 𝑓 ,
то 𝑓 ′(𝑥0) = 0, 𝑓 ′′(𝑥0) ≥ 0;

2) если 𝑥0 – точка (нестрогого) локального максимума функции 𝑓 ,
то 𝑓 ′(𝑥0) = 0, 𝑓 ′′(𝑥0) ≤ 0.

Доказательство. Пусть 𝑥0 – точка локального минимума. В си-

лу теоремы Ферма 𝑓 ′(𝑥0) = 0. Если 𝑓 ′′(𝑥0) < 0, то по теореме 3 𝑥0
является точкой строгого локального максимума и, следовательно, не

может являться точкой (нестрогого) локального минимума. Получен-

ное противоречие показывает, что 𝑓 ′′(𝑥0) ≥ 0. Доказательство пункта 2)
аналогично.
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Замечание . Из условия существования 𝑓 ′′(𝑥0) и того, что 𝑥0 – точка
строгого локального минимума не следует неравенство 𝑓 ′′(𝑥0) > 0. На-
пример, 𝑥0 = 0 является точкой строгого минимума функции 𝑓(𝑥) = 𝑥4,
но 𝑓 ′′(0) = 0.

Определение. Функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R называется выпуклой вниз,

если каждая точка любой хорды к графику функции 𝑓 лежит не ниже

графика 𝑓 . Функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R называется выпуклой вверх, если каж-

дая точка любой хорды к графику функции 𝑓 лежит не выше графика 𝑓 .

На рисунке изображен график выпуклой вниз функции.

f(x)

x

a bx1 x2tx1 + (1− t)x2

tf(x1) + (1− t)f(x2)

f(tx1 + (1− t)x2)

3

Каждая точка хорды, соединяющей точки (𝑥1, 𝑓(𝑥1)) и (𝑥2, 𝑓(𝑥2)), мо-

жет быть записана в виде
(︁
𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2, 𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2)

)︁
, где 𝑡 ∈

∈ [0, 1]. Поэтому условие выпуклости вниз функции 𝑓 на (𝑎, 𝑏) можно
записать в виде

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ (𝑎, 𝑏) ∀𝑡 ∈ [0, 1] →˓ 𝑓(𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2) ≤ 𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2),

а условие выпуклости вверх функции 𝑓 на (𝑎, 𝑏) – в виде

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ (𝑎, 𝑏) ∀𝑡 ∈ [0, 1] →˓ 𝑓(𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2) ≥ 𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2).

Замечание . Если в последних двух формулах нестрогие неравенства
заменить строгими, то получатся определения строгой выпуклости вниз

и вверх.

Замечание. Нередко в литературе используется немного иная тер-

минология: выпуклую вниз функцию называют выпуклой, а выпуклую

вверх – вогнутой.
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Задача 1. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R выпукла вниз. Доказать, что

𝑓 непрерывна на (𝑎, 𝑏).

Задача 2. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R выпукла вниз и дифферен-

цируема в точке 𝑥0. Доказать, что ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑦KAC(𝑥), где
𝑦KAC(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0).

Теорема 5. Пусть функция 𝑓 дважды дифференцируема на (𝑎, 𝑏).
Тогда

1) функция 𝑓 выпукла вниз на (𝑎, 𝑏) ⇔ ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0;
2) функция 𝑓 выпукла вверх на (𝑎, 𝑏) ⇔ ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≤ 0.

Доказательство. 1. а) Пусть функция 𝑓 выпукла вниз на (𝑎, 𝑏). За-
фиксируем произвольное 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) и покажем, что 𝑓 ′′(𝑥0) ≥ 0. Опре-
делим 𝛿 = min{𝑥0 − 𝑎, 𝑏 − 𝑥0}. Тогда ∀𝑢 ∈ (−𝛿, 𝛿) справедливы условия

𝑥0 ± 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏). Применяя условие выпуклости вниз для 𝑥1 = 𝑥0 − 𝑢, 𝑥2 =
= 𝑥0 + 𝑢, 𝑡 = 1

2 и замечая, что 𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2 = 𝑥0, получаем

𝑓(𝑥0) ≤
1

2
𝑓(𝑥0 − 𝑢) +

1

2
𝑓(𝑥0 + 𝑢) ∀𝑢 ∈ (−𝛿, 𝛿). (1)

Раскладывая по формуле Тейлора, имеем

𝑓(𝑥0±𝑢) = 𝑓(𝑥0)±𝑓 ′(𝑥0)𝑢+ 1
2𝑓

′′(𝑥0)𝑢
2+𝑜(𝑢2) при 𝑢→ 0, следовательно,

1

2
𝑓(𝑥0 − 𝑢) +

1

2
𝑓(𝑥0 + 𝑢) = 𝑓(𝑥0) +

1

2
𝑓 ′′(𝑥0)𝑢

2 + 𝑜(𝑢2).

Отсюда и из формулы (1) имеем

1

2
𝑓 ′′(𝑥0)𝑢

2 + 𝑜(𝑢2) =
1

2
𝑓(𝑥0 − 𝑢) +

1

2
𝑓(𝑥0 + 𝑢)− 𝑓(𝑥0) ≥ 0.

Деля это неравенство на 𝑢2, получаем 1
2𝑓

′′(𝑥0) + 𝑜(1) ≥ 0, где 𝑜(1) – это
такая функция 𝜙(𝑢), что lim

𝑢→0
𝜙(𝑢) = 0. Переходя к пределу при 𝑢 → 0,

получаем 1
2𝑓

′′(𝑥0) ≥ 0, т. е. 𝑓 ′′(𝑥0) ≥ 0.
б) Пусть ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0. Покажем, что функция 𝑓 выпукла

вниз на (𝑎, 𝑏). Зафиксируем произвольные числа 𝑡 ∈ [0, 1] и 𝑥1, 𝑥2 такие,
что 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏. Обозначим 𝑥0 = 𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2. Требуется доказать,
что

𝑓(𝑥0) ≤ 𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2). (2)

Если 𝑡 = 0 или 𝑡 = 1, то неравенство (2) тривиально выполняется

(выполняется равенство). Поэтому будем предполагать, что 𝑡 ∈ (0, 1).
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В силу формулы Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа

∃𝜉1 ∈ (𝑥1, 𝑥0) : 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥1 − 𝑥0) + 1
2𝑓

′′(𝜉1) (𝑥1 − 𝑥0)2 и
∃𝜉2 ∈ (𝑥0, 𝑥2) : 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥2 − 𝑥0) + 1

2𝑓
′′(𝜉2) (𝑥2 − 𝑥0)2.

Поскольку 𝑓 ′′(𝜉1) ≥ 0 и 𝑓 ′′(𝜉2) ≥ 0, то 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥1 − 𝑥0)
и 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥2 − 𝑥0), следовательно,

𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2) ≥

≥ 𝑡𝑓(𝑥0) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)
(︁
𝑡(𝑥1 − 𝑥0) + (1− 𝑡)(𝑥2 − 𝑥0)

)︁
=

= 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)
(︁
𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2 − 𝑥0

)︁
по опp. 𝑥0

= 𝑓(𝑥0).

Поэтому справедливо неравенство (2).

Второе утверждение теоремы доказывается аналогично.

Определение. Точка 𝑥0 называется точкой перегиба функции 𝑓 ,
если

1) функция 𝑓 определена и непрерывна в некоторой окрестности точ-

ки 𝑥0,
2) существует 𝑓 ′(𝑥0) ∈ R, т. е. в точке 𝑥0 существует касательная к

графику функции 𝑓 и

3) в точке 𝑥0 меняется направление выпуклости функции 𝑓 , т. е. су-
ществует число 𝛿 > 0 такое, что на одном из интервалов (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0),
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) функция выпукла вниз, а на другом – выпукла вверх.

f(x)

x

x1 x2

3

𝑥1, 𝑥2 – точки перегиба 𝑓

Теорема 6. (Необходимые и достаточные условия точки перегиба.)

Пусть функция 𝑓 непрерывна в 𝑈𝛿0(𝑥0) и дважды дифференцируема в
𝑜
𝑈 𝛿0(𝑥0), пусть ∃𝑓 ′(𝑥0) ∈ R. Тогда 𝑥0 является точкой перегиба функции
𝑓 в том и только в том случае, когда существует 𝛿 ∈ (0, 𝛿0]:
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либо ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≤ 0,
либо ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≤ 0 и ∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0,
т. е. вторая производная меняет знак в точке 𝑥0.

Доказательство следует непосредственно из теоремы 5 и определе-

ния точки перегиба.

Теорема 7. Пусть функция 𝑓 дважды дифференцируема в некоторой

𝑈𝛿0(𝑥0). Пусть 𝑥0 – точка перегиба функции 𝑓 , 𝑦KAC(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
+ 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) – уравнение касательной. Тогда

∃𝛿 > 0 :

⎡
⎢⎢⎣
либо

{︂
∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑦KAC(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) и
∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑦KAC(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥),

либо

{︂
∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑦KAC(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) и
∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑦KAC(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥),

т. е. график функции переходит с одной стороны касательной на другую.

Доказательство. В силу теоремы 6 𝑓 ′′(𝑥) меняет в точке 𝑥0 знак.

Для определенности будем предполагать, что 𝑓 ′′(𝑥) меняет знак с плюса

на минус, т. е.

∃𝛿 ∈ (0, 𝛿0] :

{︂
∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0 и

∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓 ′′(𝑥) ≤ 0.
(3)

Пользуясь формулой Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа,

получаем, что для любого 𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) существует точка 𝜉, лежащая строго

между 𝑥 и 𝑥0 и такая, что

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥− 𝑥0) +
1

2
𝑓 ′′(𝜉) (𝑥− 𝑥0)2.

Отсюда в силу условия (3) имеем

∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥− 𝑥0) = 𝑦KAC(𝑥) и
∀𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) →˓ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) = 𝑦KAC(𝑥). А значит,

график функции переходит с одной строны касательной на другую.

Замечание. Из того, что график функции 𝑓 в точке 𝑥0 переходит с
одной стороны касательной на другую, не следует, что 𝑥0 является точкой
перегиба функции 𝑓 . Например, график функции

𝑓(𝑥) =

{︂
(2 + sin 1

𝑥)𝑥
3, 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0
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переходит в точке 𝑥0 = 0 с одной стороны касательной 𝑦 = 0 на другую,
но точка 𝑥0 не является точкой перегиба функции 𝑓 , так как не суще-

ствует левой и правой полуокрестностей точки 𝑥0, в которых сохраняется
направление выпуклости функции 𝑓 .

Асимптоты

Определение . Говорят, что график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) имеет верти-
кальную асимптоту 𝑥 = 𝑥0, если хотя бы один из пределов lim

𝑥→𝑥0−0
𝑓(𝑥)

или lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥) бесконечен.

Например, график функции 𝑦 = 𝑒1/𝑥 имеет вертикальную асимптоту

𝑥 = 0, так как lim
𝑥→+0

𝑒1/𝑥 = +∞.

Определение . Прямая 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 называется невертикальной

асимптотой графика функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥→ +∞, если lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥)−
− 𝑘𝑥− 𝑏) = 0.

Если 𝑘 ̸= 0, то асимптота 𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏 называется наклонной. Если 𝑘 =
= 0, то асимптота 𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏 = 𝑏 называется горизонтальной.

Аналогично вводится понятие асимптоты при 𝑥→ −∞.

Следующая теорема показывает метод нахождения невертикальной

асимптоты.

Теорема 8. Прямая 𝑦 = 𝑘𝑥+𝑏 является асимптотой графика функ-
ции 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥→ +∞ тогда и только тогда, когда

∃ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑘 и ∃ lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = 𝑏.
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Доказательство. 1) Если 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 – асимптота при 𝑥 → +∞, то

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑘𝑥 − 𝑏) = 0, поэтому lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)−𝑘𝑥−𝑏
𝑥 = 0 и, следовательно,

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥 = lim

𝑥→+∞
𝑘𝑥+𝑏
𝑥 = 𝑘. Из равенства lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 𝑘𝑥 − 𝑏) = 0,

следует также, что lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = 𝑏.

2) Пусть lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑥 = 𝑘 и lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 𝑘𝑥) = 𝑏. Тогда lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) −

− 𝑘𝑥− 𝑏) = 0 и, следовательно, прямая 𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏 – асимптота.

Задача 3. Пусть функция 𝑓 выпукла вниз на луче (𝑥0,+∞) и прямая
𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 является асимптотой графика 𝑓 при 𝑥 → +∞. Доказать, что

∀𝑥 > 𝑥0 →˓ 𝑓(𝑥) > 𝑘𝑥+ 𝑏.

План построения графика функции 𝑓

1. Найти множество определения функции. Выяснить, является ли

функция четной, нечетной или периодической. Найти точки пересечения

графика функции 𝑓 с осями координат.

2. Вычислить 𝑓 ′(𝑥) и 𝑓 ′′(𝑥).
3. Составить таблицу знаков 𝑓 ′ и 𝑓 ′′. Указать промежутки монотон-

ности и выпуклости 𝑓 .
4. Найти точки экстремумов и перегиба, а также точки недифферен-

цируемости 𝑓 . Вычислить (если возможно) в этих точках значения 𝑓(𝑥)
и 𝑓 ′(𝑥).

5. Исследовать асимптоты графика.

6. Нарисовать график функции.
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Г Л А В А 4

ПРОСТРАНСТВО R𝑛 И МЕТРИЧЕСКИЕ
ПРОСТРАНСТВА

§ 1. Линейное пространство

Определение. Говорят, что во множестве 𝑋 определена операция

сложения, если любым двум элементам 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 поставлен в соответствие

единственный элемент 𝑥+ 𝑦 ∈ 𝑋.

Во множестве 𝑋 определена операция умножения на вещественное

число, если любому элементу 𝑥 ∈ 𝑋 и любому вещественному числу 𝛼 ∈
∈ R поставлен в соответствие единственный элемент 𝛼𝑥 ∈ 𝑋.

Определение. Множество 𝑋 называется вещественным линейным

(векторным) пространством, если в 𝑋 определены операции сложения

и умножения на вещественное число, удовлетворяющие следующим ак-

сиомам:

1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑥;
2) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 →˓ (𝑥+ 𝑦) + 𝑧 = 𝑥+ (𝑦 + 𝑧);
3) ∃ 0 ∈ 𝑋 : ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥+ 0 = 𝑥;
4) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃ − 𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥+ (−𝑥) = 0;
5) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R →˓ 𝛼(𝛽 𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥;
6) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R →˓ (𝛼+ 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥+ 𝛽 𝑥;
7) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∀𝛼 ∈ R →˓ 𝛼 (𝑥+ 𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝛼 𝑦;
8) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 1𝑥 = 𝑥, где 1 ∈ R.

Пример 1. Вывести из аксиом линейного пространства:

1) 0 единствен;
2) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ −𝑥 единствен;

3) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 0𝑥 = 0.

Решение. 1) Пусть 01, 02 ∈ 𝑋 и ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑥 + 01 = 𝑥, 𝑥 + 02 = 𝑥.
Тогда 01 = 01 + 02 = 02 + 01 = 02, т. е. 01 = 02.

2) Пусть 𝑥 + (−𝑥)1 = 0, 𝑥 + (−𝑥)2 = 0. Тогда (−𝑥)1 = (−𝑥)1 + 0 =
= (−𝑥)1 + (𝑥+ (−𝑥)2) = ((−𝑥)1 + 𝑥) + (−𝑥)2 = (−𝑥)2 + (𝑥 + (−𝑥)1) =
= (−𝑥)2 + 0 = (−𝑥)2.

3) 0𝑥 = 0𝑥 + 0 = 0𝑥+ (𝑥+ (−𝑥)) = (0𝑥+ 𝑥) + (−𝑥) =
= (0𝑥+ 1𝑥) + (−𝑥) = (0 + 1)𝑥+ (−𝑥) = 1𝑥+ (−𝑥) = 𝑥+ (−𝑥) = 0.
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Определение . Арифметическим 𝑛-мерным пространством R𝑛
называется множество упорядоченных наборов из 𝑛 чисел: 𝑥 =
= (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, где 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑖 ∈ 1, 𝑛.

Определим в R𝑛 операции сложения и умножения на число: если 𝑥 =
= (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛) ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ R, то 𝑥+𝑦 = (𝑥1+𝑦1, ..., 𝑥𝑛+
+ 𝑦𝑛), 𝛼𝑥 = (𝛼𝑥1, ..., 𝛼 𝑥𝑛).

Лемма 1. Пространство R𝑛 является вещественным линейным

пространством.

Доказательство состоит в проверке аксиом, которые, очевидно, вы-
полняются. В частности, 0 = (0, ..., 0), −𝑥 = (−𝑥1, ...,−𝑥𝑛).

Определение. Элементы линейного пространства называются век-

торами.

Заметим, что векторы на плоскости или векторы трехмерного геомет-

рического пространства со стандаpтными операциями сложения векто-

ров и умножения вектора на число удовлетворяют аксиомам линейного

пространства и, следовательно, являются векторами в смысле данного

определения. Поскольку R𝑛 является линейным пространством, то его

элементы 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ R𝑛 также являются векторами.
Пусть на плоскости задана система координат. Множество коорди-

нат (𝑥1, 𝑥2) точек на плоскости образует двумерное арифметическое про-
странство R2. При этом операции суммы и умножения на число в R2 соот-

ветствуют операциям суммы и умножения на число радиус-векторов то-

чек на плоскости. Поскольку соответствие между точками на плоскости

и их координатами является взаимно однозначным и сохраняет операции

суммы и умножения на число, то при фиксированной системе координат

плоскость можно отождествить с R2. Аналогично, трехмерное геометри-

ческое пространство можно отождествить с R3.

§ 2. Евклидово пространство

Определение. Линейное вещественное пространство 𝑋 называется

евклидовым, если в нем определено скалярное произведение, т. е. любым

элементам 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 поставлено в соответствие единственное число (𝑥, 𝑦) ∈
∈ R, причем выполняются аксиомы

1) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ (𝑥, 𝑥) ≥ 0;
2) ∀𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑥) = 0 →˓ 𝑥 = 0;
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3) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R →˓ (𝛼𝑥+ 𝛽 𝑦, 𝑧) = 𝛼 (𝑥, 𝑧) + 𝛽 (𝑦, 𝑧);
4) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥).

Лемма 1. Линейное пространство R𝑛 со скалярным произведением

(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + ... + 𝑥𝑛𝑦𝑛, где 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛), является
евклидовым.

Доказательство состоит в проверке аксиом, которые, очевидно, вы-
полняются.

Замечание. Определенное выше скалярное произведение в R𝑛 соот-
ветствует скалярному произведению векторов на плоскости и в трехмер-

ном геометрическом пространстве, данному в аналитической геометрии

в случае ортонормированного базиса.

Теорема 1. (Неравенство Коши–Буняковского.) Пусть 𝑋 – евкли-

дово пространство. Тогда

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ (𝑥, 𝑦)2 ≤ (𝑥, 𝑥) · (𝑦, 𝑦).

Доказательство. В силу аксиом скалярного произведения

∀𝑡 ∈ R →˓ (𝑡𝑥+ 𝑦, 𝑡𝑥+ 𝑦) ≥ 0. Следовательно, дискриминант квад-

ратного трехчлена (𝑥, 𝑥)𝑡2 + 2(𝑥, 𝑦)𝑡+ (𝑦, 𝑦) меньше либо равен 0:

𝐷 = 4(𝑥, 𝑦)2 − 4(𝑥, 𝑥) · (𝑦, 𝑦) ≤ 0,

т. е. (𝑥, 𝑦)2 ≤ (𝑥, 𝑥) · (𝑦, 𝑦).
Применяя неравенство Коши–Буняковского в пространстве R𝑛, полу-

чаем:

Следствие. Для любых чисел 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ R справедливо

неравенство
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘 𝑦𝑘 ≤

⎯⎸⎸⎷
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥2𝑘

⎯⎸⎸⎷
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑦2𝑘.

§ 3. Нормированное пространство

Определение. Линейное пространство 𝑋 называется нормирован-

ным, если в пространстве 𝑋 определена норма, т. е. каждому элементу
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𝑥 ∈ 𝑋 поставлено в соответствие единственное число ‖𝑥‖ (норма элемен-
та 𝑥), причем выполняются аксиомы

1) ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ ‖𝑥‖ ≥ 0;
2) ∀𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥‖ = 0 →˓ 𝑥 = 0;
3) ∀𝛼 ∈ R ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼| · ‖𝑥‖;
4) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ ‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖+ ‖𝑦‖ (неравенство треугольника).

Следствие из неравенства треугольника. Если 𝑋 – нормирован-

ное пространство, то

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓
⃒⃒
⃒‖𝑥‖ − ‖𝑦‖

⃒⃒
⃒ ≤ ‖𝑥− 𝑦‖.

Доказательство. В силу неравенства треугольника ‖𝑥‖ = ‖𝑥 − 𝑦 +
+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦‖, следовательно, ‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖. Аналогично,
‖𝑦‖ − ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖𝑥− 𝑦‖. Поэтому

⃒⃒
⃒‖𝑥‖ − ‖𝑦‖

⃒⃒
⃒ ≤ ‖𝑥− 𝑦‖.

Лемма 1. Любое евклидово пространство 𝑋 является нормирован-

ным пространством с евклидовой нормой ‖𝑥‖ =
√︀

(𝑥, 𝑥).

Доказательство. Выполнение аксиом 1), 2), 3) нормы следует из ак-

сиом 1), 2), 3) скалярного произведения. Докажем неравенство треуголь-

ника. ‖𝑥+ 𝑦‖2 = (𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦) = (𝑥, 𝑥) + 2(𝑥, 𝑦) + (𝑦, 𝑦) = ‖𝑥‖2 + 2(𝑥, 𝑦) +
+‖𝑦‖2. В силу неравенства Коши–Буняковского (𝑥, 𝑦) ≤

√︀
(𝑥, 𝑥)

√︀
(𝑦, 𝑦) =

= ‖𝑥‖ · ‖𝑦‖ получаем ‖𝑥+ 𝑦‖2 ≤ ‖𝑥‖2 +2‖𝑥‖ · ‖𝑦‖+ ‖𝑦‖2 = (‖𝑥‖+ ‖𝑦‖)2.
Следовательно, ‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖+ ‖𝑦‖.

Из леммы 1 § 2 и леммы 1 § 3 получаем следующую лемму.

Лемма 2. Пространство R𝑛 является нормированным простран-

ством с нормой ‖𝑥‖ =
√︀
𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑛, где 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Определение . Евклидову норму
√︀
𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑛 вектора 𝑥 =

= (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 также называют длиной или модулем вектора 𝑥 и

обозначают через |𝑥|:
|𝑥| =

√︁
𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑛.

Лемма 3. Если 𝑋 – евклидово пространство, ‖𝑥‖ =
√︀

(𝑥, 𝑥) – ев-

клидова норма, то для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 справедливо равенство паралле-

лограмма:

‖𝑥+ 𝑦‖2 + ‖𝑥− 𝑦‖2 = 2‖𝑥‖2 + 2‖𝑦‖2. (1)
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Доказательство

‖𝑥+ 𝑦‖2 + ‖𝑥− 𝑦‖2 = (𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦) + (𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑦) =

= (𝑥, 𝑥) + 2(𝑥, 𝑦) + (𝑦, 𝑦) + (𝑥, 𝑥)− 2(𝑥, 𝑦) + (𝑦, 𝑦) =

= 2(𝑥, 𝑥) + 2(𝑦, 𝑦) = 2‖𝑥‖2 + 2‖𝑦‖2.

Пример 1. В линейном пространстве R𝑛 можно рассматривать неев-
клидовы нормы, например,

‖𝑥‖max = max
𝑘∈1,𝑛

|𝑥𝑘| ∀𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛

удовлетворяет всем аксиомам нормы. При 𝑛 ≥ 2 для векторов 𝑥 =
= (1, 0, 0, . . . , 0) и 𝑦 = (0, 1, 0, . . . , 0) имеем ‖𝑥‖max = 1, ‖𝑦‖max = 1, ‖𝑥 ±
±𝑦‖max = 1. Поэтому равенство (1) не выполнено. Следовательно, нельзя
так ввести скалярное произведение в линейном пространстве R𝑛, чтобы
‖𝑥‖max =

√︀
(𝑥, 𝑥).

Задача 1. Пусть [𝑎, 𝑏] – некоторый отрезок. Пространством 𝐶[𝑎, 𝑏]
называется линейное нормированное пространство, элементами которого

являются все непрерывные на [𝑎, 𝑏] функции 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R. Линейные
операции в 𝐶[𝑎, 𝑏] определяются естественным образом:

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

(𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ∀𝛼 ∈ R ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Показать, что норма

‖𝑓‖𝐶 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)|, 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]

удовлетворяет всем аксиомам нормы. Показать, что в 𝐶[𝑎, 𝑏] нельзя вве-

сти скалярное произведение так, чтобы ‖𝑓‖𝐶 =
√︀

(𝑓, 𝑓) для всех 𝑓 ∈
∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], т. е. чтобы ‖𝑓‖𝐶 была бы евклидовой нормой.

Указание: воспользоваться леммой 3 (показать, что равенство парал-

лелограмма для нормы ‖𝑓‖𝐶 может быть не выполнено).
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§ 4. Метрическое пространство

Определение. Метрическим пространством называется множе-

ство 𝑋 с введенной на нем метрикой 𝜚, т. е. функцией 𝜚 : 𝑋 × 𝑋 → R,
которая каждой паре (𝑥, 𝑦), где 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑋, ставит в соответствие

единственное число 𝜚(𝑥, 𝑦), называемое расстоянием между элементами

𝑥 и 𝑦, причем выполнены аксиомы

1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ 𝜚(𝑥, 𝑦) ≥ 0;
2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ 𝜚(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦;
3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 →˓ 𝜚(𝑦, 𝑥) = 𝜚(𝑥, 𝑦);
4) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 →˓ 𝜚(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜚(𝑥, 𝑦) + 𝜚(𝑦, 𝑧) (неравенство треугольни-

ка).

Лемма 1. Любое множество в нормированном пространстве (и, в

частности, все пространство) является метрическим пространством

с метрикой 𝜚(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖.

Доказательство. Проверим аксиомы метрики для 𝜚(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖.
1. Из первой аксиомы нормированного пространства следует, что

𝜚(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖ ≥ 0.
2. Если 𝜚(𝑥, 𝑦) = 0, то ‖𝑥 − 𝑦‖ = 0 и в силу второй аксиомы нормы

имеем 𝑥 − 𝑦 = 0. Следовательно, 𝑥 = 𝑦. Обратно, пусть 𝑥 = 𝑦. Тогда
𝜚(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖ = ‖𝑥− 𝑥‖ = ‖0‖ = ‖0 · 0‖ = 0 · ‖0‖ = 0.

3. Используя третью аксиому нормы, имеем 𝜚(𝑦, 𝑥) = ‖𝑦 − 𝑥‖ =
= ‖(−1)(𝑥− 𝑦)‖ = ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜚(𝑥, 𝑦).

4. В силу неравенства треугольника для нормы получаем 𝜚(𝑥, 𝑧) =
= ‖𝑥− 𝑧‖ = ‖(𝑥− 𝑦) + (𝑦 − 𝑧)‖ ≤ ‖𝑥− 𝑦‖+ ‖𝑦 − 𝑧‖ = 𝜚(𝑥, 𝑦) + 𝜚(𝑦, 𝑧).

Из леммы 2 § 3 и леммы 1 § 4 получаем следующую лемму.

Лемма 2. Любое множество 𝑋 ⊂ R𝑛 является метрическим про-

странством с евклидовой метрикой

𝜚(𝑥, 𝑦) =
√︀

(𝑥1−𝑦1)2+. . .+(𝑥𝑛−𝑦𝑛)2 ∀𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋,
∀𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ 𝑋.

§ 5. Топология метрического пространства

В этом параграфе 𝑋 – метрическое пространство с метрикой 𝜚. На-
пример, 𝑋 может быть множеством в R𝑛 или всем R𝑛, а 𝜚 – евклидовой
метрикой в R𝑛.
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Определение. Пусть 𝜀 > 0. 𝜀-окрестностью точки 𝑥0 ∈ 𝑋 называ-

ется множество

𝑈𝜀(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜚(𝑥, 𝑥0) < 𝜀}.

Определение. Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется внутренней точкой мно-

жества 𝐴 ⊂ 𝑋, если

∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴.
Внутренностью множества 𝐴 ⊂ 𝑋 называется int𝐴 – множество всех

внутренних точек 𝐴. Множество 𝐴 называется открытым, если все точ-

ки 𝐴 являются внутренними, т. е. 𝐴 ⊂ int𝐴 . Пустое множество ∅ по опре-
делению считается открытым.

Определение . Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называетсяточкой прикосновения мно-

жества 𝐴 ⊂ 𝑋, если

∀𝜀 > 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥0)
⋂︁
𝐴 ̸= ∅.

Замыканием множества 𝐴 ⊂ 𝑋 называется 𝐴 – множество всех точек

прикосновения 𝐴. Множество 𝐴 называется замкнутым, если все точки

прикосновения лежат в 𝐴, т. е. 𝐴 ⊂ 𝐴. Пустое множество ∅ по определе-
нию считается замкнутым.

Лемма 1. ∀𝐴 ⊂ 𝑋 →˓ int𝐴 ⊂ 𝐴 ⊂ 𝐴.

Доказательство. 1. Если 𝑥0 ∈ int𝐴, то ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴, следо-
вательно, 𝑥0 ∈ 𝐴.

2. Если 𝑥0 ∈ 𝐴, то ∀𝜀 > 0 →˓ 𝑥0 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0)
⋂︀
𝐴, следовательно, ∀𝜀 >

> 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥0)
⋂︀
𝐴 ̸= ∅, а значит, 𝑥0 ∈ 𝐴.

Следствие. 1. Множество 𝐴 ⊂ 𝑋 открыто ⇔ 𝐴 = int𝐴.
2. Множество 𝐴 замкнуто ⇔ 𝐴 = 𝐴.

Лемма 2. Если 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝑋, то int𝐴 ⊂ int𝐵, 𝐴 ⊂ 𝐵.

Доказательство следует непосредственно из определений.
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Определение. Топологическим пространством называется множе-

ство 𝐸, на котором задана топология 𝜏 , т.е. семейство подмножеств мно-
жества 𝐸 (называемых открытыми множествами) такая, что выполнены

следующие аксиомы:

1) ∅ ∈ 𝜏 , 𝐸 ∈ 𝜏 ;
2) если 𝐴𝜆 ∈ 𝜏 ∀𝜆 ∈ Λ, то

(︂ ⋃︀
𝜆∈Λ

𝐴𝜆

)︂
∈ 𝜏 ;

3) если 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝜏 , то 𝐴1 ∩𝐴2 ∈ 𝜏 .

Теорема 1. Семейство всех открытых подмножеств метрического

пространства 𝑋 составляет топологию на 𝑋. В этом смысле любое

метрическое пространство является топологическим пространством.

Доказательство. Проверим аксиомы топологии для семейства от-

крытых множеств метрического пространства 𝑋.

1) Пустое множество является открытым по определению. Поскольку

для любых 𝜀 > 0 и 𝑥0 ∈ 𝑋 справедливо включение 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝑋, то все

пространство 𝑋 является открытым множеством.

2) Пусть для любого 𝜆 ∈ Λ множество 𝐴𝜆 открыто в 𝑋. Требуется

доказать, что множество 𝐴 :=
⋃︀
𝜆∈Λ

𝐴𝜆 открыто. Фиксируем произвольную

точку 𝑥0 ∈ 𝐴. Тогда по определению множества 𝐴 найдется индекс 𝜆 ∈ Λ
такой, что 𝑥0 ∈ 𝐴𝜆. Поскольку множество 𝐴𝜆 открыто, то существует

𝜀 > 0 такое, что 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴𝜆. Следовательно, 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴. Поэтому любая
точка 𝑥0 ∈ 𝐴 является внутренней точкой множества 𝐴, а значит, 𝐴 –

открытое множество.

3) Пусть множества 𝐴1, 𝐴2 ⊂ 𝑋 открыты в𝑋. Требуется доказать, что

множество 𝐴 := 𝐴1∩𝐴2 открыто. Фиксируем произвольную точку 𝑥0 ∈ 𝐴.
Тогда 𝑥0 ∈ 𝐴1 и 𝑥0 ∈ 𝐴2. Отсюда в силу открытости множеств 𝐴1, 𝐴2

следует существование положительных чисел 𝜀1, 𝜀2 таких, что 𝑈𝜀𝑖(𝑥0) ⊂
⊂ 𝐴𝑖 при 𝑖 = 1, 2. Определим 𝜀 := min{𝜀1, 𝜀2}. Тогда 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ 𝐴1∩𝐴2 = 𝐴.
Поэтому любая точка 𝑥0 ∈ 𝐴 является внутренней точкой множества 𝐴,
а значит, 𝐴 – открытое множество.
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На рисунке схематично показана вложенность рассматриваемых ти-

пов пространств.

Лемма 3. ∀𝜀 > 0 ∀𝑥0 ∈ 𝑋 →˓ множество 𝑈𝜀(𝑥0) открыто.

Доказательство. Фиксируем произвольное число 𝜀 > 0 и фиксируем
точку 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0). Обозначим 𝛿 := 𝜀 − ‖𝑥 − 𝑥0‖. Поскольку 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0),
то ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝜀, а значит, 𝛿 > 0. Покажем, что 𝑈𝛿(𝑥) ⊂ 𝑈𝜀(𝑥0). Пусть
𝑧 ∈ 𝑈𝛿(𝑥). Тогда

‖𝑧 − 𝑥0‖ ≤ ‖𝑧 − 𝑥‖+ ‖𝑥− 𝑥0‖ < 𝛿 + ‖𝑥− 𝑥0‖ = 𝜀.

Следовательно, 𝑧 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0). Включение 𝑈𝛿(𝑥) ⊂ 𝑈𝜀(𝑥0) доказано. Итак,
для любой точки 𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) найдется ее 𝛿-окрестность, содержащаяся в

𝑈𝜀(𝑥0). Это означает открытость множества 𝑈𝜀(𝑥0).
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Лемма 4. Пусть 𝐴 ⊂ 𝑋. Тогда
1) 𝑋 ∖ int𝐴 = 𝑋 ∖𝐴;
2) 𝑋 ∖𝐴 = int (𝑋 ∖𝐴).

Доказательство. 1. 𝑥0 ∈ 𝑋 ∖ int𝐴 ⇔ ¬(𝑥0 ∈ int𝐴) ⇔

⇔ ¬(∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴) ⇔ ∀𝜀 > 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥0) ̸⊂ 𝐴 ⇔

⇔ ∀𝜀 > 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥0)
⋂︁

(𝑋 ∖𝐴) ̸= ∅ ⇔ 𝑥0 ∈ 𝑋 ∖𝐴.
Второй пункт доказать самостоятельно.

Теорема 2. 𝐴 – замкнуто ⇐⇒ 𝑋 ∖𝐴 – открыто.

Доказательство. 𝐴 – замкнуто ⇔ 𝐴 = 𝐴 ⇔ 𝑋 ∖ 𝐴 = 𝑋 ∖
𝐴

Л. 4⇐⇒ 𝑋 ∖𝐴 = int (𝑋 ∖𝐴) ⇔ 𝑋 ∖𝐴 – открыто.

Теорема 3. ∀𝐴 ⊂ 𝑋 выполняется:

1) int𝐴 является открытым множеством;

2) 𝐴 является замкнутым множеством.

Доказательство. Обозначим 𝐵 = int𝐴. Пусть 𝑥0 ∈ 𝐵. Требуется
доказать, что 𝑥0 ∈ int𝐵. Так как 𝑥0 ∈ 𝐵 = int𝐴, то ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂
⊂ 𝐴. По лемме 2 int𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ int𝐴. В силу леммы 3 int𝑈𝜀(𝑥0) = 𝑈𝜀(𝑥0),
следовательно, 𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ int𝐴 = 𝐵. Поэтому 𝑥0 ∈ int𝐵. Первый пункт

теоремы доказан.

Докажем второй пункт. Согласно теореме 2 достаточно доказать, что

множество 𝑋 ∖𝐴 открыто. Это следует из первого пункта доказываемой

теоремы и равенства 𝑋 ∖𝐴 = int (𝑋 ∖𝐴), которое доказано в лемме 4.

Определение. Границей множества 𝐴 ⊂ 𝑋 называется множество

𝜕𝐴 = 𝐴 ∖ int𝐴. Точки множества 𝜕𝐴 называются граничными точками

множества 𝐴.
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Лемма 5. 𝑥0 ∈ 𝜕𝐴 ⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥1 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) ∩𝐴, ∃𝑥2 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) ∖𝐴.

Доказательство. По определению замыкания имеем 𝑥0 ∈ 𝐴 ⇔
⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥1 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) ∩𝐴.

По определению внутренности имеем 𝑥0 ̸∈ int𝐴 ⇔ ¬(∃𝜀 > 0 :
𝑈𝜀(𝑥0) ⊂ 𝐴) ⇔ ∀𝜀 > 0 →˓ 𝑈𝜀(𝑥0) ̸⊂ 𝐴 ⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥2 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) ∖𝐴.

Поэтому 𝑥0 ∈ 𝐴 ∖ int𝐴 ⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) : 𝑥1 ∈ 𝐴, 𝑥2 ̸∈ 𝐴.

Задача 1. Доказать, что для любого множества 𝐴 ⊂ R𝑛 справедливы
равенства int𝐴 = 𝐴 ∖ 𝜕𝐴, 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴.

Задача 2. Найти int𝐴, 𝐴, 𝜕𝐴. Выяснить, является ли множество 𝐴
открытым или замкнутым.

а) полуплоскость 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ R};
б) интервал 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 0, 𝑦 ∈ (−1, 1)}.

Задача 3. Верно ли, что для любых множеств 𝐴1, 𝐴2 ⊂ R𝑛 справед-

ливы включения:

1) int (𝐴1 ∪𝐴2) ⊂ int𝐴1 ∪ int𝐴2;

2) int (𝐴1 ∪𝐴2) ⊃ int𝐴1 ∪ int𝐴2;

3) 𝐴1 ∪𝐴2 ⊂ 𝐴1 ∪𝐴2;

4) 𝐴1 ∪𝐴2 ⊃ 𝐴1 ∪𝐴2;

5) 𝜕(𝐴1 ∪𝐴2) ⊂ 𝜕𝐴1 ∪ 𝜕𝐴2;

6) 𝜕(𝐴1 ∪𝐴2) ⊃ 𝜕𝐴1 ∪ 𝜕𝐴2?

Определение. Пусть в метрическом пространстве 𝑋 заданы после-

довательность {𝑥𝑘} и элемент 𝑥0 ∈ 𝑋. Будем писать lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 или

𝑥𝑘 → 𝑥0 при 𝑘 →∞ и говорить, что последовательность {𝑥𝑘} сходится
к 𝑥0, если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ 𝑥𝑘 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0),
т. е. lim

𝑘→∞
𝜚(𝑥𝑘, 𝑥0) = 0.

В частности, последовательность {𝑥𝑘} векторов пространства R𝑛 на-

зывается сходящейся к вектору 𝑥0 ∈ R𝑛, если lim
𝑘→∞

|𝑥𝑘 − 𝑥0| = 0, где |𝑥|
-длина (евклидова норма) вектора 𝑥 ∈ R𝑛.
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Теорема 4. (Критерий точки прикосновения.) Для множества 𝐴 в

метрическом пространстве

𝑎 ∈ 𝐴 ⇔ ∃{𝑎𝑘} – последовательность элементов 𝐴 : lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 𝑎.

Доказательство. 1. Пусть существует {𝑎𝑘} – последовательность

элементов 𝐴 такая, что lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 𝑎. По определению предела имеем ∀𝜀 >
> 0 ∃𝑁 : ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ 𝑎𝑘 ∈ 𝑈𝜀(𝑎). Поскольку 𝑎𝑘 ∈ 𝐴, то ∀𝜀 > 0 →˓
→˓ 𝑈𝜀(𝑎)

⋂︀
𝐴 ̸= ∅, т. е. 𝑎 ∈ 𝐴.

2. Пусть 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда по определению замыкания имеем

∀𝜀 > 0 →˓ 𝐴
⋂︀
𝑈𝜀(𝑎) ̸= ∅, следовательно, ∀𝑘 ∈ N ∃𝑎𝑘 ∈ 𝐴

⋂︀
𝑈1/𝑘(𝑎). Так

как 𝜚(𝑎𝑘, 𝑎) < 1/𝑘 → 0 при 𝑘 →∞, то lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 𝑎.

§ 6. Полнота и компактность метрических
пространств и множеств в R𝑛

Следующая лемма показывает, что предел последовательности векто-

ров в R𝑛 сводится к пределам последовательностей компонент этих век-

торов.

Лемма 1. Пусть заданы последовательность 𝑛-мерных векторов

{𝑥𝑘}, 𝑥𝑘 = (𝑥1𝑘, 𝑥
2
𝑘, ..., 𝑥

𝑛
𝑘) и точка 𝑥0 = (𝑥10, 𝑥

2
0, ..., 𝑥

𝑛
0 ) ∈ R𝑛. Тогда

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 ⇐⇒ ∀𝑖 ∈ 1, 𝑛 →˓ lim
𝑘→∞

𝑥𝑖𝑘 = 𝑥𝑖0.

Доказательство. Докажем «⇒». Пусть lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0. Тогда ∀𝑖 ∈
∈ 1, 𝑛 →˓ (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖0)2 ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥0|2 → 0 при 𝑘 →∞, следовательно, 𝑥𝑖𝑘 → 𝑥𝑖0
при 𝑘 →∞.

Докажем «⇐». Пусть ∀𝑖 ∈ 1, 𝑛 →˓ lim
𝑘→∞

𝑥𝑖𝑘 = 𝑥𝑖0. Тогда по теореме о

пределе суммы |𝑥𝑘 − 𝑥0|2 = (𝑥1𝑘 − 𝑥10)2 + ...+ (𝑥𝑛𝑘 − 𝑥𝑛0 )2 → 0 при 𝑘 → ∞,

следовательно, lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0.

Определение. Последовательность {𝑥𝑘} элементов метрического

пространства 𝑋 называется фундаментальной, если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑘 ≥ 𝑁 ∀𝑚 ≥ 𝑁 →˓ 𝜚(𝑥𝑘, 𝑥𝑚) < 𝜀,

где 𝜚 – метрика в 𝑋.
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Замечание . Из неравенства треугольника следует, что любая сходя-
щаяся последовательность в метрическом пространстве фундаментальна.

Определение. Метрическое пространство называется полным, если

любая фундаментальная последовательность сходится в этом простран-

стве.

Теорема 1. Пространство R𝑛 с евклидовой метрикой является пол-
ным метрическим пространством.

Доказательство. Пусть последовательность векторов 𝑥𝑘 =
= (𝑥1𝑘, 𝑥

2
𝑘, ..., 𝑥

𝑛
𝑘) фундаментальна. Зафиксируем произвольный индекс 𝑖 ∈

∈ 1, 𝑛. Поскольку |𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖𝑚| ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑚|, то числовая последовательность
{𝑥𝑖𝑘}∞𝑘=1 фундаментальна. Согласно критерию Коши она сходится к неко-

торому числу 𝑥𝑖0. В силу леммы 1 последовательность {𝑥𝑘} сходится к

вектору 𝑥0 = (𝑥10, 𝑥
2
0, ..., 𝑥

𝑛
0 ) ∈ R𝑛.

Замечание . Из критерия точки прикосновения следует, что замкну-
тое подмножество полного метрического пространства является полным

метрическим пространством. Отсюда и из теоремы 1 получаем, что за-

мкнутое подмножество пространства R𝑛 с евклидовой метрикой является
полным метрическим пространством.

Определение. Метрическое пространство 𝑋 называется (секвенци-

ально) компактным, если из любой последовательности {𝑥𝑘} элементов
𝑋 можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к некоторому

элементу 𝑋. Множество 𝐴 в метрическом пространстве 𝑋 с метрикой 𝜚
называется компактом или компактным множеством, если метриче-

ское пространство 𝐴 с метрикой 𝜚 компактно.

Лемма 2. Если метрическое пространство 𝑋 компактно, то оно

полно.

Доказательство. Пусть {𝑥𝑘} – произвольная фундаментальная по-
следовательность элементов 𝑋. В силу компактности 𝑋 существует

подпоследовательность {𝑥𝑘𝑚}, сходящаяся к некоторому 𝑥0 ∈ 𝑋, т. е.

lim
𝑚→∞

𝜚(𝑥𝑘𝑚 , 𝑥0) = 0, где 𝜚 – метрика в 𝑋. В силу фундаментальности {𝑥𝑘}
имеем lim

𝑚→∞
𝜚(𝑥𝑚, 𝑥𝑘𝑚) = 0. Поэтому согласно неравенству треугольника
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𝜚(𝑥𝑚, 𝑥0) ≤ 𝜚(𝑥𝑚, 𝑥𝑘𝑚) + 𝜚(𝑥𝑘𝑚 , 𝑥0)→ 0 при 𝑚→∞.

Поэтому фундаментальная последовательность {𝑥𝑘} сходится к 𝑥0 ∈ 𝑋.

Определение. Множество 𝐴 в метрическом пространстве 𝑋 с мет-

рикой 𝜚 называется ограниченным, если

∃𝑥0 ∈ 𝑋 : sup
𝑎∈𝐴

𝜚(𝑥0, 𝑎) < +∞.

Заметим, что для любой точки 𝑥1 ∈ 𝑋 в силу неравенства треугольника

𝜚(𝑥1, 𝑎) ≤ 𝜚(𝑥1, 𝑥0) + 𝜚(𝑥0, 𝑎). Поэтому если множество 𝐴 ограничено,

то неравенство sup
𝑎∈𝐴

𝜚(𝑥1, 𝑎) < +∞ будет выполняться для любой точки

𝑥1 ∈ 𝑋.

Теорема 2. Пусть 𝐴 – компакт в метрическом пространстве 𝑋.
Тогда множество 𝐴 ограничено и замкнуто в 𝑋. Из ограниченности и

замкнутости множества 𝐴 в метрическом пространстве не следует

компактность 𝐴.

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 𝑥0 ∈ 𝑋. Пред-

положим, что компакт 𝐴 – неограниченное множество, т. е. sup
𝑎∈𝐴

𝜚(𝑥0, 𝑎) =

= +∞. Тогда найдется {𝑎𝑘} – последовательность элементов 𝐴 такая,

что 𝜚(𝑥0, 𝑎𝑘)→ +∞ при 𝑘 →∞. В силу компактности 𝐴 найдется подпо-

следовательность {𝑎𝑘𝑗}, сходящаяся к некоторому элементу 𝑎0 ∈ 𝐴. При
этом с одной стороны 𝜚(𝑥0, 𝑎𝑘𝑗 ) → +∞ при 𝑗 → ∞, а с другой стороны,

𝜚(𝑥0, 𝑎𝑘𝑗 ) ≤ 𝜚(𝑥0, 𝑎0) + 𝜚(𝑎0, 𝑎𝑘𝑗 ) → 𝜚(𝑥0, 𝑎0) < +∞ при 𝑗 → ∞. Получен-

ное противоречие показывает, что множество 𝐴 ограничено.

Предположим теперь, что компакт 𝐴 – незамкнутое множество, т. е.

существует 𝑎0 ∈ 𝐴, 𝑎0 ̸∈ 𝐴. В силу критерия точки прикосновения най-

дется последовательность {𝑎𝑘} элементов 𝐴, сходящаяся к 𝑎0. Тогда для
любой подпоследовательности {𝑎𝑘𝑗} имеем 𝑎𝑘𝑗 → 𝑎0 ̸∈ 𝐴 при 𝑗 →∞, что

противоречит компактности 𝐴.
Покажем, что в общем случае из ограниченности и замкнутости мно-

жества в метрическом пространстве не следует компактность этого мно-

жества. Рассмотрим в качестве метрического пространства 𝑋 полуинтер-

вал (0, 1] с обычной метрикой 𝜚(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1]. Тогда множе-
ство 𝐴 = 𝑋 ограничено и замкнуто в 𝑋, но не является компактом, т. к.,

например, из последовательности 𝑥𝑘 =
1
𝑘 ∈ 𝐴 нельзя выделить подпосле-

довательность, сходящуюся к элементу 𝐴.

137



Замечание . Согласно лемме 2 причина некомпактности метрическо-
го пространства 𝐴 = 𝑋 = (0, 1], рассмотренного в доказательстве теоре-
мы 2 состоит в неполноте этого пространства. Однако можно привести

пример ограниченного и замкнутого, но некомпактного множества в пол-

ном метрическом пространстве. Далее мы покажем, что ограниченное и

замкнутое множество в R𝑛 компактно.

Теорема 3. (Теорема Больцано–Вейерштрасса в R𝑛.) Из любой огра-
ниченной последовательности {𝑥𝑘} элементов R𝑛 можно выделить схо-

дящуюся подпоследовательность.

Доказательство проведем индукцией по размерности пространства

R𝑛. При 𝑛 = 1 доказываемая теорема следует из теоремы Больцано–

Вейерштрасса для числовых последовательностей. Пусть доказываемая

теорема справедлива при 𝑛 = 𝑛0. Докажем тогда, что данная теоре-

ма справедлива при 𝑛 = 𝑛0 + 1. Пусть последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1

ограничена, 𝑥𝑘 = (𝑥1𝑘, 𝑥
2
𝑘, ..., 𝑥

𝑛0
𝑘 , 𝑥

𝑛0+1
𝑘 ) ∈ R𝑛0+1. Рассмотрим последо-

вательность {𝑦𝑘}∞𝑘=1, где 𝑦𝑘 = (𝑥1𝑘, 𝑥
2
𝑘, ..., 𝑥

𝑛0
𝑘 ) ∈ R𝑛0 . Поскольку |𝑦𝑘| ≤

≤ |𝑥𝑘|, то последовательность {𝑦𝑘} также ограничена. По предполо-

жению индукции из последовательности {𝑦𝑘}∞𝑘=1 можно выделить схо-

дящуюся подпоследовательность {𝑦𝑘𝑚}∞𝑚=1. Рассмотрим подпоследова-

тельность {𝑥𝑘𝑚}∞𝑚=1 последовательности {𝑥𝑘}∞𝑘=1. Так как {𝑦𝑘𝑚}∞𝑚=1 схо-

дится, то первые 𝑛0 координат последовательности {𝑥𝑘𝑚}∞𝑚=1 сходятся.

Рассмотрим числовую последовательность {𝑥𝑛0+1
𝑘𝑚
}∞𝑚=1, составленную из

(𝑛0 + 1)-й координаты последовательности {𝑥𝑘𝑚}∞𝑚=1 . Пользуясь теоре-

мой Больцано–Вейерштрасса для ограниченной числовой последователь-

ности {𝑥𝑛0+1
𝑘𝑚
}∞𝑚=1, выделим из нее сходящуюся подпоследовательность

{𝑥𝑛0+1
𝑘𝑚𝑗
}∞𝑗=1 . Тогда все координаты подпоследовательности {𝑥𝑘𝑚𝑗

}∞𝑗=1 схо-

дятся, и по лемме 1 подпоследовательность {𝑥𝑘𝑚𝑗
}∞𝑗=1 сходится. Итак,

доказано, что из произвольной ограниченной последовательности {𝑥𝑘}
элементов R𝑛0+1 можно выделить сходящуюся подпоследовательность

{𝑥𝑘𝑚𝑗
}∞𝑗=1, т. е. данная теорема справедлива при 𝑛 = 𝑛0 + 1, что по ин-

дукции доказывает теорему при любом 𝑛 ∈ N.
Теорема 4. (Критерий компактности множества в R𝑛.) Множество

𝑋 ⊂ R𝑛 является компактом тогда и только тогда, когда 𝑋 ограничено

и замкнуто.

Доказательство. Пусть 𝑋 ⊂ R𝑛 – ограниченное замкнутое множе-

ство. Покажем, что 𝑋 – компакт. Пусть {𝑥𝑘} – произвольная последо-

вательность элементов множества 𝑋. Так как последовательность {𝑥𝑘}
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ограничена, то по теореме Больцано–Вейерштрасса можно выделить под-

последовательность {𝑥𝑘𝑗}, сходящуюся к некоторому 𝑥0 ∈ R𝑛. Поскольку
𝑥𝑘𝑗 ∈ 𝑋 и 𝑥0 = lim

𝑗→∞
𝑥𝑘𝑗 , то по критерию точки прикосновения 𝑥0 ∈ 𝑋. В

силу замкнутости 𝑋 получаем 𝑥0 ∈ 𝑋.

Итак, показано, что из произвольной последовательности {𝑥𝑘} эле-
ментов R𝑛 можно выделить подпоследовательность {𝑥𝑘𝑗}, сходящуюся к
некоторому элементу 𝑥0 множества 𝑋, т. е. 𝑋 – компакт.

Обратное утверждение доказано в теореме 2.

§ 7. Лемма Гейне–Бореля

Определение . Открытым покрытием множества 𝑋 называется се-

мейство открытых множеств {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 таких, что 𝑋 ⊂ ⋃︀
𝛼∈𝐴

𝑉𝛼. Если мно-

жество 𝐴′ содержится во множестве индексов 𝐴 (т. е. 𝐴′ ⊂ 𝐴) и 𝑋 ⊂
⊂ ⋃︀

𝛼∈𝐴′
𝑉𝛼, то {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴′ называется подпокрытием множества 𝑋. Если

множество 𝐴′ конечно, то это подпокрытие называется конечным подпо-

крытием.

Лемма 1. (Лемма Гейне–Бореля.) Из любого открытого покрытия
отрезка можно выделить конечное подпокрытие этого отрезка.

Доказательство. Предположим противное: {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 – открытое по-

крытие отрезка [𝑎, 𝑏], из которого нельзя выделить конечное подпокры-

тие. Построим последовательность вложенных отрезков [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] ⊂ [𝑎, 𝑏],
удовлетворяющих условию

𝒫[𝑎𝑘, 𝑏𝑘] :

⎧
⎨
⎩

из покрытия {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 нельзя выде-

лить конечное подпокрытие отрезка

[𝑎𝑘, 𝑏𝑘].

Положим [𝑎1, 𝑏1] = [𝑎, 𝑏]. Тогда условие 𝒫[𝑎1, 𝑏1] выполнено. Пусть
задан отрезок [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] ⊂ [𝑎, 𝑏], обладающий свойством 𝒫[𝑎𝑘, 𝑏𝑘]. Разделим
отрезок [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] пополам точкой 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘+𝑏𝑘

2 . Заметим, что хотя бы одно

из условий 𝒫[𝑎𝑘, 𝑐𝑘] или 𝒫[𝑐𝑘, 𝑏𝑘] выполнено. Иначе из покрытия {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴
можно выделить конечное подпокрытие отрезка [𝑎𝑘, 𝑐𝑘] и отрезка [𝑐𝑘, 𝑏𝑘],
объединение которых является конечным покрытием отрезка [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], что
противоречит условию 𝒫[𝑎𝑘, 𝑏𝑘].

Определим
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[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] =

{︂
[𝑎𝑘, 𝑐𝑘], условие 𝒫[𝑎𝑘, 𝑐𝑘] выполнено,
[𝑐𝑘, 𝑏𝑘], условие 𝒫[𝑎𝑘, 𝑐𝑘] не выполнено.

Так как одно из условий 𝒫[𝑎𝑘, 𝑐𝑘] или 𝒫[𝑐𝑘, 𝑏𝑘] выполнено, то выполне-

но условие 𝒫[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1]. Поэтому данный процесс можно продолжать

бесконенчно. В результате получаем стягивающуюся последовательность

вложенных отрезков [𝑎𝑘, 𝑏𝑘], каждый из которых удовлетворяет условию

𝒫[𝑎𝑘, 𝑏𝑘].
По теореме Кантора существует общая точка 𝑥 ∈ ⋂︀

𝑘∈N
[𝑎𝑘, 𝑏𝑘]. Посколь-

ку 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ ⋃︀
𝛼∈𝐴

𝑉𝛼, то найдется индекс 𝛼0 ∈ 𝐴 такой, что 𝑥 ∈ 𝑉𝛼0 . Так

как множество 𝑉𝛼0 открыто, то найдется число 𝜀 > 0 такое, что 𝑈𝜀(𝑥) ⊂
⊂ 𝑉𝛼0 . Поскольку 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 → 0, то найдется индекс 𝑘0 такой, что 𝑏𝑘0 −
− 𝑎𝑘0 < 𝜀. Тогда в силу условия 𝑥 ∈ [𝑎𝑘0 , 𝑏𝑘0 ] получаем, что [𝑎𝑘0 , 𝑏𝑘0 ] ⊂
⊂ 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ 𝑉𝛼0 . Таким образом, из покрытия {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 можно выделить

конечное подпокрытие отрезка [𝑎𝑘0 , 𝑏𝑘0 ], состоящее из одного множества
𝑉𝛼0 , что противоречит условию 𝒫[𝑎𝑘0 , 𝑏𝑘0 ].

Замечание. Существует открытое покрытие интервала, из которо-

го нельзя выделить конечное подпокрытие. Например, таким покрытием

интервала (0, 1) является семейство интервалов
{︀(︀

1
𝑘 , 1
)︀}︀

𝑘≥2
.

Рассмотрим кубы в R𝑛 вида

𝑄 = [𝑎1, 𝑎1 + 𝑑]× [𝑎2, 𝑎2 + 𝑑]× . . .× [𝑎𝑛, 𝑎𝑛 + 𝑑],

где 𝑑 > 0 – длина ребра куба 𝑄, а 𝑎𝑖 – некоторые числа. Отрезки [𝑎𝑖, 𝑎𝑖+𝑑]
будем называть ребрами куба 𝑄.

Лемма 2. Из любого открытого покрытия куба 𝑄 ⊂ R𝑛 можно

выделить конечное подпокрытие этого куба.

Доказательство. Предположим противное: существует куб 𝑄 ⊂ R𝑛
и открытое покрытие {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 этого куба, для которого справедливо усло-
вие

𝒫(𝑄) :

{︂
из покрытия {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴 нельзя выде-

лить конечное подпокрытие куба 𝑄.

Построим последовательность вложенных кубов 𝑄𝑘, удовлетворяющих
условию 𝒫(𝑄𝑘). Положим 𝑄1 = 𝑄. Пусть задан куб 𝑄𝑘. Разобьем по-

полам каждое ребро куба 𝑄𝑘. Получим разбиение куба 𝑄𝑘 на 2𝑛 кубов

одинаковых размеров. Среди них найдется куб 𝑄𝑘+1, удовлетворяющий
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условию 𝒫(𝑄𝑘+1). Продолжая этот процесс бесконечно, получим после-

довательность вложенных кубов 𝑄𝑘. Эта последовательность имеет об-

щую точку 𝑥 ∈ R𝑛. Для доказательства последнего достаточно приме-

нить теорему Кантора о вложенных отрезках к проекциям кубов 𝑄𝑘 на
𝑖-ю координатную ось. Эти проекции имеют общую для всех 𝑘 точку 𝑥𝑖, а
точка 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) является общей точкой кубов 𝑄𝑘. Далее аналогично
лемме 1 найдется 𝛼0 ∈ 𝐴 и 𝜀 > 0 такие, что 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ 𝑉𝛼0 , и найдется куб

𝑄𝑘0 ⊂ 𝑈𝜀(𝑥) ⊂ 𝑉𝛼0 . Это противоречит условию 𝒫(𝑄𝑘0).

Теорема 1. (Критерий компактности Гейне–Бореля.) Множество

𝑋 ⊂ R𝑛 является компактом тогда и только тогда, когда множество

𝑋 удовлетворяет условию Гейне–Бореля: из любого открытого покры-

тия 𝑋 можно выделить конечное подпокрытие 𝑋.

Доказательство. Пусть 𝑋 ⊂ R𝑛 – компакт и пусть 𝒱 = {𝑉𝛼}𝛼∈𝐴
– открытое покрытие множества 𝑋. Так как компакт 𝑋 является огра-

ниченным множеством, то найдется куб 𝑄 ⊂ R𝑛 такой, что 𝑋 ⊂ 𝑄. По-
скольку компакт 𝑋 является замкнутым множеством, то его дополнение

𝑉 0 = R𝑛 ∖𝑋 – открытое множество. Поэтому 𝒱 ′ = 𝒱 ∪ {𝑉 0} – открытое
покрытие R𝑛, а значит, – открытое покрытие куба 𝑄. В силу леммы 2 из

покрытия 𝒱 ′ можно выделить конечное подпокрытие 𝒱 ′кон куба 𝑄. Так
как 𝑋 ⊂ 𝑄, то 𝒱 ′кон является покрытием множества 𝑋.

Поскольку 𝑋 ∩ 𝑉 0 = ∅, то 𝒱кон := 𝒱 ′кон ∖ {𝑉 0} также является по-

крытием множества 𝑋. Итак, из покрытия 𝒱 мы выделили конечное под-

покрытие множества 𝑋. Поэтому множество 𝑋 удовлетворяет условию

Гейне–Бореля.

Докажем обратное утверждение. Пусть множество 𝑋 удовлетворяет

условию Гейне–Бореля. Рассмотрим покрытие множества 𝑋 открытыми

шарами {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑘}, 𝑘 ∈ N. Так как из этого покрытия можно

выделить конечное подпокрытие множества 𝑋, то 𝑋 ограничено. Пред-

положим, что множество 𝑋 не замкнуто, т. е. существует точка 𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥0 ̸∈ 𝑋. Тогда семейство открытых множеств 𝑉𝑘 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥 − 𝑥0| >
> 1

𝑘} является покрытием множества𝑋. Согласно условию Гейне–Бореля

из этого подпокрытия можно выделить конечное подсемейство, являю-

щееся покрытием множества 𝑋. Пусть 𝑘max – максимальный из номеров

множеств этого конечного подсемейства. В силу вложенности множеств

𝑉𝑘 все множества этого подсемейства содержатся в 𝑉𝑘max . Следователь-

но, 𝑋 ⊂ 𝑉𝑘max , т. е. |𝑥 − 𝑥0| > 1
𝑘max

для любого 𝑥 ∈ 𝑋, что противоречит

условию 𝑥0 ∈ 𝑋.
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Задача 1. Докажите справедливость теоремы 1 в любом метрическом

пространстве.

Заметим, что понятие предела определяется через понятие окрестно-

сти, которое можно ввести не только в метрических, но и в более общих

топологических пространствах. В теории топологических пространств

возможность выделить конечное подпокрытие из любого покрытия мно-

жества 𝑋 называется компактностью 𝑋, а возможность выделить из лю-

бой последовательности элементов 𝑋 подпоследовательность, сходящую-

ся к элементу 𝑋, называется секвенциальной компактностью 𝑋. В случае

общего топологического пространства эти понятия не эквиваленты, а в

случае метрического пространства – эквивалентны.

§ 8. Предел и непрерывность в метрическом
пространстве

Определение . Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется предельной точкой множе-

ства 𝐴 в метрическом пространстве 𝑋, если существует {𝑥𝑛} – последо-
вательность элементов 𝐴, которая является последовательностью Гейне

в точке 𝑥0, т. е. lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 и 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 при всех 𝑛 ∈ N.

Определение . Пусть 𝑋 – метрическое пространство с метрикой 𝜚𝑋 ,
𝑌 – метрическое пространство с метрикой 𝜚𝑌 . Пусть заданы функция

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , точка 𝑥0 ∈ 𝑋, которая является предельной точкой 𝑋 и

точка 𝑦0 ∈ 𝑌 . Будем писать lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑦0 или 𝑓(𝑥) → 𝑦0 при 𝑥 → 𝑥0 и

говорить, что 𝑦0 является пределом функции 𝑓 в точке 𝑥0, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑦0),

где
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 0 < 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥0) < 𝛿},
𝑈𝜀(𝑦0) = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜚𝑌 (𝑦, 𝑦0) < 𝜀}.

Так же, как и для функции одной переменной, доказывается, что

это определение предела функции по Коши эквивалентно следующему

определению предела функции по Гейне: lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑦0 по Гейне, ес-

ли для любой последовательности {𝑥𝑛} элементов 𝑋, которая является

последовательностью Гейне в точке 𝑥0 ∈ 𝑋, справедливо соотношение

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑦0.
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Определение. Пусть 𝑋 и 𝑌 – метрические пространства. Функция

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется непрерывной в точке 𝑥0 ∈ 𝑋, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : 𝑓(𝑈𝛿(𝑥0)) ⊂ 𝑈𝜀(𝑓(𝑥0)).

Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется непрерывной на множестве 𝑋, если она

непрерывна в каждой точке 𝑥0 ∈ 𝑋.

Определение . Точка 𝑥0 ∈ 𝑋 называется изолированной точкой мно-

жества 𝐴 ⊂ 𝑋, если 𝑥0 ∈ 𝐴 и ∃𝛿 > 0 :
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝐴 = ∅.

Задача 1. Докажите, что если 𝑋 и 𝑌 – метрические пространства,

то функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывна в точке 𝑥0 ∈ 𝑋 тогда и только тогда,

когда выполнено хотя бы одно из условий:

1) 𝑥0 – изолированная точка 𝑋 или

2) 𝑥0 – предельная точка 𝑋 и lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).

Теорема 1. (О непрерывности сложной функции.) Пусть 𝑋,𝑌, 𝑍 –

метрические пространства, пусть функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывна в

точке 𝑥0 ∈ 𝑋, а функция 𝑔 : 𝑌 → 𝑍 непрерывна в точке 𝑦0 = 𝑓(𝑥0)
тогда сложная функция 𝜙(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) непрерывна в точке 𝑥0.

Доказательство. Зафиксируем произвольное число 𝜀 > 0. Обозна-
чим 𝑧0 = 𝑔(𝑦0). В силу непрерывности 𝑔 в точке 𝑦0 найдется 𝛽 > 0 та-

кое, что 𝑔(𝑈𝛽(𝑦0)) ⊂ 𝑈𝜀(𝑧0). Из непрерывности 𝑓 в точке 𝑥0 следует су-

ществование 𝛿 > 0 такого, что 𝑓(𝑈𝛿(𝑥0)) ⊂ 𝑈𝛽(𝑓(𝑥0)) = 𝑈𝛽(𝑦0). Поэтому
𝜙(𝑈𝛿(𝑥0)) = 𝑔 (𝑓(𝑈𝛿(𝑥0))) ⊂ 𝑔(𝑈𝛽(𝑦0)) ⊂ 𝑈𝜀(𝑧0) = 𝑈𝜀(𝜙(𝑥0)). Итак, для
любого 𝜀 > 0 найдется число 𝛿 > 0 такое, что 𝜙(𝑈𝛿(𝑥0)) ⊂ 𝑈𝜀(𝜙(𝑥0)). Это
означает непрерывность 𝜙 в точке 𝑥0.

Теорема 2. Пусть 𝑌 – метрическое пространство, функция 𝑓 : 𝑋 →
→ 𝑌 непрерывна на компактном метрическом пространстве 𝑋. Тогда
𝑓(𝑋) – компакт.

Доказательство повторяет доказательство теоремы 1 § 7 главы 2.

Следствие. Пусть 𝑌 – метрическое пространство, функция 𝑓 :
𝑋 → 𝑌 непрерывна на компактном метрическом пространстве 𝑋. То-
гда функция 𝑓 ограничена на 𝑋 (т. е. множество 𝑓(𝑋) ограничено).
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Теорема 3. (Теорема Вейерштрасса.) Пусть скалярная функция

𝑓 : 𝑋 → R непрерывна на компактном метрическом пространстве 𝑋.
Тогда

∃min
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ∈ R, ∃max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ∈ R.

Доказательство повторяет доказательство теоремы Вейерштрасса

для функции одной переменной.

Определение. Метрическое пространство 𝑋 называется линейно-

свя́зным, если для любых двух точек 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 существует функция

𝑥 : [𝑡1, 𝑡2] → 𝑋, непрерывная на некотором отрезке [𝑡1, 𝑡2] и такая, что

𝑥(𝑡1) = 𝑥1 и 𝑥(𝑡2) = 𝑥2. Множество 𝐴 в метрическом пространстве 𝑋 с

метрикой 𝜚 называется линейно-связным, если метрическое пространство
𝐴 с метрикой 𝜚 линейно-связно.

Геометрически линейная связность 𝑋 означает, что любые две точки

множества 𝑋 можно соединить «непрерывной кривой», лежащей в 𝑋.

X

x1 = x(t1) x2 = x(t2)

x(t)

Теорема 4. Пусть 𝑌 – метрическое пространство, функция

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывна на линейно-связном метрическом пространстве

𝑋. Тогда множество 𝑓(𝑋) линейно-связно в метрическом простран-

стве 𝑌 .

Доказательство. Фиксируем произвольные точки 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋). То-
гда существуют 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 такие, что 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 при 𝑖 = 1, 2. Поскольку
метрическое пространство 𝑋 линейно-связно, то найдется непрерывная

на некотором отрезке [𝑡1, 𝑡2] функция 𝑥 : [𝑡1, 𝑡2]→ 𝑋 такая, что 𝑥(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖
при 𝑖 = 1, 2. По теореме о непрерывности сложной функции функция

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) непрерывна на отрезке [𝑡1, 𝑡2]. При этом 𝑦(𝑡𝑖) = 𝑓(𝑥(𝑡𝑖)) =
= 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖. Поэтому множество 𝑓(𝑋) линейно-связно.
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Лемма 1. Пусть множество 𝑌 ⊂ R линейно-связно. Пусть 𝑦1, 𝑦2 ∈
∈ 𝑌 . Тогда любое число 𝑦0, лежащее между 𝑦1 и 𝑦2, также содержит-

ся в 𝑌 .

Доказательство. Так как множество 𝑌 линейно-связно, то суще-

ствует непрерывная функция 𝑦 : [𝑡1, 𝑡2]→ 𝑌 такая, что 𝑦(𝑡𝑖) = 𝑦𝑖 при 𝑖 =
= 1, 2. Пусть число 𝑦0 лежит между 𝑦1 и 𝑦2. По теореме Больцано–Коши о
промежуточном значении для функции одной переменной найдется чис-

ло 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2] такое, что 𝑦(𝑡0) = 𝑦0. Следовательно, 𝑦0 ∈ 𝑌 .

Теорема 5. (О промежуточном значении.) Пусть скалярная функция

𝑓 : 𝑋 → R непрерывна на линейно-связном метрическом пространстве

𝑋 и принимает на 𝑋 значения 𝑦1 и 𝑦2. Тогда 𝑓(𝑥) принимает на 𝑋 все

значения, лежащие между 𝑦1 и 𝑦2.

Доказательство. По теореме 4 множество 𝑓(𝑋) линейно-связно в

R. Пусть 𝑓 принимает на 𝑋 значения 𝑦1 и 𝑦2, т. е. 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓(𝑋). Тогда в
силу леммы 1 все числа, лежащие между 𝑦1 и 𝑦2, содержатся в 𝑓(𝑋).

Определение . Открытое линейно-связное множество в метрическом
пространстве 𝑋 называется областью.

Заметим, что область определения функции может не являться обла-

стью.

Задача 2. Являются ли областями в R𝑛 следующие множества:
а) 𝑈𝜀(𝑥0), где 𝜀 > 0, 𝑥0 ∈ R𝑛;
б) {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| > 𝜀}, где 𝜀 > 0, 𝑥0 ∈ R𝑛;
в) 𝑈𝜀1(𝑎)

⋃︀
𝑈𝜀2(𝑏), где 𝜀1, 𝜀2 > 0, 𝑎, 𝑏 ∈ R𝑛, |𝑏− 𝑎| > 𝜀1 + 𝜀2?

Указания: для доказательства отсутствия линейно-связности множе-

ства (в) применить теорему о промежуточном значении для непрерывной

функции 𝑓(𝑥) = |𝑥− 𝑎|.
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Г Л А В А 5

КРИВЫЕ

§ 1. Предел и производная вектор-функции

Функция 𝑓 : 𝑇 → R называется скалярной функцией, а 𝑓 : 𝑇 → R𝑛 –

вектор-функцией.

Лемма 1. Пусть на метрическом пространстве 𝑇 задана 𝑛-мерная
вектор-функция 𝑎 : 𝑇 → R𝑛, 𝑎(𝑡) = (𝑎1(𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇 . Пусть так-
же заданы вектор 𝑎0 = (𝑎01, . . . , 𝑎

0
𝑛) ∈ R𝑛 и 𝑡0 – предельная точка 𝑇 .

Следующие условия эквивалентны:

a) lim
𝑡→𝑡0

𝑎(𝑡) = 𝑎0;

б) ∀𝑖 ∈ 1, 𝑛 →˓ lim
𝑡→𝑡0

𝑎𝑖(𝑡) = 𝑎0𝑖 .

Доказательство состоит в применении определения предела функ-

ции по Гейне и леммы 1 § 6 главы 4, согласно которой предел последова-

тельности векторов в R𝑛 сводится к пределам последовательностей ком-

понент этих векторов.

Далее в этом параграфе будем рассматривать вектор-функции одной

переменной 𝑡 ∈ R.

Определение. Пусть вектор-функция 𝑎(𝑡) определена на числовом
промежутке 𝑇 ⊂ R. Производной вектор-функции 𝑎(𝑡) в точке 𝑡0 ∈ 𝑇
называется

𝑎′(𝑡0) = lim
Δ𝑡→0

𝑎(𝑡0 +Δ𝑡)− 𝑎(𝑡0)
Δ𝑡

.

В случае, когда 𝑡0 – конец числового промежутка 𝑇 , в качестве предела
рассматривается односторонний предел (предел по множеству 𝑇 ).

Лемма 2. Существование производной вектор-функции 𝑎(𝑡) =
= (𝑎1(𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑡)) эквивалентно существованию конечных производных

всех ее компонент 𝑎𝑖(𝑡), причем 𝑎′(𝑡) = (𝑎′1(𝑡), . . . , 𝑎
′
𝑛(𝑡)).

Доказательство состоит в применении леммы 1.

Производные высших порядков вектор-функции 𝑎(𝑡) определяются по
индукции: 𝑎(0)(𝑡) = 𝑎(𝑡), 𝑎(1)(𝑡) = 𝑎′(𝑡), 𝑎(𝑛+1)(𝑡) = (𝑎(𝑛)(𝑡))′.
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Определение. Пусть на числовом промежутке 𝑇 заданы вектор-

функция 𝑎 : 𝑇 → R𝑛 и скалярная функция 𝜙 : 𝑇 → R, причем ∀𝑡 ∈
∈

𝑜
𝑈 𝛿(𝑡0) →˓ 𝜙(𝑡) ̸= 0. Тогда функция 𝑎 называется бесконечно малой

относительно функции 𝜙:

𝑎(𝑡) = 𝑜(𝜙(𝑡)) при 𝑡→ 𝑡0, если lim
𝑡→𝑡0

𝑎(𝑡)

𝜙(𝑡)
= 0.

Лемма 3. Пусть на числовом промежутке 𝑇 заданы вектор-

функция 𝑎(𝑡) = (𝑎1(𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑡)) и скалярная функция 𝜙(𝑡). Тогда при

𝑡→ 𝑡0 :

𝑎(𝑡) = 𝑜(𝜙(𝑡)) ⇔
(︁
𝑎1(𝑡) = 𝑜(𝜙(𝑡)), . . . , 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑜(𝜙(𝑡))

)︁
.

Доказательство следует из леммы 1.

Определение . Вектор-функция 𝑎(𝑡), определенная в некоторой

𝑈𝛿(𝑡0), называется дифференцируемой в точке 𝑡0, если ∃𝐴 ∈ R𝑛:

Δ𝑎 = 𝑎(𝑡0 +Δ𝑡)− 𝑎(𝑡0) = 𝐴Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡) при Δ𝑡→ 0.

При этом линейная вектор-функция 𝐴Δ𝑡 называется дифференциалом

вектор-функции 𝑎(𝑡) в точке 𝑡0:

𝑑𝑎(𝑡0)[𝑑𝑡] = 𝐴Δ𝑡 = 𝐴𝑑𝑡, Δ𝑎 = 𝑑𝑎(𝑡0) + 𝑜(Δ𝑡) при Δ𝑡→ 0.

Аналогично доказательству теоремы о связи производной и диффе-

ренциала для скалярных функций легко доказать, что

Лемма 4. Вектор-функция 𝑎(𝑡) дифференцируема в точке 𝑡0 ⇐⇒
⇒ ∃𝑎′(𝑡0).

Лемма 5. (Правила дифференцирования.) Пусть 𝑇 – числовой про-

межуток, вектор-функции 𝑎 : 𝑇 → R𝑛, 𝑏 : 𝑇 → R𝑛 и скалярная функция
𝜙 : 𝑇 → R дифференцируемы в точке 𝑡0 ∈ 𝑇 . Тогда функции 𝑎 + 𝑏, 𝜙𝑎,
(𝑎, 𝑏) дифференцируемы в точке 𝑡0 и

(𝑎+ 𝑏)′ = 𝑎′ + 𝑏
′
, (𝜙𝑎)′ = 𝜙′𝑎+ 𝜙𝑎′, (𝑎, 𝑏)′ = (𝑎′, 𝑏) + (𝑎, 𝑏

′
).

Докажем, например, дифференцируемость (𝑎, 𝑏) и последнее равен-

ство. Пусть 𝑎(𝑡) = (𝑎1(𝑡), . . . , 𝑎𝑛(𝑡)), 𝑏(𝑡) = (𝑏1(𝑡), . . . , 𝑏𝑛(𝑡)). Тогда в точке
𝑡0

(𝑎, 𝑏)′ =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖

)︃′

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎′𝑖𝑏𝑖 + 𝑎𝑖𝑏
′
𝑖) = (𝑎′, 𝑏) + (𝑎, 𝑏

′
).
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Лемма 6. (Производная сложной функции.) Пусть 𝑇 и 𝑆 – чиловые

промежутки. Пусть скалярная функция 𝑡 : 𝑆 → 𝑇 дифференцируема в

точке 𝑠0 ∈ 𝑆, а вектор-функция 𝑎 : 𝑇 → R𝑛 дифференцируема в точке

𝑡0 = 𝑡(𝑠0). Тогда сложная функция 𝑏(𝑠) = 𝑎(𝑡(𝑠)) дифференцируема в

точке 𝑠0 и 𝑏
′
(𝑠0) = 𝑎′(𝑡0) · 𝑡′(𝑠0).

Доказательство состоит в применении леммы 2 и теоремы о произ-

водной сложной функции для скалярных функций.

Замечание. Теорема Лагранжа о среднем для скалярных функ-

ций непосредственно не обобщается на вектор-функции. Например,

для вектор-функции 𝑎(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡) не существует 𝜉 ∈ (0, 2𝜋):
𝑎(2𝜋) − 𝑎(0) = 𝑎′(𝜉) · 2𝜋. Действительно, 𝑎(2𝜋) − 𝑎(0) = (1, 0) −
− (1, 0) = (0, 0), но 𝑎′(𝜉) = (− sin 𝜉, cos 𝜉) и ∀𝜉 ∈ (0, 2𝜋) →˓
→˓ |𝑎′(𝜉)| =

√︀
sin2 𝜉 + cos2 𝜉 = 1 ̸= 0, следовательно, 𝑎(2𝜋) − 𝑎(0) =

= (0, 0) ̸= 𝑎′(𝜉) · 2𝜋.
Теорема 1. (Теорема Лагранжа о среднем для вектор-функции.)

Пусть вектор-функция 𝑎 : [𝑡0, 𝑡1] → R𝑛 непрерывна на [𝑡0, 𝑡1] и диф-

ференцируема на (𝑡0, 𝑡1). Тогда

∃𝜉 ∈ (𝑡0, 𝑡1) : |𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)| ≤ |𝑎′(𝜉)|(𝑡1 − 𝑡0).

Доказательство. Определим скалярную функцию 𝜙(𝑡) =
= (𝑎(𝑡), 𝑎(𝑡1) − 𝑎(𝑡0)). По теореме Лагранжа о среднем для скаляр-

ной функции 𝜙(𝑡) ∃𝜉 ∈ (𝑡0, 𝑡1) : 𝜙(𝑡1)− 𝜙(𝑡0) = 𝜙′(𝜉)(𝑡1 − 𝑡0), т. е.

(𝑎(𝑡1), 𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0))− (𝑎(𝑡0), 𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)) = (𝑎′(𝜉), 𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)) (𝑡1 − 𝑡0),

следовательно,

|𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)|2 ≤ |𝑎′(𝜉)| |𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)| (𝑡1 − 𝑡0).

Если 𝑎(𝑡1) = 𝑎(𝑡0), то доказываемое неравенство выполняется автома-
тически ∀𝜉 ∈ (𝑡0, 𝑡1). Если 𝑎(𝑡1) ̸= 𝑎(𝑡0), то, сокращая последнее неравен-
ство на |𝑎(𝑡1)− 𝑎(𝑡0)|, получаем требуемое утверждение.

Теорема 2. (Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеа-

но.) Пусть вектор-функция 𝑎 : 𝑇 → R𝑛 определена на числовом про-

межутке 𝑇 и ∃𝑎(𝑛)(𝑡0). Тогда

𝑎(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎(𝑘)(𝑡0)

𝑘!
(𝑡− 𝑡0)𝑘 + 𝑜((𝑡− 𝑡0)𝑛) при 𝑡→ 𝑡0.
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Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора с остаточным

членом в форме Пеано для каждой компоненты вектор-функции 𝑎(𝑡). По-
скольку остаточные члены для каждой компоненты являются 𝑜((𝑡− 𝑡0)𝑛),
то в силу леммы 3 составленный из них вектор является 𝑜((𝑡− 𝑡0)𝑛).

§ 2. Кривые

Определение. Годографом вектор-функции 𝑟 : 𝑇 → R𝑛 называется

множество точек 𝑟(𝑡), где параметp 𝑡 пробегает множество 𝑇 .

Определение. Кривой Γ называется годограф непрерывной вектор-

функции 𝑟 : [𝑎, 𝑏]→ R𝑛:

Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}.

Точка 𝑟(𝑎) называется началом, а точка 𝑟(𝑏) – концом этой кривой.

Определение . Если начало и конец кривой Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]} сов-
падают, т. е. 𝑟(𝑎) = 𝑟(𝑏), то кривая Γ называется замкнутой.

Определение . Точка 𝑟0 называется точкой самопересечения кривой
Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}, если ∃𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑎, 𝑏]: 𝑡1 ̸= 𝑡2 и 𝑟0 = 𝑟(𝑡1) = 𝑟(𝑡2).

Определение. Кривая Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]} называется простой,

если она не имеет самопересечений, т. е. функция 𝑟 : [𝑎, 𝑏]→ R𝑛 инъектив-
на. Кривая Γ называется простой замкнутой, если из того, что 𝑎 ≤ 𝑡1 <
< 𝑡2 ≤ 𝑏 и 𝑟(𝑡1) = 𝑟(𝑡2) следует 𝑡1 = 𝑎, 𝑡2 = 𝑏 (иначе говоря, Γ не имеет

других точек самопересечения, кроме совпадающих начала и конца).

Определение. (Ориентация простой незамкнутой кривой.) Пусть

задана простая незамкнутая кривая Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Будем говорить,

что точка 𝑟2 ∈ Γ следует за точкой 𝑟1 ∈ Γ или точка 𝑟1 предшествует
точке 𝑟2, если 𝑟1 = 𝑟(𝑡1), 𝑟2 = 𝑟(𝑡2), 𝑡1 < 𝑡2. При этом кривую Γ называют

ориентированной по возрастанию параметра 𝑡. На рисунке направление
движения вдоль Γ, соответствующее ориентации Γ, принято обозначать

стрелочкой.

r(a)

r(b)

r(t1)

r(t2)

a < t1 < t2 < b r(a)

r(b)

r(t1) = r(t2)

3
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Напомним, что разбиением отрезка [𝑎, 𝑏] называется конечный набор

точек {𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝐼} таких, что 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝐼 = 𝑏.

Определение . Пусть задана кривая Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]} и разбиение
{𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝐼} отрезка [𝑎, 𝑏]. Тогда будем говорить, что кривая Γ разбита

на кривые Γ𝑖 = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]}, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼.

Определение. (Ориентация кривой, состоящей из конечного числа

простых незамкнутых кривых.) Пусть кривая Γ разбита на простые неза-

мкнутые кривые Γ𝑖, ориентированые по возрастанию параметра 𝑡. Тогда
упорядоченная по возрастанию параметра 𝑡 совокупность Γ1,Γ2, ...,Γ𝐼 на-
зывается ориентированной кривой Γ: Γ = Γ1Γ2...Γ𝐼 .

Далее мы рассматриваем только ориентированные кривые. Для крат-

кости будем говорить «кривая», но всегда подразумевать ориентирован-

ную кривую.

Замечание . Разные вектор-функции могут задавать одну и ту

же кривую. Например, кривая Γ = {(cos𝜙, sin𝜙) : 𝜙 ∈ [−𝜋, 0]}, за-
даваемая вектор-функцией 𝑟(𝜙) = (cos𝜙, sin𝜙), 𝜙 ∈ [−𝜋, 0], может

быть задана другой вектор-функцией 𝜚(𝑥) = (𝑥,−
√
1− 𝑥2), 𝑥 ∈ [−1, 1]:

Γ = {(𝑥,−
√
1− 𝑥2) : 𝑥 ∈ [−1, 1]}.

y

x−1 1x

ϕ

r(ϕ) = ̺(x)

3

Определение. Вектор-функция 𝜚(𝑠), 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2] называется допу-

стимой параметризацией кривой Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]}, если существу-
ет непрерывная строго возрастающая функция 𝑡(𝑠) такая, что 𝑡(𝑠1) = 𝑡1,
𝑡(𝑠2) = 𝑡2 и ∀𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2] →˓ 𝜚(𝑠) = 𝑟(𝑡(𝑠)).

При этом считается, что вектор функции 𝑟(𝑡) и 𝜚(𝑠) параметризуют
(задают) одну и ту же кривую Γ.

Замечание. Так как при допустимой замене параметра стаpый па-

раметp является строго возрастающей функцией нового параметра, то

ориентация кривой не меняется.
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Задача 1. Пусть две простые кривые Γ1 = {𝑟1(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]} и
Γ2 = {𝑟2(𝑠) : 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2]} имеют общее начало и общий конец, причем

множества Γ1 и Γ2 совпадают. Доказать, что кривые Γ1 и Γ2 совпадают

в том смысле, что вектор-функция 𝑟2(𝑠), 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2] является допустимой
параметризацией кривой Γ1, а вектор-функция 𝑟1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] является
допустимой параметризацией кривой Γ2.

§ 3. Длина кривой

Определение. Отрезком [𝑟1, 𝑟2] в R𝑛 называется множество точек

{𝑟1 + 𝑡(𝑟2 − 𝑟1) : 𝑡 ∈ [0, 1]}.

Определение . Ломаной 𝑃 , вписанной в кривую Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}
и порожденной разбиением {𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝐼} отрезка [𝑎, 𝑏], называется упоря-
доченный по возрастанию параметра 𝑡 набор отрезков [𝑟(𝑡𝑖−1), 𝑟(𝑡𝑖)]:

𝑃 = ([𝑟(𝑡0), 𝑟(𝑡1)], [𝑟(𝑡1), 𝑟(𝑡2)], ..., [𝑟(𝑡𝐼−1), 𝑟(𝑡𝐼)]) .

Отрезки [𝑟(𝑡𝑖−1), 𝑟(𝑡𝑖)] называются звеньями ломаной 𝑃 . Длиной ло-

маной 𝑃 называется сумма длин ее звеньев:

ℓ(𝑃 ) =
𝐼∑︁

𝑖=1

|𝑟(𝑡𝑖)− 𝑟(𝑡𝑖−1)|.

a b

t0 ti−1 ti tI r(a)

r(b)

r(ti−1)

r(ti)

3

Определение. Длиной кривой Γ называется точная верхняя грань

длин ломаных, вписанных в Γ:

ℓ(Γ) = sup
𝑃
ℓ(𝑃 ) = sup

{𝑡0,𝑡1,...,𝑡𝐼}

𝐼∑︁

𝑖=1

|𝑟(𝑡𝑖)− 𝑟(𝑡𝑖−1)|.

Если ℓ(Γ) < +∞, то кривая Γ называется спрямляемой.

Лемма 1. Если спрямляемая кривая Γ разбита на кривые Γ1 и Γ2,

то кривые Γ1 и Γ2 спрямляемы, причем ℓ(Γ) = ℓ(Γ1) + ℓ(Γ2).
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Доказательство. 1. Покажем, что кривые Γ1 и Γ2 спрямляемы и

ℓ(Γ1) + ℓ(Γ2) ≤ ℓ(Γ).
Пусть 𝑃1 – ломаная, вписанная в Γ1, 𝑃2 – ломаная, вписанная в Γ2,

тогда 𝑃 = 𝑃1𝑃2 – ломаная, вписанная в Γ. Так как ℓ(𝑃1)+ ℓ(𝑃2) = ℓ(𝑃 ) ≤
≤ ℓ(Γ), то sup

𝑃1

ℓ(𝑃1) < +∞, sup
𝑃2

ℓ(𝑃2) < +∞ и ℓ(Γ1) + ℓ(Γ2) = sup
𝑃1

ℓ(𝑃1) +

+ sup
𝑃2

ℓ(𝑃2) ≤ ℓ(Γ).
2. Покажем, что ℓ(Γ) ≤ ℓ(Γ1)+ℓ(Γ2). Пусть кривая Γ параметризована

вектор-функцией 𝑟(𝑡): Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Пусть точка 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)
разбивает Γ на Γ1 и Γ2: Γ1 = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑐]}, Γ2 = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈
∈ [𝑐, 𝑏]}.

Пусть 𝑃 – произвольная ломаная, вписанная в кривую Γ,
{𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝐼} – разбиение отрезка [𝑎, 𝑏], порождающее ломаную 𝑃 . Опре-
делим 𝑗 из условия 𝑡𝑗−1 < 𝑐 ≤ 𝑡𝑗 . Ломаную, вписанную в кривую Γ1 и по-

рожденную разбиением {𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝑗−1, 𝑐}, обозначим через 𝑃1. Ломаную,

вписанную в кривую Γ2 и порожденную разбиением {𝑐, 𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1, ..., 𝑡𝐼}, обо-
значим через 𝑃2 (если 𝑐 = 𝑡𝑗 , то разбиением {𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1, ..., 𝑡𝐼}). Тогда

ℓ(𝑃 )− ℓ(𝑃1)− ℓ(𝑃2) = |𝑟(𝑡𝑗)− 𝑟(𝑡𝑗−1)| − |𝑟(𝑐)− 𝑟(𝑡𝑗−1)| − |𝑟(𝑡𝑗)− 𝑟(𝑐)| ≤ 0,

где последнее неравенство следует из неравенства треугольника. Поэтому

ℓ(𝑃 ) ≤ ℓ(𝑃1) + ℓ(𝑃2) ≤ ℓ(Γ1) + ℓ(Γ2).

Итак, ℓ(Γ) = sup
𝑃
ℓ(𝑃 ) ≤ ℓ(𝑃1) + ℓ(𝑃2).

Определение. Функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R𝑛 называется непрерывно диф-

ференцируемой на [𝑎, 𝑏], если
1) ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∃𝑓 ′(𝑡), где при 𝑡 = 𝑎 под 𝑓 ′(𝑡) понимается правая, а при

𝑡 = 𝑏 – левая производная, и
2) функция 𝑓 ′(𝑡) непрерывна на [𝑎, 𝑏].

Теорема 1. (Достаточное условие спрямляемости кривой.) Пусть

вектор-функция 𝑟 : [𝑎, 𝑏]→ R𝑛 непрерывно дифференцируема. Тогда кри-
вая 𝑟 спрямляема и

ℓ(Γ) ≤ (𝑏− 𝑎) max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑟′(𝑡)|.

Доказательство. Так как скалярная функция |𝑟′(𝑡)| непрерыв-
на на [𝑎, 𝑏], то по теореме Вейерштрасса для скалярных функций

∃ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑟′(𝑡)| =𝑀 .
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Пусть 𝑃 – ломаная, вписанная в кривую Γ, порожденная некоторым

разбиением {𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝐼} отрезка [𝑎, 𝑏]. По теореме Лагранжа для вектор-
функций ∀𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝐼} ∃𝜉𝑖 ∈ (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖):

|𝑟(𝑡𝑖)− 𝑟(𝑡𝑖−1)| ≤ |𝑟′(𝜉𝑖)| (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) ≤𝑀 (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1),

следовательно,

ℓ(𝑃 ) =
𝐼∑︁

𝑖=1

|𝑟(𝑡𝑖)− 𝑟(𝑡𝑖−1)| ≤𝑀
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) =𝑀 (𝑏− 𝑎).

Поэтому ℓ(Γ) = sup
𝑃
ℓ(𝑃 ) ≤ max

𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑟′(𝑡)| (𝑏− 𝑎).

Определение. Пусть кривая Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]} спрямляема.
Определим переменную дугу Γ𝑡 = {𝑟(𝑢) : 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑡]}. Функцию 𝑠(𝑡) =
= ℓ(Γ𝑡) называют переменной длиной дуги кривой Γ.

Теорема 2. (О производной переменной длины дуги.) Пусть вектор-

функция 𝑟 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, параметризующая кривую Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈
∈ [𝑎, 𝑏]}, непрерывно дифференцируема. Тогда переменная длина дуги 𝑠(𝑡)
непрерывно дифференцируема на [𝑎, 𝑏] и

𝑠′(𝑡0) = |𝑟′(𝑡0)| ∀𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏]

(здесь при 𝑡0 = 𝑎 и при 𝑡0 = 𝑏 имеются в виду односторонние производ-
ные).

Доказательство. Пусть 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏), Δ𝑡 ∈ (0, 𝑏− 𝑡0). Обозначим Δ𝑠 =
= 𝑠(𝑡0 +Δ𝑡)− 𝑠(𝑡0), Δ𝑟 = 𝑟(𝑡0 +Δ𝑡)− 𝑟(𝑡0).

В силу леммы 1 длина кривой ΔΓ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + Δ𝑡]} равна
ℓ(ΔΓ) = Δ𝑠. Так как длина отрезка [𝑟(𝑡0), 𝑟(𝑡0 + Δ𝑡)] не превосходит

длины дуги ΔΓ, то
|Δ𝑟| ≤ ℓ(ΔΓ). (1)

По теореме 1 имеем ℓ(ΔΓ) ≤ max
𝑡∈[𝑡0,𝑡0+Δ𝑡]

|𝑟′(𝑡)| |Δ𝑡|. По определению макси-

мума ∃𝜉 ∈ [𝑡0, 𝑡0 +Δ𝑡] : max
𝑡∈[𝑡0,𝑡0+Δ𝑡]

|𝑟′(𝑡)| = |𝑟′(𝜉)|, следовательно, ℓ(ΔΓ) ≤

≤ |𝑟′(𝜉)| |Δ𝑡|, откуда в силу (1) получаем |Δ𝑟|
|Δ𝑡| ≤

ℓ(ΔΓ)
|Δ𝑡| ≤ |𝑟′(𝜉)|. Поэтому

⃒⃒
⃒⃒Δ𝑟
Δ𝑡

⃒⃒
⃒⃒ ≤ Δ𝑠

Δ𝑡
≤ |𝑟′(𝜉)|. (2)
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Так как |𝑡0 − 𝜉| ≤ |Δ𝑡|, то при Δ𝑡→ +0 выполняется 𝜉 → 𝑡0 + 0,
и в силу непрерывности функции 𝑟′(𝑡) ∃ lim

Δ𝑡→+0
|𝑟′(𝜉)| = |𝑟′(𝑡0)|. Кроме

того, по определению производной ∃ lim
Δ𝑡→+0

Δ𝑟
Δ𝑡 = 𝑟′(𝑡0), следовательно,

∃ lim
Δ𝑡→+0

⃒⃒
Δ𝑟
Δ𝑡

⃒⃒
= |𝑟′(𝑡0)|. Поэтому из (2) по теореме о трех функциях сле-

дует, что ∃ lim
Δ𝑡→+0

Δ𝑠
Δ𝑡 = |𝑟′(𝑡0)|, т. е. ∃𝑠′+(𝑡0) = |𝑟′(𝑡0)|. Аналогично ∀𝑡0 ∈

∈ (𝑎, 𝑏] ∃𝑠′−(𝑡0) = |𝑟′(𝑡0)|.

Определение. Точка 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏] называется особой точкой парамет-

ризации 𝑟(𝑡) кривой Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}, если 𝑟′(𝑡0) = 0.

Определение. Параметризация 𝑟(𝑡) кривой Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}
называется гладкой параметризацией, если вектор-функция 𝑟(𝑡) непре-
рывно дифференцируема и не имеет особых точек. Кривая Γ называется

гладкой кривой, если она допускает гладкую параметризацию.

Определение . Будем говорить, что вектор-функция 𝜚 :
[0, ℓ(Γ)] → R𝑛 является натуральной параметризацией кривой

Γ = {𝜚(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, ℓ(Γ)]}, если параметp 𝑡 является переменной дли-

ной дуги, т. е. ∀𝑡 ∈ [0, ℓ(Γ)]→ 𝑠(𝑡) = 𝑡.

Если кривая Γ не спрямляема, то для нее не существует натуральной

параметризации.

Теорема 3. (О натуральной параметризации.)

1. Гладкая кривая Γ допускает натуральную параметризацию.

2. Пусть 𝑟 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 – гладкая параметризация кривой Γ, а 𝜚 :
[0, ℓ(Γ)]→ R𝑛 – натуральная параметризация этой кривой. Тогда

𝜚′(𝑠(𝑡)) =
𝑟′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)| ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (3)

где 𝑠(𝑡) – переменная длина дуги кривой Γ.
3. Натуральная параметризация гладкой кривой является непрерыв-

но дифференцируемой функцией.

Доказательство. Поскольку кривая Γ гладкая, то существует ее

гладкая параметризация: Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}, т. е. вектор-функция
𝑟 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 непрерывно дифференцируема и не имеет особых точек.

По теореме о производной переменной длины дуги ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∃𝑠′(𝑡) =
= |𝑟′(𝑡)|. Так как параметризация 𝑟 не имеет особых точек, то 𝑟′(𝑡) ̸= 0,
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а значит, 𝑠′(𝑡) > 0. Следовательно, переменная длина дуги 𝑠(𝑡) являет-
ся строго возрастающей непрерывной функцией. Поэтому существует об-

ратная к ней функция 𝑡(𝑠), которая также строго возрастает и непрерыв-
на. По определению допустимой параметризации получаем, что парамет-

ризация 𝜚(𝑠) = 𝑟(𝑡(𝑠)), где 𝑠 ∈ [0, ℓ(Γ)], является допустимой.
Так как ∃𝑠′(𝑡) = |𝑟′(𝑡)| ≠ 0, то по теореме о производной обратной

функции ∃𝑡′(𝑠) = 1
𝑠′(𝑡) =

1
|𝑟′(𝑡)| . Согласно теореме о производной сложной

функции ∃ 𝜚′(𝑠) = 𝑟′(𝑡) 𝑡′(𝑠) = 𝑟′(𝑡)
|𝑟′(𝑡)| . Следовательно, справедлива форму-

ла (3).

Так как вектор-функция 𝑟(𝑡) непрерывно дифференцируема и

𝑟′(𝑡) ̸= 0, то вектор-функция 𝜚′(𝑠) = 𝑟′(𝑡(𝑠))
|𝑟′(𝑡(𝑠))| непрерывна, следовательно,

вектор-функция 𝜚 непрерывно дифференцируема.

Замечание. Условие отсутствия особых точек параметризации су-

щественно для гладкости кривой. Рассмотрим кривую Γ, параметри-
зованную вектор-функцией 𝑟 : [−1, 1] → R2, 𝑟(𝑡) = (𝑡3, |𝑡|3). Вектор-
функция 𝑟 непрерывно дифференцируема, т. к. ее производная 𝑟′(𝑡) =
= (3𝑡2, 3𝑡2 sign 𝑡) непрерывна. Однако кривая Γ не является гладкой, так

как натуральная параметризация кривой Γ задается вектор-функцией

𝜚(𝑠) = ( 𝑠√
2
− 1, | 𝑠√

2
− 1|), 𝑠 ∈ [0, 2

√
2], не являющейся дифференцируемой

в точке 𝑠 =
√
2.

y

x

−1 1

3

Лемма 2. Пусть 𝑟1 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 и 𝑟2 : [𝑐, 𝑑] → R𝑛 – две гладкие

параметризации кривой Γ. Тогда замена параметра 𝑡 параметризации
𝑟1(𝑡) на параметр 𝜙 параметризации 𝑟2(𝜙) является непрерывно диффе-
ренцируемой функцией со строго положительной производной.

Доказательство. Обозначим через 𝑠1(𝑡) и 𝑠2(𝜙) переменные длины
дуг кривой Γ в параметризациях 𝑟1(𝑡) и 𝑟2(𝜙) соответственно. В силу

теоремы о производной переменной длины дуги функции 𝑠1(𝑡) и 𝑠2(𝜙)
непрерывно дифференцируемы, 𝑠′1(𝑡) = |𝑟′1(𝑡)|, 𝑠′2(𝜙) = |𝑟′2(𝜙)|. Так как

параметризации 𝑟1 и 𝑟2 не имеют особых точек, то 𝑠′1(𝑡) > 0, 𝑠′2(𝜙) >
> 0. Поэтому, в частности, обратная функция 𝜙 = 𝑠−1

2 (𝑠) также непре-
рывно дифференцируема. Функция 𝑠 = 𝑠1(𝑡) осуществляет переход от
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параметра 𝑡 к натуральному параметру 𝑠, а функция 𝜙 = 𝑠−1
2 (𝑠) – пе-

реход от натурального параметра 𝑠 к параметру 𝜙. Функция 𝜙(𝑡) =
= 𝑠−1

2 (𝑠1(𝑡)), осуществляющая переход от параметра 𝑡 параметризации
𝑟1(𝑡) к параметру 𝜙 параметризации 𝑟2(𝜙), непрерывно дифференциру-

ема как суперпозиция непрерывно дифференцируемых функций. При

этом 𝜙′(𝑡) =
(︀
𝑠−1
2

)︀′
(𝑠1(𝑡)) · 𝑠′1(𝑡) > 0.

§ 4. Первое приближение кривой (касательная)

Определение. Пусть 𝑟 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 – гладкая параметризация про-

стой кривой Γ = {𝑟(𝑡) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Вектор

𝜏(𝑡) =
𝑟′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)|
называется единичным вектором касательной к кривой Γ в точке 𝑟(𝑡)
кривой Γ, где 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Прямая, заданная векторным параметрическим уравнением

𝑟 = 𝑟KAC(𝑢) = 𝑟(𝑡0) + 𝜏(𝑡0)𝑢, 𝑢 ∈ R,

называется касательной к кривой Γ в точке 𝑟(𝑡0).

Следующая лемма утверждает корректность этого определения, т. е.

независимость от параметризации вектора касательной к кривой Γ в за-

данной точке.

Лемма 1. Пусть 𝑟1 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 и 𝑟2 : [𝑐, 𝑑] → R𝑛 – две гладкие

параметризации простой кривой Γ. Пусть 𝑟1(𝑡0) = 𝑟2(𝜙0), 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝜙0 ∈ [𝑐, 𝑑]. Тогда

𝑟′1(𝑡0)

|𝑟′1(𝑡0)|
=

𝑟′2(𝜙0)

|𝑟′2(𝜙0)|
.

Доказательство. По определению допустимой параметризации су-

ществует непрерывная строго возрастающая функция 𝜙 : [𝑎, 𝑏]→ [𝑐, 𝑑] та-
кая, что 𝑟2(𝜙(𝑡)) = 𝑟1(𝑡) для любого 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Поскольку точка 𝑟2(𝜙0) =
= 𝑟1(𝑡0) = 𝑟2(𝜙(𝑡0)) не является точкой самопересечения Γ, то 𝜙0 = 𝜙(𝑡0).
В силу леммы 2 предыдущего параграфа функция 𝜙(𝑡) непрерывно диф-
ференцируема и 𝜙′(𝑡) > 0. Поэтому 𝑟′1(𝑡0) = 𝑟′2(𝜙0) · 𝜙′(𝑡0) и

𝑟′1(𝑡0)

|𝑟′1(𝑡0)|
=

𝑟′2(𝜙0) · 𝜙′(𝑡0)

|𝑟′2(𝜙0)| · |𝜙′(𝑡0)|
=

𝑟′2(𝜙0)

|𝑟′2(𝜙0)|
.
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Замечание. Если 𝜚 : [0, ℓ(Γ)] → R𝑛 – натуральная параметризация

простой гладкой кривой Γ и 𝑠0 ∈ [0, ℓ(Γ)], то единичный вектор касатель-
ной к кривой Γ в точке 𝜚(𝑠0) равен

𝜏(𝑠0) = 𝜚′(𝑠0).

Это следует из определения касательного вектора и формулы (3)

предыдущего параграфа (см. теорему о натуральной параметризации).

Лемма 2. Пусть 𝜚 : [0, ℓ(Γ)] → R𝑛 – натуральная параметризация

простой гладкой кривой Γ. Пусть 𝜏0 = 𝜏(𝑠0) – единичный вектор каса-

тельной к кривой Γ в точке 𝜚0 = 𝜚(𝑠0), 𝑠0 ∈ [0, ℓ(Γ)]. Тогда в окрестно-
сти точки 𝜚0 кривой Γ в первом приближении совпадает со своей каса-

тельной 𝑟 = 𝑟KAC(𝑢) = 𝜚0 + 𝜏0𝑢, т. е.

𝜚(𝑠) = 𝑟KAC(𝑠− 𝑠0) + 𝑜(𝑠− 𝑠0) при 𝑠→ 𝑠0.

Доказательство. Разложим вектор-функцию 𝜚(𝑠) по формуле Тей-
лора:

𝜚(𝑠) = 𝜚(𝑠0) + 𝜚′(𝑠0) (𝑠− 𝑠0) + 𝑜(𝑠− 𝑠0) при 𝑠→ 𝑠0

и воспользуемся равенствами 𝜚0 = 𝜚(𝑠0), 𝜏0 = 𝜏(𝑠0) = 𝜚′(𝑠0).

§ 5. Второе приближение кривой

Определение . Пусть натуральная параметризация 𝜚 : [0, ℓ(Γ)]→ R𝑛
кривой Γ является дважды дифференцируемой вектор-функцией. Пусть

𝜏(𝑠) = 𝑑𝜚(𝑠)
𝑑𝑠 – единичный вектор касательной. Тогда число 𝑘 = 𝑘(𝑠0) =

=
⃒⃒
𝑑𝜏
𝑑𝑠 (𝑠0)

⃒⃒
называется кривизной кривой Γ в точке 𝜚0 = 𝜚(𝑠0).

Если в точке 𝜚0 кривизна 𝑘(𝑠0) ̸= 0, то
1) число 𝑅 = 𝑅(𝑠0) =

1
𝑘(𝑠0)

называется радиусом кривизны,

2) единичный вектор 𝜈 = 𝜈(𝑠0) = 1
𝑘(𝑠0)

𝑑𝜏
𝑑𝑠 (𝑠0) – вектором главной

нормали,

3) прямая с направляющим вектором 𝜈, проходящая через точку 𝜚0,
– главной нормалью,

4) плоскость, проходящая через касательную и главную нормаль, –

соприкасающейся плоскостью,

5) точка 𝑟𝑐 = 𝑟𝑐(𝑠0) = 𝜚0 +𝑅(𝑠0) 𝜈(𝑠0) – центром кривизны,

6) окружность с центром в точке 𝑟𝑐, радиусом 𝑅, лежащая в соприка-
сающейся плоскости, называется соприкасающейся окружностью кривой

Γ в точке 𝜚0.

157



Лемма 1. Если в некоторой точке кривой Γ определены вектор ка-

сательной 𝜏 и вектор главной нормали 𝜈, то 𝜏 ⊥ 𝜈.

Доказательство. Так как (𝜏(𝑠), 𝜏(𝑠)) = |𝜏(𝑠)|2 = 1 ∀𝑠 ∈ [0, ℓ(Γ)], то
(𝜏(𝑠), 𝜏(𝑠))′ = 0, следовательно, (𝜏 ′(𝑠), 𝜏(𝑠)) = 0, т. е. (𝜈(𝑠), 𝜏(𝑠)) = 0.

rc

̺0

ν

τ
̺(s)

3

Напишем векторное уравнение соприкасающейся окружности кривой

Γ в точке 𝜚0.
Пусть сначала в плоскости 𝑥𝑦 задана прямоугольная система коор-

динат с единичными базисными векторами 𝑖, 𝑗. Окружность радиуса 𝑅
с центром в 0, лежащая в плоскости векторов 𝑖, 𝑗, может быть задана

формулами

𝑥 = −𝑅 cos𝜙, 𝑦 = 𝑅 sin𝜙, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋],

или в векторной форме: 𝑟 = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 = −𝑅 cos𝜙 𝑖 + 𝑅 sin𝜙 𝑗. Если
в R𝑛 заданы два ортогональных единичных вектора 𝜏 и 𝜈 и точка 𝑟𝑐,
то уравнение окружности радиуса 𝑅, лежащей в плоскости векторов 𝜏 ,
𝜈 и с центром в точке 𝑟𝑐, имеет вид 𝑟 = 𝑟окр(𝜙) = 𝑟𝑐 − 𝑅 cos𝜙𝜈 +
+ 𝑅 sin𝜙 𝜏 . Следовательно, с учетом определения центра кривизны 𝑟𝑐 =
= 𝜚0 + 𝑅(𝑠0) 𝜈(𝑠0), соприкасающаяся окружность кривой Γ в точке 𝜚0 =
= 𝑟(𝑠0) задается уравнением

𝑟 = 𝑟окр(𝜙) = 𝜚0 +𝑅 sin𝜙 𝜏 +𝑅 (1− cos𝜙) 𝜈. (1)

Теорема 1. Пусть натуральная параметризация 𝜚 : [0, ℓ(Γ)] → R𝑛
кривой Γ является дважды дифференцируемой вектор-функцией. Тогда

1) если 𝜚′′(𝑠0) ̸= 0, то в окрестности точки 𝜚0 = 𝜚(𝑠0) кривая Γ во

втором приближении совпадает с соприкасающейся окружностью:

158



𝜚(𝑠) = 𝑟окр

(︂
𝑠− 𝑠0
𝑅

)︂
+ 𝑜((𝑠− 𝑠0)2) при 𝑠→ 𝑠0;

2) если 𝜚′′(𝑠0) = 0, то в окрестности точки 𝜚0 кривая Γ во втором

приближении совпадает с касательной:

𝜚(𝑠) = 𝑟KAC(𝑠− 𝑠0) + 𝑜((𝑠− 𝑠0)2) при 𝑠→ 𝑠0.

Доказательство. 1. Пользуясь разложениями cos𝜙 = 1− 1
2𝜙

2+𝑜(𝜙2),
sin𝜙 = 𝜙+ 𝑜(𝜙2) при 𝜙→ 0, из формулы (1) получаем при 𝑠→ 𝑠0:

𝑟окр

(︂
𝑠− 𝑠0
𝑅

)︂
= 𝑟(𝑠0) + 𝜏 (𝑠− 𝑠0) +

𝜈

2𝑅
(𝑠− 𝑠0)2 + 𝑜((𝑠− 𝑠0)2).

Так как 𝜏 = 𝜚′(𝑠0),
𝜈
𝑅 = 𝑘 𝜈 = 𝜚′′(𝑠0), то при 𝑠→ 𝑠0:

𝑟окр

(︂
𝑠− 𝑠0
𝑅

)︂
= 𝜚(𝑠0) + 𝜚′(𝑠0) (𝑠− 𝑠0) +

𝜚′′(𝑠0)

2
(𝑠− 𝑠0)2 + 𝑜((𝑠− 𝑠0)2).

С другой стороны, в силу формулы Тейлора при 𝑠→ 𝑠0

𝜚(𝑠) = 𝜚(𝑠0) + 𝜚′(𝑠0) (𝑠− 𝑠0) +
𝜚′′(𝑠0)

2
(𝑠− 𝑠0)2 + 𝑜((𝑠− 𝑠0)2).

Сравнивая разложения 𝜚(𝑠) и 𝑟окр
(︀
𝑠−𝑠0
𝑅

)︀
, получаем утверждение пунк-

та (1).

Доказательство второго пункта аналогично доказательству леммы 2

§ 4.

Определение. Векторным произведением векторов 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)
и 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) называется вектор

[𝑎, 𝑏] =

(︂⃒⃒
⃒⃒ 𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

⃒⃒
⃒⃒ ,
⃒⃒
⃒⃒ 𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

⃒⃒
⃒⃒ ,
⃒⃒
⃒⃒ 𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

⃒⃒
⃒⃒
)︂

=

= (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, 𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1).

Заметим, что данное определение векторного произведения соответ-

ствует определению векторного произведения в случае правого ортонор-

мированного базиса, данному в аналитической геометрии.
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Теорема 2. Пусть параметризация 𝑟 : [𝑎, 𝑏]→ R3 кривой Γ дважды

дифференцируема и не имеет особых точек (т. е. 𝑟′(𝑡) ̸= 0) на [𝑎, 𝑏]. Тогда

1)
[︀
𝜏 , 𝑑𝜏𝑑𝑠

]︀
= [𝑟′(𝑡),𝑟′′(𝑡)]

|𝑟′(𝑡)|3 ;

2) кривизна кривой Γ в каждой точке 𝑟(𝑡) кривой Γ существует и

выражается формулой

𝑘 =
|[𝑟′(𝑡), 𝑟′′(𝑡)]|
|𝑟′(𝑡)|3 .

Доказательство. 1. По определению касательного вектора имеем

𝜏 = 𝑟′(𝑡)
|𝑟′(𝑡)| . Так как 𝑟(𝑡) дважды дифференцируема, то ∃𝑑𝜏𝑑𝑡 = 𝑟′′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)| +

+ 𝑟′(𝑡)
(︁

1
|𝑟′(𝑡)|

)︁′
.

Так как по теореме о производной переменной длины дуги справед-

ливо равенство 𝑑𝑠
𝑑𝑡 = |𝑟′(𝑡)|, то

∃ 𝑑𝜏

𝑑𝑠
=
𝑑𝜏

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

1

|𝑟′(𝑡)|
𝑑𝜏

𝑑𝑡
=

𝑟′′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)|2 +
𝑟′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)|

(︂
1

|𝑟′(𝑡)|

)︂′
.

Еще раз используя равенство 𝜏 = 𝑟′(𝑡)
|𝑟′(𝑡)| , а также равенство нулю век-

торного произведения коллинеарных векторов, получаем

[︂
𝜏 ,
𝑑𝜏

𝑑𝑠

]︂
=

1

|𝑟′(𝑡)|

[︂
𝑟′(𝑡),

𝑑𝜏

𝑑𝑠

]︂
=

[𝑟′(𝑡), 𝑟′′(𝑡)]

|𝑟′(𝑡)|3 .

2. Из существования 𝑑𝜏
𝑑𝑠 следует существование кривизны 𝑘 =

⃒⃒
𝑑𝜏
𝑑𝑠

⃒⃒
.

В силу леммы 1, векторы 𝜏 и 𝑑𝜏
𝑑𝑠 взаимно перпендикулярны, кроме того,

|𝜏 | = 1, следовательно,

𝑘 =

⃒⃒
⃒⃒
[︂
𝜏 ,
𝑑𝜏

𝑑𝑠

]︂⃒⃒
⃒⃒ = |[𝑟

′(𝑡), 𝑟′′(𝑡)]|
|𝑟′(𝑡)|3 .

Следствия
1. Формула для вычисления кривизны, записанная через координаты

вектор-функции 𝑟(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), принимает вид

𝑘 =

√︀
(𝑦′𝑧′′ − 𝑦′′𝑧′)2 + (𝑧′𝑥′′ − 𝑧′′𝑥′)2 + (𝑥′𝑦′′ − 𝑥′′𝑦′)2

((𝑥′)2 + (𝑦′)2 + (𝑧′)2)3/2
.

2. Если Γ – плоская кривая, т. е. 𝑧(𝑡) = 0, то

𝑘 =
|𝑥′𝑦′′ − 𝑥′′𝑦′|

((𝑥′)2 + (𝑦′)2)3/2
.
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3. Если плоская кривая Γ задана как график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥), то
𝑥′ = 1, 𝑥′′ = 0, 𝑦′ = 𝑓 ′, 𝑦′′ = 𝑓 ′′ и, следовательно,

𝑘 =
|𝑓 ′′|

(1 + (𝑓 ′)2)3/2
.

§ 6. Сопровождающий трехгранник кривой

В данном параграфе всегда будем предполагать, что кривая Γ
1) параметризована дважды дифференцируемой вектор-функцией 𝑟 :

[𝑎, 𝑏]→ R3,

2) не имеет особых точек (т. е. ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] →˓ 𝑟′(𝑡) ̸= 0) и
3) кривизна не обращается в 0 (т. е. согласно теореме 2 § 5 ∀𝑡 ∈

∈ [𝑎, 𝑏] →˓ [𝑟′(𝑡), 𝑟′′(𝑡)] ̸= 0).

Определение. Пусть 𝜏 – единичный вектор касательной, 𝜈 – еди-

ничный вектор главной нормали кривой Γ в точке 𝑟0. Тогда вектор 𝛽 =
= [𝜏 , 𝜈] называется вектором бинормали в точке 𝑟0. Прямая с направля-
ющим вектором 𝛽, проходящая через точку 𝑟0, называется бинормалью

кривой Γ в точке 𝑟0.

Замечание. Поскольку векторы 𝜏 и 𝜈 – единичные и взаимно пер-

пендикулярны, то в силу определения векторного произведения тройка

векторов 𝜏 , 𝜈, 𝛽 образует правый ортонормированный базис, а касатель-

ная, главная нормаль и бинормаль в данной точке – это три взаимно пер-

пендикулярные прямые.

Определение. Отложим векторы 𝜏 , 𝜈 и 𝛽, вычисленные для точки

𝑟0 кривой Γ, от точки 𝑟0. Образовавшийся трехгранник называется со-

провождающим трехгранником Френе кривой Γ.
Трехгранник Френе в точке 𝑟0 задает следующие три взаимно пер-

пендикулярные плоскости, проходящие через точку 𝑟0:
плоскость, перпендикулярная касательной, называется нормальной

плоскостью,

плоскость, перпендикулярная бинормали, называется соприкасающей-

ся плоскостью,

плоскость, перпендикулярная главной нормали, называется спрямля-

ющей плоскостью.
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τ

ν

β

r(t)

r0

3

спрямляющая

плоскость

нормальная

плоскость

соприкасающаяся

плоскость

Замечание. (Геометрический смысл соприкасающейся и спрямляю-

щей плоскостей.)

Как следует из теоремы 1 § 5, кривая Γ с точностью до 𝑜((𝑠 − 𝑠0)2)
совпадает с соприкасающейся окружностью:

𝑟 = 𝑟окр(𝜙) = 𝑟0 +𝑅 sin𝜙 𝜏 +𝑅 (1− cos𝜙) 𝜈.

Так как соприкасающаяся окружность лежит в соприкасающейся плос-

кости, то кривая Γ с точностью до 𝑜((𝑠− 𝑠0)2) при 𝑠→ 𝑠0 лежит в сопри-
касающейся плоскости. Так как проекция соприкасающейся окружности

на спрямляющую плоскость принадлежит касательной к кривой Γ, то с
точностью до 𝑜((𝑠 − 𝑠0)2) при 𝑠 → 𝑠0 проекция кривой Γ на спрямляю-

щую плоскость является прямой. Этим объясняются названия соприка-

сающейся и спрямляющей плоскостей.

Напишем уравнения нормальной, соприкасающейся и спрямляющей

плоскостей в точке 𝑟0 = 𝑟(𝑡0). Согласно определениям эти уравнения

можно записать в следующем виде.

Нормальная плоскость: (𝑟 − 𝑟0, 𝜏) = 0.
Спрямляющая плоскость: (𝑟 − 𝑟0, 𝜈) = 0.
Соприкасающаяся плоскость: (𝑟 − 𝑟0, 𝛽) = 0.

Напишем более явные уравнения этих плоскостей.

Так как 𝜏 = 𝑟′(𝑡)
|𝑟′(𝑡)| , то нормальная плоскость задается уравнением

(𝑟 − 𝑟0, 𝑟′(𝑡0)) = 0.
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Поскольку 𝜈 = 1
𝑘
𝑑𝜏
𝑑𝑠 = 1

𝑘
𝑑2𝑟
𝑑𝑠2

, то спрямляющая плоскость задается

уравнением (︂
𝑟 − 𝑟0,

𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
(𝑡0)

)︂
= 0.

Используя равенство 𝛽 = [𝜏 , 𝜈], запишем уравнение соприкасающейся

плоскости через смешанное произведение: (𝑟−𝑟0, 𝜏 , 𝜈) = 0. В силу пункта

1) теоремы 2 § 5 и определения вектора главной нормали 𝜈 = 1
𝑘
𝑑𝜏
𝑑𝑠 полу-

чаем [𝜏 , 𝜈] = [𝑟′(𝑡),𝑟′′(𝑡)]
𝑘 |𝑟′(𝑡)|3 . Поэтому соприкасающаяся плоскость в точке 𝑟0

задается уравнением

(𝑟 − 𝑟0, 𝑟′(𝑡0), 𝑟′′(𝑡0)) = 0.
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Г Л А В А 6

ПРЕДЕЛ, НЕПРЕРЫВНОСТЬ И
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ

ПЕPЕМЕННЫХ

§ 1. Предел функции нескольких переменных

Определение. Пусть на множестве 𝑋 ⊂ R𝑛 задана функция 𝑓 :
𝑋 → R, пусть 𝑥0 ∈ R𝑛 – предельная точка множества 𝑋. Говорят, что

элемент 𝐴 ∈ R является пределом функции 𝑓 в точке 𝑥0 (по совокупности
переменных ) и пишут lim

𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = 𝐴, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ∩𝑋 →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴),

где
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿}.

Замечание . Пусть 𝑥0 – предельная точка множества 𝑋 ⊂ R𝑛 и пусть
задана функция 𝑓 : 𝑋 → R. Данное выше определение предела lim

𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)

совпадает с определением предела функции 𝑓 в точке 𝑥0 для метрическо-
го пространства ̃︀𝑋 = 𝑋 ∪ {𝑥0} с евклидовой метрикой пространства R𝑛
и метрического пространства 𝑌 = R со стандартной метрикой простран-

ства R, данным в параграфе § 8 главы 4.

Замечание. Если 𝑥0 ∈ int𝑋, то при достаточно малых 𝛿 > 0 спра-

ведливо включение
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) ⊂ 𝑋. Тогда множество 𝑋 в определении пре-

дела можно не указывать и вместо lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) будем писать lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).

Определение. Направлением в пространстве R𝑛 называется любой

вектор ℓ ∈ R𝑛 единичной длины (|ℓ| = 1).

Определение. Элемент 𝐴 ∈ R называется пределом функции 𝑓 :
𝑋 → R в точке 𝑥0 ∈ int𝑋 ⊂ R𝑛 по направлению ℓ ∈ R𝑛 (|ℓ| = 1), если
lim
𝑡→+0

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ) = 𝐴, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑡 ∈ (0, 𝛿) →˓ 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (1)
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Теорема 1. 1. Если 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), то по любому направлению предел

функции 𝑓 : 𝑋 → R в точке 𝑥0 ∈ int𝑋 существует и равен 𝐴.
2. Обратное неверно.

Доказательство. 1. Пусть 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝐴). (2)

Зафиксируем произвольное направление ℓ ∈ R𝑛, |ℓ| = 1. Тогда ∀𝑡 ∈ (0, 𝛿)
при 𝑥 = 𝑥0 + 𝑡ℓ выполнены соотношения |𝑥 − 𝑥0| = 𝑡|ℓ| = 𝑡 < 𝛿, т. е. 𝑥 ∈
∈

𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0). Отсюда, учитывая (2), получаем (1), т. е. lim

𝑡→+0
𝑓(𝑥0+ 𝑡ℓ) = 𝐴.

x1

x2 ℓ

x0

x0 + tℓδ

Uδ(x0)

3

2. Пусть R𝑛 = R2, 𝑥 = (𝑢, 𝑣), 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢 𝑣2

𝑢2+𝑣4
. Покажем, что в точ-

ке 𝑥0 = (0, 0) предел функции 𝑓 по любому направлению ℓ = (cos𝜙, sin𝜙),
где 𝜙 ∈ [0, 2𝜋), существует и равен 0, однако предела по совокупности пе-
ременных lim

(𝑢,𝑣)→(0,0)
𝑓(𝑢, 𝑣) не существует.

a) Поскольку 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ) = 𝑓(𝑡 cos𝜙, 𝑡 sin𝜙) = 𝑡3 cos𝜙 sin2 𝜙
𝑡2 cos2 𝜙+𝑡4 sin4 𝜙

=

= 𝑡 cos𝜙 sin2 𝜙
cos2 𝜙+𝑡2 sin4 𝜙

, то при cos𝜙 ̸= 0 имеет место неравенство

|𝑓(𝑡 cos𝜙, 𝑡 sin𝜙)| ≤
⃒⃒
⃒ 𝑡 cos𝜙 sin2 𝜙

cos2 𝜙

⃒⃒
⃒ → 0 (𝑡 → +0), а при cos𝜙 = 0 име-

ем sin𝜙 ̸= 0, и выполняется равенство 𝑓(𝑡 cos𝜙, 𝑡 sin𝜙) = 0.
Следовательно, ∀ℓ ∈ R2 : |ℓ| = 1 ∃ lim

𝑡→+0
𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ) = 0.
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u

v

f(tα
, tβ)

→ 0 (t → +0)

f(v2, v) = 1
2

u = v2

3

б) Заметим, что при 𝑢 = 𝑣2 ̸= 0 справедливо равенство 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑣4

2𝑣4
=

= 1
2 , а при 𝑢 = 0, 𝑣 ̸= 0 – равенство 𝑓(𝑢, 𝑣) = 0. Рассмотрим две после-

довательности: {(𝑢𝑘, 𝑣𝑘)} = {( 1
𝑘2
, 1𝑘 )} и {(𝑢̃𝑘, 𝑣𝑘)} = {(0, 1𝑘 )}. Эти две по-

следовательности являются последовательностями Гейне, сходящимися

к точке (0, 0). Так как lim
𝑘→∞

𝑓(𝑢𝑘, 𝑣𝑘) =
1
2 ̸= 0 = lim

𝑘→∞
𝑓(𝑢̃𝑘, 𝑣𝑘), то предела

функции 𝑓 в точке (0, 0) по совокупности переменных не существует.

Метод исследования предела функции нескольких переменных

Рассмотрим метод исследования предела функции двух переменных, ос-

нованный на введении полярных координат (для функции трех и более

переменных можно использовать подобный метод, основанный на введе-

нии сферических или обобщенных сферических координат). Пусть тре-

буется исследовать

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦). (3)

Введем полярные координаты с центром в точке (𝑥0, 𝑦0):

𝑥 = 𝑥0 + 𝜚 cos𝜙,
𝑦 = 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙.

Шаг 1. Для любого 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] рассмотрим предел по направлению ℓ =
= (cos𝜙, sin𝜙):

lim
𝜚→+0

𝑓(𝑥0 + 𝜚 cos𝜙, 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙) = 𝐴(𝜙). (4)

Если при некотором 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] предел (4) не существует или этот

предел 𝐴(𝜙) зависит от 𝜙, т. е. от направления, то согласно пункту (1)

теоремы 1 предел по совокупности переменных (3) не существует и ис-

следование закончено.
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Будем предполагать теперь, что для любого 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] предел (4)

существует и не зависит от 𝜙: 𝐴(𝜙) = 𝐴0. Согласно пункту (1) теоремы

1 если предел (3) существует, то он равен 𝐴0.

Шаг 2. Поскольку включение (𝑥0 + 𝜚 cos𝜙, 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙) ∈
𝑜
𝑈 𝛿(𝑥0, 𝑦0)

эквивалентно цепочке неравенств 0 < 𝜚 < 𝛿, то соотношение

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐴0 (5)

эквивалентно соотношению

sup
𝜙∈[0,2𝜋]

⃒⃒
⃒𝑓(𝑥0 + 𝜚 cos𝜙, 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙)−𝐴0

⃒⃒
⃒ −→ 0 при 𝜚→ +0, (6)

которое означает сходимость выражения 𝑓(𝑥0 + 𝜚 cos𝜙, 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙) к 𝐴0

при 𝜚→ +0 равномерно по 𝜙 ∈ [0, 2𝜋].
Если справедлива равномерная оценка

⃒⃒
⃒𝑓(𝑥0 + 𝜚 cos𝜙, 𝑦0 + 𝜚 sin𝜙)−𝐴0

⃒⃒
⃒ ≤ 𝑔(𝜚) ∀𝜚 ∈ (0, 𝜚0) ∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋]

такая, что 𝑔(𝜚)→ 0 при 𝜚→ +0, то имеет место равномерная сходимость
(6), а значит, справедливо соотношение (5). Иначе можно подобрать по-

следовательность {(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)} такую, что

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)→ (𝑥0, 𝑦0), 𝑓(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) ̸→ 𝐴0 при 𝑘 →∞.

В этом случае соотношение (5) не выполняется и предел по совокупности

переменнных не существует.

Пример 1. Исследовать пределы

а) lim
𝑥→0
𝑦→0

sh (𝑥𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
; б) lim

𝑥→0
𝑦→0

sh (𝑥2𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
.

Решение. Введем полярные координаты 𝑥 = 𝜚 cos𝜙, 𝑦 = 𝜚 sin𝜙.
а) Для функции 𝑓1(𝑥, 𝑦) =

sh (𝑥𝑦)
𝑥2+𝑦2

рассмотрим предел по направлению:

lim
𝜚→+0

𝑓1(𝜚 cos𝜙, 𝜚 sin𝜙) = lim
𝜚→+0

sh (𝜚2 cos𝜙 sin𝜙)

𝜚2
= cos𝜙 sin𝜙.

Поскольку предел по направлению зависит от направления, предела по

совокупности переменных не существует.
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б) Для функции 𝑓2(𝑥, 𝑦) =
sh (𝑥2𝑦)
𝑥2+𝑦2

рассмотрим предел по направлению:

lim
𝜚→+0

𝑓2(𝜚 cos𝜙, 𝜚 sin𝜙) = lim
𝜚→+0

sh (𝜚3 cos2 𝜙 sin𝜙)

𝜚2
= 0.

Проведем равномерную оценку:

|𝑓2(𝜚 cos𝜙, 𝜚 sin𝜙)| ≤
sh (𝜚3)

𝜚2
→ 0 при 𝜚→ +0.

Здесь важно, что величина sh (𝜚3)
𝜚2

не зависит от 𝜙, т. е. оценка равномерная

по 𝜙. Таким образом, предел функции 𝑓2 в точке (0, 0) по совокупности
переменных равен 0.

Повторный предел

Определение. Пусть задана функция двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦) и

точка (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2. Для любого фиксированного числа 𝑦 предел функции
одной переменной lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥, 𝑦) (если он существует) обозначим через 𝜙(𝑦).

Тогда

lim
𝑦→𝑦0

𝜙(𝑦) = lim
𝑦→𝑦0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦)

называется повторным пределом функции 𝑓 в точке (𝑥0, 𝑦0). Предел
lim
𝑥→𝑥0

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦) также называется повторным пределом функции 𝑓 в точ-

ке (𝑥0, 𝑦0). Аналогично можно определить повторные пределы функции

𝑛 переменных.

Замечание 1. Из существования повторного предела не следует су-

ществование предела по совокупности переменных. Например, для функ-

ции 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢 𝑣2

𝑢2+𝑣4
повторные пределы в точке (0, 0) равны нулю, а пре-

дел по совокупности не существует.

Замечание 2. Из существования предела по совокупности перемен-

ных не следует существование повторного предела. Например, для функ-

ции

𝑓(𝑢, 𝑣) =

{︂
(𝑢+ 𝑣) sin 1

𝑢 sin
1
𝑣 , 𝑢𝑣 ̸= 0,

0, 𝑢𝑣 = 0

предел по совокупности переменных в точке (0, 0) равен 0, а повторные
пределы не существуют.
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Непрерывность функции нескольких переменных

В соответствии с определением непрерывности функции, заданной в

метрическом пространстве, функция 𝑓 : 𝑋 → R называется непрерывной

в точке 𝑥0 ∈ 𝑋 ⊂ R𝑛, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∩𝑋 →˓ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑓(𝑥0)).

Определение. Функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) называется непрерыв-

ной в точке 𝑥0 = (𝑥10, ..., 𝑥
𝑛
0 ) по переменной 𝑥𝑖, если функция 𝜙(𝑥𝑖) =

= 𝑓(𝑥10, ..., 𝑥
𝑖−1
0 , 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1

0 , ..., 𝑥𝑛0 ) непрерывна в точке 𝑥
𝑖
0.

Замечание . Если функция 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) непрерывна по совокупности
переменных в точке 𝑥0, то она непрерывна по каждой переменной в от-

дельности. Обратное неверно. Например, функция

𝑓(𝑢, 𝑣) =

{︃
𝑢𝑣2

𝑢2+𝑣4
, 𝑢2 + 𝑣2 ̸= 0,

0, 𝑢2 + 𝑣2 = 0

непрерывна в каждой точке по каждой переменной в отдельности, но не

является непрерывной в точке (0, 0) по совокупности переменных.

§ 2. Равномерная непрерывность

В этом параграфе 𝑋 – метрическое пространство с метрикой 𝜚𝑋 , 𝑌 –

метрическое пространство с метрикой 𝜚𝑌 .

Определение. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется равномерно непре-

рывной (на множестве 𝑋), если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 : 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′) < 𝛿 →˓ 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥

′)) < 𝜀. (1)

Лемма 1. Если функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 равномерно непрерывна, то она

непрерывна на множестве 𝑋. Обратное неверно.

Доказательство. Условие непрерывности функции на множестве 𝑋
можно записать в виде

∀𝑥∈𝑋 ∀𝜀>0 ∃𝛿>0 : ∀𝑥′∈𝑋 : 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′)<𝛿 →˓ 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥

′))<𝜀. (2)

Формально условия (1) и (2) отличаются порядком кванторов; фактиче-

ское отличие этих условий состоит в том, что в условии (1) число 𝛿 единое
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для всех 𝑥, т. е. не зависит от 𝑥, а в условии (2) число 𝛿 свое для каждого
𝑥. Поэтому из условия (1) следует условие (2).

Покажем, что из условия (2) не следует условие (1). Рассмотрим

функцию 𝑓(𝑥) = 𝑥2, определенную на множестве 𝑋 = R. Как обычно,

расстояние между точками 𝑥, 𝑥′ ∈ R определяется как |𝑥 − 𝑥′|, а рас-

стояние между 𝑓(𝑥) и 𝑓(𝑥′) – как |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|. Поскольку 𝑓(𝑥) = 𝑥2 –

непрерывная функция, то условие (2) выполняется. Покажем, что для

этой функции условие (1) не выполняется, т. е.

∃𝜀 > 0 : ∀𝛿 > 0 ∃𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 : |𝑥− 𝑥′| < 𝛿 и |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)| ≥ 𝜀.

x

f(x)

x1 x′
1 x2 x′

2

f(x1)

f(x′
1)

f(x2)

f(x′
2)

|f(x′
1)− f(x1)|

|f(x′
2)− f(x2)|

3

Действительно, возьмем 𝜀 = 1, тогда ∀𝛿 > 0 ∃𝑥 = 1
𝛿 , 𝑥

′ = 1
𝛿 + 𝛿

2 :

|𝑥− 𝑥′| = 𝛿/2 < 𝛿 и |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)| =
⃒⃒
⃒
(︀
1
𝛿 +

𝛿
2

)︀2 − 1
𝛿2

⃒⃒
⃒ = 1 + 𝛿2

4 > 𝜀. Сле-

довательно, функция 𝑓(𝑥) = 𝑥2 не является равномерно непрерывной

на R.

Теорема 1. (Теорема Кантора.) Если функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывна

на компакте 𝑋 ⊂ R𝑛, то она равномерно непрерывна на этом компакте.

Доказательство. Зафиксируем произвольное число 𝜀 > 0. Так как

функция 𝑓 непрерывна на множестве 𝑋, то для любого 𝑥 ∈ 𝑋 найдется

число 𝛿(𝑥) > 0 такое, что

∀𝑥′ ∈ 𝑋 : 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′) < 𝛿(𝑥) →˓ 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥

′)) < 𝜀. (3)

Поскольку 𝑋 – компакт, то в силу критерия компактности Гейне–Бореля

из открытого покрытия {𝑈𝛿(𝑥)/2(𝑥)}𝑥∈𝑋 множества 𝑋 можно выделить

конечное подпокрытие, т. е. найдется конечный набор 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 элемен-

тов множества 𝑋 такой, что
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𝑋 ⊂
⋃︁

𝑘∈1,𝑁

𝑈𝛿(𝑥𝑘)/2(𝑥𝑘). (4)

Обозначим 𝛿 = min
𝑘∈1,𝑁

𝛿(𝑥𝑘)
2 . Тогда 𝛿 > 0. Пусть 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥

′) <

< 𝛿. В силу включения (4) найдется индекс 𝑘 ∈ 1, 𝑁 такой, что 𝑥 ∈
∈ 𝑈𝛿(𝑥𝑘)/2(𝑥𝑘). Так как 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥

′) < 𝛿 ≤ 𝛿(𝑥𝑘)
2 , то 𝑥′ ∈ 𝑈𝛿(𝑥𝑘)(𝑥𝑘).

Следовательно, согласно соотношению (3) имеем 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥
′), 𝑓(𝑥𝑘)) < 𝜀

и 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥𝑘)) < 𝜀. Используя неравенство треугольника, получаем

𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥
′)) < 2𝜀. Итак,

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 : 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′) < 𝛿 →˓ 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥

′)) < 2𝜀.

Это означает равномерную непрерывность функции 𝑓 .

Определение. Функция 𝜔(𝛿) = sup
𝑥,𝑥′∈𝑋

𝜚𝑋 (𝑥,𝑥′)≤𝛿

𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥
′)) называет-

ся модулем непрерывности функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 .

Лемма 2. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 равномерно непрерывна тогда и толь-

ко тогда, когда lim
𝛿→+0

𝜔(𝛿) = 0.

Доказательство. а) Пусть функция 𝑓 равномерно непререрывна,

т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝜀 > 0 : ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 : 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′) < 𝛿𝜀 →˓ 𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥

′)) < 𝜀. (5)

Тогда при 𝛿 ∈ (0, 𝛿𝜀), 𝑥, 𝑥
′ ∈ 𝑋, 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥

′) ≤ 𝛿 выполняется неравенство

𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥
′)) < 𝜀. Следовательно, 𝜔(𝛿) ≤ 𝜀 при 𝛿 ∈ (0, 𝛿𝜀). Итак,

∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝜀 > 0 : ∀𝛿 ∈ (0, 𝛿𝜀) →˓ 𝜔(𝛿) ≤ 𝜀.

Отсюда и из неравенства 𝜔(𝛿) ≥ 0 следует, что lim
𝛿→+0

𝜔(𝛿) = 0.

б) Пусть lim
𝛿→+0

𝜔(𝛿) = 0. Тогда по определению предела

∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝜀 > 0 : ∀𝛿 ∈ (0, 𝛿𝜀] →˓ 𝜔(𝛿) < 𝜀.

Поэтому для любых 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 таких, что 𝜚𝑋(𝑥, 𝑥
′) < 𝛿𝜀, имеем

𝜚𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥
′)) ≤ 𝜔(𝛿𝜀) < 𝜀. Следовательно, выполняется условие (5), т. е.

функция 𝑓 равномерно непрерывна на множестве 𝑋.
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Задача 1. Найти модуль непрерывности функции 𝑓 : [0,+∞) →
→ R, заданной формулой 𝑓(𝑥) =

√
𝑥. Является ли функция 𝑓 равномерно

непрерывной на множестве 𝑋?

Задача 2. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R дифференцируема на интер-

вале (𝑎, 𝑏). Как связаны условия

а) функция 𝑓 равномерно непрерывна на (𝑎, 𝑏);
б) производная функции 𝑓 ограничена на (𝑎, 𝑏)?

Задача 3. Пусть функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏)→ R непрерывна на полуинтерва-

ле [𝑎, 𝑏). Как связаны условия

а) функция 𝑓 равномерно непрерывна;

б) существует конечный предел lim
𝑥→𝑏−0

𝑓(𝑥)?

§ 3. Дифференцируемость функции нескольких
переменных. Геометрический смысл градиента
и дифференциала

Определение. Пусть функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) определена в

𝑈𝛿(𝑥0) ⊂ R𝑛. Функция 𝑓(𝑥) называется дифференцируемой в точке 𝑥0 =
= (𝑥10, . . . , 𝑥

𝑛
0 ), если существует линейная функция (линейная форма)

𝑑𝑓(𝑥0) : R𝑛 → R такая, что

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0. (1)

Здесь 𝑜(|𝑥−𝑥0|) – это такая функция 𝜙(𝑥), что lim
𝑥→𝑥0

𝜙(𝑥)
|𝑥−𝑥0| = 0. Линейная

форма 𝑑𝑓(𝑥0) называется дифференциалом функции 𝑓 в точке 𝑥0. Вектор
коэффициентов линейной формы 𝑑𝑓(𝑥0) называется градиентом функ-

ции 𝑓 в точке 𝑥0 и обозначается через grad 𝑓(𝑥0).

Заметим, что при замене базиса в R𝑛 компоненты вектора grad 𝑓(𝑥0)
меняются по закону изменения коэффициентов линейной формы.

Записывая линейную форму 𝑑𝑓(𝑥0) как скалярное произведение, по-

лучаем 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥 − 𝑥0] = (grad 𝑓(𝑥0), 𝑥 − 𝑥0). Обозначая через 𝐴1, ..., 𝐴𝑛

компоненты вектора grad 𝑓(𝑥0), имеем 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖(𝑥
𝑖 − 𝑥𝑖0).

Поэтому формулу (1) можно записать в виде

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), 𝑥− 𝑥0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) =

=
𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖(𝑥
𝑖 − 𝑥𝑖0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0.

(2)
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Выясним геометрический смысл градиента и дифференциала. Для

простоты будем рассматривать функцию двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦), за-
данную на множестве 𝐺 ⊂ R2.

Зафиксируем точку (𝑥0, 𝑦0) ∈ int𝐺. Через точку графика

(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) проведем плоскость 𝛼 с нормальным вектором 𝑛 =
= (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧). Уравнение этой плоскости имеет вид

𝑛𝑥(𝑥− 𝑥0) + 𝑛𝑦(𝑦 − 𝑦0) + 𝑛𝑧(𝑧 − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) = 0.

Будем предполагать, что плоскость 𝛼 невертикальна, т. е. 𝑛𝑧 ̸= 0. При
этом уравнение плоскости 𝛼 можно переписать в виде 𝑧 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) −
− 𝑛𝑥

𝑛𝑧
(𝑥 − 𝑥0) − 𝑛𝑦

𝑛𝑧
(𝑦 − 𝑦0). Обозначив 𝑁𝑥 = −𝑛𝑥

𝑛𝑧
, 𝑁𝑦 = −𝑛𝑦

𝑛𝑧
, получаем

уравнение плоскости 𝛼 в следующем виде:

𝑧 = 𝑧𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) +𝑁𝑥(𝑥− 𝑥0) +𝑁𝑦(𝑦 − 𝑦0). (3)

Вектор (𝑁𝑥, 𝑁𝑦,−1) является нормальным вектором плоскости 𝛼.

Определение . Плоскость вида (3) будем называть касательной

плоскостью к графику функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)), если она
приближает график функции с точностью до 𝑜(𝜚) при (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0),
где 𝜚 =

√︀
(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2, т. е.

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑧𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑜(𝜚) при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0). (4)

Теорема 1. (О геометрическом смысле градиента и дифференциала.)

Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) определена в окрестности точки (𝑥0, 𝑦0). Каса-
тельная плоскость к графику функции 𝑓 в точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) суще-
ствует тогда и только тогда, когда функция 𝑓 дифференцируема в точ-
ке (𝑥0, 𝑦0). Для дифференцируемой функции 𝑓 нормальный вектор каса-

тельной плоскости имеет вид (𝑁𝑥, 𝑁𝑦,−1), где (𝑁𝑥, 𝑁𝑦) = grad 𝑓(𝑥0, 𝑦0),
а дифференциал функции равен приращению аппликаты касательной

плоскости:

𝑑𝑓(𝑥0, 𝑦0)[𝑥− 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0] = 𝑧𝛼(𝑥, 𝑦)− 𝑧𝛼(𝑥0, 𝑦0).
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z

x

y

f(x0, y0)

(x0, y0)

(Nx, Ny,−1)

z = f(x, y)

z = zα(x, y)

3

Доказательство. Из формул (3), (4) следует, что касательная плос-
кость 𝛼 существует в том и только в том случае, когда существуют числа

𝑁𝑥, 𝑁𝑦 такие, что

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0)−𝑁𝑥(𝑥− 𝑥0)−𝑁𝑦(𝑦 − 𝑦0)=𝑜(𝜚) при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0).

Сравнивая это условие с формулой (2), видим, что это условие эквива-

лентно дифференцируемости функции 𝑓 в точке (𝑥0, 𝑦0), причем в слу-

чае дифференцируемости grad 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑁𝑥, 𝑁𝑦). Нормальный вектор

касательной плоскости 𝛼 можно записать в виде (𝑁𝑥, 𝑁𝑦,−1).
Из условия grad 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑁𝑥, 𝑁𝑦) и формулы (3) получаем

𝑑𝑓(𝑥0, 𝑦0)[𝑥− 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0] = 𝑁𝑥(𝑥− 𝑥0) +𝑁𝑦(𝑦 − 𝑦0) = 𝑧𝛼(𝑥, 𝑦)− 𝑧𝛼(𝑥0, 𝑦0).

§ 4. Необходимые условия дифференцируемости.
Производные по направлению и частные
производные

Теорема 1. Если функция 𝑓(𝑥) определена в окрестности точки

𝑥0 и дифференцируема в этой точке, то функция 𝑓(𝑥) непрерывна в

точке 𝑥0.

Доказательство. Из условия дифференцируемости функции 𝑓 в

точке 𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), 𝑥− 𝑥0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0
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следует, что lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)) = 0, т. е. функция 𝑓 непрерывна в точке 𝑥0.

Определение . Производной функции 𝑓 в точке 𝑥0 по вектору ℓ ∈ R𝑛
называется

𝜕𝑓

𝜕ℓ
(𝑥0) = lim

𝑡→+0

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ)− 𝑓(𝑥0)
𝑡

.

В частности, если ℓ – единичный вектор (т. е. является направлением), то
𝜕𝑓
𝜕ℓ (𝑥0) называется производной по направлению.

Теорема 2. Если функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 ∈ R𝑛, то
производная по любому вектору ℓ ∈ R𝑛 существует и равна скалярному

произведению градиента на вектор ℓ:

𝜕𝑓

𝜕ℓ
(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), ℓ) = 𝑑𝑓(𝑥0)[ℓ].

Доказательство. Пусть функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 ∈
∈ R𝑛, т. е.

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), 𝑥− 𝑥0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0.

Зафиксировав произвольный вектор ℓ ∈ R𝑛 и подставив 𝑥 = 𝑥0 + 𝑡ℓ в
предыдущую формулу, получаем

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ)− 𝑓(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), 𝑡ℓ) + 𝑜(𝑡) при 𝑡→ +0,

следовательно,

𝜕𝑓

𝜕ℓ
(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), ℓ)+ lim

𝑡→+0

𝑜(𝑡)

𝑡
= (grad 𝑓(𝑥0), ℓ) = 𝑑𝑓(𝑥0)[ℓ].

Лемма 1. (О геометрическом смысле градиента.) Если функция 𝑓(𝑥)
дифференцируема в точке 𝑥0 и grad 𝑓(𝑥0) ̸= 0, то направление grad 𝑓(𝑥0)
является направлением наиболее быстрого возрастания функции 𝑓 в

точке 𝑥0, а направление −grad 𝑓(𝑥0) является направлением наиболее

быстрого убывания функции 𝑓 в точке 𝑥0. Иными словами,

1) max
ℓ∈R𝑛: |ℓ|=1

𝜕𝑓
𝜕ℓ (𝑥0) достигается на векторе ℓmax = grad 𝑓(𝑥0)

|grad 𝑓(𝑥0)| ;

2) min
ℓ∈R𝑛: |ℓ|=1

𝜕𝑓
𝜕ℓ (𝑥0) достигается на векторе ℓmin = − grad 𝑓(𝑥0)

|grad 𝑓(𝑥0)| .

175



Доказательство. 1) Из теоремы 2 следует, что ∀ℓ ∈ R𝑛: |ℓ| =
= 1 выполняются соотношения 𝜕𝑓

𝜕ℓ (𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), ℓ) ≤ |grad 𝑓(𝑥0)| =
= (grad 𝑓(𝑥0), ℓmax) =

𝜕𝑓
𝜕ℓmax

(𝑥0). Следовательно, max
ℓ: |ℓ|=1

𝜕𝑓
𝜕ℓ (𝑥0) достигается

на векторе ℓmax.

Пункт (2) доказывается аналогично.

Замечание 1. Из существования производных по всем направлениям

(и по всем векторам) функции 𝑓 в точке 𝑥0 не следует дифференцируе-
мость функции 𝑓 в точке 𝑥0.

Действительно, рассмотрим функцию

𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, если 𝑥 = 𝑦2 ̸= 0,
0, если 𝑥 ̸= 𝑦2 или (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

(1)

Поскольку для любого вектора ℓ = (ℓ𝑥, ℓ𝑦) ∈ R2 ∃𝛿 > 0 :

∀𝑡 ∈ (0, 𝛿) →˓ 𝑓(𝑡ℓ𝑥, 𝑡ℓ𝑦) = 0, то производная 𝜕𝑓
𝜕ℓ (0, 0) по любому векто-

ру ℓ ∈ R2 существует и равна 0, однако функция 𝑓 не является диффе-

ренцируемой и даже непрерывной в точке (0, 0).

Определение . Частной производной функции 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) по
переменной 𝑥𝑖 в точке 𝑥0 = (𝑥10, ..., 𝑥

𝑛
0 ) называется производная функции

одной переменной 𝜙(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥10, ..., 𝑥
𝑖−1
0 , 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1

0 , ..., 𝑥𝑛0 ) в точке 𝑥
𝑖
0:

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥0) = 𝑓 ′𝑥𝑖(𝑥0) = 𝜙′(𝑥𝑖0) =

= lim
𝑥𝑖→𝑥𝑖0

𝑓(𝑥10, ..., 𝑥
𝑖−1
0 , 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1

0 , ..., 𝑥𝑛0 )− 𝑓(𝑥10, ..., 𝑥𝑛0 )
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖0

.

Иными словами, для того, чтобы вычислить частную производную функ-

ции 𝑓 по переменной 𝑥𝑖, нужно зафиксировать все остальные переменные
(при этом получится функция одной переменной 𝑥𝑖), а затем – вычислить

производную полученной функции одной переменной.

Лемма 2. (О связи частных производных и производных по на-

правлению.) Частная производная 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) существует тогда и толь-

ко тогда, когда для направлений ℓ+𝑖 = (0, ..., 0,+1, 0, ..., 0) и ℓ−𝑖 =
= (0, ..., 0,−1, 0, ..., 0) (где ±1 стоит на 𝑖-м месте) производные по на-

правлению 𝜕𝑓

𝜕ℓ+𝑖
(𝑥0) и

𝜕𝑓

𝜕ℓ−𝑖
(𝑥0) существуют и 𝜕𝑓

𝜕ℓ+𝑖
(𝑥0) = − 𝜕𝑓

𝜕ℓ−𝑖
(𝑥0). При

этом 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) =
𝜕𝑓

𝜕ℓ+𝑖
(𝑥0) = − 𝜕𝑓

𝜕ℓ−𝑖
(𝑥0).
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Доказательство. Рассмотрим функцию одной переменной 𝜙(𝑡) =
= 𝑓(𝑥10, ..., 𝑥

𝑖−1
0 , 𝑥𝑖0 + 𝑡, 𝑥𝑖+1

0 , ..., 𝑥𝑛0 ) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℓ+𝑖 ). Из определений частной

производной и производной по направлению следует, что

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) = 𝜙′(0), 𝜕𝑓

𝜕ℓ+𝑖
(𝑥0) = lim

𝑡→+0

𝜙(𝑡)−𝜙(0)
𝑡 = 𝜙′

+(0),

𝜕𝑓

𝜕ℓ−𝑖
(𝑥0) = lim

𝑡→+0

𝜙(−𝑡)−𝜙(0)
𝑡 = − lim

𝑡→−0

𝜙(𝑡)−𝜙(0)
𝑡 = −𝜙′

−(0).
(2)

По лемме об односторонних производных производная функции одной

переменной 𝜙′(0) существует тогда и только тогда, когда правая и левая

производные 𝜙′
+(0) и 𝜙

′
−(0) существуют и равны между собой и при этом

𝜙′(0) = 𝜙′
+(0) = 𝜙′

−(0). Отсюда и из формул (2) получаем утверждение

леммы.

Теорема 3. (О связи градиента и частных производных.) Если функ-

ция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 ∈ R𝑛, то в этой точке все част-

ные производные 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) существуют и совпадают с соответствующи-

ми координатами вектора градиента:

grad 𝑓(𝑥0) =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥0), ...,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥0)

)︂
.

Доказательство. По теореме 2 производные по направлениям ко-

ординатных осей ℓ+𝑖 = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (где 1 стоит на 𝑖-м месте) суще-

ствуют и 𝜕𝑓

𝜕ℓ+𝑖
(𝑥0) = (grad 𝑓(𝑥0), ℓ

+
𝑖 ), т. е. равны соответствующим коор-

динатам вектора градиента. Аналогично производные по противополож-

ным направлениям 𝜕𝑓

𝜕ℓ−𝑖
(𝑥0) (где ℓ

−
𝑖 = −ℓ+𝑖 ) существуют и равны соответ-

ствующим координатам вектора градиента с обратным знаком. Отсюда

и из леммы 2 получаем, что частные производные 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) существуют и
равны соответствующим координатам вектора градиента.

Замечание 2. Из существования частных производных по всем пере-

менным не следует дифференцируемость, а значит, не следует существо-

вание градиента функции. Например, все частные производные функции

(1) в точке (0, 0) существуют и равны нулю, однако эта функция недиф-

ференцируема в точке (0, 0).

Теорема 4. (О связи частных производных и дифференциала функ-

ции.) Если функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) дифференцируема в точке 𝑥0 =
= (𝑥10, ..., 𝑥

𝑛
0 ), то для дифференциала функции 𝑓 в точке 𝑥0 справедлива

формула

𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥0) 𝑑𝑥

𝑖, где 𝑑𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖0.
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Доказательство. По определению дифференциала 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] =
= (grad 𝑓(𝑥0), 𝑥−𝑥0). Следовательно, по теореме 3 имеем 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥−𝑥0] =
=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) (𝑥
𝑖 − 𝑥𝑖0).

§ 5. Достаточные условия дифференцируемости

Теорема 1. Если все частные производные 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 опреде-

лены в окрестности точки 𝑥0 ∈ R𝑛 и непрерывны в точке 𝑥0, то функ-
ция 𝑓(𝑥) дифференцируема в точке 𝑥0.

Доказательство проведем для функции двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦),
где 𝑥, 𝑦 ∈ R. Пусть частные производные 𝜕𝑓

𝜕𝑥 (𝑥, 𝑦) и
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) определены

в некоторой 𝛿0-окрестности точки (𝑥0, 𝑦0) и непрерывны в точке (𝑥0, 𝑦0).
Полагая 𝛿 = 𝛿0√

2
, получим, что 𝑈𝛿(𝑥0)× 𝑈𝛿(𝑦0) ⊂ 𝑈𝛿0((𝑥0, 𝑦0)) и, следова-

тельно, 𝜕𝑓𝜕𝑥 (𝑥, 𝑦) и
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) определены при 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0).

Представим приращение функции 𝑓 как сумму приращений по каж-

дой переменной:

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦) + 𝑓(𝑥0, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0), (1)

где 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0). Зафиксировав 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) и применив теорему
Лагранжа о среднем к функции одной переменной 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦), полу-
чаем, что для любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) существует число 𝜉, лежащее между 𝑥 и
𝑥0, такое, что 𝜙(𝑥)−𝜙(𝑥0) = 𝜙′(𝜉) · (𝑥− 𝑥0). Иными словами, для любых
𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) существует число 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑦) ∈ (0, 1) такое, что

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0) = 𝜙′(𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0)) · (𝑥− 𝑥0),

то есть

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0), 𝑦) · (𝑥− 𝑥0).

Определим функцию 𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0), 𝑦)− 𝜕𝑓

𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0). Тогда

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑥− 𝑥0) + 𝜀(𝑥, 𝑦) · (𝑥− 𝑥0). (2)

Так как частная производная 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑦) непрерывна в точке (𝑥0, 𝑦0) и 𝜃 ∈

∈ (0, 1), то lim
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0), 𝑦) = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0), и, следовательно,

lim
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝜀(𝑥, 𝑦) = 0. Обозначая 𝜚 =
√︀

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2, получаем
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|𝜀(𝑥, 𝑦) · (𝑥− 𝑥0)|
𝜚

≤ |𝜀(𝑥, 𝑦)| (𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)−→ 0,

т. е. 𝜀(𝑥, 𝑦)·(𝑥−𝑥0) = 𝑜(𝜚) при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0). Отсюда и из (2) получаем
при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑥− 𝑥0) + 𝑜(𝜚).

Аналогично при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0)

𝑓(𝑥0, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0) =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑦 − 𝑦0) + 𝑜(𝜚).

Следовательно, учитывая (1), получаем при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑥− 𝑥0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑦 − 𝑦0) + 𝑜(𝜚),

что доказывает дифференцируемость функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в точке (𝑥0, 𝑦0).
Случай функции 𝑛 переменных (𝑛 ≥ 3) рассматривается аналогично.

§ 6. Дифференцирование сложной функции

Определение . Пусть вектор-функция 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), ..., 𝑓𝑚(𝑥)) опре-
делена в некоторой окрестности точки 𝑥0 ∈ R𝑛. Будем говорить, что

вектор-функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0, если существует линей-

ное отображение 𝑑𝑓(𝑥0) : R𝑛 → R𝑚 такое, что

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0. (1)

При этом отображение 𝑑𝑓(𝑥0) называется дифференциалом функции 𝑓 в

точке 𝑥0.

Определение. Матрицей Якоби 𝒟 𝑓(𝑥0) вектор-функции 𝑓 в точке

𝑥0 называется матрица линейного отображения 𝑑𝑓(𝑥0) : R𝑛 → R𝑚.

Будем записывать элементы R𝑛 в виде столбцов высоты 𝑛. Это позво-
ляет использовать операции умножения матриц. В частности, в резуль-

тате умножения 𝑚× 𝑛 матрицы на столбец высоты 𝑛 получится столбец

высоты 𝑚.
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Лемма 1. 1. Вектор-функция 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), ..., 𝑓𝑚(𝑥)) дифференци-
руема в точке 𝑥0 ∈ R𝑛 тогда и только тогда, когда каждая ее компо-

нента 𝑓𝑘(𝑥) дифференцируема в точке 𝑥0.
2. Если вектор-функция 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), ..., 𝑓𝑚(𝑥)) дифференцируема в

точке 𝑥0 ∈ R𝑛, то матрица Якоби 𝒟 𝑓(𝑥0) следующим образом выража-

ется через частные производные компонент вектор-функции 𝑓 :

𝒟 𝑓(𝑥0) =

⎛
⎜⎝

𝜕𝑓1

𝜕𝑥1
(𝑥0) . . . 𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛 (𝑥0)
. . . . . . . . .

𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑥1
(𝑥0) . . . 𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑥𝑛 (𝑥0)

⎞
⎟⎠ . (2)

Доказательство. Предположим сначала, что вектор-функция 𝑓
дифференцируема в точке 𝑥0. Из свойств линейных отображений сле-

дует, что образ вектора 𝑥 − 𝑥0 при линейном отображении 𝑑𝑓(𝑥0) ра-

вен произведению матрицы этого отображения на столбец (𝑥 − 𝑥0):
𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] = 𝒟 𝑓(𝑥0) · (𝑥− 𝑥0). Обозначим через 𝑎𝑘𝑖 элементы матри-

цы Якоби 𝒟 𝑓(𝑥0), т. е.

𝒟 𝑓(𝑥0) =

⎛
⎝

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
. . . . . . . . .
𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞
⎠ . (3)

Тогда 𝑘-я компонента столбца 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥−𝑥0] равна
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥
𝑖−𝑥𝑖0). Поэтому

векторное равенство (1) эквивалентно системе равенств

𝑓𝑘(𝑥)− 𝑓𝑘(𝑥0) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑘𝑖 (𝑥
𝑖 − 𝑥𝑖0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0, (4)

где 𝑘 ∈ 1,𝑚. Равенство (4) означает, что 𝑘-я компонента вектор-функции
𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 и вектор grad 𝑓𝑘(𝑥0) имеет компоненты

𝑎𝑘1, ..., 𝑎
𝑘
𝑛. Тогда по теореме о связи градиента и частных производных

получаем, что 𝑎𝑘𝑖 =
𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑖
(𝑥0). Следовательно, матрица Якоби𝒟 𝑓(𝑥0) имеет

вид (2).

Обратно. Пусть все компоненты вектор-функции 𝑓 дифференциру-

емы в точке 𝑥0. Тогда по определению дифференцируемости скалярной

функции для любого 𝑘 ∈ 1,𝑚 существуют числа 𝑎𝑘1, ..., 𝑎
𝑘
𝑛 такие, что спра-

ведливо соотношение (4). Система равенств (4) эквивалентна векторному

равенству (1), где матрица линейного отображения 𝑑𝑓(𝑥0) имеет вид (3).

Поэтому дифференцируемость вектор-функции 𝑓 в точке 𝑥0 эквивалент-
на дифференцируемости всех ее компонент в этой точке.
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Теорема 1. (О дифференцировании сложной функции.) Пусть зада-

ны множества 𝑋 ⊂ R𝑛, 𝑌 ⊂ R𝑚 и вектор-функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 →
→ R𝑝. Пусть вектор-функция 𝑓 дифференцирума в точке 𝑥0 ∈ int𝑋, а
вектор-функция 𝑔 дифференцируема в точке 𝑦0 = 𝑓(𝑥0) ∈ int𝑌 . Тогда
сложная функция 𝜙 = 𝑔 ∘ 𝑓 (т. е. 𝜙(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥))) дифференцируема в

точке 𝑥0, дифференциал суперпозиции 𝑔 ∘ 𝑓 равен суперпозиции диффе-

ренциалов

𝑑(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥0) = 𝑑𝑔(𝑦0) ∘ 𝑑𝑓(𝑥0), (5)

а матрица Якоби функции 𝑔∘𝑓 равна произведению матриц Якоби функ-

ций 𝑔 и 𝑓 :
𝒟 (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥0) = 𝒟 𝑔(𝑦0) · 𝒟 𝑓(𝑥0), (6)

или в координатной форме:

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥𝑗
(𝑥0) =

𝑚∑︁

𝑘=1

𝜕𝑔𝑖

𝜕𝑦𝑘
(𝑦0)

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)

(𝑖 = 1, ..., 𝑝, 𝑗 = 1, ..., 𝑛).

Доказательство. По определению дифференцируемости вектор-

функций имеем

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0,

𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑦0) = 𝑑𝑔(𝑦0)[𝑦 − 𝑦0] + 𝑜(|𝑦 − 𝑦0|) при 𝑦 → 𝑦0.

Подставляя в последнюю формулу 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦0 = 𝑓(𝑥0), получаем

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)− (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥0) = 𝑔(𝑓(𝑥))− 𝑔(𝑓(𝑥0)) =

= 𝑑𝑔(𝑦0)
[︁
𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|)

]︁
+ 𝑜(|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)|)

при 𝑥→ 𝑥0. Поскольку

𝑑𝑔(𝑦0)
[︁
𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|)

]︁
=

= 𝑑𝑔(𝑦0)
[︁
𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0]

]︁
+ 𝑑𝑔(𝑦0)

[︁
𝑜(|𝑥− 𝑥0|)

]︁
=

= 𝑑𝑔(𝑦0)
[︁
𝑑𝑓(𝑥0)[𝑥− 𝑥0]

]︁
+ 𝑜(|𝑥− 𝑥0|),

𝑜(|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)|) = 𝑜(|𝑥− 𝑥0|) при 𝑥→ 𝑥0,

то при 𝑥→ 𝑥0
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(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)− (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥0) =
(︁
𝑑𝑔(𝑦0) ∘ 𝑑𝑓(𝑥0)

)︁
[𝑥− 𝑥0] + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|),

где отображение 𝑑𝑔(𝑦0) ∘ 𝑑𝑓(𝑥0) является линейным отображением как

суперпозиция двух линейных отображений. Поэтому сложная функция

𝑔 ∘ 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥0 и справедливо равенство (5).

Поскольку матрица отображения, являющегося суперпозицией двух

линейных отображений, равна произведению матриц этих отображений,

то из формулы (5) следует равенство (6).

В частности, применяя теорему 1 для 𝑛 = 𝑝 = 1, 𝑚 = 2, 𝑦 = (𝑢, 𝑣),
𝑓(𝑥) = (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)), получаем следующее утверждение.

Следствие . Пусть скалярные функции одной переменной 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)
дифференцируемы в точке 𝑥, а скалярная функция двух переменных

𝑔(𝑢, 𝑣) дифференцируема в точке (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)). Тогда сложная функция

𝜙(𝑥) = 𝑔(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) дифференцируема в точке 𝑥 и

𝜙′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = 𝑔′𝑢 · 𝑢′(𝑥) + 𝑔′𝑣 · 𝑣′(𝑥),

где 𝑔′𝑢 = 𝑔′𝑢(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)), 𝑔
′
𝑣 = 𝑔′𝑣(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)).

§ 7. Частные производные и дифференциалы высших
порядков

Определение. Пусть в окрестности точки 𝑥0 ∈ R𝑛 существует част-
ная производная 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥) функции 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Частная производ-

ная функции 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(𝑥) по переменной 𝑥𝑗 в точке 𝑥0 называется частной про-

изводной второго порядка функции 𝑓(𝑥) и обозначается через 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(𝑥0)
или 𝑓 ′′

𝑥𝑖 𝑥𝑗
(𝑥0). Частная производная порядка 𝑘 определяется индукцией

по 𝑘:
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1 · · · 𝜕𝑥𝑖𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖1

(︂
𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑖2 · · · 𝜕𝑥𝑖𝑘
)︂
.

Например, для функции двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦) можно рассматри-

вать четыре производные второго порядка: 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2

, 𝜕2𝑓
𝜕𝑥 𝜕𝑦 ,

𝜕2𝑓
𝜕𝑦 𝜕𝑥 ,

𝜕2𝑓
𝜕𝑦2

. Про-

изводные 𝜕2𝑓
𝜕𝑥 𝜕𝑦 и

𝜕2𝑓
𝜕𝑦 𝜕𝑥 называются смешанными.

Замечание. Смешанные производные могут зависеть от порядка

дифференцирования. Например, для функции

𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑥𝑦 𝑥

2−𝑦2
𝑥2+𝑦2

, 𝑥2 + 𝑦2 > 0,

0, 𝑥 = 𝑦 = 0
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имеет место неравенство 𝑓 ′′𝑥𝑦(0, 0) ̸= 𝑓 ′′𝑦𝑥(0, 0).

Теорема 1. Пусть обе смешанные производные 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) и

𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥(𝑥, 𝑦)

определены в окрестности точки (𝑥0, 𝑦0) и непрерывны в этой точке.

Тогда 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0) =

𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥(𝑥0, 𝑦0).

Доказательство. Поскольку смешанные производные определены в

окрестности точки (𝑥0, 𝑦0), то ∃𝛿 > 0 такое, что смешанные производные
определены в квадрате 𝑈𝛿(𝑥0)× 𝑈𝛿(𝑦0).

При 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿) определим функцию

𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡, 𝑦0 + 𝑡)− 𝑓(𝑥0 + 𝑡, 𝑦0)− 𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑡) + 𝑓(𝑥0, 𝑦0).

Зафиксируем произвольное 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿) и применим теорему Лагранжа о

среднем для функции

𝜙(𝑥) := 𝑓(𝑥, 𝑦0 + 𝑡)− 𝑓(𝑥, 𝑦0).

Получим, что существует число 𝜃1 ∈ (0, 1), зависящее от 𝑡 и такое, что

𝜙(𝑥0 + 𝑡)− 𝜙(𝑥0) = 𝜙′(𝑥0 + 𝜃1𝑡) 𝑡, т. е. поскольку

𝑤(𝑡) = 𝜙(𝑥0 + 𝑡)− 𝜙(𝑥0), 𝜙′(𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦0 + 𝑡)− 𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦0),

то

𝑤(𝑡) =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃1𝑡, 𝑦0 + 𝑡)− 𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃1𝑡, 𝑦0)

)︂
𝑡.

Применяя теорему Лагранжа о среднем для функции

𝜓(𝑦) :=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃1𝑡, 𝑦),

получаем, что существует число 𝜃2 ∈ (0, 1), зависящее от 𝑡 и такое, что

𝜓(𝑦0 + 𝑡)− 𝜓(𝑦0) = 𝜓′(𝑦0 + 𝜃2𝑡) 𝑡, т. е.

𝑤(𝑡) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃1𝑡, 𝑦0 + 𝜃2𝑡) 𝑡

2. (1)

В силу непрерывности частной производной 𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥(𝑥, 𝑦) в точке (𝑥0, 𝑦0) и

условий 𝜃1 ∈ (0, 1), 𝜃2 ∈ (0, 1), получаем

lim
𝑡→0

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜃1𝑡, 𝑦0 + 𝜃2𝑡) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0),

183



откуда и из (1) следует, что

lim
𝑡→0

𝑤(𝑡)

𝑡2
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0).

Поскольку при замене переменных 𝑥 на 𝑦, а 𝑦 на 𝑥 и замене функции

𝑓(𝑥, 𝑦) на функцию 𝑓(𝑦, 𝑥) функция 𝑤(𝑡) не изменится, но поменяется

порядок дифференцирования в смешанной производной 𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥 , то

lim
𝑡→0

𝑤(𝑡)

𝑡2
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0).

Следовательно, 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0) =

𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥(𝑥0, 𝑦0).

Замечание. По аналогии с теоремой 1 можно доказать, что если

частные производные 𝑘-го порядка функции 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) определены в

окрестности точки 𝑥0 ∈ R𝑛 и непрерывны в точке 𝑥0, то в этой точке

частные производные 𝑘-го порядка не зависят от порядка дифференци-

рования.

Определение. Функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) называется 𝑘 раз диф-

ференцируемой в точке 𝑥0 ∈ R𝑛, если все частные производные порядка

(𝑘 − 1) функции 𝑓 определены в окрестности точки 𝑥0 и дифференциру-

емы в точке 𝑥0. Дифференциал 𝑘-го порядка определяется по индукции:

𝑑𝑘𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] = 𝑑
(︁
𝑑𝑘−1𝑓(𝑥)[𝑑𝑥]

)︁
|𝑥=𝑥0 [𝑑𝑥].

При вычислении дифференциала выражения 𝑑𝑘−1𝑓(𝑥)[𝑑𝑥] аргумент 𝑑𝑥
фиксируется, это выражение рассматривается как функция от 𝑥.

Лемма 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) является 𝑘 раз диф-

ференцируемой в точке 𝑥0 ∈ R𝑛. Тогда

𝑑𝑘𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] =

𝑛∑︁

𝑖1=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑘=1

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑘 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0) 𝑑𝑥
𝑖𝑘 · · · 𝑑𝑥𝑖1 .

Доказательство. В силу теоремы о связи частных производных и

дифференциала имеем

𝑑2𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥]=𝑑

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥) 𝑑𝑥𝑖

)︃
⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0

[𝑑𝑥] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑑

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑥0)[𝑑𝑥] 𝑑𝑥

𝑖.
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Используя равенства

𝑑

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑥0)[𝑑𝑥] =

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑥0) 𝑑𝑥

𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑖
(𝑥0) 𝑑𝑥

𝑗 ,

приходим к соотношениям

𝑑2𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑖
(𝑥0) 𝑑𝑥

𝑗 𝑑𝑥𝑖 =

=

𝑛∑︁

𝑖1=1

𝑛∑︁

𝑖2=1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖2 𝜕𝑥𝑖1
(𝑥0) 𝑑𝑥

𝑖2 𝑑𝑥𝑖1 .

Рассуждая аналогично, индукцией по 𝑘 получаем доказываемую

формулу.

§ 8. Формула Тейлора

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) является (𝑚+ 1) раз
дифференцируемой в некоторой 𝛿-окрестности точки 𝑥0 = (𝑥10, . . . , 𝑥

𝑛
0 ).

Тогда для любой точки 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) справедлива формула Тейлора с оста-
точным членом в форме Лагранжа:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑚∑︁

𝑘=1

1

𝑘!
𝑑𝑘𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] +

1

(𝑚+ 1)!
𝑑𝑚+1𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)[Δ𝑥],

где 𝜃 = 𝜃(𝑥) ∈ (0, 1), Δ𝑥 = 𝑑𝑥 = 𝑥− 𝑥0.
Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0).

Рассмотрим функцию 𝜙(𝑡) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡Δ𝑥). По теореме о дифференци-

ровании сложной функции для любого 𝑡 ∈ [0, 1] имеем

𝜙′(𝑡) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥0 + 𝑡Δ𝑥)Δ𝑥𝑖,

𝜙′′(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(𝑥0 + 𝑡Δ𝑥)Δ𝑥𝑗Δ𝑥𝑖

и так далее. Получаем

𝜙(𝑘)(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖1=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑘=1

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑘 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0 + 𝑡Δ𝑥) Δ𝑥𝑖𝑘 · · · Δ𝑥𝑖1
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для любого 𝑘 ∈ 1,𝑚+ 1 и любого 𝑡 ∈ [0, 1]. Здесь мы учитывали, что

функция 𝑓 является (𝑚+ 1) раз дифференцируемой в точке 𝑥0 + 𝑡Δ𝑥 ∈
∈ 𝑈𝛿(𝑥0).

Сравнивая с выражением для дифференциала 𝑘-го порядка (см. лем-
му 1 § 7), приходим к равенствам

𝜙(𝑘)(𝑡) = 𝑑𝑘𝑓(𝑥0 + 𝑡Δ𝑥)[Δ𝑥] ∀𝑘 ∈ 1,𝑚+ 1 ∀𝑡 ∈ [0, 1]. (1)

Применяя формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа

для функции одной переменной 𝜙(𝑡), получаем, что существует число 𝜃 ∈
∈ (0, 1) такое, что

𝜙(1) = 𝜙(0) +
𝑚∑︁

𝑘=1

1

𝑘!
𝜙(𝑘)(0) +

1

(𝑚+ 1)!
𝜙(𝑚+1)(𝜃).

Используя равенства (1), 𝜙(1) = 𝑓(𝑥), 𝜙(0) = 𝑓(𝑥0), получаем доказыва-

емое равенство.

Определение . Одночленом степени 𝑚 относительно вектора

𝑥 =

⎛
⎝
𝑥1
. . .
𝑥𝑛

⎞
⎠ ∈ R𝑛 называется функция вида

𝑓(𝑥) = 𝑎 · 𝑥𝑖1 · . . . · 𝑥𝑖𝑚 ,

где 𝑎 ∈ R, 𝑎 ̸= 0, 𝑖1, . . . 𝑖𝑚 ∈ 1, 𝑛.

Определение. Многочленом степени 𝑚 относительно вектора 𝑥 ∈
∈ R𝑛 называется функция, которая может быть представлена в виде сум-
мы конечного числа одночленов степени не выше𝑚 и не может быть пред-

ставлена в виде суммы конечного числа одночленов степени менее 𝑚.

Определение. Функция

𝑃𝑚(𝑑𝑥) = 𝑃𝑚(𝑑𝑥
1, . . . , 𝑑𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) +

𝑚∑︁

𝑘=1

1

𝑘!
𝑑𝑘𝑓(𝑥0)[𝑑𝑥]

называется многочленом Тейлора порядка 𝑚 функции 𝑓 в точке 𝑥0.

Замечание . В силу леммы 1 § 7 многочлен Тейлора 𝑃𝑚(𝑑𝑥
1, . . . , 𝑑𝑥𝑛)

является многочленом степени не выше 𝑚 относительно вектора

𝑑𝑥 =

⎛
⎝
𝑑𝑥1

. . .
𝑑𝑥𝑛

⎞
⎠ ∈ R𝑛.
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Теорема 2. Пусть все частные производные функции 𝑓 до порядка

𝑚 включительно существуют и непрерывны в некоторой окрестности

точки 𝑥0 ∈ R𝑛. Тогда справедлива формула Тейлора с остаточным чле-

ном в форме Пеано:

𝑓(𝑥) = 𝑃𝑚(Δ𝑥) + 𝑜(|Δ𝑥|𝑚) при Δ𝑥 = 𝑥− 𝑥0 → 0. (2)

Доказательство. Поскольку функция 𝑓 является 𝑚 раз дифферен-

цируемой в некоторой окрестности точки 𝑥0, то согласно теореме 1 в этой
окрестности справедлива формула Тейлора с остаточным членом в фор-

ме Лагранжа:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑚−1∑︁

𝑘=1

1

𝑘!
𝑑𝑘𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] +

1

𝑚!
𝑑𝑚𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)[Δ𝑥], (3)

где 𝜃 = 𝜃(𝑥) ∈ (0, 1). Покажем, что при 𝑥→ 𝑥0

𝑑𝑚𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)[Δ𝑥]− 𝑑𝑚𝑓(𝑥0)[Δ𝑥] = 𝑜(|Δ𝑥|𝑚). (4)

Согласно лемме 1 § 7 в достаточно малой окрестности точки 𝑥0

𝑑𝑚𝑓 =
𝑛∑︁

𝑖1=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑚=1

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑚 · · · 𝜕𝑥𝑖1 𝑑𝑥
𝑖𝑚 · · · 𝑑𝑥𝑖1 .

Так как |𝑑𝑥𝑖| = |Δ𝑥𝑖| ≤
√︀
|Δ𝑥1|2 + . . .+ |Δ𝑥𝑛|2 = |Δ𝑥|, то

|𝑑𝑚𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)[Δ𝑥]− 𝑑𝑚𝑓(𝑥0)[Δ𝑥]|
|Δ𝑥|𝑚 ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖1=1

· · ·
𝑛∑︁

𝑖𝑚=1

⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑚 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)− 𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑚 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0)
⃒⃒
⃒⃒ .

Поскольку производные порядка 𝑚 непрерывны и 𝜃 ∈ (0, 1), то для лю-

бых 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 ∈ 1, 𝑛 при 𝑥→ 𝑥0
⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑚 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)− 𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑚 · · · 𝜕𝑥𝑖1 (𝑥0)
⃒⃒
⃒⃒→ 0 при 𝑥→ 𝑥0.

Следовательно,

|𝑑𝑚𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)[Δ𝑥]− 𝑑𝑚𝑓(𝑥0)[Δ𝑥]|
|Δ𝑥|𝑚 → 0 при 𝑥→ 𝑥0.

Отсюда следует формула (4), которая вместе с формулой (3) дает (2).
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Замечание. Так же, как и для функции одной переменной, доказы-

вается единственность разложения (2). А именно, если все частные про-

изводные функции 𝑓 до порядка 𝑚 включительно непрерывны в точке 𝑥0
и справедливо разложение (2), где 𝑃𝑚(Δ𝑥) – некоторый многочлен сте-

пени не выше 𝑚 относительно вектора Δ𝑥 = (Δ𝑥1, . . . ,Δ𝑥𝑛), то 𝑃𝑚(Δ𝑥)
– многочлен Тейлора функции 𝑓 в точке 𝑥0.
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Г Л А В А 7

ТЕОРЕМА О НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ

§ 1. Теорема о неявной функции для одного
уравнения

Пусть 𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑦0 ∈ R1 и в окрестности точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ R𝑛+1 задана

скалярная функция 𝐹 (𝑥, 𝑦). Нас будет интересовать решение 𝑦 = 𝑦(𝑥)
уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. При этом в явном виде найти функцию 𝑦(𝑥) зача-
стую не удается. В связи с этим функция 𝑦(𝑥) называется неявной.

Теорема 1. Пусть 𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑦0 ∈ R1 и пусть скалярная функция

𝐹 (𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям:

(1) 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 0,
(2) функция 𝐹 непрерывна в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0),
(3) частная производная 𝐹 ′

𝑦(𝑥, 𝑦) существует в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0) и непре-

рывна в точке (𝑥0, 𝑦0),
(4) 𝐹 ′

𝑦(𝑥0, 𝑦0) ̸= 0.
Тогда существуют числа 𝛾 > 0, 𝛿 > 0 и непрерывная в точке 𝑥0

функция 𝜙 : 𝑈𝛾(𝑥0) → 𝑈𝛿(𝑦0) такая, что для любого 𝑥* ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) урав-
нение 𝐹 (𝑥*, 𝑦) = 0 на множестве 𝑈𝛿(𝑦0) имеет единственное решение

𝑦* = 𝜙(𝑥*).

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что

𝐹 ′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) > 0. Тогда в силу непрерывности функции 𝐹 ′

𝑦(𝑥, 𝑦) в точке

(𝑥0, 𝑦0) существует число 𝜀1 ∈ (0, 𝜀) такое, что

𝐹 ′
𝑦(𝑥, 𝑦) > 0 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝜀1(𝑥0, 𝑦0). (1)

Зафиксируем произвольное число 𝛿 ∈
(︁
0, 1√

2
𝜀1

]︁
. Тогда для любых 𝑥 ∈

∈ 𝑈𝛿(𝑥0), 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) выполняются соотношения

|(𝑥, 𝑦)− (𝑥0, 𝑦0)| =
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝑦 − 𝑦0|2 <

√︀
𝛿2 + 𝛿2 ≤ 𝜀1,

т. е. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝜀1(𝑥0, 𝑦0). Поэтому согласно соотношению (1) для лю-

бого 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) строго возрастает по 𝑦 на отрезке

[𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿].
Отсюда и из равенства 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 0 следуют неравенства

𝐹 (𝑥0, 𝑦0 − 𝛿) < 0, 𝐹 (𝑥0, 𝑦0 + 𝛿) > 0.
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Поэтому в силу непрерывности функции 𝐹 в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0) существует число
𝛾 ∈ (0, 𝛿] такое, что

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) →˓ 𝐹 (𝑥, 𝑦0 − 𝛿) < 0, 𝐹 (𝑥, 𝑦0 + 𝛿) > 0.

x

y

y0

y0 − δ

y0 + δ

x0

Uγ(x0)

Uδ(x0)

F (x, y) < 0

F (x, y) > 0

ε1

3

Применяя теорему о промежуточном значении для функции 𝑓(𝑦) =
= 𝐹 (𝑥, 𝑦), непрерывной на отрезке [𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿], получаем, что для

любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) существует число 𝜙(𝑥) ∈ (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) такое, что
𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥)) = 0. Тем самым определена функция 𝜙 : 𝑈𝛾(𝑥0) → 𝑈𝛿(𝑦0). Из
строгого возрастания функции 𝐹 (𝑥, 𝑦) по 𝑦 в 𝑈𝛿(𝑦0) следует, что для лю-
бого 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) число 𝑦 = 𝜙(𝑥) является единственным в 𝑈𝛿(𝑦0) решени-
ем уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0.

Поскольку число 𝛿 было выбрано как произвольное число из интерва-

ла
(︁
0, 1√

2
𝜀1

)︁
, то эти же рассуждения можно провести для произвольного

числа 𝛿1 ∈ (0, 𝛿]. В результате получим, что

∀𝛿1 ∈ (0, 𝛿] ∃𝛾1 ∈ (0, 𝛾] : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾1(𝑥0) →˓ 𝜙(𝑥) ∈ 𝑈𝛿1(𝑦0).
Тем самым доказана непрерывность функции 𝜙 в точке 𝑥0.

§ 2. Операторная норма матрицы. Теорема Лагранжа
о среднем

Определение . Через R𝑚×𝑛 будем обозначать множество всех матриц

размера 𝑚× 𝑛 с вещественными элементами.
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Легко видеть, что множество R𝑚×𝑛 является вещественным линей-

ным пространством: в нем определены операции сложения элементов и

умножения элемента на вещественное число, удовлетворяющие аксиомам

линейного пространства. Можно рассматривать различные нормы в про-

странстве R𝑚×𝑛. Определим операторную норму в этом пространстве.

Определение . Операторной нормой матрицы𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 называется
число

‖𝐴‖ = max
𝑥∈R𝑛

|𝑥|=1

|𝐴𝑥|,

где |𝐴𝑥| – длина вектора 𝐴𝑥 ∈ R𝑚.

Поскольку функция 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥 непрерывна, а множество {𝑥 ∈ R𝑛 :
|𝑥| = 1} является компактом, то в определении нормы максимум суще-

ствует.

Заметим, что введенная норма матрицы удовлетворяет аксиомам нор-

мы:

(1) ‖𝐴‖ ≥ 0;

(2) если ‖𝐴‖ = 0, то 𝐴 =

(︃
0 ··· 0
··· ··· ···
0 ··· 0

)︃
– нулевая матрица;

(3) для любого числа 𝜆 справедливо равенство ‖𝜆𝐴‖ = |𝜆| ‖𝐴‖;
(4) ‖𝐴1 +𝐴2‖ ≤ ‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖ (неравенство треугольника).

Свойства (1) – (3) очевидны. Докажем неравенство треугольника.

‖𝐴1 +𝐴2‖ = max
𝑥∈R𝑛

|𝑥|=1

|𝐴1𝑥+𝐴2𝑥| ≤ max
𝑥∈R𝑛

|𝑥|=1

(|𝐴1𝑥|+ |𝐴2𝑥|) ≤

≤ max
𝑥∈R𝑛

|𝑥|=1

|𝐴1𝑥|+ max
𝑥∈R𝑛

|𝑥|=1

|𝐴2𝑥| = ‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖.

Задача 1. Доказать, что операторная норма матрицы 𝐴 совпадает с

корнем квадратным из максимального собственного числа матрицы 𝐴𝑇𝐴
(число 𝜆 называется собственным числом матрицы 𝐵 размера 𝑛×𝑛, если
∃𝑥 ∈ R𝑛 ∖ {0} : 𝐵𝑥 = 𝜆𝑥).

Лемма 1. а) Если 𝐴 – (𝑚×𝑛)-матрица и 𝑥 ∈ R𝑛, то |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖ |𝑥|.
б) Если 𝐴 – (𝑚× 𝑛)-матрица, а 𝐵 – (𝑛× 𝑘)-матрица, то ‖𝐴𝐵‖ ≤

≤ ‖𝐴‖ ‖𝐵‖.
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Доказательство. а) Если 𝑥 = 0, то 𝐴𝑥 = 0 и неравенство |𝐴𝑥| ≤
≤ ‖𝐴‖ |𝑥| выполнено. Пусть 𝑥 ̸= 0. Обозначим 𝑥1 = 𝑥

|𝑥| . Поскольку |𝑥1| =
= 1, то ‖𝐴‖ ≥ |𝐴𝑥1| = 1

|𝑥| |𝐴𝑥|, следовательно, |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖ |𝑥|.
б) Поскольку в силу пункта (а)

|𝐴𝐵𝑥| ≤ ‖𝐴‖ |𝐵𝑥| ≤ ‖𝐴‖ ‖𝐵‖ |𝑥| ∀𝑥 ∈ R𝑘,

то ‖𝐴𝐵‖ = max
𝑥∈R𝑘

|𝑥|=1

|𝐴𝐵𝑥| ≤ ‖𝐴‖ ‖𝐵‖.

Теорема 1. (Теорема Лагранжа о среднем.) Пусть в 𝛿-окрестности
точки 𝑦0 ∈ R𝑘 задана дифференцируемая вектор-функция 𝑔 : 𝑈𝛿(𝑦0) →
→ R𝑚. Тогда для любых 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) существует число 𝜃 ∈ (0; 1) такое,
что

|𝑔(𝑦′)− 𝑔(𝑦)| ≤ ‖𝒟 𝑔(𝑦 + 𝜃 (𝑦′ − 𝑦))‖ |𝑦′ − 𝑦|. (1)

Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) и рас-

смотрим вектор-функцию скалярного переменного 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑦+ 𝑡(𝑦′− 𝑦)).
Поскольку для любого 𝑡 ∈ [0, 1] имеем 𝑦 + 𝑡(𝑦′ − 𝑦) ∈ [𝑦, 𝑦′] ⊂ 𝑈𝛿(𝑦0), то
по теореме о дифференцировании сложной функции для любого 𝑡 ∈ [0, 1]
существует 𝑓 ′(𝑡) = 𝒟 𝑔(𝑦+ 𝑡 (𝑦′−𝑦)) (𝑦′−𝑦). Следовательно, согласно тео-
реме Лагранжа о среднем для вектор-функции скалярного переменного

существует число 𝜃 ∈ (0, 1) такое, что |𝑓(1)− 𝑓(0)| ≤ |𝑓 ′(𝜃)|. Поэтому

|𝑔(𝑦′)− 𝑔(𝑦)| = |𝑓(1)− 𝑓(0)| ≤ |𝑓 ′(𝜃)| = |𝒟 𝑔(𝑦 + 𝜃 (𝑦′ − 𝑦)) (𝑦′ − 𝑦)| ≤

Л. 1(а)

≤ ‖𝒟 𝑔(𝑦 + 𝜃 (𝑦′ − 𝑦))‖ |𝑦′ − 𝑦|.

Лемма 2. Пусть 𝐴 =

⎛
⎝

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
. . . . . . . . .
𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞
⎠. Тогда

max
𝑖∈1,𝑚

𝑗∈1,𝑛

|𝑎𝑖𝑗 | ≤ ‖𝐴‖ ≤
√
𝑚𝑛 max

𝑖∈1,𝑚

𝑗∈1,𝑛

|𝑎𝑖𝑗 |. (2)

Доказательство. Обозначим

𝑀 = max
𝑖∈1,𝑚

𝑗∈1,𝑛

|𝑎𝑖𝑗 |.
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Пусть этот максимум достигается на индексах 𝑖0 ∈ 1,𝑚, 𝑗0 ∈ 1, 𝑛:

𝑀 = |𝑎𝑖0𝑗0 |. Рассмотрим вектор 𝑥 =

⎛
⎝

𝑥1
. . .
𝑥𝑛

⎞
⎠, где 𝑥𝑗 =

{︂
1, 𝑗 = 𝑗0,
0, 𝑗 ̸= 𝑗0.

За-

метим, что |𝑥| = 1. Пусть 𝑦 = 𝐴𝑥. Тогда 𝑦 =

⎛
⎝

𝑦1
. . .
𝑦𝑚

⎞
⎠, где 𝑦𝑖 =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 =

= 𝑎𝑖𝑗0 при всех 𝑖 ∈ 1,𝑚. Поэтому |𝑦| =
√︀
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑚 ≥ |𝑦𝑖0 | = |𝑎𝑖0𝑗0 | =

= 𝑀 . Следовательно, ‖𝐴‖ ≥ |𝐴𝑥| = |𝑦| ≥𝑀 . Таким образом, первое из

цепочки неравенств (2) доказано.

Докажем второе неравенство этой цепочки. Фиксируем произволь-

ный вектор 𝑥 =

⎛
⎝

𝑥1
. . .
𝑥𝑛

⎞
⎠ такой, что |𝑥| = 1. Обозначим 𝑦 = 𝐴𝑥. То-

гда 𝑦 =

⎛
⎝

𝑦1
. . .
𝑦𝑚

⎞
⎠, где 𝑦𝑖 =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 при всех 𝑖 ∈ 1,𝑚. Следовательно,

|𝑦𝑖| ≤𝑀
𝑛∑︀
𝑗=1
|𝑥𝑗 |. В силу неравенства Коши–Буняковского, примененного

для векторов 𝑎 =

⎛
⎝
|𝑥1|
. . .
|𝑥𝑛|

⎞
⎠ и 𝑏 =

⎛
⎝

1
. . .
1

⎞
⎠, получаем

𝑛∑︀
𝑗=1
|𝑥𝑗 | =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑏𝑗 ≤

≤ |𝑎| · |𝑏| =
√︀
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑛 ·

√
𝑛 =
√
𝑛. Поэтому |𝑦𝑖| ≤𝑀

√
𝑛. Следователь-

но, |𝑦| =
√︀
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑚 ≤ 𝑀

√
𝑚𝑛, т. е. второе неравенство цепочки (2)

доказано.

Замечание . Пусть на метрическом пространстве 𝑇 задана матрично-

значная функция 𝐴 : 𝑇 → R𝑚×𝑛, 𝐴(𝑡) =

⎛
⎝

𝑎11(𝑡) . . . 𝑎1𝑛(𝑡)
. . . . . . . . .

𝑎𝑚1(𝑡) . . . 𝑎𝑚𝑛(𝑡)

⎞
⎠.

Пусть 𝑡0 ∈ 𝑇 и 𝐴0 =

⎛
⎝

𝑎011 . . . 𝑎01𝑛
. . . . . . . . .
𝑎0𝑚1 . . . 𝑎0𝑚𝑛

⎞
⎠. Тогда из леммы 2 следует, что

lim
𝑡→𝑡0
‖𝐴(𝑡)−𝐴0‖ = 0 ⇔ lim

𝑡→𝑡0
𝑎𝑖𝑗(𝑡) = 𝑎0𝑖𝑗 ∀𝑖 ∈ 1,𝑚, 𝑗 ∈ 1, 𝑛.

Таким образом, предел матрично-значной функции можно вычислять по-

компонентно. Поэтому непрерывность матрично-значной функции также

можно исследовать покомпонентно.
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§ 3. Принцип Банаха сжимающих отображений

Определение. Пусть 𝑌 – метрическое пространство с метрикой 𝜚.
Отображение 𝑔 : 𝑌 → 𝑌 называется сжимающим отображением с ко-

эффициентом сжатия 𝜇 ∈ (0, 1), если

𝜚(𝑔(𝑦), 𝑔(𝑦′)) ≤ 𝜇𝜚(𝑦, 𝑦′) ∀𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌.

Теорема 1. Пусть 𝑌 – полное метрическое пространство, 𝑔 : 𝑌 → 𝑌
– сжимающее отображение. Тогда уравненение 𝑦 = 𝑔(𝑦) имеет един-

ственное решение 𝑦* ∈ 𝑌 , которое может быть найдено как предел по-

следовательности {𝑦𝑘}∞𝑘=0, определяемой рекуррентной формулой

𝑦𝑘+1 = 𝑔(𝑦𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝑦0 – произвольный элемент пространства 𝑌 .

Доказательство. Пусть 𝜇 ∈ (0, 1) – коэффициент сжатия отобра-

жения 𝑔 : 𝑌 → 𝑌 . Так как для любого 𝑘 ∈ N справедливы неравенства

𝜚(𝑦𝑘+1, 𝑦𝑘) = 𝜚(𝑔(𝑦𝑘), 𝑔(𝑦𝑘−1)) ≤ 𝜇𝜚(𝑦𝑘, 𝑦𝑘−1), то

𝜚(𝑦𝑘+1, 𝑦𝑘) ≤ 𝜇𝑘𝜚(𝑦1, 𝑦0) ∀𝑘 ∈ N.

Используя неравенство треугольника, для любых 𝑘 ∈ N∪{0}, 𝑛 > 𝑘 имеем

𝜚(𝑦𝑛, 𝑦𝑘) ≤ 𝜚(𝑦𝑛, 𝑦𝑛−1) + · · ·+ 𝜚(𝑦𝑘+1, 𝑦𝑘) ≤

≤ (𝜇𝑛−1 + · · ·+ 𝜇𝑘)𝜚(𝑦1, 𝑦0) =
(𝜇𝑘 − 𝜇𝑛)𝜚(𝑦1, 𝑦0)

1− 𝜇 ≤ 𝜇𝑘𝜚(𝑦1, 𝑦0)

1− 𝜇 .

Поэтому для любого 𝜀 > 0 существует натуральное число 𝑁 , определяе-

мое из условия 𝜇𝑁𝜚(𝑦1,𝑦0)
1−𝜇 < 𝜀, такое, что для любых 𝑘 ≥ 𝑁 , 𝑛 > 𝑘 справед-

ливо неравенство 𝜚(𝑦𝑛, 𝑦𝑘) < 𝜀. Это означает фундаментальность после-
довательности {𝑦𝑘}, следовательно, в силу полноты пространства 𝑌 по-

следовательность {𝑦𝑘} сходится к некоторому элементу 𝑦* ∈ 𝑌 . Из сжи-
маемости отображения 𝑔 следует его непрерывность. Переходя к пределу
в формуле 𝑦𝑘+1 = 𝑔(𝑦𝑘) при 𝑘 →∞, получаем 𝑦* = 𝑔(𝑦*), т. е. элемент 𝑦*

является решением системы уравнений 𝑦 = 𝑔(𝑦).
Покажем единственность решения уравнения 𝑦 = 𝑔(𝑦). Предположим

противное: существует 𝑦′ ∈ 𝑌 – решения этого уравнения, 𝑦′ ̸= 𝑦*. Тогда в
силу свойства сжимаемости имеем 𝜚(𝑦*, 𝑦′) = 𝜚(𝑔(𝑦*), 𝑔(𝑦′)) ≤ 𝜇𝜚(𝑦*, 𝑦′) <
< 𝜚(𝑦*, 𝑦′). Противоречие.
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§ 4. Теорема о неявной функции для системы
уравнений

Пусть 𝑥0 ∈ R𝑛𝑥, 𝑦0 ∈ R𝑚𝑦 и в окрестности точки (𝑥0, 𝑦0) ∈ R𝑛+𝑚 задана

𝑚-мерная вектор-функция

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

⎛
⎝

𝐹 1(𝑥, 𝑦)
· · ·

𝐹𝑚(𝑥, 𝑦)

⎞
⎠ =

⎛
⎝

𝐹 1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)
· · ·

𝐹𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)

⎞
⎠ .

Нас будет интересовать решение 𝑦 = 𝑦(𝑥) системы 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 из 𝑚
скалярных уравнений. Компоненты вектора 𝑦 называются неизвестными
в том смысле, что их нужно выразить через вектор параметров 𝑥, исходя
из системы уравнений 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. Предполагается, что число уравнений
системы и число неизвестных совпадают и равны 𝑚.

Рассмотрим сначала частный случай, в котором вектор-функция 𝐹
линейна по вектору неизвестных: 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑥). В этом случае,

применяя правило Крамера, известное из линейной алгебры, получаем,

что система 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 имеет единственное решение тогда и только то-

гда, когда det𝐴(𝑥) ̸= 0. Следующая теорема формулирует достаточные

условия существования и единственности решения нелинейного уравне-

ния. Предполагается известным некоторое решение (𝑥0, 𝑦0) ∈ R𝑛+𝑚 век-

торного уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. Поскольку дифференцируемая вектор-

функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) в малой окрестности точки (𝑥0, 𝑦0) «близка» к линейной
по 𝑦 функции 𝐹 (𝑥, 𝑦0)+𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝑦0)(𝑦−𝑦0), то вполне естественно, что для
существования и единственности решения уравнения 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 следует
потребовать выполнение условия det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) ̸= 0.

Здесь 𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) =

⎛
⎜⎝

𝜕𝐹 1

𝜕𝑦1
(𝑥0, 𝑦0) · · · 𝜕𝐹 1

𝜕𝑦𝑚 (𝑥0, 𝑦0)

· · · · · · · · ·
𝜕𝐹𝑚

𝜕𝑦1
(𝑥0, 𝑦0) · · · 𝜕𝐹𝑚

𝜕𝑦𝑚 (𝑥0, 𝑦0)

⎞
⎟⎠ – матрица

Якоби функции 𝐹 (𝑥, 𝑦) в точке (𝑥0, 𝑦0) по переменным 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚).
В отличие от линейного уравнения, существование и единственность ре-

шения нелинейного уравнения гарантируются лишь в малой окрестности

точки (𝑥0, 𝑦0).

Теорема 1. Пусть 𝑥0 ∈ R𝑛𝑥, 𝑦0 ∈ R𝑚𝑦 и пусть 𝑚-мерная вектор-

функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям:

(1) 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 0,
(2) функция 𝐹 непрерывно дифференцируема в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0),
(3) det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) ̸= 0.
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Тогда существуют числа 𝛾 > 0, 𝛿 > 0 и непрерывно дифференциру-

емая вектор-функция 𝜙 : 𝑈𝛾(𝑥0) → 𝑈𝛿(𝑦0) такая, что для любого 𝑥* ∈
∈ 𝑈𝛾(𝑥0) система уравнений 𝐹 (𝑥*, 𝑦) = 0 на множестве 𝑈𝛿(𝑦0) имеет
единственное решение 𝑦* = 𝜙(𝑥*).

Доказательство
Шаг 1. Доказательство существования и единственности решения.

Поскольку матрица Якоби𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝑦) непрерывна в точке (𝑥0, 𝑦0), то ее
определитель является скалярной функцией, непрерывной в этой точке.

Отсюда и из условия det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) ̸= 0 следует существование числа

𝜀1 ∈ (0, 𝜀] такого, что

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝜀1(𝑥0, 𝑦0) →˓ det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝑦) ̸= 0. (1)

Рассмотрим вектор-функцию

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 𝐹 (𝑥, 𝑦).

По теореме о дифференцировании сложной функции

𝒟𝑦 ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝐸 − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝑦) =

= (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0)−𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝑦)),
где 𝐸 – единичная матрица размера 𝑚 × 𝑚. Из непрерывности матри-

цы Якоби 𝒟 𝑦𝐹 (𝑥, 𝑦) следует, что 𝒟 𝑦𝐹 (𝑥, 𝑦) → 𝒟 𝑦𝐹 (𝑥0, 𝑦0) при (𝑥, 𝑦) →
→ (𝑥0, 𝑦0). Поэтому ‖𝒟 𝑦ℎ(𝑥, 𝑦)‖ → 0 при (𝑥, 𝑦)→ (𝑥0, 𝑦0). Следовательно,
существует 𝜀2 ∈ (0, 𝜀1] :

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝜀2(𝑥0, 𝑦0) →˓ ‖𝒟𝑦 ℎ(𝑥, 𝑦)‖ ≤
1

2
.

Зафиксируем произвольное число 𝛿 ∈
(︁
0, 1√

2
𝜀2

]︁
. Тогда для любых 𝑥 ∈

∈ 𝑈𝛿(𝑥0), 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) = {𝑦 ∈ R𝑚𝑦 : |𝑦− 𝑦0| ≤ 𝛿} выполняются соотношения

|(𝑥, 𝑦)− (𝑥0, 𝑦0)| =
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝑦 − 𝑦0|2 <

√︀
𝛿2 + 𝛿2 ≤ 𝜀2,

т. е. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝜀2(𝑥0, 𝑦0). Поэтому

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∀𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) →˓ ‖𝒟𝑦 ℎ(𝑥, 𝑦)‖ ≤
1

2
.

Фиксируя произвольный 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и применяя теорему Лагранжа о

среднем к вектор-функции 𝑔(𝑦) = ℎ(𝑥, 𝑦), получаем, что для любых 𝑦, 𝑦′ ∈
∈ 𝑈𝛿(𝑦0) существует число 𝜃 ∈ (0, 1):
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|ℎ(𝑥, 𝑦′)− ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ ‖𝒟𝑦 ℎ(𝑥, 𝑦 + 𝜃 (𝑦′ − 𝑦))‖ |𝑦′ − 𝑦| ≤ 1

2
|𝑦′ − 𝑦|.

Итак,

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∀𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) →˓ |ℎ(𝑥, 𝑦′)− ℎ(𝑥, 𝑦)| ≤ 1

2
|𝑦′ − 𝑦|. (2)

Это означает, что для любого фиксированного 𝑥* ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) отображе-

ние 𝑔(𝑦) = ℎ(𝑥*, 𝑦) в 𝑈𝛿(𝑦0) является сжимающим с коэффициентом 𝜇 =
= 1

2 . Замкнутое множество 𝑈𝛿(𝑦0) с евклидовой метрикой пространства

R𝑚𝑦 является полным метрическим пространством. Мы хотим с помощью

принципа сжимающих отображений доказать существование единствен-

ного решения уравнения 𝑔(𝑦) = 𝑦 при 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0). Для применения этого

принципа требуется проверить, что отображение 𝑔 действует из 𝑈𝛿(𝑦0) в
𝑈𝛿(𝑦0). Покажем, что это так при 𝑥* достаточно близких к 𝑥0.

Заметим, что ℎ(𝑥, 𝑦0) − 𝑦0 = − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 𝐹 (𝑥, 𝑦0). В си-

лу непрерывности функции 𝐹 (𝑥, 𝑦0) в точке 𝑥0 имеем ℎ(𝑥, 𝑦0) − 𝑦0 →
→ − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 0 при 𝑥 → 𝑥0. Поэтому существует чис-

ло 𝛾 ∈ (0, 𝛿] такое, что

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) →˓ |ℎ(𝑥, 𝑦0)− 𝑦0| <
𝛿

2
. (3)

Зафиксируем произвольную точку 𝑥* ∈ 𝑈𝛾(𝑥0). Из условий (2) и (3) сле-

дует, что при 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0)

|ℎ(𝑥*, 𝑦)− 𝑦0| < |ℎ(𝑥*, 𝑦)− ℎ(𝑥*, 𝑦0)|+
𝛿

2
≤ |𝑦 − 𝑦0|

2
+
𝛿

2
≤ 𝛿.

Поэтому отображение 𝑔(𝑦) = ℎ(𝑥*, 𝑦) действует из 𝑈𝛿(𝑦0) в 𝑈𝛿(𝑦0), а зна-
чит, из 𝑈𝛿(𝑦0) в 𝑈𝛿(𝑦0). В силу принципа сжимающих отображений для

любого 𝑥* ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) система уравнений 𝑦 = 𝑔(𝑦) на множестве 𝑈𝛿(𝑦0) име-
ет единственное решение 𝑦* = 𝑔(𝑦*) ∈ 𝑈𝛿(𝑦0). Обозначим это решение

через 𝜙(𝑥*). Поскольку 𝑔(𝑦) = ℎ(𝑥*, 𝑦) = 𝑦 − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1 𝐹 (𝑥*, 𝑦), то
система уравнений 𝑦 = 𝑔(𝑦) эквивалентна системе 𝐹 (𝑥*, 𝑦) = 0. Таким
образом, мы получили, что для любого 𝑥* ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) система уравнений

𝐹 (𝑥*, 𝑦) = 0 на множестве 𝑈𝛿(𝑦0) имеет единственное решение 𝑦
* = 𝜙(𝑥*).

Шаг 2. Доказательство непрерывности решения в точке 𝑥0.
Заметим, что число 𝛿 было выбрано как произвольное число из по-

луинтервала
(︁
0, 1√

2
𝜀2

]︁
. Поэтому, повторяя те же рассуждения для про-

извольного числа 𝛿1 ∈ (0, 𝛿], найдем число 𝛾1 ∈ (0, 𝛾] и функцию
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𝜙1 : 𝑈𝛾1(𝑥0) → 𝑈𝛿1(𝑦0) такую, что для любого 𝑥* ∈ 𝑈𝛾1(𝑥0) уравнение
𝐹 (𝑥*, 𝑦) = 0 имеет единственное решение 𝑦 = 𝜙1(𝑥

*). Следовательно,
∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾1(𝑥0) →˓ 𝜙1(𝑥) = 𝜙(𝑥) и

∀𝛿1 ∈ (0, 𝛿] ∃𝛾1 ∈ (0, 𝛾] : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾1(𝑥0) →˓ 𝜙(𝑥) ∈ 𝑈𝛿1(𝑦0).

Тем самым доказана непрерывность функции 𝜙 в точке 𝑥0.

Шаг 3. Доказательство дифференцируемости решения в точке 𝑥0.
В силу дифференцируемости функции 𝐹 в точке (𝑥0, 𝑦0) из леммы 1

§ 6 главы 6 следует, что

𝐹 (𝑥, 𝑦)− 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 𝒟 𝐹 (𝑥0, 𝑦0)
(︂
𝑥− 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)︂
+ 𝑜(|(𝑥, 𝑦)− (𝑥0, 𝑦0)|) =

= 𝒟𝑥 𝐹 (𝑥0, 𝑦0)(𝑥− 𝑥0) +𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) + 𝑜(
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝑦 − 𝑦0|2)

при 𝑥 → 𝑥0, 𝑦 → 𝑦0. Подставим в полученную формулу 𝑦 = 𝜙(𝑥), 𝑦0 =
= 𝜙(𝑥0). Воспользуемся равенствами 𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥)) = 0, 𝐹 (𝑥0, 𝜙(𝑥0)) = 0.
В силу непрерывности неявной функции 𝜙 в точке 𝑥0 получаем, что

𝜙(𝑥)→ 𝜙(𝑥0) при 𝑥→ 𝑥0. Поэтому

0 = 𝒟𝑥 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥− 𝑥0) +𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) (𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)) +

+ 𝑜(
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)|2) при 𝑥→ 𝑥0.

Из условия det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) ̸= 0 следует существование обратной матрицы
к матрице 𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0). Поэтому

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0) = − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1

(︂
𝒟𝑥 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥− 𝑥0) +

+ 𝑜(
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)|2)

)︂
при 𝑥→ 𝑥0.

Определив матрицу 𝑀 = − (𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0))−1𝒟𝑥 𝐹 (𝑥0, 𝑦0), получаем

𝜙(𝑥)−𝜙(𝑥0) =𝑀 (𝑥−𝑥0)+𝑜(
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)|2), 𝑥→ 𝑥0. (4)

Покажем, что в формуле (4) слагаемое 𝑜(
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)|2)

можно заменить на 𝑜(|𝑥−𝑥0|). Это и будет означать дифференцируемость
функции 𝜙 в точке 𝑥0.

Согласно определению 𝑜-малого из формулы (4) получаем

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0) =𝑀 (𝑥− 𝑥0) + 𝜀(𝑥)
√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0)|2, (5)

198



где lim
𝑥→𝑥0

𝜀(𝑥) = 0. Поэтому существует число 𝛽 > 0 такое, что |𝜀(𝑥)| < 1
2

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛽(𝑥0).
Обозначим Δ𝜙 = |𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥0)|. Так как

√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |Δ𝜙|2 ≤ |𝑥 −

− 𝑥0|+ |Δ𝜙|, то из (5) следует, что для любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛽(𝑥0)

Δ𝜙 ≤ ‖𝑀‖ |𝑥−𝑥0|+ |𝜀(𝑥)| (|𝑥−𝑥0|+Δ𝜙) ≤ ‖𝑀‖ |𝑥−𝑥0|+
|𝑥− 𝑥0|+Δ𝜙

2
,

а значит,

Δ𝜙 ≤ (2‖𝑀‖+ 1) |𝑥− 𝑥0| ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛽(𝑥0).
Следовательно, при 𝑥 ∈ 𝑈𝛽(𝑥0) справедливо неравенство

√︀
|𝑥− 𝑥0|2 + |Δ𝜙|2 ≤

√︀
1 + (2‖𝑀‖+ 1)2 |𝑥− 𝑥0|.

Отсюда и из равенства (4) следует, что

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥0) =𝑀 (𝑥− 𝑥0) + 𝑜(|𝑥− 𝑥0|), 𝑥→ 𝑥0.

В силу леммы 1 § 6 главы 6 это означает, что функция 𝜙 дифференци-

руема в точке 𝑥0 и ее матрица Якоби равна

𝒟𝜙(𝑥0) =𝑀 = −
(︁
𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0)

)︁−1
𝒟𝑥 𝐹 (𝑥0, 𝑦0).

Шаг 4. Доказательство непрерывной дифференцируемости решения в

окрестности точки 𝑥0.
Так как для любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) имеем 𝜙(𝑥) ∈ 𝑈𝛿(𝑦0), 𝛾 ≤ 𝛿 ≤ 1√

2
𝜀2 ≤

≤ 1√
2
𝜀1, то в силу соотношения (1)

det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥)) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0). (6)

Кроме того, для любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) справедливо равенство 𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥)) =
= 0, и найдется окрестность точки (𝑥, 𝜙(𝑥)), лежащая в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0), поэто-
му функция 𝐹 непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности

точки (𝑥, 𝜙(𝑥)). Следовательно, доказанное на предыдущем шаге утвер-

ждение останется справедливым, если в нем точку (𝑥0, 𝑦0) заменить точ-
кой (𝑥, 𝜙(𝑥)), где 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0). А именно, функция 𝜙 дифференцируема в

любой точке 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) и

𝒟𝜙(𝑥) = −
(︁
𝒟𝑦 𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥))

)︁−1
𝒟𝑥 𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0). (7)

Следовательно, функция 𝜙 непрерывна в 𝑈𝛾(𝑥0) и, используя непре-

рывную дифференцируемость функции 𝐹 в 𝑈𝜀(𝑥0, 𝑦0), получаем непре-

рывность в 𝑈𝛾(𝑥0) правой части равенства (7). Поэтому матрица Якоби

𝒟𝜙(𝑥) непрерывна в 𝑈𝛾(𝑥0), т. е. функция 𝜙 непрерывно дифференциру-

ема в 𝑈𝛾(𝑥0).

199



§ 5. Теорема об обратном отображении

Лемма 1. Пусть функция 𝑔 : 𝑌 → R𝑚𝑥 непрерывна на открытом

множестве 𝑌 ⊂ R𝑛𝑦 . Тогда для любого открытого множества 𝐺 ⊂ R𝑚𝑥
его прообраз 𝑌0 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑔(𝑦) ∈ 𝐺} является открытым множеством.

Доказательство. Пусть 𝑦0 – произвольная точка множества 𝑌0. Тре-
буется доказать, что существует число 𝛿 > 0 такое, что 𝑈𝛿(𝑦0) ⊂ 𝑌0. Из
определения множества 𝑌0 следует, что 𝑔(𝑦0) ∈ 𝐺. Поскольку множество
𝐺 открыто, то ∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑔(𝑦0)) ⊂ 𝐺. Из непрерывности функции 𝑔(𝑦)
в точке 𝑦0 открытого множества 𝑌 следует, что существует число 𝛿 >
> 0 такое, что 𝑈𝛿(𝑦0) ⊂ 𝑌 и для любого вектора 𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) выполняется
включение 𝑔(𝑦) ∈ 𝑈𝜀(𝑔(𝑦0)). Следовательно, ∀𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) →˓ 𝑔(𝑦) ∈ 𝐺, что
по определению множества 𝑌0 означает 𝑈𝛿(𝑦0) ⊂ 𝑌0.

Определение. Пусть 𝑘 ∈ N, 𝑋 – открытое множество в R𝑛𝑥, 𝑌 ⊂
⊂ R𝑚. Через 𝐶𝑘(𝑋,𝑌 ) будем обозначать класс (множество) всех 𝑘 раз

непрерывно дифференцируемых отображений 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 . Отображение
𝜙 : 𝑋 → 𝑌 называется 𝑘 раз непрерывно дифференцируемым, если все

компоненты вектор-функции 𝜙 являются 𝑘 раз непрерывно дифференци-
руемыми функциями. Определим 𝐶∞(𝑋,𝑌 ) :=

⋂︀
𝑘∈N

𝐶𝑘(𝑋,𝑌 ) – класс бес-

конечно дифференцируемых отображений. Отображение 𝜙 ∈ 𝐶∞(𝑋,𝑌 )
будем называть гладким отображением, а отображение 𝜙 ∈ 𝐶𝑘(𝑋,𝑌 ) –
𝐶𝑘-гладким отображением.

Определение . Пусть заданы открытые множества 𝑋 ⊂ R𝑛𝑥, 𝑌 ⊂ R𝑚𝑦
и натуральное число 𝑘. Отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 называется 𝐶𝑘-гладким
диффеоморфизмом из 𝑋 в 𝑌 , если это отображение взаимно однозначно,
причем 𝜙 и обратное отображение 𝜙−1 : 𝑌 → 𝑋 являются 𝐶𝑘-гладкими
отображениями. Диффеоморфизм 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 называется гладким, если

он является 𝐶𝑘-гладким для любого 𝑘 ∈ N.

Лемма 2. Пусть отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 является 𝐶1-гладким

диффеоморфизмом из открытого множества 𝑋 ⊂ R𝑛𝑥 в открытое мно-
жество 𝑌 ⊂ R𝑚𝑦 . Тогда 𝑚 = 𝑛 и для любого 𝑥 ∈ 𝑋 матрица Якоби

𝒟𝜙(𝑥) невырождена.

Доказательство. Дифференцируя тождество

𝜙−1(𝜙(𝑥)) = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝑋
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и используя теорему о дифференцировании сложной функции, получаем

для всех 𝑥 ∈ 𝑋

𝒟 (𝜙−1)(𝑦) · 𝒟𝜙(𝑥) = 𝐸𝑛, 𝑦 = 𝜙(𝑥), (1)

где 𝐸𝑛 – единичная матрица размера 𝑛×𝑛. Поскольку ранг𝑚×𝑛-матрицы
𝒟𝜙(𝑥) не превосходит 𝑚, а ранг произведения матриц не превосходит

ранга каждого сомножителя, то

𝑛 = rg𝐸𝑛 ≤ rg𝒟𝜙(𝑥) ≤ 𝑚 ∀𝑥 ∈ 𝑋. (2)

Применяя эти рассуждения для обратного отображения, получаем нера-

венство 𝑚 ≤ 𝑛. Поэтому 𝑚 = 𝑛 и для любого 𝑥 ∈ 𝑋 в силу (2) имеем

rg𝒟𝜙(𝑥) = 𝑛, а значит, det𝒟𝜙(𝑥) ̸= 0.

Определение. Пусть для вектор-функции 𝜙(𝑥) размерности векто-

ров 𝑥 и 𝜙(𝑥) совпадают. Определитель матрицы Якоби 𝒟𝜙(𝑥) называется
якобианом отображения 𝜙.

Замечание . Из равенства (1) следует, что матрица Якоби обратного
отображения равна обратной матрице к матрице Якоби исходного отоб-

ражения, а значит, якобиан обратного отображения равен обратной ве-

личине к якобиану исходного отображения.

Определение . Сужением (или ограничением) отображения

𝑓 : 𝑋 → 𝑌 на множество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется отображение 𝑓 |𝐴 : 𝐴→ 𝑌 ,

определяемое формулой ∀𝑥 ∈ 𝐴 →˓ 𝑓 |𝐴(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Определение. Окрестностью 𝑈(𝑥) точки 𝑥 в метрическом про-

странстве называется произвольное открытое множество, содержащее

точку 𝑥.

Теорема 1. (Об обратном отображении.) Пусть 𝑌 ⊂ R𝑛𝑦 – открытое
множество, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑌,R𝑛𝑥), 𝑦0 ∈ 𝑌 и det𝒟 𝑔(𝑦0) ̸= 0. Тогда существу-

ют окрестность 𝑈(𝑦0) ⊂ 𝑌 точки 𝑦0 и открытое множество 𝑋 ⊂ R𝑛𝑥
такие, что сужение отображения 𝑔|𝑈(𝑦0)

: 𝑈(𝑦0) → 𝑋 является 𝐶1-

гладким диффеоморфизмом из 𝑈(𝑦0) в 𝑋.
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Доказательство. Обозначим 𝑥0 = 𝑔(𝑦0) и применим теорему о

неявной функции к функции 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑦) − 𝑥. Из непрерывной диф-

ференцируемости функции 𝑔(𝑦) следует непрерывная дифференциру-

емость функции 𝐹 (𝑥, 𝑦). Кроме того, 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑔(𝑦0) − 𝑥0 = 0 и

det𝒟𝑦 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = det𝒟 𝑔(𝑦0) ̸= 0. Таким образом, все условия теоремы о

неявной функции выполнены, и, согласно этой теореме, существуют чис-

ла 𝛾 > 0, 𝛿 > 0 и непрерывно дифференцируемая функция 𝜙 : 𝑈𝛾(𝑥0) →
→ 𝑈𝛿(𝑦0) такая, что для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑈𝛾(𝑥0) система уравнений

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 (эквивалентная системе уравнений 𝑔(𝑦) = 𝑥) на множестве

𝑈𝛿(𝑦0) имеет единственное решение 𝑦 = 𝜙(𝑥).
Определим множества 𝑋 = 𝑈𝛾(𝑥0) и 𝑈(𝑦0) = {𝑦 ∈ 𝑈𝛿(𝑦0) : 𝑔(𝑦) ∈

∈ 𝑋}. Поскольку ∀𝑦 ∈ 𝑈(𝑦0) →˓ 𝑔(𝑦) ∈ 𝑋, то отображение 𝑔 перево-

дит элементы множества 𝑈(𝑦0) в элементы множества 𝑋. Отображение

𝑔|𝑈(𝑦0)
: 𝑈(𝑦0) → 𝑋 является взаимно однозначным, поскольку для лю-

бого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 существует единственный вектор 𝑦 ∈ 𝑈(𝑦0) такой,
что 𝑔(𝑦) = 𝑥. Этот вектор 𝑦 = 𝜙(𝑥) является единственным решени-

ем системы уравнений 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 относительно 𝑦. Отсюда следует так-
же, что отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑈(𝑦0) является обратным к отображению

𝑔|𝑈(𝑦0)
: 𝑈(𝑦0)→ 𝑋, т. е. 𝜙 =

(︂
𝑔|𝑈(𝑦0)

)︂−1

.

Поскольку множество 𝑈(𝑦0) является прообразом открытого множе-

ства 𝑋 = 𝑈𝛾(𝑥0) при непрерывном отображении 𝑔, то в силу леммы 1

множество 𝑈(𝑦0) открыто. Отсюда и из включения 𝑦0 ∈ 𝑈(𝑦0) следует,
что 𝑈(𝑦0) – окрестность точки 𝑦0.

В силу теоремы о неявной функции функция

(︂
𝑔|𝑈(𝑦0)

)︂−1

(𝑥) = 𝜙(𝑥)

непрерывно дифференцируема.
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Замечание. Если 𝑌 ⊂ R𝑛𝑦 – открытое множество, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑌,R𝑛𝑥) и

∀𝑦 ∈ 𝑌 →˓ det𝒟 𝑔(𝑦) ̸= 0,

то в силу теоремы 1 отображение 𝑔 локально обратимо, т.е. для лю-

бой точки 𝑦0 ∈ 𝑌 найдется такая ее окрестность 𝑈(𝑦0) ⊂ 𝑌 , что суже-

ние 𝑔|𝑈(𝑦0)
является обратимым отображением. При этом отображение

𝑔 : 𝑌 → R𝑛𝑥 может не быть глобально обратимым, т. е. оно может перево-
дить различные точки множества 𝑌 в одну и ту же точку. Пусть, напри-

мер,

𝑌 = {(𝑟, 𝜙) : 𝑟 ∈ (1, 3), 𝜙 ∈ (−𝜋, 3𝜋)}, 𝑔(𝑟, 𝜙) =

(︂
𝑟 cos𝜙

𝑟 sin𝜙

)︂
.

Отображение 𝑔 : 𝑌 → R2 непрерывно дифференцируемо; матрица Якоби

этого отбражения равна 𝒟 𝑔(𝑟, 𝜙) =

(︂
cos𝜙 −𝑟 sin𝜙
sin𝜙 𝑟 cos𝜙

)︂
, а якобиан:

det𝒟 𝑔(𝑟, 𝜙) = 𝑟 ̸= 0 ∀(𝑟, 𝜙) ∈ 𝑌 . Однако отображение 𝑔 : 𝑌 → R2 не

является обратимым, так как 𝑔(2, 0) = 𝑔(2, 2𝜋) =
(︀
2
0

)︀
.

Теорема 2. Пусть 𝑋 – открытое множество в R𝑛𝑥, 𝑌 – открытое

множество в R𝑛𝑦 . Пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – взаимно однозначное 𝐶𝑘-гладкое

отображение с неравным нулю якобианом, 𝑘 ≥ 1. Тогда 𝑓 является 𝐶𝑘-
гладким диффеоморфизмом.

Доказательство. По теореме об обратном отображении обратное

отображение 𝑔 = 𝑓−1 принадлежит классу 𝐶1(𝑌,𝑋). В случае 𝑘 = 1
теорема доказана. Пусть 𝑘 ≥ 2. Согласно равенству (1) имеем

𝒟 𝑔(𝑦) =
(︁
(𝒟 𝑓)(𝑔(𝑦))

)︁−1
∀𝑦 ∈ 𝑌. (3)

Поскольку отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 является 𝐶𝑘-гладким, то каждый эле-
мент его матрицы Якоби 𝒟 𝑓(𝑥) является 𝐶𝑘−1-гладкой функцией. Из ли-

нейной алгебры известно, что каждый элемент обратной матрицы выра-

жается как многочлен относительно элементов исходной матрицы, делен-

ный на определитель этой матрицы. Используя невырожденность матри-

цы 𝒟 𝑓(𝑥), получаем, что все элементы матрицы (𝒟 𝑓(𝑥))−1 являются

𝐶𝑘−1-гладкими функциями от 𝑥. Если функция 𝑔 является 𝐶𝑚-гладкой
при 𝑚 ≤ 𝑘−1, то в силу равенства (3) получаем, что все элементы матри-

цы 𝒟 𝑔(𝑦) являются 𝐶𝑚-гладкими функциями, т. е. функция 𝑔 является
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𝐶𝑚+1-гладкой. Проводя это рассуждение для 𝑚 = 1, . . . , 𝑘− 1, получаем,
что функция 𝑔 является 𝐶𝑘-гладкой.

Из теоремы 2 следует, что если в условиях этой теоремы 𝑓 ∈
∈ 𝐶∞(𝑋,𝑌 ), то 𝑓 является 𝐶∞-гладким диффеоморфизмом из 𝑋 в 𝑌 .

Теорема 3. Образ открытого множества 𝑌 ⊂ R𝑛 при непрерывно

дифференцируемом отображении 𝑔 : 𝑌 → R𝑛 с неравным нулю якобиа-

ном является открытым множеством.

Доказательство. Через 𝐺 обозначим образ множества 𝑌 при отоб-

ражении 𝑔:
𝐺 = 𝑔(𝑌 ) = {𝑔(𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Покажем, что множество 𝐺 открыто. Пусть 𝑔0 ∈ 𝐺. Требуется дока-

зать, что

∃𝛿 > 0 : 𝑈𝛿(𝑔0) ⊂ 𝐺.
По определению множества 𝐺 из условия 𝑔0 ∈ 𝐺 следует, что суще-

ствует вектор 𝑦0 ∈ 𝑌 такой, что 𝑔(𝑦0) = 𝑔0. В силу теоремы 1 существу-

ют окрестность 𝑈(𝑦0) ⊂ 𝑌 точки 𝑦0 и открытое множество 𝑋 такие, что

𝑔(𝑈(𝑦0)) = 𝑋. Так как 𝑦0 ∈ 𝑈(𝑦0) ⊂ 𝑌 , то 𝑔0 = 𝑔(𝑦0) ∈ 𝑋 = 𝑔(𝑈(𝑦0)) ⊂
⊂ 𝑔(𝑌 ) = 𝐺. В силу открытости 𝑋 найдется число 𝛿 > 0 такое, что

𝑈𝛿(𝑔0) ⊂ 𝑋, а значит, 𝑈𝛿(𝑔0) ⊂ 𝐺.

Замечание. Условие отличия от нуля якобиана отображения в тео-

реме 3 существенно. Например, непрерывно дифференцируемое отобра-

жение 𝑔(𝑦) = 0 переводит любое открытое множество 𝐺 в множество,

состоящее из одной точки 0, которое не является открытым.

Напомним, что областью в метрическом пространстве называется от-

крытое линейно-связное множество. Согласно теореме 4 ?? главы 6 непре-

рывное отображение переводит линейно-связное множество в линейно-

связное множество. Отсюда и из теоремы 3 получаем

Следствие. (Принцип сохранения области.) Образ области 𝑌 ⊂
⊂ R𝑛 при непрерывно дифференцируемом отображении 𝑔 : 𝑌 → R𝑛 с

неравным нулю якобианом является областью.

§ 6. Теорема о расщеплении отображений

Определение. Для отображений
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𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
· · ·

𝑓 𝑖−1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
𝑥𝑖

𝑓 𝑖+1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
· · ·

𝑓𝑛(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 𝑔(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

· · ·
𝑥𝑖−1

𝑔𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
𝑥𝑖+1

· · ·
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

будем говорить, что отображение 𝑓 не меняет 𝑖-ю координату, а отоб-

ражение 𝑔 меняет только 𝑖-ю координату.

Теорема 1. (О расщеплении отображений.) Пусть отображение

Φ(𝑥) =

⎛
⎝

𝜑1(𝑥)
· · ·
𝜑𝑛(𝑥)

⎞
⎠

является 𝐶𝑘-гладким в окрестности точки 𝑥0 ∈ R𝑛 и det𝒟Φ(𝑥0) ̸= 0.
Тогда в некоторой окрестности точки 𝑥0 отображение Φ представимо

в виде суперпозиции 𝐶𝑘-гладких диффеоморфизмов 𝑔1, ..., 𝑔𝑛, каждый из

которых меняет только одну координату, и линейного диффеоморфизма

𝛼 : R𝑛 → R𝑛, меняющего только порядок координат.

Доказательство. Так как det𝒟Φ(𝑥0) ̸= 0, то в первом столб-

це матрицы Якоби 𝒟Φ(𝑥0) найдется отличный от нуля элемент: ∃𝑘 ∈
∈ 1, 𝑛 : 𝜕𝜑𝑘

𝜕𝑥1
(𝑥0) ̸= 0. Обозначим 𝑦𝑘 = 𝜑𝑘(𝑥), 𝑦𝑘0 = 𝜑𝑘(𝑥0).

Рассмотрим отображение 𝑔1, которое точку (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) переводит в
точку (𝑦𝑘, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) и меняет только первую координату:

𝑔1(𝑥
1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =

⎛
⎜⎜⎝

𝜑𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
𝑥2

· · ·
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎠ .

Матрица Якоби этого отображения имеет вид

𝒟 𝑔1 =

⎛
⎜⎜⎝

𝜕𝜑𝑘

𝜕𝑥1
. . . . . . . . . 𝜕𝜑𝑘

𝜕𝑥𝑛

0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .
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Определитель этой матрицы в точке 𝑥0 не равен 0: det𝒟 𝑔1(𝑥0) =

= 𝜕𝜑𝑘

𝜕𝑥1
(𝑥0) ̸= 0. Поэтому в силу теоремы об обратном отображении в

некотрой окрестности точки 𝑥0 отображение 𝑔1 является диффеоморфиз-
мом. Согласно теореме 2 § 5 отображение 𝑔1 является 𝐶

𝑘-гладким диф-

феоморфизмом.

Рассмотрим отображение

ℎ1(𝑥) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜑𝑘(𝑥)
𝜑2(𝑥)
· · ·
𝜑𝑘−1(𝑥)
𝜑1(𝑥)
𝜑𝑘+1(𝑥)
· · ·
𝜑𝑛(𝑥)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

которое точку 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) переводит в точку

(𝑦𝑘, 𝑦2, ..., 𝑦𝑘−1, 𝑦1, 𝑦𝑘+1, ..., 𝑦𝑛). Тогда отображение Φ является су-

перпозицией 𝛼1 ∘ ℎ1, где 𝛼1 меняет местами первую и 𝑘-ю компоненты

(или является тождественным отображением в случае 𝑘 = 1). Таким
образом,

Φ = 𝛼1 ∘ ℎ1 = 𝛼1 ∘ ℎ1 ∘ 𝑔−1
1 ∘ 𝑔1 = 𝛼1 ∘ 𝑓1 ∘ 𝑔1,

где 𝑓1 = ℎ1 ∘ 𝑔−1
1 . Отображение 𝑓1 переводит точку (𝑦𝑘, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) в точку

(𝑦𝑘, 𝑦2, ..., 𝑦𝑘−1, 𝑦1, 𝑦𝑘+1, ..., 𝑦𝑛), а значит, не меняет первую координату.

Все отображения 𝛼1, 𝑓1, 𝑔1 являются 𝐶
𝑘-гладкими диффеоморфизмами.

Применяя аналогичные рассуждения к диффеоморфизму 𝑓1, где вме-
сто первого столбца матрицы Якоби 𝒟Φ в точке 𝑥0 будем рассматри-

вать второй столбец матрицы Якоби 𝒟 𝑓1 в точке (𝑦𝑘0 , 𝑥
2
0, . . . , 𝑥

𝑛
0 ), полу-

чим представление 𝑓1 = 𝛼2 ∘ 𝑓2 ∘ 𝑔2 в виде суперпозиции отображения

𝛼2, которое может лишь менять местами координаты, диффеоморфизма

𝑓2, который не меняет две координаты, и диффеоморфизма 𝑔2, который
меняет лишь одну координату. Таким образом,

Φ = 𝛼1 ∘ 𝑓1 ∘ 𝑔1 = 𝛼1 ∘ 𝛼2 ∘ 𝑓2 ∘ 𝑔2 ∘ 𝑔1.
Продолжая этот процесс, получаем

Φ = 𝛼1 ∘ 𝛼2 ∘ . . . ∘ 𝛼𝑛−1 ∘ 𝑔𝑛 ∘ . . . ∘ 𝑔1 = 𝛼 ∘ 𝑔𝑛 ∘ . . . ∘ 𝑔1,
где 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 – 𝐶

𝑘-гладкие диффеоморфизмы, меняющие только одну ко-

ординату; 𝛼 = 𝛼1 ∘𝛼2 ∘ . . .∘𝛼𝑛−1 – линейный диффеоморфизм, меняющий

только порядок координат.
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Из теоремы 1 следует, что если в условиях этой теоремы отображение

Φ является 𝐶∞-гладким диффеоморфизмом, то его можно расщепить в

суперпозицию 𝐶∞-гладких диффеоморфизмов 𝑔𝑖, меняющих только одну
координату, и линейного диффеоморфизма 𝛼, меняющего только порядок
координат. Этот результат будет использован далее при доказательстве

теоремы о замене переменных в кратном интеграле.

207



Г Л А В А 8

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА
И НЕОПPЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГPАЛ

§ 1. Комплексные числа

Определение. Множеством C комплексных чисел называется мно-

жество (упорядоченных) пар действительных чисел (𝑥, 𝑦) ∈ R2 (которые

принято записывать как 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦) с операциями сложения и умножения
элементов (см. ниже). При этом 𝑥 = Re 𝑧 называется вещественной ча-

стью, а 𝑦 = Im 𝑧 – мнимой частью комплексного числа 𝑧. Комплексное
число 𝑥+ 𝑖 0 отождествляется с вещественным числом 𝑥 ∈ R, т. е. R ⊂ C.

Пусть 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1, 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2, где 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ∈ R. Тогда
1) 𝑧1 = 𝑧2 ⇐⇒

(︁
𝑥1 = 𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2

)︁
;

2) 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2), 𝑧1 − 𝑧2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑖(𝑦1 − 𝑦2), т. е.
сумма и разность комплексных чисел определяется как сумма и разность

векторов в R2;

3) 𝑧1𝑧2 = 𝑥1𝑥2−𝑦1𝑦2+𝑖(𝑥1𝑦2+𝑥2𝑦1), т. е. при вычислении произведения
(𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 + 𝑖𝑦2) нужно раскрыть скобки и воспользоваться тем, что

𝑖2 = −1.

Свойства операций комплексных чисел

а) 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1, 𝑧1𝑧2 = 𝑧2𝑧1,
б) (𝑧1 + 𝑧2) + 𝑧3 = 𝑧1 + (𝑧2 + 𝑧3), (𝑧1𝑧2)𝑧3 = 𝑧1(𝑧2𝑧3),
в) 𝑧1(𝑧2 + 𝑧3) = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3

доказать самостоятельно.

Геометрическая интерпретация комплексных чисел

Im z

Re z

z = x+ iy
y

x

3

Комплексное число 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 бу-

дем изображать как точку с ко-

ординатами (𝑥, 𝑦) на комплексной
плоскости, т. е. на координатной

плоскости с осями Re 𝑧, Im 𝑧.
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Операция сложения ком-

плексных чисел соответ-

ствует сложению радиус-

векторов точек комплексной

плоскости.

Im z

Re z

z1

z2

z1 + z2

3

Определение. Если 𝑥 = 𝑟 cos𝜙,
𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑟 ≥ 0, 𝜙 ∈ R, то 𝑟 называ-

ется модулем, а 𝜙 – аpгументом ком-

плексного числа 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦:

𝑟 = |𝑧|, 𝜙 = arg 𝑧.

Im z

Re z

z = x+ iy
y

x

ϕ

r

3

Покажем, что для любого комплексного числа существуют его модуль

и аргумент. Пусть 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R. Обозначим 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. В случае

𝑧 = 0 имеем 𝑟 = 0, и любое 𝜙 ∈ R является аргументом 𝑧. Пусть 𝑧 ̸=
̸= 0. Так как точка 1

𝑟𝑧 лежит на единичной окружности, то найдется

вещественное число 𝜙 ∈ [0, 2𝜋) такое, что точка 1
𝑟𝑧 имеет координаты

(cos𝜙, sin𝜙), т. е. 1
𝑟𝑧 = cos𝜙 + 𝑖 sin𝜙. Следовательно, 𝑟 = |𝑧|, 𝜙 = arg 𝑧.

Таким образом, любое комплексное число 𝑧 может быть представлено в
тригонометрической форме:

𝑧 = 𝑟(cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙).

Из основного тригонометрического тождества следует, что модуль

комплексного числа определен однозначно: |𝑧| =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. Если 𝜙 – аp-

гумент числа 𝑧, то любое число вида 𝜙 + 2𝜋𝑘, где 𝑘 – целое, также яв-

ляется аpгументом числа 𝑧. Поэтому аpгумент комплексного числа 𝑧 ̸= 0
определен с точностью до слагаемого 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Определение. Экспонентой комплексного числа 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 (𝑥, 𝑦 ∈
∈ R) называется комплексное число 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦).

Из определения экспоненты комплексного числа следует формула Эй-

лера: 𝑒𝑖𝜙 = cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙 ∀𝜙 ∈ R.
Из формулы Эйлера и определений модуля и аpгумента комплексного

числа следует, что любое комплексное число 𝑧 может быть представлено
в экспоненциальной форме:

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, где 𝑟 = |𝑧|, 𝜙 = arg 𝑧.
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Лемма 1. (Свойство экспоненты.)

∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C →˓ 𝑒𝑧1 𝑒𝑧2 = 𝑒𝑧1+𝑧2 .

Доказательство. Пусть 𝑧1 = 𝑥1+𝑖𝑦1, 𝑧2 = 𝑥2+𝑖𝑦2 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ R). Тогда
𝑒𝑧1 𝑒𝑧2 = 𝑒𝑥1+𝑖𝑦1 𝑒𝑥2+𝑖𝑦2 = 𝑒𝑥1(cos 𝑦1 + 𝑖 sin 𝑦1) 𝑒

𝑥2(cos 𝑦2 + 𝑖 sin 𝑦2) =

= 𝑒𝑥1+𝑥2(cos 𝑦1 cos 𝑦2 − sin 𝑦1 sin 𝑦2 + 𝑖(cos 𝑦1 sin 𝑦2 + sin 𝑦1 cos 𝑦2)) =

= 𝑒𝑥1+𝑥2(cos(𝑦1 + 𝑦2) + 𝑖 sin(𝑦1 + 𝑦2)) = 𝑒(𝑥1+𝑥2)+𝑖(𝑦1+𝑦2) = 𝑒𝑧1+𝑧2 .

Мы воспользовались тригонометрическими формулами, доказанными в

теореме 1 § 11 главы 2.

Следствие 1. Для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ C
1) |𝑧1 · 𝑧2| = |𝑧1| · |𝑧2|;
2) arg (𝑧1 · 𝑧2) = arg 𝑧1 + arg 𝑧2.
Доказательство. Пусть 𝑟1 = |𝑧1|, 𝜙1 = arg 𝑧1, 𝑟2 =

= |𝑧2|, 𝜙2 = arg 𝑧2. Тогда 𝑧1𝑧2 = 𝑟1 𝑒
𝑖𝜙1 𝑟2 𝑒

𝑖𝜙2 = 𝑟1𝑟2 𝑒
𝑖(𝜙1+𝜙2). Следо-

вательно, |𝑧1𝑧2| = 𝑟1𝑟2, arg (𝑧1𝑧2) = 𝜙1 + 𝜙2.

Определение. Пусть 𝑧1 ∈ C, 𝑧2 ∈ C ∖ {0}. Частным 𝑧1
𝑧2

называется

такое комплексное число 𝑧, что 𝑧1 = 𝑧𝑧2.

Следствие 2. Пусть 𝑧1 ∈ C, 𝑧2 ∈ C∖{0}. Тогда частное 𝑧1
𝑧2
существует

и единственно, причем

1)
⃒⃒
⃒ 𝑧1𝑧2
⃒⃒
⃒ = |𝑧1|

|𝑧2| ,

2) arg
(︁
𝑧1
𝑧2

)︁
= arg 𝑧1 − arg 𝑧2.

Доказательство. Пусть 𝑧 ∈ C. Обозначим через 𝑟, 𝑟1, 𝑟2 мо-

дули, а через 𝜙,𝜙1, 𝜙2 аpгументы чисел 𝑧, 𝑧1, 𝑧2. Тогда 𝑧 = 𝑧1
𝑧2

опp.⇐⇒

⇐⇒ 𝑧1 = 𝑧𝑧2
Сл. 1.⇐⇒

(︂
𝑟1 = 𝑟𝑟2, 𝜙1 = 𝜙 + 𝜙2

)︂
⇐⇒

(︂
𝑟 = 𝑟1

𝑟2
, 𝜙 =

= 𝜙1 − 𝜙2

)︂
.

Определение. Сопряженным к комплексному числу 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
(𝑥, 𝑦 ∈ R) называется комплексное число 𝑧 = 𝑥− 𝑖𝑦.

Свойства операции сопряжения комплексных чисел

1) 𝑧1 ± 𝑧2 = 𝑧1 ± 𝑧2, (𝑧1 · 𝑧2) = 𝑧1 · 𝑧2, (𝑧1/𝑧2) = 𝑧1/𝑧2,
2) 𝑧 = 𝑧,
3) 𝑧 + 𝑧 = 2Re 𝑧, 𝑧 − 𝑧 = 2𝑖 Im 𝑧, 𝑧 · 𝑧 = |𝑧|2,
4) |𝑧| = |𝑧|, arg 𝑧 = − arg 𝑧

доказать самостоятельно.
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Замечание. Частное комплексных чисел удобно вычислять по фор-

муле 𝑧1
𝑧2

= 𝑧1·𝑧2
|𝑧2|2 .

Определение. Если 𝑧 ∈ C, 𝑛 ∈ N, то 𝑧𝑛 = 𝑧 · ... · 𝑧⏟  ⏞  
𝑛 раз

.

Пусть 𝑟 = |𝑧|, 𝜙 = arg 𝑧. Из леммы 1 следует, что 𝑧𝑛 =
(︀
𝑟𝑒𝑖𝜙

)︀𝑛
=

= 𝑟𝑛 𝑒𝑖𝑛𝜙. Поэтому |𝑧𝑛| = |𝑧|𝑛, arg 𝑧𝑛 = 𝑛 arg 𝑧 и справедлива формула

Муавра:

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(cos𝑛𝜙+ 𝑖 sin𝑛𝜙).

Пример 1. Решить уравнение 𝑧𝑛 = 𝑎, где 𝑛 ∈ N, 𝑎 ∈ C, 𝑎 ̸= 0.

Решение. Представим числа 𝑎 и 𝑧 в экспонециальной форме: 𝑎 =
= |𝑎|𝑒𝑖𝜙, 𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖𝜓, где 𝜙,𝜓 ∈ [0, 2𝜋). Тогда уравнение 𝑧𝑛 = 𝑎 примет

вид |𝑧|𝑛𝑒𝑖𝑛𝜓 = |𝑎|𝑒𝑖𝜙, т. е. |𝑧| = |𝑎|1/𝑛, 𝑛𝜓 = 𝜙 + 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z. Так как

полуинтервал [0, 2𝜋) содержит 𝑛 чисел вида 𝜙+2𝜋𝑘
𝑛 , 𝑘 ∈ Z, то уравнение

𝑧𝑛 = 𝑎 имеет 𝑛 решений:

𝑧 = |𝑎| 1𝑛 𝑒
𝑖(𝜙+2𝜋𝑘)

𝑛 .

§ 2. Разложение многочлена на множители

Определение. Многочленом степени 𝑛 называется функция

𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛 𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝑧

𝑛−1 + ...+ 𝑎0,

где 𝑎𝑗 ∈ C, 𝑎𝑛 ̸= 0, 𝑧 ∈ C. Степень многочлена 𝑃 будем обозначать через

deg𝑃 .

Лемма 1. Для любых чисел 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏0, . . . , 𝑏𝑛 ∈ C следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) ∀𝑧 ∈ C →˓
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 =

𝑛∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘𝑧
𝑘;

(2) ∀𝑥 ∈ R →˓
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 =

𝑛∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘𝑥
𝑘;

(3) ∀𝑘 ∈ N ∪ {0} →˓ 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘.

Доказательство (2) ⇒ (3) проводится аналогично доказательству

теоремы о единственности разложения по формуле Тейлора. Доказатель-

ство (3) ⇒ (1) ⇒ (2) очевидно.
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Теорема 1. (Основная теорема алгебpы.) Для любого многочлена

𝑃 (𝑧) степени deg𝑃 ≥ 1 существует корень, т. е. ∃𝑧0 ∈ C : 𝑃 (𝑧0) = 0.

Доказательство. Пусть 𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛 𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝑧

𝑛−1 + ... + 𝑎0, 𝑎𝑛 ̸= 0.
Так как

𝑃 (𝑧)

𝑎𝑛 𝑧𝑛
= 1 +

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛𝑧
+ ...+

𝑎0
𝑎𝑛𝑧𝑛

→ 1 при |𝑧| → +∞,

то |𝑃 (𝑧)|
|𝑎𝑛 𝑧𝑛| → 1 при |𝑧| → +∞. Отсюда и из соотношения |𝑎𝑛 𝑧𝑛| = |𝑎𝑛| ·

|𝑧|𝑛 → +∞ при |𝑧| → +∞ следует, что |𝑃 (𝑧)| → +∞ при |𝑧| → +∞.

Поэтому существует число 𝑅 > 0 такое, что

|𝑃 (𝑧)| > |𝑃 (0)| ∀𝑧 ∈ C : |𝑧| > 𝑅. (1)

Поскольку множество {𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ 𝑅} компактно, а функция

|𝑃 (𝑧)| непрерывна (как функция двух переменных (𝑥, 𝑦), 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦),
то min

𝑧∈C: |𝑧|≤𝑅
|𝑃 (𝑧)| достигается в некоторой точке 𝑧0 ∈ C. Отсюда и из (1)

получаем, что min
𝑧∈C
|𝑃 (𝑧)| достигается в точке 𝑧0. Следовательно, мини-

мум многочлена 𝑄(𝑧) = 𝑃 (𝑧0 + 𝑧) по всем 𝑧 ∈ C достигается при 𝑧 = 0.
Рассмотрим многочлен 𝑄(𝑧) = 𝑐0 + 𝑐1 𝑧 + ... + 𝑐𝑛 𝑧

𝑛. Заметим, что

𝑐𝑛 = 𝑎𝑛 ̸= 0. Для завершения доказательства теоремы достаточно до-

казать, что 𝑐0 = 0. Тогда 𝑃 (𝑧0) = 𝑄(0) = 0. Предположим противное:

𝑐0 ̸= 0. Пусть 𝑐𝑘 – первый ненулевой коэффициент среди коэффициентов
𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, т. е. 𝑄(𝑧) = 𝑐0 + 𝑐𝑘𝑧

𝑘 + ... + 𝑐𝑛𝑧
𝑛, 𝑐𝑘 ̸= 0. Как было показано в

примере из предыдущего параграфа, существует 𝑤 ∈ C – решение урав-

нения 𝑤𝑘 = − 𝑐0
𝑐𝑘
. Тогда, подставляя 𝑧 = 𝑡𝑤, 𝑡 ∈ R, получаем 𝑄(𝑡𝑤) = 𝑐0 +

+ 𝑐𝑘𝑡
𝑘𝑤𝑘 + 𝑜(𝑡𝑘) = 𝑐0(1− 𝑡𝑘 + 𝑜(𝑡𝑘)) при 𝑡→ +0. Следовательно,

|𝑄(𝑡𝑤)| = |𝑐0|(1− 𝑡𝑘 + 𝑜(𝑡𝑘)) < |𝑐0|
(︂
1− 𝑡𝑘

2

)︂
< |𝑐0| = |𝑄(0)|

при достаточно малых 𝑡 > 0. Это противоречит тому, что min
𝑧∈C
|𝑄(𝑧)| до-

стигается при 𝑧 = 0.

Деление многочленов можно производить «в столбик». Например,

разделим 𝑃 (𝑥) = 𝑥2 на 𝑄(𝑥) = 𝑥− 1:

𝑥2 𝑥− 1
𝑥2 − 𝑥 𝑥+ 1

𝑥
𝑥 − 1

1

,
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следовательно, 𝑥2

𝑥−1 = 𝑥+ 1 + 1
𝑥−1 .

Лемма 2. Пусть заданы многочлены 𝑃 (𝑧) и 𝑄(𝑧), deg𝑃 ≥ deg𝑄.
Тогда существуют и единственны многочлены 𝐷(𝑧) и 𝑅(𝑧) такие, что
deg𝑅 < deg𝑄 и

𝑃 (𝑧)

𝑄(𝑧)
= 𝐷(𝑧) +

𝑅(𝑧)

𝑄(𝑧)
. (2)

Многочлен 𝑅(𝑧) называется остатком от деления 𝑃 (𝑧) на 𝑄(𝑧).

Доказательство. Пусть deg𝑃 = 𝑛, 𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛 𝑧
𝑛+...+𝑎0, deg𝑄 = 𝑚,

𝑄(𝑧) = 𝑏𝑚 𝑧
𝑚 + ... + 𝑏0. Приводя уравнение (2) к общему знаменателю,

получаем

𝑃 (𝑧) = 𝐷(𝑧)𝑄(𝑧) +𝑅(𝑧). (3)

Так как deg𝑅 < deg𝑃 , то deg (𝑃 − 𝑅) = 𝑛 и deg𝐷 = 𝑛 −𝑚. Определим
коэффициенты многочлена 𝐷(𝑧) = 𝑑𝑛−𝑚 𝑧

𝑛−𝑚 + ...+ 𝑑0, начиная с коэф-
фициента при старшей степени. Уравнение (3) принимает вид 𝑎𝑛 𝑧

𝑛+... =
= 𝑑𝑛−𝑚 𝑧

𝑛−𝑚 𝑏𝑚 𝑧
𝑚 + ... . Приравнивая коэффициенты при 𝑧𝑛, cогласно

лемме 1 получаем 𝑑𝑛−𝑚 = 𝑎𝑛
𝑏𝑚
. При известном коэффициенте 𝑑𝑛−𝑚 за-

дача деления многочлена 𝑃 (𝑧) на 𝑄(𝑧) сводится к задаче деления ̃︀𝑃 (𝑧)
на 𝑄(𝑧), где ̃︀𝑃 (𝑧) = 𝑃 (𝑧) − 𝑑𝑛−𝑚 𝑧𝑛−𝑚𝑄(𝑧) – многочлен степени ≤ 𝑛 −
− 1: 𝑃 (𝑧)

𝑄(𝑧) = 𝑑𝑛−𝑚 𝑧
𝑛−𝑚 +

̃︀𝑃 (𝑧)
𝑄(𝑧) . Применяя те же рассуждения к дроби̃︀𝑃 (𝑧)

𝑄(𝑧) и так далее, получаем разложение (2). Так как коэффициент 𝑑𝑛−𝑚

определяется однозначно, то многочлен ̃︀𝑃 (𝑧) определяется однозначно.

По индукции получаем, что все коэффициенты многочленов 𝐷(𝑧) и 𝑅(𝑧)
определяются однозначно.

Заметим, что доказательство леммы 2 является формальным описа-

нием алгоритма Евклида деления многочленов «в столбик».

Определение . Пусть 𝑃 (𝑥) и 𝑄(𝑥) – многочлены. Функция вида 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥)

называется правильной рациональной дробью, если deg𝑃 < deg𝑄 и мно-

гочлены 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) не имеют общих корней.

Согласно лемме 2 дробь 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) , если она не является правильной, можно

представить в виде суммы многочлена и правильной дроби.

Теорема 2. (Теорема Безу.) Пусть задано число 𝑧0 ∈ C. Многочлен
𝑃 (𝑧) делится на 𝑧 − 𝑧0 без остатка ⇐⇒ 𝑃 (𝑧0) = 0.
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Доказательство. Если deg𝑃 = 0, то утверждение теоремы триви-

ально выполнено. Пусть deg𝑃 ≥ 1. Разделив 𝑃 (𝑧) на 𝑄(𝑧) = 𝑧 − 𝑧0, со-
гласно лемме 2 получаем 𝑃 (𝑧) = 𝐷(𝑧) (𝑧 − 𝑧0) + 𝑅(𝑧), где deg𝑅 < 1, т. е.
𝑅(𝑧) = 𝑐0 – константа. Итак, 𝑃 (𝑧) = 𝐷(𝑧) (𝑧 − 𝑧0) + 𝑐0. Поэтому 𝑃 (𝑧)
делится на 𝑧 − 𝑧0 без остатка ⇐⇒ 𝑐0 = 0 ⇐⇒ 𝑃 (𝑧0) = 0.

Теорема 3. Любой многочлен 𝑃 (𝑧) степени deg𝑃 = 𝑛 можно пред-

ставить в виде

𝑃 (𝑧) = 𝑎 (𝑧 − 𝑧1) ... (𝑧 − 𝑧𝑛),
где 𝑎 ∈ C, 𝑎 ̸= 0, 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 – корни многочлена 𝑃 (𝑧), среди которых могут
быть равные.

Доказательство. В силу основной теоремы алгебpы ∃𝑧1 ∈ C :
𝑃 (𝑧1) = 0. По теореме Безу 𝑃 (𝑧) делится на 𝑧−𝑧1 без остатка, т. е. 𝑃 (𝑧) =
= (𝑧− 𝑧1)𝑃1(𝑧). Аналогично, применяя основную теорему алгебpы и тео-

рему Безу к многочлену 𝑃1(𝑧), получаем 𝑃1(𝑧) = (𝑧 − 𝑧2)𝑃2(𝑧). И так

далее по индукции получаем требуемое разложение.

Определение. Число 𝑧0 ∈ C называется корнем кратности 𝑘 мно-

гочлена 𝑃 (𝑧), если 𝑃 (𝑧) делится без остатка на (𝑧− 𝑧0)𝑘 и не делится без
остатка на (𝑧 − 𝑧0)𝑘+1.

Лемма 3. Пусть 𝑧0 – корень кратности 𝑘 многочлена 𝑃 (𝑧), все
коэффициенты которого вещественны. Тогда комплексно-сопряженное

число 𝑧0 – также корень кратности 𝑘 многочлена 𝑃 (𝑧).

Доказательство. По условию леммы

∀𝑧 ∈ C →˓ 𝑃 (𝑧) = 𝐷(𝑧) (𝑧 − 𝑧0)𝑘, (4)

причем 𝐷(𝑧0) ̸= 0. Возьмем комплексное сопряжение от левой и правой

частей равенства (4). Так как коэффициенты многочлена 𝑃 (𝑧) веществен-
ны, то 𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛 𝑧𝑛 + ...+ 𝑎0 = 𝑎𝑛 𝑧𝑛 + ...+ 𝑎0 = 𝑃 (𝑧), следовательно,

∀𝑧 ∈ C →˓ 𝑃 (𝑧) = 𝐷(𝑧) (𝑧 − 𝑧0)𝑘.

Поэтому

∀𝑧 ∈ C →˓ 𝑃 (𝑧) = 𝐷1(𝑧)(𝑧 − 𝑧0)𝑘,
где 𝐷1(𝑧) = 𝐷(𝑧). Следовательно, 𝐷1(𝑧0) = 𝐷(𝑧0) ̸= 0. Поэтому 𝑧0 –

также корень кратности 𝑘 многочлена 𝑃 (𝑧).

Из теоремы 3 и леммы 3 следует

214



Теорема 4. (О разложении многочлена на элементарные множите-

ли.) Пусть 𝑃 (𝑥) – многочлен, все коэффициенты которого веществен-

ны. Пусть 𝑥1, ..., 𝑥𝑠 – вещественные корни многочлена 𝑃 (𝑥) кратно-

стей 𝑘1, ..., 𝑘𝑠, а (𝑧1, 𝑧1), ..., (𝑧𝑡, 𝑧𝑡) – паpы комплексно-сопряженных кор-

ней многочлена 𝑃 (𝑥) кратностей ℓ1, ..., ℓ𝑡. Тогда

𝑃 (𝑥) = 𝑎 (𝑥− 𝑥1)𝑘1 ... (𝑥− 𝑥𝑠)𝑘𝑠 (𝑥− 𝑧1)ℓ1 (𝑥− 𝑧1)ℓ1 ... (𝑥− 𝑧𝑡)ℓ𝑡 (𝑥− 𝑧𝑡)ℓ𝑡 =

= 𝑎 (𝑥− 𝑥1)𝑘1 ... (𝑥− 𝑥𝑠)𝑘𝑠 (𝑥2 + 𝑝1𝑥+ 𝑞1)
ℓ1 ... (𝑥2 + 𝑝𝑡𝑥+ 𝑞𝑡)

ℓ𝑡 ,

где 𝑝𝑗 = −(𝑧𝑗 + 𝑧𝑗) = −2Re 𝑧𝑗 ∈ R, 𝑞𝑗 = 𝑧𝑗 𝑧𝑗 = |𝑧𝑗 |2 ∈ R, причем
дискриминанты трехчленов отрицательны: 𝐷𝑗 = 𝑝2𝑗 − 4𝑞𝑗 = (𝑧𝑗 − 𝑧𝑗)2 =
= (2𝑖 Im 𝑧𝑗)

2 = −4(Im 𝑧𝑗)
2 < 0.

§ 3. Разложение правильной рациональной дроби в
сумму элементарныx дробей

В этом параграфе все коэффициенты рассматриваемых многочленов

вещественные.

Лемма 1. Пусть 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) – правильная рациональная дробь. Пусть 𝑥1

– вещественный корень кратности 𝑘 знаменателя (т. е. 𝑄(𝑥) = (𝑥 −
− 𝑥1)

𝑘 ̃︀𝑄(𝑥), и 𝑥1 не является корнем многочлена ̃︀𝑄(𝑥)). Тогда суще-

ствуют и единственны число 𝐴 ∈ R и многочлен 𝐹 (𝑥) такие, что

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴

(𝑥− 𝑥1)𝑘
+

𝐹 (𝑥)

(𝑥− 𝑥1)𝑘−1 ̃︀𝑄(𝑥)
. (1)

При этом 𝐹 (𝑥)

(𝑥−𝑥1)𝑘−1 ̃︀𝑄(𝑥)
– правильная рациональная дробь.

Доказательство. Приводя формулу (1) к общему знаменателю, по-
лучаем 𝑃 (𝑥) = 𝐴 ̃︀𝑄(𝑥) + 𝐹 (𝑥) (𝑥− 𝑥1). Поэтому требуется доказать, что

существуют число 𝐴 ∈ R и многочлен 𝐹 (𝑥) такие, что

𝑃 (𝑥)−𝐴 ̃︀𝑄(𝑥) = 𝐹 (𝑥) (𝑥− 𝑥1). (2)

Таким образом, требуется доказать, что существует число 𝐴 ∈ R такое,

что многочлен 𝜙(𝑥) = 𝑃 (𝑥) − 𝐴 ̃︀𝑄(𝑥) делится на 𝑥 − 𝑥1 без остатка. По

теореме Безу это эквивалентно условию 𝜙(𝑥1) = 0, т. е. 𝑃 (𝑥1)−𝐴 ̃︀𝑄(𝑥1) =
= 0. Так как ̃︀𝑄(𝑥1) ̸= 0, то такое 𝐴 ∈ R существует и единственно: 𝐴 =

= 𝑃 (𝑥1)̃︀𝑄(𝑥1)
. При найденном 𝐴 многочлен 𝐹 (𝑥) определяется формулой (2)

однозначно: 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑥)−𝐴 ̃︀𝑄(𝑥)
𝑥−𝑥1 .
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Так как 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) – правильная дробь, то deg𝑃 < deg𝑄. Отсюда и из

соотношений deg ̃︀𝑄 = deg𝑄 − 𝑘 < deg𝑄 следует, что deg (𝑃 − 𝐴 ̃︀𝑄) <
< deg𝑄. Поэтому в силу равенства (2) имеем

deg𝐹 = deg (𝑃 −𝐴 ̃︀𝑄)− 1 < deg𝑄− 1 = deg ̃︀𝑄+ 𝑘 − 1.

Следовательно, дробь 𝐹 (𝑥)

(𝑥−𝑥1)𝑘−1 ̃︀𝑄(𝑥)
является правильной.

Лемма 2. Пусть 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) – правильная рациональная дробь. Пусть 𝑧1 –

невещественный корень кратности ℓ знаменателя (т. е. согласно лемме
3 § 2 имеем 𝑄(𝑥) = (𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)ℓ ̃︀𝑄(𝑥), где 𝑥2+𝑝𝑥+𝑞 = (𝑥−𝑧1)(𝑥−𝑧1), 𝑧1 не
является корнем многочлена ̃︀𝑄(𝑥)). Тогда существуют и единственны

числа 𝐵,𝐶 ∈ R и многочлен 𝐹 (𝑥) такие, что

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐵𝑥+ 𝐶

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)ℓ
+

𝐹 (𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)ℓ−1 ̃︀𝑄(𝑥)
. (3)

При этом 𝐹 (𝑥)

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)ℓ−1 ̃︀𝑄(𝑥)
– правильная рациональная дробь.

Доказательство. Приводя формулу (3) к общему знаменателю, по-
лучаем 𝑃 (𝑥) = (𝐵𝑥 + 𝐶) ̃︀𝑄(𝑥) + 𝐹 (𝑥)(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞). Поэтому требуется

доказать, что существуют числа 𝐵,𝐶 ∈ R и многочлен 𝐹 (𝑥) такие, что

𝑃 (𝑥)− (𝐵𝑥+ 𝐶) ̃︀𝑄(𝑥) = 𝐹 (𝑥)(𝑥− 𝑧1)(𝑥− 𝑧1). (4)

Таким образом, требуется доказать, что существуют числа 𝐵,𝐶 ∈ R та-

кие, что многочлен 𝜙(𝑥) = 𝑃 (𝑥)− (𝐵𝑥+𝐶) ̃︀𝑄(𝑥) делится на 𝑥−𝑧1 и 𝑥−𝑧1
без остатка. По теореме Безу и лемме 3 § 2 это эквивалентно условию

𝜙(𝑧1) = 0, т. е. 𝑃 (𝑧1)− (𝐵𝑧1 + 𝐶) ̃︀𝑄(𝑧1) = 0. Так как ̃︀𝑄(𝑧1) ̸= 0, то послед-
нее равенство эквивалентно равенству

𝐵𝑧1 + 𝐶 =
𝑃 (𝑧1)

̃︀𝑄(𝑧1)
. (5)

Покажем, что существуют и единственны числа 𝐵,𝐶 ∈ R, удовлетворя-
ющие равенству (5). Обозначим 𝑥1 = Re 𝑧1, 𝑦1 = Im 𝑧1, 𝑥0 = Re 𝑃 (𝑧1)̃︀𝑄(𝑧1)

,

𝑦0 = Im 𝑃 (𝑧1)̃︀𝑄(𝑧1)
. Тогда равенство (5) можно записать в виде 𝐵𝑥1 + 𝑖𝐵𝑦1 +

+ 𝐶 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0. Следовательно, равенство (5) эквивалентно системе

{︂
𝐵𝑦1 = 𝑦0,
𝐶 = 𝑥0 −𝐵𝑥1. (6)
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Так как 𝑧1 ̸∈ R, то 𝑦1 = Im 𝑧1 ̸= 0. Поэтому система (6) имеет единствен-
ное решение 𝐵,𝐶 ∈ R. Следовательно, существуют и единственны числа

𝐵,𝐶 ∈ R такие, что многочлен 𝜙(𝑥) делится на 𝑥− 𝑧1 и 𝑥− 𝑧1 без остат-
ка. При найденных 𝐵 и 𝐶 многочлен 𝐹 (𝑥) определяется формулой (4)

однозначно: 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑥)−(𝐵𝑥+𝐶) ̃︀𝑄(𝑥)
𝑥2+𝑝𝑥+𝑞

.

Доказательство того, что дробь 𝐹 (𝑥)

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)ℓ−1 ̃︀𝑄(𝑥)
является правильной,

проводится аналогично доказательству леммы 1.

Теорема 1. Пусть 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) – правильная рациональная дробь с веще-

ственными коэффициентами. Пусть

𝑄(𝑥) = 𝑎 (𝑥− 𝑥1)𝑘1 ... (𝑥− 𝑥𝑠)𝑘𝑠(𝑥2 + 𝑝1𝑥+ 𝑞1)
ℓ1 ... (𝑥2 + 𝑝𝑡𝑥+ 𝑞𝑡)

ℓ𝑡 ,

где 𝑥1, ..., 𝑥𝑠 – различные вещественные корни многочлена 𝑄(𝑥), а (𝑥2 +
+ 𝑝1𝑥+ 𝑞1), ..., (𝑥

2+ 𝑝𝑡𝑥+ 𝑞𝑡) – различные квадратные трехчлены с отри-

цательными дискриминантами. Тогда дробь 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) можно представить

как сумму элементарных дробей:

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
= Σвещ

1 +Σвещ
2 + ...+Σвещ

𝑠 +Σкомпл
1 + ...+Σкомпл

𝑡 ,

где вещественному корню 𝑥𝑗 кратности 𝑘𝑗 соответствует сумма

Σвещ
𝑗 =

𝑘𝑗∑︁

𝑘=1

𝐴𝑗𝑘
(𝑥− 𝑥𝑗)𝑘

, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑠},

а множителю (𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥 + 𝑞𝑗)
ℓ𝑗 в разложении знаменателя соответ-

ствует сумма

Σкомпл
𝑗 =

ℓ𝑗∑︁

ℓ=1

𝐵𝑗ℓ𝑥+ 𝐶𝑗ℓ
(𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥+ 𝑞𝑗)ℓ

, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑡},

причем все коэффициенты являются действительными числами и

определены однозначно.

Доказательство состоит в многократном применении лемм 1 и 2.

§ 4. Первообразная и элементарные методы
интегрирования

Определение. Пусть на числовом промежутке 𝜔 заданы функции

𝑓 : 𝜔 → R и 𝐹 : 𝜔 → R. Функция 𝐹 называется первообразной функции 𝑓
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на 𝜔, если
∀𝑥 ∈ 𝜔 →˓ 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥),

где под 𝐹 ′(𝑥) понимается 𝐹 ′
+(𝑥) = lim

𝑡→𝑥+0

𝐹 (𝑡)−𝐹 (𝑥)
𝑡−𝑥 в случае, если 𝑥 – левый

конец промежутка 𝜔, а в случае, если 𝑥 – правый конец промежутка 𝜔,
понимается 𝐹 ′

−(𝑥) = lim
𝑡→𝑥−0

𝐹 (𝑡)−𝐹 (𝑥)
𝑡−𝑥 .

Лемма 1. Пусть на числовом промежутке 𝜔 задана функция 𝜙 :
𝜔 → R и 𝜙′(𝑥) = 0 для любого 𝑥 ∈ 𝜔 (где в концах промежутка под

𝜙′(𝑥) понимается соответствующая односторонняя производная). То-

гда ∃𝐶 ∈ R : ∀𝑥 ∈ 𝜔 →˓ 𝜙(𝑥) = 𝐶.

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 𝑥0 ∈ 𝜔 и обо-

значим 𝐶 = 𝜙(𝑥0). По теореме Лагранжа о среднем ∀𝑥 ∈ 𝜔 : 𝑥 ̸= 𝑥0 ∃𝜉,
лежащее строго между 𝑥 и 𝑥0:

𝜙(𝑥)−𝜙(𝑥0)
𝑥−𝑥0 = 𝜙′(𝜉). Так как 𝜙′(𝜉) = 0, то

𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥0) = 𝐶.

Теорема 1. (О структуре множества первообразных.)

Пусть функция 𝐹 : 𝜔 → R является первообразной функции 𝑓 : 𝜔 →
→ R на числовом промежутке 𝜔. Тогда функция 𝐹1 : 𝜔 → R является

первообразной функции 𝑓 на 𝜔 в том и только в том случае, если ∃𝐶 ∈
∈ R : ∀𝑥 ∈ 𝜔 →˓ 𝐹1(𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Доказательство. 1. Если 𝐹1(𝑥) = 𝐹 (𝑥)+𝐶, то 𝐹 ′
1(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

и, следовательно, функция 𝐹1 является первообразной функции 𝑓 .
2. Если 𝐹1 – первообразная функции 𝑓 , то ∀𝑥 ∈ 𝜔 имеем 𝐹 ′

1(𝑥) =
= 𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) и 𝐹 ′

1(𝑥)− 𝐹 ′(𝑥) = 0. По лемме 1, примененной к функции

𝜙(𝑥) = 𝐹1(𝑥)− 𝐹 (𝑥), ∃𝐶 ∈ R: ∀𝑥 ∈ 𝜔 →˓ 𝐹1(𝑥)− 𝐹 (𝑥) = 𝐶.

Определение. Неопределенным интегралом

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 называется

множество всех первообразных функции 𝑓(𝑥).

Из теоремы 1 следует

Теорема 2. Пусть функция 𝐹 (𝑥) является первообразной функ-

ции 𝑓(𝑥). Тогда неопределенный интеграл функции 𝑓(𝑥) – это множе-

ство функций вида 𝐹 (𝑥) + 𝐶, где 𝐶 ∈ R – произвольная константа:∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = {𝐹 (𝑥) + 𝐶 : 𝐶 ∈ R}, что для краткости записывают в виде

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.
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Замечание. Нужно понимать, что неопределенный интеграл – это

не одна функция, а множество функций. Иначе говоря, константа 𝐶, сто-
ящая в правой части последней формулы, – не фиксированная константа,

а параметp, пробегающий множество всех действительных чисел. Непо-

нимание этого факта может привести к недоразумениям. Например, из

формул

∫︁
𝑑𝑥√
1−𝑥2 = arcsin𝑥 + 𝐶,

∫︁
𝑑𝑥√
1−𝑥2 = − arccos𝑥 + 𝐶 не

следует, что arcsin𝑥 = − arccos𝑥. (На самом деле справедливо равенство

arcsin𝑥 = 𝜋
2 − arccos𝑥.)

Лемма 2. Операция взятия дифференциала 𝑑 и операция взятия

неопределенного интеграла

∫︁
являются взаимно обратными:

а) если функция 𝑓(𝑥) на числовом промежутке 𝜔 имеет первообраз-

ную, то на 𝜔

𝑑

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥;

б) если функция 𝐹 (𝑥) дифференцируема на числовом промежутке 𝜔,
то на 𝜔 ∫︁

𝑑(𝐹 (𝑥) + 𝐶) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Доказательство. а) Пусть 𝐹 – первообразная функции 𝑓 , тогда

по теореме 2 имеем

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶, следовательно, 𝑑

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝑑𝐹 (𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

б) Обозначим 𝑓 = 𝐹 ′. Тогда

∫︁
𝑑(𝐹 (𝑥)+𝐶) =

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥)+𝐶.

Лемма 3. (Свойство линейности неопределенного интеграла.) Если

функции 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) имеют первообразные на числовом промежутке

𝜔, 𝛼1 ∈ R, 𝛼2 ∈ R, 𝛼2
1 + 𝛼2

2 ̸= 0, то на 𝜔
∫︁
(𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝛼1

∫︁
𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝛼2

∫︁
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Пусть 𝐹1(𝑥) – первообразная функции 𝑓1(𝑥),
𝐹2(𝑥) – первообразная функции 𝑓2(𝑥). Тогда 𝐹 ′

1(𝑥) = 𝑓1(𝑥),
𝐹 ′
2(𝑥) = 𝑓2(𝑥) и (𝛼1𝐹1(𝑥) + 𝛼2𝐹2(𝑥))

′ = 𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥), сле-

довательно,

∫︁
(𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝛼1𝐹1(𝑥) + 𝛼2𝐹2(𝑥) + 𝐶

𝛼2
1+𝛼

2
2 ̸=0

=

= 𝛼1(𝐹1(𝑥) + 𝐶1) + 𝛼2(𝐹2(𝑥) + 𝐶2) = 𝛼1

∫︁
𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝛼2

∫︁
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.
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Теорема 3. (Замена переменной или метод интегрирования подста-

новкой.)

Пусть на числовом промежутке 𝜔

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,

а функция 𝑥 : 𝜔̃ → 𝜔 дифференцируема на числовом промежутке 𝜔̃.
Тогда на 𝜔̃ ∫︁

𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡) = 𝐹 (𝑥(𝑡)) + 𝐶.

Доказательство. Так как

∫︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶, то 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥).

В силу инвариантности формы первого дифференциала 𝑑𝐹 (𝑥(𝑡)) =

= 𝐹 ′(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡). По лемме 2(б) получаем

∫︁
𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡) =

=

∫︁
𝑑𝐹 (𝑥(𝑡)) = 𝐹 (𝑥(𝑡)) + 𝐶.

Теорема 4. (Метод интегрирования по частям.) Пусть на числовом

промежутке 𝜔 заданы дифференцируемые функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥). Тогда
на 𝜔 ∫︁

𝑢(𝑥) 𝑑𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)−
∫︁
𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥).

Доказательство. Так как 𝑑(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)) = 𝑢(𝑥) 𝑑𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥), то

по свойству линейности

∫︁
𝑢(𝑥) 𝑑𝑣(𝑥) =

∫︁
𝑑(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))−

∫︁
𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥)

Л.2(б)
=

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝐶 −
∫︁
𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) −

∫︁
𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥). Последнее равен-

ство объясняется тем, что произвольная константа 𝐶 уже присутствует

в

∫︁
𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥).

Используя доказанные ранее формулы для производных элементар-

ных функций, получаем следующую таблицу интегралов.

Таблица интегралов

1)

∫︁
𝑥𝛼 𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼+ 1
+ 𝐶, 𝛼 ̸= −1, 𝑥 > 0.

2)

∫︁
𝑑𝑥

𝑥+ 𝑎
= ln |𝑥+ 𝑎|+ 𝐶, 𝑥 ̸= −𝑎.
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3)

∫︁
𝑎𝑥 𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1.

4)

∫︁
sin𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥+ 𝐶,

∫︁
cos𝑥 𝑑𝑥 = sin𝑥+ 𝐶.

5)

∫︁
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= tg 𝑥+ 𝐶, 𝑥 ̸= 𝜋

2
+ 𝜋𝑘,

∫︁
𝑑𝑥

sin2 𝑥
= −ctg 𝑥+ 𝐶, 𝑥 ̸= 𝜋𝑘.

6)

∫︁
sh𝑥 𝑑𝑥 = ch𝑥+ 𝐶,

∫︁
ch𝑥 𝑑𝑥 = sh𝑥+ 𝐶.

7)

∫︁
𝑑𝑥

ch 2𝑥
= th𝑥+ 𝐶,

∫︁
𝑑𝑥

sh 2𝑥
= −cth𝑥+ 𝐶, 𝑥 ̸= 0.

8)

∫︁
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

𝑎
arctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0.

9)

∫︁
𝑑𝑥√
𝑎2 − 𝑥2

= arcsin
𝑥

𝑎
+ 𝐶, |𝑥| < 𝑎.

10)

∫︁
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2 =
1

2𝑎
ln

⃒⃒
⃒⃒𝑥− 𝑎
𝑥+ 𝑎

⃒⃒
⃒⃒+ 𝐶, 𝑥 ̸= ±𝑎.

11)

∫︁
𝑑𝑥√
𝑥2 + 𝑎

= ln |𝑥+
√︀
𝑥2 + 𝑎|+ 𝐶, 𝑎 ̸= 0, 𝑥2 > −𝑎.

§ 5. Интегрирование рациональных дробей

Пусть многочлены 𝑃 (𝑥) и 𝑄(𝑥) не имеют общих корней. Алгоритм

интегрирования рациональной дроби 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) состоит из следующих шагов:

1) если deg𝑃 ≥ deg𝑄, то методом деления многочленов «в столбик»

представить дробь в виде 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) = 𝐷(𝑥)+ 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥) , где 𝐷(𝑥) – многочлен, 𝑅(𝑥)
𝑄(𝑥)

– правильная рациональная дробь;

2) найти корни знаменателя и разложить знаменатель 𝑄(𝑥) на эле-

ментарные множители;

3) методом неопределенных коэффициентов разложить правильную

рациональную дробь 𝑅(𝑥)
𝑄(𝑥) (или

𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) при deg𝑃 < deg𝑄) в сумму элемен-

тарных дробей. В силу теоремы 1 § 3 разложение в сумму элементарных

дробей существует и единственно;

4) проинтегрировать элементарные дроби и многочлен 𝐷(𝑥) при

deg𝑃 ≥ deg𝑄.

Интегрирование элементарных дробей

1. Интегралы вида

∫︁
𝐴𝑑𝑥

(𝑥−𝑥1)𝑘
, 𝑘 ∈ N являются табличными.
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2. Интеграл

∫︁
𝐵𝑥+𝐶

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑘
𝑑𝑥 сводится к интегралу

∫︁
𝑑𝑥

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑘
:

∫︁
𝐵𝑥+ 𝐶

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
𝑑𝑥 =

𝐵

2

∫︁
𝑑(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
+

(︂
𝐶 − 𝐵𝑝

2

)︂∫︁
𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
,

∫︁
𝑑(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
=

{︃
ln |𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞| при 𝑘 = 1,
− 1

(𝑘−1) (𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑘−1 при 𝑘 > 1.

3. Вычислим интеграл

∫︁
𝑑𝑥

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑘
, где знаменатель не имеет веще-

ственных корней. Выделим полный квадрат в знаменателе: 𝑥2 + 𝑝𝑥 +

+ 𝑞 =
(︀
𝑥+ 𝑝

2

)︀2
+ 𝑞 − 𝑝2

4 . Поскольку знаменатель не имеет вещественных

корней, то 𝑞− 𝑝2

4 > 0. Обозначим 𝑎 =
√︀
𝑞 − 𝑝2/4 и выполним замену пере-

менной интегрирования: 𝑡 = 𝑥+ 𝑝/2. Тогда

∫︁
𝑑𝑥

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑘
=

∫︁
𝑑𝑡

(𝑡2+𝑎2)𝑘
=

= 𝐼𝑘(𝑡).

При 𝑘 = 1 имеем 𝐼1(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡

𝑡2+𝑎2
= 1

𝑎arctg
𝑡
𝑎 + 𝐶.

Выведем рекуррентную формулу для вычисления 𝐼𝑘(𝑡) при 𝑘 > 1.
Интегрируя по частям, получаем

𝐼𝑘(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘
=

𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘
+ 2𝑘

∫︁
𝑡2 𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘+1
=

=
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘
+ 2𝑘

∫︁
(𝑡2 + 𝑎2) 𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘+1
− 2𝑘𝑎2

∫︁
𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘+1
=

=
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘
+ 2𝑘 𝐼𝑘(𝑡)− 2𝑎2𝑘 𝐼𝑘+1(𝑡),

следовательно,

𝐼𝑘+1(𝑡) =
1

2𝑎2𝑘

(︂
(2𝑘 − 1) 𝐼𝑘(𝑡) +

𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑘

)︂
.

Поскольку интеграл каждой элементарной дроби выражается через

элементарные функции, то интеграл произвольной рациональной дроби

выражается через элементарные функции.
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§ 6. Интегрирование иpрациональных,
тригонометрических и гиперболических функций

Определение. Функция 𝑛 переменных 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 вида

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑎 𝑥𝑘11 . . . 𝑥𝑘𝑛𝑛 ,

где 𝑎 ∈ R, 𝑘𝑖 ∈ N
⋃︀{0}, называется одночленом. Сумма конечного чис-

ла одночленов называется многочленом. Если 𝑃 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑄(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) –

многочлены от 𝑛 переменных, то функция вида 𝑅(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
𝑃 (𝑥1,...,𝑥𝑛)
𝑄(𝑥1,...,𝑥𝑛)

называется рациональной функцией.

1. Интеграл вида ∫︁
𝑅(𝑥1/𝑛) 𝑑𝑥, (1)

где 𝑛 ∈ N, а 𝑅(𝑡) – рациональная функция, сводится к интегралу от

рациональной дроби с помощью подстановки 𝑡 = 𝑥1/𝑛. Действительно,∫︁
𝑅(𝑥1/𝑛) 𝑑𝑥 = 𝑛

∫︁
𝑅(𝑡) 𝑡𝑛−1 𝑑𝑡.

2. Интеграл ∫︁
𝑅

(︃
𝑥,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂ 1
𝑛

)︃
𝑑𝑥, (2)

где 𝑛 ∈ N, а 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция, сводится к интегралу ви-

да (1), если воспользоваться дробно-линейной подстановкой 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏
𝑐𝑥+𝑑 .

Следовательно, подстановка 𝑡 = 𝑦1/𝑛 =
(︁
𝑎𝑥+𝑏
𝑐𝑥+𝑑

)︁ 1
𝑛
приводит данный инте-

грал к интегралу от рациональной дроби.

3. Подстановки Эйлера.

Пусть требуется вычислить интеграл

∫︁
𝑅(𝑥,

√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐) 𝑑𝑥, (3)

где 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция.
а) Если квадратный трехчлен 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 имеет вещественные корни

𝑥1, 𝑥2, то
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 =

√︀
𝑎(𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥2) = |𝑥−𝑥2|

√︁
𝑎𝑥−𝑥1𝑥−𝑥2 . Поэтому

в данном случае интеграл (3) является частным случаем интеграла вида

(2) и сводится к интегралу от рациональной дроби при помощи подста-

новки 𝑡 =
√︁

𝑥−𝑥1
𝑥−𝑥2 .
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б) Пусть квадратный трехчлен 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 не имеет веществен-

ных корней. Тогда при 𝑎 < 0 выражение
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 не определено,

так как 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 < 0 ∀𝑥 ∈ R. При 𝑎 > 0 подстановки Эйлера√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±𝑥√𝑎 + 𝑡 сводят интеграл (3) к интегралу от рацио-

нальной дроби.

4. Интеграл от дифференциального бинома

∫︁
𝑥𝑚(𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)𝑝 𝑑𝑥, где 𝑚,𝑛, 𝑝 − рациональные числа, (4)

в следующих трех случаях сводится к интегралу от рациональной дроби.

Случай 1. 𝑝 – целое.
В этом случае 𝑥𝑚(𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)𝑝 = 𝑅(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) – рациональная функция пе-

ременных 𝑥𝑚, 𝑥𝑛. Поэтому в данном случае интеграл (4) является част-

ным случаем интеграла (1) и подстановка 𝑡 = 𝑥1/𝑞, где 𝑞 – общий знаме-

натель дробей𝑚 и 𝑛, приводит интеграл (4) к интегралу от рациональной
дроби.

Случай 2. 𝑚+1
𝑛 – целое.

Тогда путем подстановки 𝑡 = (𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)1/𝑠, где 𝑠 – знаменатель дроби
𝑝, интеграл (4) сводится к интегралу от рациональной дроби.

Случай 3. 𝑚+1
𝑛 + 𝑝 – целое.

В этом случае подстановка 𝑡 =
(︀
𝑎𝑥𝑛+𝑏
𝑥𝑛

)︀1/𝑠
, где 𝑠 – знаменатель дроби

𝑝, сводит интеграл (4) к интегралу от рациональной дроби.

Теорема Чебышева. Если не реализуется ни один из трех выше

перечисленных случаев, то интеграл от дифференциального бинома (6)

не выражается через элементарные функции.

5. Тригонометрические подстановки.

Универсальная тригонометрическая подстановка 𝑡 = tg (𝑥/2) сводит
интеграл ∫︁

𝑅(sin𝑥, cos𝑥) 𝑑𝑥, (5)

где 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция, к интегралу от рациональной дроби.
Универсальная тригонометрическая подстановка часто приводит к

громоздким вычислениям. Укажем частные случаи, в которых интеграл

(5) следует вычислять с помощью других подстановок.

a) Если функция 𝑅(sin𝑥, cos𝑥) периодична с периодом 𝜋, то следует
использовать подстановку 𝑡 = tg 𝑥.
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б) Если интеграл (5) можно представить в виде

∫︁
𝑅1(cos𝑥) 𝑑 cos𝑥,

где 𝑅1(𝑢) – рациональная функция, то следует использовать подстановку
𝑡 = cos𝑥.

в) Аналогично, если интеграл (5) можно представить в виде∫︁
𝑅2(sin𝑥) 𝑑 sin𝑥, где 𝑅2(𝑢) – рациональная функция, следует исполь-

зовать подстановку 𝑡 = sin𝑥.

6. Универсальная гиперболическая подстановка 𝑡 = th(𝑥/2) сводит

интеграл ∫︁
𝑅(sh𝑥, ch𝑥) 𝑑𝑥 (6)

к интегралу от рациональной дроби.

7. Некоторые интегралы от иррациональных функций удобно вычис-

лять с помощью гиперболических или тригонометрических подстановок.

a) Интеграл вида ∫︁
𝑅(𝑥,

√︀
𝑥2 + 𝑎2)𝑑𝑥,

где 𝑎 > 0, 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция, сводится к интегралу вида

(6) подстановкой 𝑥 = 𝑎 sh 𝑡.
б) Интеграл вида ∫︁

𝑅(𝑥,
√︀
𝑥2 − 𝑎2)𝑑𝑥,

где 𝑎 > 0, 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция, сводится к интегралу вида

(6) подстановкой 𝑥 = 𝑎 ch 𝑡.
в) Интеграл вида ∫︁

𝑅(𝑥,
√︀
𝑎2 − 𝑥2)𝑑𝑥,

где 𝑎 > 0, 𝑅(𝑢, 𝑣) – рациональная функция, сводится к интегралу вида

(5) подстановкой 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡.
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Г Л А В А 9

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

§ 1. Определение и некоторые свойства рядов

Определение. Пусть задана числовая последовательность {𝑎𝑘}∞𝑘=1.

Число 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется 𝑛-й частичной суммой ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘. Эле-

менты последовательности {𝑎𝑘} называются членами этого ряда. Суммой
ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется предел частичных сумм:

∞∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘.

Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется сходящимся, если существует конечный предел ча-

стичных сумм этого ряда, в противном случае ряд называется расходя-

щимся.

Теорема 1. (Необходимое условие сходимости ряда.) Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘

сходится, то lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0.

Доказательство. Поскольку ряд сходится, то существует lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 =

= 𝑆 ∈ R. Следовательно, lim
𝑛→∞

𝑆𝑛−1 = 𝑆 и lim
𝑛→∞

(𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1) = 𝑆 − 𝑆 = 0.

Поскольку 𝑎𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1, то lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

Пример 1. При каких 𝑞 сходится ряд из геометрической прогрессии
∞∑︀
𝑘=1

𝑞𝑘?

Решение. При |𝑞| ≥ 1 имеем 𝑞𝑘 ̸→ 0 (𝑘 → ∞), т. е. не выполняется

необходимое условие сходимости ряда, и, следовательно, ряд расходится.

Пусть |𝑞| < 1. Воспользовавшись формулой для суммы геометриче-

ской прогрессии (которую легко доказать по индукции), получаем 𝑆𝑛 =

=
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑞𝑘 = 𝑞 1−𝑞
𝑛

1−𝑞
𝑛→∞−→ 𝑞

1−𝑞 . Следовательно, при |𝑞| < 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑞𝑘

сходится.
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Лемма 1. (Принцип локализации.) Для любого 𝑘0 ∈ N ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и

∞∑︀
𝑘=𝑘0

𝑎𝑘 сходятся или расходятся одновременно.

Доказательство. Для любого натурального 𝑛 > 𝑘0 справедливо ра-
венство

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 =

𝑘0−1∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 +

𝑛∑︁

𝑘=𝑘0

𝑎𝑘.

Переходя к пределу при 𝑛→∞, получаем требуемое утверждение.

Лемма 1 утверждает, что сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 зависит лишь от по-

ведения 𝑎𝑘 при достаточно больших 𝑘, т. е. при 𝑘 ∈ 𝑈𝜀(+∞) при сколь

угодно малом 𝜀 > 0. Поэтому лемма 1 называется принципом локализа-

ции.

Лемма 2. (Свойство линейности.) Если ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходятся,

то для любых чисел 𝛼 и 𝛽 ряд
∞∑︀
𝑘=1

(𝛼𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘) сходится.

Доказать самостоятельно.

Следствие. Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, а ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 расходится, то

ряд
∞∑︀
𝑘=1

(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) расходится.

§ 2. Ряды с неотрицательными членами

Теорема 1. (О существовании суммы ряда с неотрицательными чле-

нами.) Пусть 𝑎𝑘 ≥ 0 при всех 𝑘 ∈ N. Тогда существует сумма ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, которая является неотрицательным числом или +∞. При этом

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится тогда и только тогда, когда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 < +∞.

Доказательство. Так как 𝑎𝑘 ≥ 0, то последовательность частич-

ных сумм 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 нестрого возрастает. Следовательно, существует

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 ∈ R ∪ {+∞}.
Из теоремы 1 получаем следующий признак сходимости ряда.

227



Теорема 2. (Признак сравнения.) Если 0 ≤ 𝑎𝑘 ≤ 𝑏𝑘 ∀𝑘 ∈ N, то
а) из сходимости ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 следует сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘;

б) из расходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 следует расходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘.

Определение. Будем говорить, что последовательности неотрица-

тельных чисел {𝑎𝑘} и {𝑏𝑘} эквивалентны в смысле сходимости рядов и

писать 𝑎𝑘
сх.∼ 𝑏𝑘, если существуют числа 𝑚 > 0, 𝑀 > 0 и 𝑘0 ∈ N такие,

что

𝑚𝑏𝑘 ≤ 𝑎𝑘 ≤𝑀 𝑏𝑘 ∀𝑘 ≥ 𝑘0.

Теорема 3. Пусть ∃𝑘0 : ∀𝑘≥𝑘0 →˓ 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑏𝑘 ≥ 0 и 𝑎𝑘
сх.∼ 𝑏𝑘. Тогда

ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходятся или расходятся одновременно.

Доказательство состоит в применении признака сравнения и прин-

ципа локализации.

Теорема 4. (Интегральный признак.) Пусть функция 𝑓 : [1,+∞)→
→ R монотонна и имеет первообразную 𝐹 . Тогда ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) сходится

тогда и только тогда, когда первообразная 𝐹 ограничена на луче [1,+∞).

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что 𝑓
нестрого убывает. По теореме Лагранжа о среднем для любого 𝑘 ∈ N
существует число 𝜉𝑘 ∈ (𝑘, 𝑘 + 1) такое, что

𝐹 (𝑘 + 1)− 𝐹 (𝑘) = 𝐹 ′(𝜉𝑘) = 𝑓(𝜉𝑘).

Так как 𝑓 нестрого убывает, то 𝑓(𝑘 + 1) ≤ 𝑓(𝜉𝑘) ≤ 𝑓(𝑘), а значит,

𝑓(𝑘 + 1) ≤ 𝐹 (𝑘 + 1)− 𝐹 (𝑘) ≤ 𝑓(𝑘) ∀𝑘 ∈ N.

Поэтому для любого натурального 𝑛 ≥ 2

𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑘 + 1) ≤
𝑛−1∑︁

𝑘=1

(𝐹 (𝑘 + 1)− 𝐹 (𝑘)) ≤
𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑘).

Обозначая 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘), получаем

𝑆𝑛 − 𝑆1 ≤ 𝐹 (𝑛)− 𝐹 (1) ≤ 𝑆𝑛−1 ∀𝑛 ≥ 2. (1)
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Из монотонности 𝑓 следует существование предела

𝐴 = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥).

Если 𝐴 > 0, то lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = +∞, и в силу (1) имеем lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑛) = +∞. Если

𝐴 < 0, то lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = −∞, и в силу (1) имеем lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑛) = −∞. Поэтому

при 𝐴 ̸= 0 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) расходится и первообразная 𝐹 неограничена, а

значит, утверждение теоремы справедливо.

Пусть теперь 𝐴 = 0. Поскольку 𝑓 нестрого убывает, то 𝑓(𝑥) ≥ 0 для

любого 𝑥 ∈ [1,+∞). Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) расходится, то по теореме о суще-

ствовании суммы ряда с неотрицательными членами последовательность

{𝑆𝑛} неограничена сверху, и в силу (1) первообразная 𝐹 неограничена

сверху, а значит, утверждение теоремы справедливо.

Пусть, наконец, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) сходится. Тогда в силу (1) последова-

тельность {𝐹 (𝑛)} ограничена. Так как 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ≥ 0 для любо-

го 𝑥 ∈ [1,+∞), то функция 𝐹 нестрого возрастает на [1,+∞), а зна-

чит, 𝐹 (𝑛) ≤ 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑛 + 1) при 𝑥 ∈ [𝑛, 𝑛 + 1]. Отсюда и из ограни-

ченности последовательности {𝐹 (𝑛)} следует ограниченность функции

𝐹 : [1,+∞)→ R.

Пример 1. При каких 𝛼 сходится ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘𝛼 ?

Решение. Функция 𝑓(𝑥) = 1
𝑥𝛼 монотонна и имеет на [1,+∞) перво-

образную

𝐹 (𝑥) =

{︃
1

(1−𝛼)𝑥𝛼−1 , 𝛼 ̸= 1,

ln𝑥, 𝛼 = 1.

На луче [1,+∞) функция 𝐹 ограничена при 𝛼 > 1 и неограничена при

𝛼 ≤ 1. Поэтому ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘𝛼 сходится при 𝛼 > 1 и расходится при 𝛼 ≤ 1. В

частности, гармонический ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘 расходится.

Задача 1. Пусть функция 𝑓 : [1,+∞) → R имеет первообразную 𝐹 .

Верно ли, что из сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑘) следует ограниченность 𝐹 на

[1,+∞)? Верно ли обратное?
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Теорема 5. (Признак Даламбера.) Пусть 𝑎𝑘 > 0 ∀𝑘 ∈ N. Тогда
а) если существуют 𝑘0 ∈ N и 𝑞 ∈ (0, 1) такие, что

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≤ 𝑞 ∀𝑘 ≥

≥ 𝑘0, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится;

б) если ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≥ 1, то ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

Доказательство. a) По индукции легко показать, что 𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘0 𝑞𝑘−𝑘0

∀𝑘 ≥ 𝑘0. Поскольку, как показано в примере из § 1, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑞𝑘 сходится при

𝑞 ∈ (0, 1), то ряд
∞∑︀

𝑘=𝑘0

𝑎𝑘0 𝑞
𝑘−𝑘0 также сходится и по признаку сравнения

сходится ряд
∞∑︀

𝑘=𝑘0

𝑎𝑘. А значит, в силу принципа локализации сходится

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

б) Если
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≥ 1 при 𝑘 ≥ 𝑘0, то 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑘0 при 𝑘 ≥ 𝑘0. Следовательно,

𝑎𝑘 ̸→ 0 (𝑘 → ∞), т. е. не выполняется необходимое условие сходимости

ряда, и, следовательно, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

Следствие . (Признак Даламбера в предельной форме.) Пусть 𝑎𝑘 >
> 0 ∀𝑘 ∈ N и lim

𝑘→∞
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
= 𝑞, тогда

а) при 𝑞 < 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится;

б) при 𝑞 > 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится;

в) при 𝑞 = 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 может сходиться, а может и расходиться.

Доказательство. а) Определим 𝑞′ = 𝑞+1
2 . Поскольку 𝑞 < 1, то 𝑞 <

< 𝑞′ < 1. По определению предела ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≤ 𝑞′. Следова-

тельно, в силу теоремы 5(а) ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится.

б) По определению предела ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≥ 1. В силу теоремы

5(б) ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

в) Пусть 𝑎𝑘 = 1
𝑘𝛼 . Тогда lim

𝑘→∞
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
= lim

𝑘→∞

(︁
𝑘
𝑘+1

)︁𝛼
= 1 ∀𝛼 ∈ R. Одна-

ко, как показано ранее, при 𝛼 > 1 данный ряд сходится, а при 𝛼 ≤ 1 –

расходится.
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Теорема 6. (Признак Коши.) Пусть 𝑎𝑘 > 0 ∀𝑘 ∈ N. Тогда
а) если существуют 𝑘0 ∈ N и 𝑞 ∈ (0, 1) такие, что 𝑘

√
𝑎𝑘 ≤ 𝑞 ∀𝑘 ≥

≥ 𝑘0, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится;

б) если ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑘
√
𝑎𝑘 ≥ 1, то ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

Доказательство. a) Если 𝑘
√
𝑎𝑘 ≤ 𝑞 ∀𝑘 ≥ 𝑘0, то 𝑎𝑘 ≤ 𝑞𝑘 ∀𝑘 ≥ 𝑘0.

В силу признака сравнения и принципа локализации из сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑞𝑘 следует сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

б) Если 𝑘
√
𝑎𝑘 ≥ 1 при 𝑘 ≥ 𝑘0, то 𝑎𝑘 ≥ 1 при 𝑘 ≥ 𝑘0, а значит, не

выполняется необходимое условие сходимости ряда, и, следовательно, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

Следствие. (Признак Коши в предельной форме.) Пусть 𝑎𝑘 > 0
∀𝑘 ∈ N и lim

𝑘→∞
𝑘
√
𝑎𝑘 = 𝑞, тогда

а) при 𝑞 < 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится;

б) при 𝑞 > 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

в) при 𝑞 = 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 может сходиться, а может и расходиться.

Доказательство аналогично доказательству признака Даламбера в

предельной форме.

§ 3. Ряды со знакопеременными членами

Теорема 1. (Критерий Коши.) Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится тогда и только

тогда, когда выполняется условие Коши:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀.

Доказательство. По определению ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, если сходит-

ся последовательность частичных сумм 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘. В силу критерия
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Коши для последовательностей сходимость последовательности {𝑆𝑛} эк-
вивалентна ее фундаментальности: ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N →˓
→˓ |𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛| ≤ 𝜀. Отсюда и из равенства 𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛 =

𝑛+𝑝∑︀
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘 следует

требуемое утверждение.

Определение. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется абсолютно сходящимся, если

сходится ряд
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 называется условно сходящимся, если

этот ряд сходится, но не является абсолютно сходящимся.

Теорема 2. Если ряд абсолютно сходится, то он сходится.

Доказательство. Пусть ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится абсолютно. Тогда вы-

полняется условие Коши сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

|𝑎𝑘|
⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀,

следовательно,

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀,

т. е. выполняется условие Коши сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, а значит, этот

ряд сходится.

Лемма 1. Если ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 абсолютно сходятся, то для

любых чисел 𝛼 и 𝛽 ряд
∞∑︀
𝑘=1

(𝛼𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘) абсолютно сходится.

Доказательство. В силу свойства линейности из сходимости рядов
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|,
∞∑︀
𝑘=1

|𝑏𝑘| следует сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

(|𝛼| |𝑎𝑘|+ |𝛽| |𝑏𝑘|). Поскольку

|𝛼𝑎𝑘+𝛽𝑏𝑘| ≤ |𝛼| |𝑎𝑘|+ |𝛽| |𝑏𝑘|, то в силу признака сравнения ряд
∞∑︀
𝑘=1

|𝛼𝑎𝑘+
+ 𝛽𝑏𝑘| сходится.
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Теорема 3. (Признак Дирихле.) Пусть последовательность частич-

ных сумм ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 ограничена:

∃𝐶 ∈ R : ∀𝑛 ∈ N →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶,

а последовательность {𝑏𝑘} монотонно стремится к нулю. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘 сходится.

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что по-

следовательность {𝑏𝑘} нестрого убывает: 𝑏𝑘+1 ≤ 𝑏𝑘 ∀𝑘 ∈ N. Обозначим
𝐴𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 (𝑛 ∈ N), 𝐴0 = 0. Выполним преобразование Абеля:

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1)𝑏𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 𝑏𝑘 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘−1 𝑏𝑘 =

=

𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 𝑏𝑘 −
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘 𝑏𝑘+1
т. к. 𝐴0 = 0

=

𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 𝑏𝑘 −
𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 𝑏𝑘+1.

Следовательно,

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘 = 𝐴𝑛 𝑏𝑛 +
𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1). (1)

Заметим, что

𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) = 𝑏1 − 𝑏𝑛+1
𝑛→∞−→ 𝑏1,

т. е. ряд
∞∑︀
𝑘=1

(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) сходится, следовательно, сходится ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝐶 (𝑏𝑘 −
− 𝑏𝑘+1). Поскольку 𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1 ≥ 0 и |𝐴𝑘| ≤ 𝐶, то |𝐴𝑘 (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1)| ≤ 𝐶|𝑏𝑘 −
− 𝑏𝑘+1| = 𝐶 (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1). Отсюда в силу признака сравнения получаем

абсолютную сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1). Поэтому в силу теоремы

2 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) сходится.
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Поскольку {𝐴𝑛} – ограниченная последовательность, а {𝑏𝑛} – беско-
нечно малая последовательность, то lim

𝑛→∞
𝐴𝑛 𝑏𝑛 = 0. Отсюда из сходимо-

сти ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) и из формулы (1) следует существование ко-

нечного предела

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 𝑏𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) =

∞∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1),

т. е. сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘.

Теорема 4. (Признак Лейбница.) Если последовательность {𝑏𝑘} мо-
нотонно стремится к нулю, то ряд Лейбница

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 𝑏𝑘 сходится.

Доказательство. Заметим, что последовательность частичных

сумм ряда
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 ограничена:
2𝑚∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 = 0,
2𝑚+1∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 =

= −1 ∀𝑚 ∈ N, следовательно,

⃒⃒
⃒⃒ 𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1 ∀𝑛 ∈ N. В силу

признака Дирихле ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘 𝑏𝑘 сходится.

Замечание . Из того, что ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится и lim
𝑘→∞

𝑏𝑘
𝑎𝑘

= 1

не следует, что ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходится.

Пусть, например, 𝑎𝑘 =
(−1)𝑘√

𝑘
, 𝑏𝑘 =

(−1)𝑘√
𝑘

+ 1
𝑘 . Тогда

𝑏𝑘
𝑎𝑘

= 1 + (−1)𝑘√
𝑘
→ 1

при 𝑘 → ∞. При этом ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится по признаку Лейбница, а ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 расходится, т. к. 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘+𝑐𝑘, где 𝑐𝑘 =
1
𝑘 и, как было показано ранее,

гармонический ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘 расходится.

Теорема 5. (Признак Абеля.) Пусть ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, последова-

тельность {𝑏𝑘} монотонна и ограничена. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘 сходится.
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Доказательство. Так как последовательность {𝑏𝑘} монотонна и

ограничена, то существует lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 𝑏0 ∈ R. Поэтому последовательность

{𝑏𝑘−𝑏0} монотонно стремится к нулю. Из сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 следует

ограниченность последовательности частичных сумм этого ряда. Поэто-

му согласно признаку Дирихле ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑏𝑘 − 𝑏0) сходится. Отсюда и из

сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 вытекает сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑏𝑘.

Следствие из признака Абеля. Пусть последовательность {𝑏𝑘} мо-
нотонна и lim

𝑘→∞
𝑏𝑘 = 𝑏 ∈ (0,+∞). Тогда ряды

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 сходятся

или расходятся одновременно.

Доказательство. Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 сходится

по признаку Абеля.

Докажем обратное. Так как lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 𝑏 ∈ (0,+∞), то ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓
→ 𝑏𝑘 > 0 и lim

𝑘→∞
1
𝑏𝑘

= 1
𝑏 . Так как 𝑏𝑘 > 0 и последовательность {𝑏𝑘} моно-

тонна, то последовательность
{︁

1
𝑏𝑘

}︁
определена и монотонна при 𝑘 ≥ 𝑘0.

Из сходимости этой последовательности следует ее ограниченность. По-

этому в силу признака Абеля из сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 следует сходи-

мость ряда
∞∑︀

𝑘=𝑘0

𝑎𝑘 =
∞∑︀

𝑘=𝑘0

1
𝑏𝑘
𝑎𝑘𝑏𝑘, а значит, сходимость ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

Замечание. Следствие из признака Абеля утверждает, что харак-

тер сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 не изменится, если последовательность {𝑎𝑘}
заменить на эквивалентную последовательность {𝑐𝑘} при условии, что

последовательность
{︁
𝑐𝑘
𝑎𝑘

}︁
монотонна. При этом для рядов со знакопере-

менными членами нельзя использовать запись 𝑎𝑘
сх.∼ 𝑐𝑘, которая подра-

зумевает знакопостоянство членов ряда.
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§ 4. Перестановки слагаемых в рядах
и перемножение рядов

Определение. Будем говорить, что ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 получен перестанов-

кой членов ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, если существует последовательность натураль-

ных чисел {𝑘𝑗}∞𝑗=1, задающая взаимно однозначное преобразование мно-

жества N, и такая, что ∀𝑗 ∈ N →˓ ̃︀𝑎𝑗 = 𝑎𝑘𝑗 .

Теорема 1. (О независимости суммы абсолютно сходящегося ряда

от порядка слагаемых.) Если ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 получен перестановкой членов

абсолютно сходящегося ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, то ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 абсолютно сходится и

его сумма равна сумме ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

Доказательство.
Шаг 1. Рассмотрим случай, когда 𝑎𝑘 ≥ 0 ∀𝑘 ∈ N. Для любого 𝑛 ∈ N

определим

𝑀𝑛 = max
𝑗∈1,𝑛

𝑘𝑗 .

Тогда для любого 𝑛 ∈ N имеем

𝑛∑︁

𝑗=1

̃︀𝑎𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 ≤
𝑀𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘.

Переходя к пределу при 𝑛 → ∞, получаем
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 ≤

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘. Поскольку

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 может быть получен из ряда
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 обратной перестановкой

слагаемых, то
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 ≤
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 . Поэтому при перестановке слагаемых ряда

с неотрицательными членами его сумма не меняется.

Шаг 2. Рассмотрим общий случай. Применяя утверждение шага 1

для сходящегося ряда
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|, получаем сходимость ряда
∞∑︀
𝑗=1
|̃︀𝑎𝑗 |. Поэтому

ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 сходится абсолютно.

Для любого 𝑘 ∈ N обозначим
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𝑎+𝑘 = max{𝑎𝑘, 0}, 𝑎−𝑘 = max{−𝑎𝑘, 0}.

Тогда при всех 𝑘 ∈ N

𝑎𝑘 = 𝑎+𝑘 − 𝑎−𝑘 , |𝑎𝑘| = 𝑎+𝑘 + 𝑎−𝑘 ,

0 ≤ 𝑎+𝑘 ≤ |𝑎𝑘|, 0 ≤ 𝑎−𝑘 ≤ |𝑎𝑘|.
В силу утверждения, доказанного на шаге 1,

∞∑︁

𝑗=1

𝑎+𝑘𝑗 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑎+𝑘 ,

∞∑︁

𝑗=1

𝑎−𝑘𝑗 =

∞∑︁

𝑘=1

𝑎−𝑘 ,

причем эти ряды сходятся по признаку сравнения. Поэтому

∞∑︁

𝑗=1

̃︀𝑎𝑗 =
∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 =
∞∑︁

𝑗=1

(𝑎+𝑘𝑗−𝑎
−
𝑘𝑗
) =

∞∑︁

𝑗=1

𝑎+𝑘𝑗−
∞∑︁

𝑗=1

𝑎−𝑘𝑗 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑎+𝑘 −
∞∑︁

𝑘=1

𝑎−𝑘 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘.

Заметим, что при перестановке членов условно сходящегося ряда сум-

ма ряда, вообще говоря, меняется. Более того, справедлива следующая

теорема.

Теорема 2. (Теорема Римана.) Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится условно,

то для любого 𝑥 ∈ R можно так переставить члены ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, что

полученный ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 будет иметь сумму, равную 𝑥.

Доказательство
Рассмотрим случай 𝑥 ∈ R.
Шаг 1. Составим ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘, членами которого являются все неотри-

цательные члены ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, взятые с сохранением порядка (если неот-

рицательных членов ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 конечное число, то вместо ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘

получится конечная сумма). Составим ряд (или конечную сумму)
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘,

членами которого являются все отрицательные члены ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘, взятые

с сохранением порядка.
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Заметим, что

𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑎𝑘| =
𝑛1∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 +

𝑛2∑︁

𝑘=1

(−𝑐𝑘); (1)

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 =

𝑛1∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 +

𝑛2∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘. (2)

Покажем, что ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 расходятся и, следовательно, не мо-

гут являться конечными суммами. Это доказательство проведем методом

от противного. Предположим, что один из этих рядов сходится.

Случай (а). Ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 сходятся. Тогда их частичные суммы

ограничены, и из формулы (1) следует, что частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘|
ограничены, а значит, в силу теоремы о существовании суммы ряда с

неотрицательными членами этот ряд сходится. Следовательно, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘

сходится абсолютно, что противоречит условию теоремы.

Случай (б). Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 расходится, а ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 сходится. Тогда частич-

ные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 стремятся к +∞, а частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘

ограничены. Отсюда и из формулы (2) следует, что
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑛→∞−→ +∞, что

противоречит сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

Аналогично, случай (в), когда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 сходится, а ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 расхо-

дится, также противоречит сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

Таким образом, ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 расходятся, так как другие случаи

противоречат условиям теоремы.

Шаг 2. Определим ряд
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 .

Определим ̃︀𝑎1 =
{︂
𝑏1, если 𝑥 ≥ 0,
𝑐1, если 𝑥 < 0.

Пусть определены первые 𝑛 членов ряда
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 : ̃︀𝑎1, . . . ,̃︀𝑎𝑛, которые
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состоят из первых 𝑝 = 𝑝(𝑛) членов ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и первых 𝑞(𝑛) членов ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘, где 𝑝(𝑛), 𝑞(𝑛) ∈ N ∪ {0} и 𝑝(𝑛) + 𝑞(𝑛) = 𝑛. Пусть ̃︀𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 .

Определим ̃︀𝑎𝑛+1 =

{︃
𝑏𝑝(𝑛)+1, если 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛,
𝑐𝑞(𝑛)+1, если 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛.

Отсюда следует, что

𝑝(𝑛+ 1) =

{︃
𝑝(𝑛) + 1, 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛,
𝑝(𝑛), 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛,

𝑞(𝑛+ 1) =

{︃
𝑞(𝑛), 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛,
𝑞(𝑛) + 1, 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛.

Шаг 3. Покажем, что

𝑝(𝑛)
𝑛→∞−→ +∞. (3)

Предположим противное: 𝑝(𝑛) ̸→ +∞ при 𝑛 → ∞. Тогда поскольку по-

следовательность {𝑝(𝑛)}∞𝑛=1 нестрого возрастает, то она ограничена свер-

ху, т. е. ∃𝑝0 : ∀𝑛 ∈ N →˓ 𝑝(𝑛) ≤ 𝑝0. Следовательно, в ряде
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 присут-

ствует лишь конечное число членов ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘, т. е. существует 𝑗1 такое,

что

∀𝑗 > 𝑗1 →˓ ̃︀𝑎𝑗 ∈ {𝑐𝑘}∞𝑘=1. (4)

Поскольку частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 стремятся к −∞, то

lim
𝑛→∞

̃︀𝑆𝑛 = −∞, и, следовательно, ∃𝑗2 ≥ 𝑗1 : ∀𝑗 > 𝑗2 →˓ ̃︀𝑆𝑗 < 𝑥. Соглас-

но построению ряда
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 получаем ̃︀𝑎𝑗2+1 ∈ {𝑏𝑘}∞𝑘=1, что противоречит

условию (4). Полученное противоречие доказывает, что 𝑝(𝑛)
𝑛→∞−→ +∞.

Аналогично,

𝑞(𝑛)
𝑛→∞−→ +∞. (5)

Следовательно, любой член ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 будет присутствовать

в ряде
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 . Поэтому ряд

∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 является перестановкой членов ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘.

Шаг 4. Покажем, что lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 = 𝑥.
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Заметим, что при достаточно больших 𝑛, а именно, при таких, что

𝑝(𝑛) > 0 и 𝑞(𝑛) > 0, справедлива формула

|̃︀𝑆𝑛 − 𝑥| ≤ max{𝑏𝑝(𝑛),−𝑐𝑞(𝑛)}. (6)

Действительно, зафиксируем номер 𝑛1 такой, что 𝑝(𝑛1) > 0 и 𝑞(𝑛1) >
> 0. В силу соотношений (3), (5) такой номер существует. Пусть для

определенности 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛1 . Обозначим

𝑛0 = max{𝑛 ≤ 𝑛1 : 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛−1}.

Такой номер 𝑛0 существует, т. к. 𝑝(𝑛1) > 0.

̃︀𝑆n

𝑛

𝑥

𝑛0 𝑛1

Тогда 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛0−1 и 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛 ∀𝑛 ∈ 𝑛0, 𝑛1. Следовательно,

𝑝(𝑛0 − 1) + 1 = 𝑝(𝑛0) = 𝑝(𝑛0 + 1) = . . . = 𝑝(𝑛1),

̃︀𝑎𝑛0 = 𝑏𝑝(𝑛0−1)+1 = 𝑏𝑝(𝑛1), ̃︀𝑎𝑛0+1 < 0, . . . , ̃︀𝑎𝑛1 < 0.

Таким образом,

|̃︀𝑆𝑛1 − 𝑥| = ̃︀𝑆𝑛1 − 𝑥 = ̃︀𝑆𝑛0−1 + ̃︀𝑎𝑛0 + ̃︀𝑎𝑛0+1 + . . .+ ̃︀𝑎𝑛1 − 𝑥 ≤

≤ ̃︀𝑆𝑛0−1 + ̃︀𝑎𝑛0 − 𝑥 ≤ ̃︀𝑎𝑛0 = 𝑏𝑝(𝑛1).

Поэтому в случае 𝑥 < ̃︀𝑆𝑛1 справедливо неравенство |̃︀𝑆𝑛1 − 𝑥| ≤ 𝑏𝑝(𝑛1).

Аналогично, в случае 𝑥 ≥ ̃︀𝑆𝑛1 имеем |̃︀𝑆𝑛1 − 𝑥| ≤ −𝑐𝑞(𝑛1). Таким образом,

в любом случае |̃︀𝑆𝑛1 − 𝑥| ≤ max{𝑏𝑝(𝑛1),−𝑐𝑞(𝑛1)}, что доказывает неравен-
ство (6).

Поскольку ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, то 𝑎𝑘
𝑘→∞−→ 0, следовательно, 𝑏𝑘

𝑘→∞−→ 0

и 𝑐𝑘
𝑘→∞−→ 0. Отсюда и из соотношений (3), (5) следует, что 𝑏𝑝(𝑛) → 0,
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𝑐𝑞(𝑛) → 0 при 𝑛→∞. Используя неравенство (6), получаем соотношение

|̃︀𝑆𝑛 − 𝑥| → 0 при 𝑛→∞, т. е. lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 = 𝑥. Таким образом,

∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 = 𝑥.

Рассмотрим случай 𝑥 = +∞.
Составим ряды

∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 как в предыдущем случае.

Пусть определены первые 𝑛 членов ряда
∞∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 : ̃︀𝑎1, . . . ,̃︀𝑎𝑛, которые

состоят из первых 𝑝 = 𝑝(𝑛) членов ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 и первых 𝑞(𝑛) членов ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘, где 𝑝(𝑛), 𝑞(𝑛) ∈ N ∪ {0} и 𝑝(𝑛) + 𝑞(𝑛) = 𝑛. Пусть ̃︀𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑗=1
̃︀𝑎𝑗 .

Определим ̃︀𝑎𝑛+1 =

{︃
𝑏𝑝(𝑛)+1, если ̃︀𝑆𝑛 ≤ 𝑞(𝑛),
𝑐𝑞(𝑛)+1, если ̃︀𝑆𝑛 > 𝑞(𝑛).

Аналогично случаю конечного 𝑥 доказываются соотношения (3), (5)

и
̃︀𝑆𝑛 ≥ 𝑞(𝑛)− 1 + 𝑐𝑞(𝑛) ∀𝑛 ∈ N : 𝑞(𝑛) > 0.

Отсюда следует, что ̃︀𝑆𝑛 → +∞ при 𝑛→∞.

Случай 𝑥 = −∞ рассматривается аналогично.

Теорема 3. (О сведении двойного ряда к одинарному.) Пусть задана

функция 𝑎 : N2 → R, значение которой на паре (𝑚,𝑛) ∈ N2 будем обозна-

чать через 𝑎𝑚𝑛. Пусть
∞∑︀
𝑚=1

∞∑︀
𝑛=1
|𝑎𝑚𝑛| < +∞. Пусть последовательность

пар натуральных чисел {(𝑚𝑗 , 𝑛𝑗)}∞𝑗=1 задает взаимно однозначное отоб-

ражение N→ N2. Тогда ряд
∞∑︀
𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 сходится абсолютно и

∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 =
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛. (7)

Доказательство.
Шаг 1. Пусть сначала 𝑎𝑚𝑛 ≥ 0 ∀𝑚,𝑛 ∈ N. Для любого 𝐽 ∈ N

обозначим

𝑀𝐽 = max
𝑗∈1,𝐽

𝑚𝑗 , 𝑁𝐽 = max
𝑗∈1,𝐽

𝑛𝑗 .

Тогда для любого 𝐽 ∈ N имеем
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𝐽∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 ≤
𝑀𝐽∑︁

𝑚=1

𝑁𝐽∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛 ≤
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛.

Переходя к пределу при 𝐽 →∞, получаем неравенство

∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 ≤
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛. (8)

Поскольку последовательность {(𝑚𝑗 , 𝑛𝑗)}∞𝑗=1 задает взаимно одно-

значное отображение N → N2, то существует обратное отображение из

N2 в N, значение которого на паре (𝑚,𝑛) ∈ N2 обозначим через 𝑗𝑚𝑛. Для
любых 𝑀,𝑁 ∈ N определим

𝐽𝑀𝑁 = max
𝑚∈1,𝑀

𝑛∈1,𝑁

𝑗𝑚𝑛.

Тогда для любых 𝑀,𝑁 ∈ N
𝑀∑︁

𝑚=1

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛 ≤
𝐽𝑀𝑁∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 ≤
∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 .

Переходя к пределу при 𝑁 →∞, для любого 𝑀 ∈ N получаем

𝑀∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛 ≤
∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 .

Теперь, переходя к пределу при𝑀 →∞, получаем неравенство, обратное

к неравенству (8). Таким образом, в данном случае справедливо равен-

ство (7).

Шаг 2. Рассмотрим общий случай. Применяя утверждение шага 1

для двойного ряда
∞∑︀
𝑚=1

∞∑︀
𝑛=1
|𝑎𝑚𝑛|, получаем абсолютную сходимость ряда

∞∑︀
𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 .

Для любых 𝑚,𝑛 ∈ N обозначим

𝑎+𝑚𝑛 = max{𝑎𝑚𝑛, 0}, 𝑎−𝑚𝑛 = max{−𝑎𝑚𝑛, 0}.

Тогда при всех 𝑚,𝑛 ∈ N

𝑎𝑚𝑛 = 𝑎+𝑚𝑛 − 𝑎−𝑚𝑛, |𝑎𝑚𝑛| = 𝑎+𝑚𝑛 + 𝑎−𝑚𝑛,
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0 ≤ 𝑎+𝑚𝑛 ≤ |𝑎𝑚𝑛|, 0 ≤ 𝑎−𝑚𝑛 ≤ |𝑎𝑚𝑛|.
В силу утверждения, доказанного на шаге 1,

∞∑︁

𝑗=1

𝑎+𝑚𝑗𝑛𝑗
=

∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎+𝑚𝑛,
∞∑︁

𝑗=1

𝑎−𝑚𝑗𝑛𝑗
=

∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎−𝑚𝑛,

причем эти ряды сходятся по признаку сравнения. Поэтому

∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗𝑛𝑗 =
∞∑︁

𝑗=1

(𝑎+𝑚𝑗𝑛𝑗
− 𝑎−𝑚𝑗𝑛𝑗

) =
∞∑︁

𝑗=1

𝑎+𝑚𝑗𝑛𝑗
−

∞∑︁

𝑗=1

𝑎−𝑚𝑗𝑛𝑗
=

=
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎+𝑚𝑛 −
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎−𝑚𝑛 =
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑛.

Теорема 4. (О перемножении рядов.) Пусть ряды
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 аб-

солютно сходятся, а последовательность {(𝑚𝑗 , 𝑛𝑗)}∞𝑗=1 задает взаимно

однозначное отображение N→ N2. Тогда ряд
∞∑︀
𝑗=1

𝑎𝑚𝑗 𝑏𝑛𝑗 абсолютно схо-

дится, а его сумма равна произведению сумм рядов
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 и
∞∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘.

Доказательство. В силу теоремы 3 ряд
∞∑︀
𝑗=1

𝑎𝑚𝑗 𝑏𝑛𝑗 сходится абсо-

лютно и

∞∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗 𝑏𝑛𝑗 =
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑚𝑏𝑛 =
∞∑︁

𝑚=1

(︃
𝑎𝑚

∞∑︁

𝑛=1

𝑏𝑛

)︃
=

(︃ ∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚

)︃(︃ ∞∑︁

𝑛=1

𝑏𝑛

)︃
.
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Г Л А В А 10

МЕРА И ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА

§ 1. Кольцо и 𝜎-кольцо

Определение. Семейство (множество) ℛ, состоящее из множеств

𝐴 ⊂ R𝑛, называется кольцом, если для любых 𝐴,𝐵 ∈ ℛ множества 𝐴∪𝐵
и 𝐴 ∖𝐵 являются элементами ℛ.

Лемма 1. Если ℛ – кольцо, то для любых 𝐴,𝐵 ∈ ℛ имеем 𝐴 ∩𝐵 ∈
∈ ℛ.

Доказательство. Достаточно заметить, что 𝐴∩𝐵 = 𝐴 ∖ (𝐴 ∖𝐵).

Åñëè � êîëüöî, òî äëÿ ëþáûõ èìååì .

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî .

A ∩B
A \B

A B

3

Определение. Кольцо ℛ называется 𝜎-кольцом, если для любого

счетного набора множеств 𝐴𝑘 ∈ ℛ множество
∞⋃︀
𝑘=1

𝐴𝑘 является элементом

ℛ.
Определение. 𝜎-кольцо ℛ называется 𝜎-алгеброй, если существует

множество 𝐸 ∈ ℛ (называемое единицей) такое, что 𝐴∩𝐸 = 𝐴 для любого

𝐴 ∈ ℛ.
Лемма 2. Если ℛ является 𝜎-кольцом, то для любого счетного на-

бора множеств 𝐴𝑘 ∈ ℛ множество 𝐴 =
∞⋂︀
𝑘=1

𝐴𝑘 является элементом ℛ.

Доказательство. Так как 𝐴1 ∖ 𝐴 =
∞⋃︀
𝑘=1

(𝐴1 ∖ 𝐴𝑘), то 𝐴1 ∖ 𝐴 ∈ ℛ.
Поскольку 𝐴 = 𝐴1 ∖ (𝐴1 ∖𝐴), то 𝐴 ∈ ℛ.
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§ 2. Клеточные множества и верхняя мера Лебега

Определение . Клеткой Π в пространстве R𝑛 будем называть декар-

тово произведение ограниченных числовых промежутков:

Π = 𝜔1 × 𝜔2 × . . .× 𝜔𝑛,

𝜔𝑘 – это интервал (𝑎𝑘, 𝑏𝑘), полуинтервал (𝑎𝑘, 𝑏𝑘] или [𝑎𝑘, 𝑏𝑘), отрезок
[𝑎𝑘, 𝑏𝑘] или точка [𝑎𝑘, 𝑎𝑘] = {𝑎𝑘}. Мерой 𝑚(Π) клетки Π называется про-

изведение длин числовых промежутков 𝜔𝑘:

𝑚(Π) = |𝜔1| · · · |𝜔𝑛|, |𝜔𝑘| = 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘.

Пустое множество по определению будем считать клеткой, а меру пу-

стого множества – равной нулю.

Определение . Пусть заданы числа 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, 𝐶 ∈ R такие, что 𝐴2
1+

+ . . .+𝐴2
𝑛 ̸= 0. Тогда множество

{𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 : 𝐴1𝑥1 + . . .+𝐴𝑛𝑥𝑛 = 𝐶}

называется гиперплоскостью в R𝑛.

В частности, множество {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 : 𝑥𝑖 = 𝑐} является
гиперплоскостью в R𝑛, которую для краткости будем записывать в виде

𝑥𝑖 = 𝑐.

Определение . Будем говорить, что гиперплоскость 𝑥𝑖 = 𝑐 разрезает
множество 𝑋 ⊂ R𝑛 на множества 𝑋1 и 𝑋2, если

𝑋1 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 : 𝑥𝑖 > 𝑐} и 𝑋2 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 : 𝑥𝑖 ≤ 𝑐}
или

𝑋1 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 : 𝑥𝑖 ≥ 𝑐} и 𝑋2 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 : 𝑥𝑖 < 𝑐}.

Лемма 1. Пусть клетка Π является дизъюнктным объединением

конечного числа клеток Π𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼. Тогда

𝑚(Π) =

𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖).
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Доказательство. Пусть сначала клетка Π = 𝜔1×𝜔2× . . .×𝜔𝑛 разре-
зана на две клетки Π′ и Π′′ гиперплоскостью 𝑥𝑖 = 𝑐. Пусть 𝜔𝑖 – числовой
промежуток с концами 𝑎𝑖, 𝑏𝑖. Если 𝑐 ̸∈ (𝑎𝑖, 𝑏𝑖), то одна из клеток Π′, Π′′

имеет нулевую меру, а другая – меру, равную 𝑚(Π). В этом случае ра-

венство 𝑚(Π) = 𝑚(Π′) +𝑚(Π′′) тривиально выполнено. Пусть 𝑐 ∈ (𝑎𝑖, 𝑏𝑖).
Тогда клетки Π′ и Π′′ получаются из определения клетки Π заменой чис-

лового промежутка 𝜔𝑖 на 𝜔
′
𝑖 и 𝜔

′′
𝑖 , где |𝜔′

𝑖|+ |𝜔′′
𝑖 | = |𝜔𝑖|. Поэтому 𝑚(Π) =

= 𝑚(Π′) +𝑚(Π′′).
Применяя эти рассуждения несколько раз, получим доказываемое ра-

венство в случае, когда клетки Π𝑖 получены путем разрезания клетки Π
гиперплоскостями вида 𝑥𝑗𝑘 = 𝑐𝑘, 𝑘 = 1, 𝑘0.

Рассмотрим общий случай. Разрежем клетки Π и Π𝑖 гиперплоскостя-
ми вида 𝑥𝑗𝑘 = 𝑐𝑘, где 𝑐𝑘 – концы числовых промежутков 𝜔𝑗𝑘 , определяю-
щих клетки Π𝑖. Получим, что каждая клетка Π𝑖 является дизъюнктным
объединением клеток Π𝑖𝑗 , полученных в результате такого разрезания.

Как было показано выше, 𝑚(Π𝑖) =
∑︀
𝑗
𝑚(Π𝑖𝑗) и 𝑚(Π) =

∑︀
𝑖𝑗
𝑚(Π𝑖𝑗). Поэто-

му
𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖) =
𝐼∑︁

𝑖=1

∑︁

𝑗

𝑚(Π𝑖𝑗) = 𝑚(Π).

Определение. Множество 𝐴 ⊂ R𝑛 называется клеточным мно-

жеством, если оно представимо в виде дизъюнктного объединения

конечного набора клеток Π𝑖 ⊂ R𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼:

𝐴 =
𝐼⨆︁

𝑖=1

Π𝑖.

Мерой клеточного множества 𝐴 называется сумма мер составляющих его

клеток: 𝑚(𝐴) =
𝐼∑︀
𝑖=1

𝑚(Π𝑖).

Корректность определения меры клеточного множества вытекает из

следующей леммы.

Лемма 2. Мера клеточного множества не зависит от способа раз-

биения этого множества на клетки.

Доказательство. Пусть клеточное множество 𝐴 представлено как

дизъюнктное объединение клеток Π𝑖, 𝑖 ∈ 1, 𝐼 и как дизъюнктное объеди-
нение клеток ̃︀Π𝑗 , 𝑗 ∈ 1, 𝐽 :
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Π =
𝐼⨆︁

𝑖=1

Π𝑖 =
𝐽⨆︁

𝑗=1

̃︀Π𝑗 .

Требуется доказать равенство

𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖) =

𝐽∑︁

𝑗=1

𝑚(̃︀Π𝑗).

Рассмотрим клетки Π𝑖𝑗 = Π𝑖 ∩ ̃︀Π𝑗 . В силу леммы 1 для любых 𝑖, 𝑗

𝑚(Π𝑖) =
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑚(Π𝑖𝑗), 𝑚(̃︀Π𝑗) =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖𝑗).

Поэтому
𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖) =

𝐼∑︁

𝑖=1

𝐽∑︁

𝑗=1

𝑚(Π𝑖𝑗) =

𝐽∑︁

𝑗=1

𝑚(̃︀Π𝑗).

Свойство 1. Семейство всех клеточных подмножеств R𝑛 является

кольцом, т. е. если 𝐴, 𝐵 – клеточные множества, то множества 𝐴
⋃︀
𝐵,

𝐴
⋂︀
𝐵, 𝐴 ∖𝐵 являются клеточными.

Доказательство. Непосредственно из определения клеточного мно-
жества следует, что дизъюнктное объединение конечного набора клеточ-

ных множеств является клеточным множеством.

Пусть 𝐴, 𝐵 – клеточные множества. Покажем, что 𝐴 ∖𝐵 – клеточное

множество. Рассмотрим сначала случай, когда 𝐴 и 𝐵 – клетки. Разрежем

клетку 𝐴 гиперплоскостями вида 𝑥𝑖 = 𝑐, где 𝑐 – концы числовых проме-

жутков 𝜔𝑖, определяющих клетку 𝐵. Тогда 𝐴 ∩ 𝐵 будет одной из кле-

ток, полученных в результате такого разрезания. Объединение осталь-

ных клеток, полученных разрезанием клетки 𝐴, будет совпадать с 𝐴 ∖𝐵.
Поэтому 𝐴 ∖𝐵 – клеточное множество.

Пусть теперь 𝐵 – клетка, 𝐴 – клеточное множество, являющееся дизъ-

юнктным объединением клеток Π𝑖, 𝑖 ∈ 1, 𝐼. Тогда 𝐴 ∖𝐵 =

(︂
𝐼⨆︀
𝑖=1

Π𝑖

)︂
∖𝐵 =

=
𝐼⨆︀
𝑖=1

(Π𝑖 ∖ 𝐵) является клеточным как дизъюнктное объединение конеч-

ного набора клеточных множеств Π𝑖 ∖𝐵.
Пусть теперь 𝐴, 𝐵 – клеточные множества, причем 𝐵 =

𝐼⨆︀
𝑖=1

Π𝑖 – дизъ-

юнктное объединение клеток Π𝑖. Применяя 𝐼 раз доказанное выше утвер-
ждение о том, что дополнение клетки до клеточного множества является
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клеточным, получаем, что 𝐴∖𝐵 = 𝐴∖Π1 ∖Π2 . . .∖Π𝐼 является клеточным
множеством.

Множество 𝐴
⋃︀
𝐵 является клеточным как дизъюнктным объедине-

нием клеточных множеств 𝐴∖𝐵 и 𝐵. Поэтому семейство клеточных под-
множеств R𝑛 является кольцом.

Свойство 2. (Аддитивность.) Если 𝐴, 𝐵 – клеточные множества, то

𝑚(𝐴
⋃︁
𝐵) = 𝑚(𝐴) +𝑚(𝐵)−𝑚(𝐴

⋂︁
𝐵). (1)

Доказательство. Пусть сначала 𝐴
⋂︀
𝐵 = ∅. Пусть клеточные мно-

жества 𝐴 и 𝐵 представлены в виде дизъюнктного объединения клеток:

𝐴 =
𝐼⨆︀
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐵 =
𝐽⨆︀
𝑗=1

𝐵𝑗 . Тогда 𝐴
⋃︀
𝐵 = 𝐴

⨆︀
𝐵 является дизъюнктным

объединением клеток 𝐴1, . . . , 𝐴𝐼 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝐽 . Следовательно,

𝑚(𝐴
⋃︁
𝐵) =

𝐼∑︁

𝑖=1

𝑚(𝐴𝑖) +

𝐽∑︁

𝑗=1

𝑚(𝐵𝑗) = 𝑚(𝐴) +𝑚(𝐵). (2)

В общем случае множество 𝐴 является дизъюнктным объединением

множеств 𝐴 ∖ 𝐵 и 𝐴
⋂︀
𝐵, а множество 𝐴

⋃︀
𝐵 – дизъюнктным объедине-

нием множеств 𝐴 ∖𝐵 и 𝐵. Поэтому в силу равенства (2) имеем

𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴 ∖𝐵) +𝑚(𝐴
⋂︁
𝐵), 𝑚(𝐴

⋃︁
𝐵) = 𝑚(𝐴 ∖𝐵) +𝑚(𝐵).

Отсюда следует доказываемое равенство.

Свойство 3. (Монотонность.) Если 𝐴, 𝐵 – клеточные множества и

𝐴 ⊂ 𝐵, то 𝑚(𝐴) ≤ 𝑚(𝐵).
Доказательство. Из свойства 2 следует, что 𝑚(𝐵) = 𝑚(𝐴) +

+𝑚(𝐵 ∖𝐴) ≥ 𝑚(𝐴).

Определение. Верхней мерой (Лебега) множества 𝑋 ⊂ R𝑛 называ-

ется инфимум сумм мер клеток по всем счетным наборам клеток {Π𝑖}∞𝑖=1,

покрывающим 𝑋:

𝜇*(𝑋) = inf
{Π𝑖} – счет. набор

клеток: 𝑋⊂
∞⋃︀
𝑖=1

Π𝑖

∞∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖).

Замечание. Из этого определения следует монотонность верхних

мер: если 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ R𝑛, то 𝜇*(𝐴) ≤ 𝜇*(𝐵).
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Далее покажем, что верхняя мера Лебега клеточного множества сов-

падает с его мерой. Для этого потребуются следующие три леммы.

Лемма 3. Пусть Π – клетка в R𝑛. Тогда для любого числа 𝜀 > 0
(1) найдется замкнутая клетка Π−

𝜀 такая, что Π−
𝜀 ⊂ Π и

𝑚(Π)−𝑚(Π−
𝜀 ) < 𝜀 и

(2) найдется открытая клетка Π+
𝜀 такая, что Π ⊂ Π+

𝜀 и

𝑚(Π+
𝜀 )−𝑚(Π) < 𝜀.

Доказательство. Если Π = ∅, то утверждение леммы справедливо

при Π−
𝜀 = Π+

𝜀 = ∅. Будем предполагать, что Π ̸= ∅. Тогда

Π = 𝜔1 × 𝜔2 × . . .× 𝜔𝑛,

где 𝜔𝑘 – числовой промежуток с концами 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ R, 𝑎𝑘 ≤ 𝑏𝑘.
(1). Если 𝑚(Π) = 0, то утверждение (1) выполнено при Π−

𝜀 = ∅. Пусть
𝑚(Π) > 0. Тогда 𝑎𝑘 < 𝑏𝑘 при всех 𝑘 ∈ 1, 𝑛. Обозначим 𝛿0 =

1
2 min𝑘∈1,𝑛(𝑏𝑘−

− 𝑎𝑘). Для любых 𝛿 ∈ (0, 𝛿0), 𝑘 ∈ 1, 𝑛 определим

𝜔−
𝑘,𝛿 = [𝑎𝑘 + 𝛿, 𝑏𝑘 − 𝛿].

Тогда Π𝛿− := 𝜔−
1,𝛿 × 𝜔−

2,𝛿 × . . .× 𝜔−
𝑛,𝛿 – замкнутая клетка, Π

𝛿
− ⊂ Π. Так как

𝑚(Π𝛿−) = (𝑏1−𝑎1−2𝛿) . . . (𝑏𝑛−𝑎𝑛−2𝛿) 𝛿→+0−→ (𝑏1−𝑎1) . . . (𝑏𝑛−𝑎𝑛) = 𝑚(Π),

то для любого числа 𝜀 > 0 найдется число 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) такое, что

𝑚(Π)−𝑚(Π𝛿−) < 𝜀. Полагая Π−
𝜀 := Π𝛿−, получаем утверждение (1).

(2). Для любых 𝛿 > 0, 𝑘 ∈ 1, 𝑛 определим

𝜔+
𝑘,𝛿 = (𝑎𝑘 − 𝛿, 𝑏𝑘 + 𝛿).

Тогда Π𝛿+ := 𝜔+
1,𝛿 × 𝜔+

2,𝛿 × . . .× 𝜔+
𝑛,𝛿 – открытая клетка, Π ⊂ Π𝛿+,

𝑚(Π𝛿+) = (𝑏1−𝑎1+2𝛿) . . . (𝑏𝑛−𝑎𝑛+2𝛿)
𝛿→+0−→ (𝑏1−𝑎1) . . . (𝑏𝑛−𝑎𝑛) = 𝑚(Π).

Поэтому для любого числа 𝜀 > 0 найдется число 𝛿 > 0 такое, что

𝑚(Π𝛿+)−𝑚(Π) < 𝜀. Полагая Π+
𝜀 := Π𝛿+, получаем утверждение (2).

Лемма 4. Пусть 𝐴 – клеточное множество в R𝑛. Тогда для любого
числа 𝜀 > 0

(1) найдется замкнутое клеточное множество 𝐴−
𝜀 такое, что

𝐴−
𝜀 ⊂ 𝐴 и 𝑚(𝐴)−𝑚(𝐴−

𝜀 ) < 𝜀 и
(2) найдется открытое клеточное множество 𝐴+

𝜀 такое, что

𝐴 ⊂ 𝐴+
𝜀 и 𝑚(𝐴+

𝜀 )−𝑚(𝐴) < 𝜀.
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Доказательство состоит в применении леммы 3 для каждой клетки,

дизъюнктное объединение которых составляет множество 𝐴.

Лемма 5. Пусть клеточное множество 𝐴 ⊂ R𝑛 покрыто счетным
набором клеток Π𝑘: 𝐴 ⊂ ⋃︀

𝑘∈N
Π𝑘. Тогда

𝑚(𝐴) ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π𝑘).

Доказательство.
Шаг 1. Пусть сначала клеточное множество 𝐴 замкнуто, а все клетки

Π𝑘 открыты. Поскольку 𝐴 – компакт в R𝑛, то по критерию компактности

Гейне–Бореля существует его конечное подпокрытие открытыми клетка-

ми Π𝑘, т.е. существует число 𝑘0 ∈ N такое, что

𝐴 ⊂
𝑘0⋃︁

𝑘=1

Π𝑘.

Используя свойство монотонности меры клеточных множеств 𝐴 и 𝐵 :=

=
𝑘0⋃︀
𝑘=1

Π𝑘, получаем неравенство𝑚(𝐴) ≤ 𝑚(𝐵). Из свойства аддитивности

следует, что 𝑚(𝐵) ≤
𝑘0∑︀
𝑘=1

𝑚(Π𝑘). Поэтому

𝑚(𝐴) ≤
𝑘0∑︁

𝑘=1

𝑚(Π𝑘) ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π𝑘).

Шаг 2. Рассмотрим общий случай. Фиксируем произвольное число

𝜀 > 0. В силу пункта (2) леммы 3 для каждого индекса 𝑘 ∈ N найдется

открытая клетка Π+
𝑘 такая, что Π𝑘 ⊂ Π+

𝑘 и 𝑚(Π+
𝑘 )−𝑚(Π𝑘) <

𝜀
2𝑘
. В силу

пункта (1) леммы 4 найдется замкнутое клеточное множество 𝐴− ⊂ 𝐴
такое, что 𝑚(𝐴)−𝑚(𝐴−) < 𝜀. Тогда

𝐴− ⊂ 𝐴 ⊂
⋃︁

𝑘∈N
Π𝑘 ⊂

⋃︁

𝑘∈N
Π+
𝑘 ,

∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π+
𝑘 ) <

∞∑︁

𝑘=1

(︁
𝑚(Π𝑘) +

𝜀

2𝑘

)︁
=

∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π𝑘) + 𝜀.

Как показано на шаге 1,
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𝑚(𝐴−) ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π+
𝑘 ).

Следовательно,

𝑚(𝐴) < 𝑚(𝐴−) + 𝜀 ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π+
𝑘 ) + 𝜀 <

∞∑︁

𝑘=1

𝑚(Π𝑘) + 2𝜀.

Переходя в неравенстве 𝑚(𝐴) <
∞∑︀
𝑘=1

𝑚(Π𝑘) + 2𝜀 к пределу при 𝜀 → +0,

получаем доказываемое неравенство.

Теорема 1. Если множество 𝑋 ⊂ R𝑛 клеточное, то

𝜇*(𝑋) = 𝑚(𝑋).

Доказательство. Неравенство 𝑚(𝑋) ≤ 𝜇*(𝑋) следует из леммы 5 и

определения верхней меры. Докажем обратное неравенство.

По определению клеточного множества найдется конечный набор кле-

ток Π𝑖 такой, что 𝑋 =
𝐼⨆︀
𝑖=1

Π𝑖. Полагая Π𝑖 = ∅ при всех 𝑖 > 𝐼, полу-

чим счетное покрытие множества 𝑋 клетками Π𝑖 такое, что 𝑚(𝑋) =

=
𝐼∑︀
𝑖=1

𝑚(Π𝑖) =
∞∑︀
𝑖=1

𝑚(Π𝑖). По определению верхней меры

𝜇*(𝑋) ≤
∞∑︁

𝑖=1

𝑚(Π𝑖) = 𝑚(𝑋).

Теорема 2. (Счетная полуаддитивность верхней меры.) Пусть мно-
жество 𝑋 ⊂ R𝑛 покрыто конечным или счетным набором множеств

𝑋𝑘:

𝑋 ⊂
⋃︁

𝑘

𝑋𝑘.

Тогда для верхней меры справедливо неравенство

𝜇*(𝑋) ≤
∑︁

𝑘

𝜇*(𝑋𝑘).
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Доказательство. Если 𝜇*(𝑋𝑘) = +∞ при некотором 𝑘, то дока-

зываемое неравенство тривиально выполнено. Будем предполагать, что

𝜇*(𝑋𝑘) < +∞ при всех 𝑘. Фиксируем произвольное число 𝜀 > 0. По опре-
делению верхней меры для каждого 𝑋𝑘 найдется счетный набор клеток

{Π𝑘𝑖 }∞𝑖=1 такой, что

𝑋𝑘 ⊂
⋃︁

𝑖

Π𝑘𝑖 ,
∑︁

𝑖

𝑚(Π𝑘𝑖 ) ≤ 𝜇*(𝑋𝑘) +
𝜀

2𝑘
.

Следовательно, 𝑋 ⊂ ⋃︀
𝑘

⋃︀
𝑖
Π𝑘𝑖 и

𝜇*(𝑋) ≤
∑︁

𝑘

∑︁

𝑖

𝑚(Π𝑘𝑖 ) ≤
∑︁

𝑘

(︁
𝜇*(𝑋𝑘) +

𝜀

2𝑘

)︁
=
∑︁

𝑘

𝜇*(𝑋𝑘) + 𝜀.

В силу произвольности числа 𝜀 > 0 получаем доказываемое неравенство.

§ 3. Мера Лебега

Определение. Симметрической разностью множеств 𝐴 и 𝐵 назы-

вается множество

𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ∖𝐵)
⋃︁

(𝐵 ∖𝐴).
Замечание. Для любых множеств 𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2, 𝑍 ⊂ R𝑛 симметри-

ческая разность обладает следующими свойствами:

(𝑋1 ∪ 𝑌1)Δ(𝑋2 ∪ 𝑌2)
(𝑋1 ∩ 𝑌1)Δ(𝑋2 ∩ 𝑌2)
(𝑋1 ∖ 𝑌1)Δ(𝑋2 ∖ 𝑌2)

⎫
⎬
⎭ ⊂ (𝑋1Δ𝑋2) ∪ (𝑌1Δ𝑌2), (1)

𝑋1Δ𝑋2 ⊂ (𝑋1Δ𝑍) ∪ (𝑍Δ𝑋2). (2)

Лемма 1. Если 𝑋1, 𝑋2 ⊂ R𝑛 и 𝜇*(𝑋1) < +∞, то

|𝜇*(𝑋2)− 𝜇*(𝑋1)| ≤ 𝜇*(𝑋1Δ𝑋2).

Доказательство. Так как 𝑋2 ⊂ 𝑋1∪(𝑋1Δ𝑋2) и 𝑋1 ⊂ 𝑋2∪(𝑋1Δ𝑋2),
то в силу полуаддитивности верхней меры получаем 𝜇*(𝑋2) ≤ 𝜇*(𝑋1) +
+𝜇*(𝑋1Δ𝑋2) и 𝜇

*(𝑋1) ≤ 𝜇*(𝑋2)+𝜇*(𝑋1Δ𝑋2), откуда следует доказыва-
емое неравенство.

Определение. Будем говорить, что последовательность множеств

𝑋𝑘 ⊂ R𝑛 сходится по мере к множеству 𝑋 ⊂ R𝑛, и писать 𝑋𝑘
𝜇→ 𝑋, если

𝜇*(𝑋𝑘Δ𝑋)→ 0 при 𝑘 →∞.
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Лемма 2. Пусть в R𝑛 заданы множества 𝑋,𝑌 и последовательно-

сти множеств 𝑋𝑘, 𝑌𝑘 такие, что 𝑋𝑘
𝜇→ 𝑋 и 𝑌𝑘

𝜇→ 𝑌 . Тогда

𝑋𝑘 ∪ 𝑌𝑘
𝜇→ 𝑋 ∪ 𝑌, 𝑋𝑘 ∩ 𝑌𝑘

𝜇→ 𝑋 ∩ 𝑌, 𝑋𝑘 ∖ 𝑌𝑘
𝜇→ 𝑋 ∖ 𝑌,

𝜇*(𝑋𝑘)→ 𝜇*(𝑋).

Доказательство. В силу включения (1) имеем (𝑋𝑘 ∪𝑌𝑘)Δ(𝑋 ∪𝑌 ) ⊂
⊂ (𝑋𝑘Δ𝑋) ∪ (𝑌𝑘Δ𝑌 ). Отсюда в силу полуаддитивности верхней меры

получаем 𝜇*
(︁
(𝑋𝑘 ∪ 𝑌𝑘)Δ(𝑋 ∪ 𝑌 )

)︁
≤ 𝜇*(𝑋𝑘Δ𝑋) + 𝜇*(𝑌𝑘Δ𝑌 ) → 0 при

𝑘 → ∞. Поэтому 𝑋𝑘 ∪ 𝑌𝑘
𝜇→ 𝑋 ∪ 𝑌 . Аналогично, 𝑋𝑘 ∩ 𝑌𝑘

𝜇→ 𝑋 ∩ 𝑌 ,
𝑋𝑘 ∖ 𝑌𝑘

𝜇→ 𝑋 ∖ 𝑌 . Из леммы 1 следует, что 𝜇*(𝑋𝑘)→ 𝜇*(𝑋).

Определение . Множество 𝑋 ⊂ R𝑛 называется конечно измеримым,
если существует последовательность клеточных множеств 𝑋𝑘 ⊂ R𝑛 та-

кая, что 𝑋𝑘
𝜇→ 𝑋.

Множество 𝑋 ⊂ R𝑛 называется измеримым (по Лебегу), если оно

является объединением счетного набора конечно измеримых множеств.

Мерой Лебега 𝜇 измеримого множества 𝑋 ⊂ R𝑛 называется его верх-

няя мера:

𝜇(𝑋) = 𝜇*(𝑋).

Сдвигом множества 𝑋 ⊂ R𝑛 на вектор 𝑑 ∈ R𝑛 называется множество

𝑋 + 𝑑 = {𝑥+ 𝑑 : 𝑥 ∈ 𝑋}.

Замечание. Если множество 𝑋 ⊂ R𝑛 измеримо, то для любого 𝑑 ∈
∈ R𝑛 сдвиг𝑋+𝑑 является измеримым множеством и 𝜇(𝑋+𝑑) = 𝜇(𝑋). Это
следует из того, что мера клетки не меняется при сдвиге, а значит, при

сдвиге не меняется мера клеточного множества и верхняя мера Лебега

произвольного множества.

Лемма 3. Пусть множества 𝑋,𝑌 ⊂ R𝑛 конечно измеримы. Тогда

множества 𝑋 ∪ 𝑌 , 𝑋 ∩ 𝑌 , 𝑋 ∖ 𝑌 конечно измеримы и

𝜇(𝑋 ∪ 𝑌 ) + 𝜇(𝑋 ∩ 𝑌 ) = 𝜇(𝑋) + 𝜇(𝑌 ).

Доказательство. По определению конечной измеримости найдутся

такие последовательности клеточных множеств𝑋𝑘, 𝑌𝑘 ⊂ R𝑛, что𝑋𝑘
𝜇→ 𝑋

и 𝑌𝑘
𝜇→ 𝑌 . Так как множества 𝑋𝑘 ∪ 𝑌𝑘, 𝑋𝑘 ∩ 𝑌𝑘, 𝑋𝑘 ∖ 𝑌𝑘 – клеточные, то

в силу леммы 2 множества 𝑋 ∪ 𝑌 , 𝑋 ∩ 𝑌 , 𝑋 ∖ 𝑌 конечно измеримы. По-

скольку в силу свойства аддитивности меры клеточных множеств 𝜇(𝑋𝑘∪
∪ 𝑌𝑘) + 𝜇(𝑋𝑘 ∩ 𝑌𝑘) = 𝜇(𝑋𝑘) + 𝜇(𝑌𝑘) для любого 𝑘 ∈ N, то, переходя в
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этом равенстве к пределу и используя лемму 2, получаем доказываемое

равенство.

Из леммы 3 следует, что семейство всех конечно измеримых множеств

в R𝑛 является кольцом.

Лемма 4. Если множество 𝑋 ⊂ R𝑛 измеримо, то его можно пред-

ставить в виде дизъюнктного объединения счетного набора конечно из-

меримых множеств.

Доказательство. Так как 𝑋 измеримо, то существует {𝑋𝑘}∞𝑘=1 – та-

кой счетный набор конечно измеримых множеств, что 𝑋 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Обо-

значим 𝑋 ′
1 = 𝑋1, 𝑋

′
𝑘 = 𝑋𝑘 ∖ (𝑋1 ∪ 𝑋2 ∪ . . . ∪ 𝑋𝑘−1) при 𝑘 ≥ 2. Тогда

𝑋 =
∞⨆︀
𝑘=1

𝑋 ′
𝑘 – дизъюнктное объединение и согласно лемме 3 множества

𝑋 ′
𝑘 конечно измеримы.

Теорема 1. (Счетная аддитивность меры Лебега.) Пусть множе-

ство 𝑋 ⊂ R𝑛 является дизъюнктным объединением счетного набора из-

меримых множеств: 𝑋 =
∞⨆︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Тогда 𝑋 измеримо и

𝜇(𝑋) =

∞∑︁

𝑘=1

𝜇(𝑋𝑘). (3)

Доказательство
Шаг 1. Сначала докажем теорему для случая, когда все множества

𝑋𝑘 конечно измеримы. Тогда множество 𝑋 измеримо по определению.

В силу счетной полуаддитивности верхней меры

𝜇(𝑋) = 𝜇*(𝑋) ≤
∞∑︁

𝑘=1

𝜇*(𝑋𝑘) =
∞∑︁

𝑘=1

𝜇(𝑋𝑘). (4)

С другой стороны, для любого числа 𝐾 ∈ N справедливо включение
𝐾⨆︀
𝑘=1

𝑋𝑘 ⊂ 𝑋 и в силу леммы 3

𝐾∑︁

𝑘=1

𝜇(𝑋𝑘) = 𝜇

(︃
𝐾⨆︁

𝑘=1

𝑋𝑘

)︃
≤ 𝜇(𝑋).

Переходя к пределу при 𝐾 →∞, получаем неравенство
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∞∑︁

𝑘=1

𝜇(𝑋𝑘) ≤ 𝜇(𝑋),

которое вместе с неравенством (4) дает равенство (3) в случае конечно

измеримых множеств 𝑋𝑘.

Шаг 2. Рассмотрим общий случай. В силу леммы 4 каждое измери-

мое множество 𝑋𝑘 можно представить в виде дизъюнктного объединения

счетного набора конечно измеримых множеств: 𝑋𝑘 =
∞⨆︀
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑘. Как доказа-

но выше,

𝜇(𝑋𝑘) =
∞∑︁

𝑖=1

𝜇(𝑋𝑖
𝑘) ∀𝑘 ∈ N,

𝜇(𝑋) =
∞∑︁

𝑘=1

∞∑︁

𝑖=1

𝜇(𝑋𝑖
𝑘).

Отсюда следует равенство (3).

Лемма 5. Множество 𝑋 ⊂ R𝑛 конечно измеримо тогда и только

тогда, когда 𝑋 измеримо и 𝜇(𝑋) < +∞.
Доказательство. 1) Пусть множество 𝑋 конечно измеримо. Тогда

найдется последовательность клеточных множеств 𝑋𝑘 ⊂ R𝑛 такая, что

𝑋𝑘
𝜇→ 𝑋. Согласно лемме 1 имеем |𝜇*(𝑋) − 𝜇*(𝑋𝑘)| ≤ 𝜇*(𝑋𝑘Δ𝑋) < +∞

при достаточно большом 𝑘. Отсюда и из конечности меры клеточного

множества следует, что 𝜇(𝑋) = 𝜇*(𝑋) < +∞.

2) Пусть множество 𝑋 измеримо и 𝜇(𝑋) < +∞. Согласно лемме 4

множество 𝑋 представимо в виде дизъюнктного объединения счетного

набора конечно измеримых множеств: 𝑋 =
∞⨆︀
𝑘=1

𝑋𝑘. В силу счетной адди-

тивности меры Лебега

∞∑︁

𝑘=1

𝜇(𝑋𝑘) = 𝜇(𝑋) < +∞.

Поэтому
∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇(𝑋𝑖)→ 0 при 𝑘 →∞.

Для любого 𝑘 ∈ N определим ̂︀𝑋𝑘 =
𝑘⋃︀
𝑖=1

𝑋𝑖. В силу леммы 3 множества ̂︀𝑋𝑘

конечно измеримы. Так как ̂︀𝑋𝑘Δ𝑋 = 𝑋 ∖ ̂︀𝑋𝑘 ⊂
∞⋃︀

𝑖=𝑘+1

𝑋𝑖, то
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𝜇*
(︁
̂︀𝑋𝑘Δ𝑋

)︁
≤

∞∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇(𝑋𝑖)→ 0 при 𝑘 →∞.

Поскольку множество ̂︀𝑋𝑘 конечно измеримо, то найдется клеточное мно-

жество 𝐴𝑘 такое, что 𝜇
*(𝐴𝑘Δ ̂︀𝑋𝑘) <

1
𝑘 . Используя включение (2), получа-

ем

𝜇*(𝐴𝑘Δ𝑋) ≤ 𝜇*(𝐴𝑘Δ ̂︀𝑋𝑘) + 𝜇*
(︁
̂︀𝑋𝑘Δ𝑋

)︁
→ 0, 𝑘 →∞.

Поэтому 𝐴𝑘
𝜇→ 𝑋, а значит, множество 𝑋 конечно измеримо.

Лемма 6. Пусть {𝑋𝑘}∞𝑘=1 – счетный набор конечно измеримых мно-

жеств в R𝑛. Тогда пересечение 𝑋 =
∞⋂︀
𝑘=1

𝑋𝑘 является конечно измери-

мым множеством.

Доказательство. Согласно лемме 3 множества 𝑋1 ∖𝑋𝑘 конечно из-

меримы. Поэтому множество 𝑋1∖𝑋 =
∞⋃︀
𝑘=2

(𝑋1∖𝑋𝑘) измеримо как счетное

объединение конечно измеримых. Так как 𝜇(𝑋1 ∖𝑋) ≤ 𝜇(𝑋1) < +∞, то

в силу леммы 5 множество 𝑋1 ∖𝑋 конечно измеримо. Еще раз применяя

лемму 3, получаем, что множество 𝑋 = 𝑋1 ∖ (𝑋1 ∖ 𝑋) конечно измери-

мо.

Лемма 7. Семейство всех измеримых множеств в R𝑛 является

кольцом.

Доказательство. Пусть множества 𝑋,𝑌 ⊂ R𝑛 измеримы. Тогда

множества 𝑋,𝑌 представимы в виде объединений счетных наборов ко-

нечно измеримых множеств: 𝑋 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘, 𝑌 =
∞⋃︀
𝑖=1

𝑌𝑖. При этом множество

𝑋 ∪𝑌 представимо в виде объединения счетного набора конечно измери-

мых множеств и, следовательно, измеримо.

Для любого 𝑘 ∈ N множество 𝑋𝑘 ∖ 𝑌 =
∞⋂︀
𝑖=1

(𝑋𝑘 ∖ 𝑌𝑖) конечно измеримо

по лемме 6. Поэтому множество 𝑋∖𝑌 =
∞⋃︀
𝑘=1

(𝑋𝑘∖𝑌 ) измеримо как счетное

объединение конечно измеримых множеств.

Задача 1. Докажите, что множество 𝑋 ⊂ R𝑛 измеримо тогда и толь-
ко тогда, когда для любой клетки Π ⊂ R𝑛 множество 𝑋 ∩ Π конечно из-

меримо.
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Теорема 2. Семейство всех измеримых множеств в R𝑛 является

𝜎-алгеброй.

Доказательство. Пусть {𝑋𝑘}∞𝑘=1 – счетный набор измеримых мно-

жеств в R𝑛. По определению каждое множество 𝑋𝑘 можно представить в

виде счетного объединения конечно измеримых множеств. Поэтому мно-

жество 𝑋 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘 можно представить в виде счетного объединения ко-

нечно измеримых множеств, а значит, 𝑋 измеримо. Отсюда и из лем-

мы 7 следует, что семейство всех измеримых множеств в R𝑛 является

𝜎-кольцом.
Для любого 𝑘 ∈ N рассмотрим клетку

Π𝑘 = [−𝑘, 𝑘]𝑛 = [−𝑘, 𝑘]× . . .× [−𝑘, 𝑘]⏟  ⏞  
𝑛 раз

.

Поскольку R𝑛 =
⋃︀
𝑘∈N

Π𝑘, то пространство R𝑛 является измеримым мно-

жеством. Множество R𝑛 является единицей в 𝜎-кольце измеримых мно-

жеств в R𝑛. Следовательно, это 𝜎-кольцо является 𝜎-алгеброй.

Лемма 8. Если множество 𝑋 ⊂ R𝑛 открыто или замкнуто, то оно
измеримо.

Доказательство. Пусть множество 𝑋 открыто. Тогда для любого

𝑥 ∈ 𝑋 существует число 𝛿(𝑥) > 0 такое, что 𝑈𝛿(𝑥)(𝑥) ⊂ 𝑋. Для каждого

𝑥 ∈ 𝑋 выберем замкнутую клетку Π(𝑥) = 𝜔1(𝑥)× . . .× 𝜔𝑛(𝑥) такую, что
𝑥 ∈ Π(𝑥) ⊂ 𝑈𝛿(𝑥)(𝑥) и 𝜔𝑘(𝑥) = [𝑎𝑘(𝑥), 𝑏𝑘(𝑥)], 𝑎𝑘(𝑥), 𝑏𝑘(𝑥) ∈ Q для любого

𝑘 ∈ 1, 𝑛. Тогда

𝑋 =
⋃︁

𝑥∈𝑋
Π(𝑥).

Поскольку 𝑎𝑘(𝑥), 𝑏𝑘(𝑥) ∈ Q, то набор различных клеток Π(𝑥) не более чем
счетный. Таким образом, открытое множество 𝑋 является объединением

счетного набора измеримых множеств. В силу теоремы 2 множество 𝑋
измеримо.

Поскольку замкнутое множество является дополнением открытого

множества, то в силу теоремы 2 замкнутое множество также измери-

мо.

Теорема 3. (Непрерывность меры Лебега.) Пусть {𝑋𝑘}∞𝑘=1 – счет-

ный набор вложенных измеримых множеств в R𝑛, т. е. 𝑋𝑘 ⊂ 𝑋𝑘+1 для
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любого 𝑘 ∈ N. Пусть 𝑋 =
⋃︀
𝑘∈N

𝑋𝑘. Тогда

𝜇(𝑋) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝑋𝑘).

Доказательство. Определим измеримые множества 𝐴1 = 𝑋1, 𝐴𝑘 =

= 𝑋𝑘 ∖ 𝑋𝑘−1 для любого натурального 𝑘 ≥ 2. Тогда 𝑋𝑘 =
𝑘⨆︀
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋 =

=
∞⨆︀
𝑖=1

𝐴𝑖 в силу счетной аддитивности меры имеем

𝜇(𝑋) =
∞∑︁

𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖) = lim
𝑘→∞

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝑋𝑘).

Задача 2. Приведите пример замкнутого подмножества отрезка [0, 1],
состоящего только из иррациональных чисел и имеющего меру Лебега не

менее 0,99.

Задача 3. Докажите измеримость множества 𝑋, состоящего из всех

чисел отрезка [0, 1], десятичная запись которых не содержит цифру 2.
Найдите лебегову меру 𝑋.

Задача 4. Докажите, что у любого множества 𝑋 ⊂ R𝑛 его грани-

ца 𝜕𝑋 является измеримым по Лебегу множеством. Приведите пример

замкнутого и ограниченного множества 𝑋 ⊂ R, граница которого имеет
положительную меру Лебега.

Задача 5. Пусть множество 𝑋 содержится в клетке Π. Докажите,
что множество 𝑋 конечно измеримо тогда и только тогда, когда

𝜇*(𝑋) + 𝜇*(Π ∖𝑋) = 𝑚(Π).

Задача 6. Пусть множество 𝐴 ⊂ R имеет Лебегову меру нуль, функ-

ция 𝑓 : R→ R непрерывно дифференцируема. Докажите, что 𝑓(𝐴) тоже
имеет Лебегову меру нуль.

Задача 7. Докажите, что утверждение предыдущей задачи будет

неверно, если заменить непрерывную дифференцируемость 𝑓 на непре-

рывность.
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Задача 8. Пусть {𝑋𝑘}∞𝑘=1 – счетный набор измеримых вложенных

множеств, 𝑋𝑘+1 ⊂ 𝑋𝑘 ⊂ R𝑛 ∀𝑘 ∈ N, 𝑋 =
∞⋂︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Верно ли, что 𝜇(𝑋) =

= lim𝑘→∞ 𝜇(𝑋𝑘)?

Задача 9. Докажите, что если множество 𝑋 ⊂ R конечно измеримо,

то мера 𝜇(𝑋 ∖ (𝑋 + 𝑡)) стремится к нулю при 𝑡 → 0. Здесь 𝑋 + 𝑡 – это

сдвиг множества 𝑋 на 𝑡.

§ 4. Измеримые функции

В этом и следующих параграфах данной главы 𝑋 – измеримое по

Лебегу множество в R𝑛.

Определение. Функция 𝑓 : 𝑋 → R = R ∪ {−∞,∞} называется из-

меримой (по Лебегу), если для любого числа 𝐶 ∈ R лебегово множество

𝐿<(𝑓, 𝐶) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝐶}

измеримо по Лебегу.

Лемма 1. Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → R измерима. Тогда для любого

𝐶 ∈ R лебеговы множества

𝐿≤(𝑓, 𝐶) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝐶},

𝐿≥(𝑓, 𝐶) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ≥ 𝐶},
𝐿>(𝑓, 𝐶) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝐶}

измеримы по Лебегу.

Доказательство. Фиксируем произвольное число 𝐶 ∈ R. Так как

множество измеримых множеств является 𝜎-кольцом, то множество

𝐿≤(𝑓, 𝐶) =
⋂︁

𝑘∈N
𝐿<

(︂
𝑓, 𝐶 +

1

𝑘

)︂

измеримо по Лебегу. Отсюда и из измеримости 𝑋 следует измеримость

множеств

𝐿≥(𝑓, 𝐶) = 𝑋 ∖ 𝐿<(𝑓, 𝐶), 𝐿>(𝑓, 𝐶) = 𝑋 ∖ 𝐿≤(𝑓, 𝐶).
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Замечание . Если функция 𝑓 : R𝑛 → R непрерывна, то она измерима,

т. к. для любого 𝐶 ∈ R лебегово множество 𝐿<(𝑓, 𝐶) открыто, а значит,
измеримо по Лебегу.

Лемма 2. Пусть функции 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → R измеримы. Тогда функция

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) измерима.

Доказательство. Покажем, что для любого числа 𝐶 ∈ R справед-

ливо равенство

𝐿<(𝑓 + 𝑔, 𝐶) =
⋃︁

𝑡∈Q

(︁
𝐿<(𝑓, 𝑡)

⋂︁
𝐿<(𝑔, 𝐶 − 𝑡)

)︁
. (1)

Действительно, если 𝑥 ∈ 𝐿<(𝑓 + 𝑔, 𝐶), то 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) < 𝐶. Поэтому су-

ществует 𝑡 ∈ Q такое, что 𝑓(𝑥) < 𝑡 < 𝐶 − 𝑔(𝑥). Следовательно, 𝑥 ∈
∈ 𝐿<(𝑓, 𝑡)

⋂︀
𝐿<(𝑔, 𝐶 − 𝑡). Обратно, если при некотором 𝑡 справедливо

включение 𝑥 ∈ 𝐿<(𝑓, 𝑡)
⋂︀
𝐿<(𝑔, 𝐶 − 𝑡), то 𝑓(𝑥) < 𝑡 < 𝐶 − 𝑔(𝑥), а значит,

𝑥 ∈ 𝐿<(𝑓 + 𝑔, 𝐶). Таким образом, равенство (1) доказано. Из равенства

(1) для любого 𝐶 ∈ R получаем измеримость множества 𝐿<(𝑓 + 𝑔, 𝐶)
как счетного объединения измеримых множеств. Поэтому функция 𝑓 + 𝑔
измерима.

Следствие. Если функции 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → R измеримы, то любая ли-

нейная комбинация этих функций является измеримой функцией. Это

следует из того, что операция сложения сохраняет измеримость функ-

ций согласно лемме 2, а операция умножения на число сохраняет изме-

римость согласно определению измеримой функции.

Лемма 3. Пусть функции 𝑓𝑘 : 𝑋 → R измеримы при всех 𝑘 ∈ N,
и для любого 𝑥 ∈ 𝑋 существует lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∈ R. Тогда функция

𝑓 : 𝑋 → R измерима.

Доказательство. По определению предела для любых 𝑥 ∈ 𝑋, 𝐶 ∈ R
неравенство 𝑓(𝑥) < 𝐶 эквивалентно существованию рационального числа

𝐶 ′ < 𝐶 и номера 𝑁 ∈ N таких, что 𝑓𝑘(𝑥) < 𝐶 ′ для любого 𝑘 ≥ 𝑁 . Сле-

довательно, включение 𝑥 ∈ 𝐿<(𝑓, 𝐶) эквивалентно существованию раци-

онального числа 𝐶 ′ < 𝐶 и номера 𝑁 ∈ N таких, что 𝑥 ∈ ⋂︀
𝑘≥𝑁

𝐿<(𝑓𝑘, 𝐶
′).

Поэтому

𝐿<(𝑓, 𝐶) =
⋃︁

𝐶′<𝐶, 𝐶′∈Q

⋃︁

𝑁∈N

⋂︁

𝑘≥𝑁
𝐿<(𝑓𝑘, 𝐶

′).
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Так как множество измеримых множеств является 𝜎-кольцом, то из из-
меримости функций 𝑓𝑘 следует измеримость функции 𝑓 .

Задача 1. Пусть функции 𝑓𝑘 : 𝑋 → R измеримы при всех 𝑘 ∈ N.
Докажите измеримость функции 𝑓(𝑥) = sup

𝑘∈N
𝑓𝑘(𝑥).

Задача 2. Пусть функция 𝑓 : R → R дифференцируема. Докажите,

что ее производная 𝑓 ′ является измеримой функцией.

§ 5. Интеграл Лебега для счетно-ступенчатых
функций

Определение. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется счетно-ступенча-

той, если множество ее значений 𝑓(𝑋) счетно или конечно. Если это

множество конечно, то функция 𝑓 называется конечно-ступенчатой.

Определение. Счетный набор множеств {𝑋𝑖}∞𝑖=1 называется счет-

ным разбиением множества 𝑋, если 𝑋 =
∞⨆︀
𝑖=1

𝑋𝑖. Аналогично определяет-

ся конечное разбиение {𝑋𝑖}𝐼𝑖=1 множества 𝑋.

Счетное или конечное разбиение {𝑋𝑖} множества 𝑋 называется изме-

римым разбиением, если все множества 𝑋𝑖 измеримы по Лебегу.

Замечание. Функция 𝑓 : 𝑋 → R является счетно-ступенчатой то-

гда и только тогда, когда существуют счетное разбиение {𝑋𝑖}∞𝑖=1 множе-

ства 𝑋 и соответствующий набор элементов расширенной числовой пря-

мой {𝑓𝑖}∞𝑖=1 такие, что

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ∀𝑖 ∈ N. (1)

Замечание. Если все множества 𝑋𝑖 измеримы, то функция (1) из-

мерима. Обратное верно, если все значения 𝑓𝑖 попарно различны.

Определим некоторые операции с +∞ и −∞:

если 𝜆 ∈ R, 𝜆 > 0, то 𝜆 · (±∞) = ±∞;

если 𝜆 ∈ R, 𝜆 < 0, то 𝜆 · (±∞) = ∓∞.
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Определение . (Интеграл Лебега для счетно-ступенчатой функции.)
Пусть измеримая счетно-ступенчатая функция 𝑓 : 𝑋 → R имеет вид (1),

где {𝑋𝑖}∞𝑖=1 – измеримое разбиение множества 𝑋. Функция 𝑓 называется

интегрируемой по Лебегу, если ряд
∑︀∞

𝑖=1 𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) сходится абсолютно.

Здесь полагаем 0 · (±∞) = 0. В случае, если существует индекс 𝑖 ∈ 1, 𝐼
такой, что 𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) = ±∞, ряд

∑︀∞
𝑖=1 𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) считается расходящимся, а

функция 𝑓 неинтегрируемой.

Интегралом Лебега интегрируемой счетно-ступенчатой функции 𝑓
называется

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 :=
∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖).

Лемма 1. (О корректности определения интеграла Лебега для

счетно-ступенчатой функции.) Интеграл Лебега интегрируемой счетно-

ступенчатой функции 𝑓 : 𝑋 → R не зависит от измеримого разбиения

множества 𝑋.

Доказательство. Пусть даны два счетных измеримых разбиения

{𝑋𝑖}∞𝑖=1 и {𝑋̃𝑗}∞𝑗=1 множества 𝑋 такие, что

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ∀𝑖 ∈ N,

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑗 ∀𝑥 ∈ 𝑋̃𝑗 ∀𝑗 ∈ N.
Требуется доказать, что

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) =

∞∑︁

𝑗=1

𝑓𝑗𝜇(𝑋̃𝑗). (2)

В силу счетной аддитивности меры Лебега

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) =

∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗),

∞∑︁

𝑗=1

𝑓𝑗𝜇(𝑋̃𝑗) =

∞∑︁

𝑗=1

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑗𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗).

Если 𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) ̸= 0, то существует 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗 , а значит, 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥) = 𝑓𝑗 .
Поэтому
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∞∑︁

𝑗=1

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑗𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) =

∞∑︁

𝑗=1

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗).

Из теоремы о сведении двойного ряда к одинарному следует, что

∞∑︁

𝑗=1

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) =

∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗).

Отсюда вытекает равенство (2).

Замечание . Если 𝑓 : 𝑋 → [0,+∞) – интегрируемая счетно-

ступенчатая функция, то (𝑐)
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 равен мере в R𝑛+1 множества

𝐺 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}.

В этом состоит геометрический смысл интеграла от счетно-ступенчатой

функции.

Лемма 2. (Линейность интеграла Лебега для счетно-ступенчатых

функций.) Пусть счетно-ступенчатые функции 𝑓 : 𝑋 → R и 𝑔 : 𝑋 →
→ R интегрируемы по Лебегу. Тогда для любых чисел 𝛼, 𝛽 ∈ R функция

𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) интегрируема по Лебегу и

(𝑐)

∫︁

𝑋

(𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝛼

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠+ 𝛽

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠ .

Доказательство. Так как функции 𝑓 и 𝑔 измеримы и счетно-

ступенчатые, то существуют измеримые разбиения {𝑋𝑖}∞𝑖=1 и {𝑋̃𝑗}∞𝑗=1

множества 𝑋 такие, что

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ∀𝑖 ∈ N,

𝑔(𝑥) = 𝑔𝑗 ∀𝑥 ∈ 𝑋̃𝑗 ∀𝑗 ∈ N.

Тогда
{︁
𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗

}︁
𝑖∈N, 𝑗∈N

– счетное измеримое разбиение множества 𝑋 и

𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) = 𝛼𝑓𝑖 + 𝛽𝑔𝑗 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗 ∀𝑖, 𝑗 ∈ N.

Следовательно,

(𝑐)

∫︁

𝑋

(𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 =

∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

(𝛼𝑓𝑖 + 𝛽𝑔𝑗)𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) =
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= 𝛼

∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) + 𝛽

∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝑔𝑗𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) =

= 𝛼
∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) + 𝛽
∞∑︁

𝑗=1

𝑔𝑗𝜇(𝑋̃𝑗) = 𝛼

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠+ 𝛽

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠ .

При этом ряд
∑︀∞

𝑖=1

∑︀∞
𝑗=1(𝛼𝑓𝑖 + 𝛽𝑔𝑗)𝜇(𝑋𝑖 ∩ 𝑋̃𝑗) сходится абсолютно,

поскольку ряды
∑︀∞

𝑖=1 𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) и
∑︀∞

𝑗=1 𝑔𝑗𝜇(𝑋̃𝑗) сходятся абсолютно. Сле-

довательно, функция 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) интегрируема.

Лемма 3. (Счетная аддитивность интеграла для счетно-ступенчатых
функций.) Пусть {𝐴𝑘}∞𝑘=1 – измеримое разбиение множества 𝑋. Пусть
задана счетно-ступенчатая функция 𝑓 : 𝑋 → R. Если функция 𝑓 инте-

грируема на 𝑋, то 𝑓 интегрируема на всех 𝐴𝑘 и

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

(𝑐)

∫︁

𝐴𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Так как функция 𝑓 измерима и счетно-

ступенчатая, то существует измеримое разбиение {𝑋𝑖}∞𝑖=1 множества 𝑋
и соответствующий набор чисел {𝑓𝑖}∞𝑖=1 такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑓𝑖 для любых

𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N. Рассмотрим измеримые множества 𝑋𝑖𝑘 = 𝑋𝑖∩𝐴𝑘. Тогда по
определению интеграла от счетно-ступенчатой функции (𝑐)

∫︀
𝐴𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

=
∞∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖𝑘),

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑘=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖𝑘) =
∞∑︁

𝑘=1

(𝑐)

∫︁

𝐴𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Определение. Будем говорить, что условие 𝑃 (𝑥) выполняется для

почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 или почти всюду на 𝑋, если множество точек 𝑥 ∈ 𝑋,

для которых условие 𝑃 (𝑥) не выполнено, имеет нулевую меру Лебега.

Следующая лемма утверждает, что интеграл Лебега для счетно-

ступенчатых функций «не чувствует» изменения функции на множестве

нулевой меры.
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Лемма 4. Пусть 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → R – счетно-ступенчатые функции и

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда если функция 𝑔 интегрируема
на 𝑋, то функция 𝑓 интегрируема на 𝑋 и

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Так как счетно-ступенчатая функция 𝜙(𝑥) =
= 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) равна нулю для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋, то согласно опреде-

лению интеграла для счетно-ступенчатых функций имеем (𝑐)
∫︀
𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 0. Отсюда в силу линейности интеграла функция 𝑓 интегрируема на

𝑋 и

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑐)

∫︁

𝑋

(𝑔(𝑥) + 𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥 =

= (𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+ (𝑐)

∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

§ 6. Определение и элементарные свойства интеграла
Лебега

Определение . Нижним интегралом Лебега измеримой функции 𝑓 :
𝑋 → R называется

𝐼*(𝑓,𝑋) = sup
𝑔

(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥,

где супремум берется по всем интегрируемым счетно-ступенчатым функ-

циям 𝑔 : 𝑋 → R таким, что 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Если таких

функций не существует, то полагаем 𝐼*(𝑓,𝑋) = −∞.

Верхним интегралом Лебега измеримой функции 𝑓 : 𝑋 → R называ-

ется

𝐼*(𝑓,𝑋) = inf
ℎ

(𝑐)

∫︁

𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥,

где инфимум берется по всем интегрируемым счетно-ступенчатым функ-

циям ℎ : 𝑋 → R таким, что 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Если

таких функций не существует, то полагаем 𝐼*(𝑓,𝑋) = +∞.
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Если 𝐼*(𝑓,𝑋) = 𝐼*(𝑓,𝑋) ∈ R, то значение 𝐼*(𝑓,𝑋) = 𝐼*(𝑓,𝑋) называ-
ется интегралом Лебега функции 𝑓 и обозначается

∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Функция

𝑓 : 𝑋 → R называется интегрируемой по Лебегу (на множестве 𝑋), если

она измерима и существует конечный интеграл Лебега
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Замечание . Для любой измеримой функции 𝑓 : 𝑋 → R справедливо

неравенство 𝐼*(𝑓,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋). Это неравенство следует из того, что

если функции 𝑔, ℎ : 𝑋 → R интегрируемы, счетно-ступенчатые и 𝑔(𝑥) ≤
≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) при почти всех 𝑥 ∈ 𝑋, то (𝑐)

∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ (𝑐)
∫︀
𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥.

Лемма 1. Если функция 𝑓 : 𝑋 → R является счетно-ступенчатой и

интегрируемой в смысле предыдущего параграфа, то она интегрируема

в смысле общего определения интеграла Лебега и

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑐)

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (1)

Доказательство. Поскольку для любой счетно-ступенчатой инте-

грируемой функции 𝑔 : 𝑋 → R такой, что 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) при почти всех

𝑥 ∈ 𝑋, справедливо неравенство (𝑐)
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ (𝑐)
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, то супремум

𝐼*(𝑓,𝑋) = sup
𝑔

(𝑐)
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 достигается при 𝑔 = 𝑓 , а значит, 𝐼*(𝑓,𝑋) =

= (𝑐)
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Аналогично, 𝐼*(𝑓,𝑋) = (𝑐)
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Поэтому функция 𝑓

интегрируема в смысле общего определения интеграла Лебега и справед-

ливо равенство (1).

Лемма 2. (Об интегрировании неравенств.) Пусть измеримые функ-
ции 𝑓1, 𝑓2 : 𝑋 → R удовлетворяют неравенству 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑥) для почти
всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда

𝐼*(𝑓1, 𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓2, 𝑋), 𝐼*(𝑓1, 𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓2, 𝑋).

Если при этом существуют конечные или бесконечные интегралы∫︀
𝑋

𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2 и , то
∫︀
𝑋

𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︀
𝑋

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Если 𝑔 : 𝑋 → R – интегрируемая по Лебегу

счетно-ступенчатая функция и 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓1(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋, то
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𝑔(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Поэтому 𝐼*(𝑓1, 𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓2, 𝑋). Анало-
гично, 𝐼*(𝑓1, 𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓2, 𝑋). Отсюда в случае существования интегралов∫︀
𝑋

𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 следует неравенство
∫︀
𝑋

𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︀
𝑋

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Лемма 3. (О нечувствительности интеграла к изменению функции

на множестве нулевой меры.) Пусть значения функций 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → R
совпадают для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 и пусть существует конечный или

бесконечный интеграл
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. Тогда существует

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Согласно лемме 2

𝐼*(𝑓,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑔,𝑋) =

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐼*(𝑔,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋).

Поэтому 𝐼*(𝑓,𝑋) = 𝐼*(𝑓,𝑋) =
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Лемма 4. Если функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема, то для почти

всех 𝑥 ∈ 𝑋 значение 𝑓(𝑥) конечно.

Доказательство. Так как функция 𝑓 интегрируема, то существуют

интегрируемые счетно-ступенчатые функции 𝑔, ℎ : 𝑋 → R такие, что

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Следовательно, значение 𝑓(𝑥)
конечно для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Лемма 5. Если функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема по Лебегу, то

функция −𝑓 интегрируема по Лебегу на 𝑋 и

∫︁

𝑋

(−𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 = −
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Поскольку неравенство 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) эквивалентно
неравенству −𝑓(𝑥) ≤ −𝑔(𝑥), то

𝐼*(−𝑓,𝑋) = inf
−𝑓(𝑥)≤−𝑔(𝑥) для п.в. 𝑥∈𝑋

𝑔 – инт., сч.-ступ.

(𝑐)

∫︁

𝑋
(−𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 =
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= − sup
𝑔(𝑥)≤𝑓(𝑥) для п.в. 𝑥∈𝑋
𝑔 – инт., сч.-ступ.

(𝑐)

∫︁

𝑋
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = −𝐼*(𝑓,𝑋).

Аналогично, 𝐼*(−𝑓,𝑋) = −𝐼*(𝑓,𝑋). Поэтому 𝐼*(−𝑓,𝑋) = 𝐼*(−𝑓,𝑋) =
= −

∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ R, а значит, функция −𝑓 интегрируема на 𝑋 и
∫︀
𝑋

(−𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 = −
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Теорема 1. (Линейность интеграла Лебега.) Пусть функции 𝑓1, 𝑓2 :
𝑋 → R интегрируемы по Лебегу. Тогда для любых чисел 𝛼1, 𝛼2 ∈ R
функция 𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥) интегрируема по Лебегу на 𝑋 и

∫︁

𝑋

(︁
𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 = 𝛼1

∫︁

𝑋

𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝛼2

∫︁

𝑋

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Заметим, что согласно лемме 4 § 6 значения 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) конечны при

почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Поэтому выражение 𝛼𝑓1(𝑥) + 𝛽𝑓2(𝑥) определено при

почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. В точках 𝑥 ∈ 𝑋, где это выражение не определено (на-

пример, представляет собой неопределенность (+∞)+ (−∞)), его можно
доопределить произвольно, и в силу леммы 3 § 6 интеграл не зависит от

способа этого доопределения.

Доказательство. В силу леммы 5 достаточно рассмотреть случай,

когда 𝛼1 ≥ 0 и 𝛼2 ≥ 0. Пусть 𝛼1 ≥ 0 и 𝛼2 ≥ 0. Фиксируем произвольное

число 𝜀 > 0. Так как 𝐼*(𝑓𝑖, 𝑋) ∈ R при 𝑖 = 1, 2, то найдутся интегрируемые
по Лебегу счетно-ступенчатые функции 𝑔1, 𝑔2 : 𝑋 → R такие, что при 𝑖 =
= 1, 2

𝑔𝑖(𝑥) ≤ 𝑓𝑖(𝑥) для п.в. 𝑥 ∈ 𝑋, (𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔𝑖(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ 𝐼*(𝑓𝑖, 𝑋)− 𝜀. (2)

Поскольку 𝛼1𝑔1(𝑥) + 𝛼2𝑔2(𝑥) ≤ 𝛼1𝑓1(𝑥) + 𝛼2𝑓2(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋,

а функция 𝛼1𝑔1(𝑥) + 𝛼2𝑔2(𝑥) является счетно-ступенчатой, то

𝐼*(𝛼1𝑓1 + 𝛼2𝑓2, 𝑋) ≥ (𝑐)

∫︁

𝑋

(𝛼1𝑔1(𝑥) + 𝛼2𝑔2(𝑥)) 𝑑𝑥 =

= 𝛼1

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠+ 𝛼2

⎛
⎝(𝑐)

∫︁

𝑋

𝑔2(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠ ≥

≥ 𝛼1𝐼*(𝑓1, 𝑋) + 𝛼2𝐼*(𝑓2, 𝑋)− (𝛼1 + 𝛼2)𝜀,
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где равенство следует из линейности интеграла для счетно-ступенчатых

фукнций, а последнее неравенство – из неравенства (2). В силу произволь-

ности числа 𝜀 > 0 получаем неравенство 𝐼*(𝛼1𝑓1+𝛼2𝑓2, 𝑋) ≥ 𝛼1𝐼*(𝑓1, 𝑋)+
+𝛼2𝐼*(𝑓2, 𝑋). Аналогично, 𝐼*(𝛼1𝑓1+𝛼2𝑓2, 𝑋) ≤ 𝛼1𝐼

*(𝑓1, 𝑋)+𝛼2𝐼
*(𝑓2, 𝑋).

Отсюда и из интегрируемости по Лебегу функций 𝑓1 и 𝑓2 получаем до-

казываемое утверждение.

Задача 1. Пусть функция 𝑓 интегрируема по Лебегу на множестве

𝑋 положительной меры Лебега, и 𝑓(𝑥) > 0 для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Докажите

что
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 > 0.

Задача 2. Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема. Докажите, что

для любого числа 𝜀 > 0 найдется конечно-ступенчатая интегрируемая

функция 𝑓𝜀 : 𝑋 → R, приближающая функцию 𝑓 в среднем с точностью

𝜀, т. е. такая, что
∫︀
𝑋

|𝑓𝜀(𝑥)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤ 𝜀.

Задача 3. Пусть функция 𝑓 : R→ R интегрируема. Докажите, что

lim
𝑡→0

∫︁ +∞

−∞
|𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 = 0.

Задача 4. Докажите, что если 𝑓 : R→ R интегрируема по Лебегу, то
∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥→ 0

при 𝜔 →∞.

§ 7. Связь интегрируемости функции
с интегрируемостью ее модуля

Лемма 1. (О приближении неотрицательной измеримой функции

счетно-ступенчатой функцией.) Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → [0,+∞] изме-
рима. Тогда для любого числа 𝜀 > 0 существуют измеримая счетно-

ступенчатая функция 𝑔 : 𝑋 → [0,+∞] и интегрируемая счетно-

ступенчатая функция 𝜙 : 𝑋 → [0,+∞) такие, что

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) + 𝜙(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋, (1)
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝜀. (2)
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Доказательство. Фиксируем произвольное число 𝜀 > 0. Пусть сна-
чала 𝜇(𝑋) < +∞. Выберем натуральное число 𝑁 так, что 𝜇(𝑋)

𝑁 < 𝜀. Опре-
делим функции

𝜙(𝑥) =
1

𝑁
, 𝑔(𝑥) =

{︂
𝑘
𝑁 , 𝑓(𝑥) ∈

[︀
𝑘
𝑁 ,

𝑘+1
𝑁

)︀
, 𝑘 ∈ N ∪ {0},

+∞, 𝑓(𝑥) = +∞.

Тогда 𝑔 – измеримая, счетно-ступенчатая функция, 𝜙 – постоянная функ-

ция и выполнены неравенства (1), (2).

Пусть теперь 𝜇(𝑋) = +∞. В силу леммы 4 § 3 множество 𝑋 можно

представить в виде дизъюнктного объединения счетного набора конечно

измеримых множеств 𝐴𝑘.
Из доказанного в первой части, следует, что для любого 𝑘 ∈ N су-

ществуют измеримая счетно-ступенчатая функция 𝑔𝑘 : 𝐴𝑘 → [0,+∞] и
постоянная функция 𝜙𝑘(𝑥) = 𝜙𝑘 ∈ [0,+∞), 𝑥 ∈ 𝐴𝑘 такие, что

𝑔𝑘(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔𝑘(𝑥) + 𝜙𝑘(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐴𝑘,
∫︁

𝐴𝑘

𝜙𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜙𝑘𝜇(𝐴𝑘) <
𝜀

2𝑘
.

Соберем из этих функций счетно-ступенчатые функции 𝑔, 𝜙 : 𝑋 → R:

𝑔(𝑥) = 𝑔𝑘(𝑥), 𝜙(𝑥) = 𝜙𝑘 ∀𝑥 ∈ 𝐴𝑘 ∀𝑘 ∈ N.

Тогда будет выполнено неравенство (1).

Заметим, что
∞∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘𝜇(𝐴𝑘) <
∞∑︁

𝑘=1

𝜀

2𝑘
= 𝜀.

Все члены ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝜙𝑘𝜇(𝐴𝑘) неотрицательны, а значит, этот ряд сходит-

ся абсолютно и, следовательно, функция 𝜙 интегрируема на 𝑋. Поэтому
∫︀
𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑐)
∫︀
𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑︀
𝑘=1

𝜙𝑘𝜇(𝐴𝑘) < 𝜀, а значит, выполнено неравен-

ство (2).

Замечание . В условиях леммы 1 может не существовать интегриру-

емой по Лебегу функции 𝑔, удовлетворяющией неравенствам (1), (2). На-

пример, так происходит для функции 𝑓(𝑥) = 𝑥 и множества 𝑋 = [0,+∞).
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Задача 1. Докажите, что если 𝑓 : R → R измерима по Лебегу, то ее

график имеет меру Лебега нуль на плоскости.

Лемма 2. Пусть неотрицательная счетно-ступенчатая функция

𝑓 : 𝑋 → [0,+∞] измерима и 𝐼*(𝑓,𝑋) < +∞. Тогда функция 𝑓 интегри-

руема.

Доказательство. Поскольку функция 𝑓 измеримая и счетно-

ступенчатая, то существуют такое измеримое разбиение {𝑋𝑘}∞𝑘=1 мно-

жества 𝑋 и соответствующий набор 𝑓𝑘 ∈ [0,+∞], что 𝑓(𝑥) = 𝑓𝑘 при 𝑥 ∈
∈ 𝑋𝑘. Поскольку измеримое множество можно представить в виде счет-

ного дизъюнктного объединения конечно-измеримых множеств, то будем

считать, что множества 𝑋𝑘 конечно-измеримы.

Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝜇(𝑋𝑘) не сходится абсолютно. Отсюда и из неотрицательно-

сти 𝑓𝑘 следует, что
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝜇(𝑋𝑘) = +∞.

Рассмотрим случай, когда 𝑓𝑘𝜇(𝑋𝑘) < +∞ для любого 𝑘 ∈ N. Тогда
для любого числа 𝐶 > 0 найдется индекс 𝑘0 ∈ N такой, что

𝑘0∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝜇(𝑋𝑘) >

> 𝐶. Определим функцию

𝑔(𝑥) =

{︂
𝑓𝑘, 𝑥 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 ∈ 1, 𝑘0,
0, иначе

Тогда функция 𝑔 : 𝑋 → [0,+∞) – интегрируемая, счетно-ступенчатая и

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋,
∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶. (3)

В другом случае найдется индекс 𝑘1 ∈ N такой, что 𝑓𝑘1𝜇(𝑋𝑘1) =
= +∞. Поскольку 𝜇(𝑋𝑘1) < +∞, то 𝑓𝑘1 = +∞. Выберем число 𝑔1 так,

что 𝑔1𝜇(𝑋𝑘1) > 𝐶 и определим

𝑔(𝑥) =

{︂
𝑔1, 𝑥 ∈ 𝑋𝑘1 ,
0, иначе

Тогда снова 𝑔 : 𝑋 → [0,+∞) – интегрируемая, счетно-ступенчатая функ-
ция, удовлетворяющая соотношениям (3).
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Поэтому в любом случае 𝐼*(𝑓,𝑋) ≥
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶, где 𝐶 – произволь-

ное положительное число. Это противоречит неравенству 𝐼*(𝑓,𝑋) < +∞.

Полученное противоречие показывает, что функция 𝑓 интегрируема на

𝑋.

Теорема 1. (О существовании интеграла от неотрицательной изме-

римой функции.) Пусть неотрицательная функция 𝑓 : 𝑋 → [0,+∞] из-
мерима. Тогда существует конечный или бесконечный интеграл Лебега∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ [0,+∞].

Доказательство. Если 𝐼*(𝑓,𝑋) = +∞, то в силу неравенства

𝐼*(𝑓,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋) получаем равенство 𝐼*(𝑓,𝑋) = +∞. Следователь-

но, в этом случае
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = +∞.

Пусть теперь 𝐼*(𝑓,𝑋) < +∞. Фиксируем произвольное число 𝜀 >
> 0. В силу леммы 1 существуют измеримая счетно-ступенчатая функция

𝑔 : 𝑋 → [0,+∞] и интегрируемая счетно-ступенчатая функция 𝜙 : 𝑋 →
→ [0,+∞) такие, что

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) + 𝜙(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋, (4)
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝜀. (5)

В силу леммы об интегрировании неравенств имеем 𝐼*(𝑔,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋) <
< +∞. Поэтому согласно лемме 2 функция 𝑔 интегрируема. Поскольку

функция 𝜙 также интегрируема на 𝑋, то в силу линейности интеграла

Лебега функция 𝑔 + 𝜙 интегрируема на 𝑋. По определению верхнего и

нижнего интегралов Лебега

−∞ <

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋) ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋) ≤
∫︁

𝑋

(︁
𝑔(𝑥) + 𝜙(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 < +∞.

Поэтому значения 𝐼*(𝑓,𝑋), 𝐼*(𝑓,𝑋) конечны и, используя неравенство

(5), получаем

0 ≤ 𝐼*(𝑓,𝑋)− 𝐼*(𝑓,𝑋) ≤
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝜀.

В силу произвольности числа 𝜀 > 0 имеем 𝐼*(𝑓,𝑋) = 𝐼*(𝑓,𝑋) ∈ R. По-
этому функция 𝑓 интегрируема по Лебегу на 𝑋.
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Определение. Положительной и отрицательной составляющими

функции 𝑓 : 𝑋 → R называются соответственно функции

𝑓+(𝑥) = max{𝑓(𝑥), 0}, 𝑓−(𝑥) = max{−𝑓(𝑥), 0}.
Заметим, что функции 𝑓+ и 𝑓− неотрицательны и

𝑓(𝑥) = 𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Лемма 3. Функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема по Лебегу тогда и

только тогда, когда ее положительная и отрицательная составляющие

интегрируемы по Лебегу на 𝑋.

Доказательство. Если функции 𝑓+ и 𝑓− интегрируемы по Лебегу

на 𝑋, то в силу линейности интеграла из равенства 𝑓(𝑥) = 𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥)
следует интегрируемость по Лебегу функции 𝑓 на 𝑋.

Пусть теперь функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема по Лебегу. Так как

для любого 𝐶 > 0 лебегово множество 𝐿<(𝑓+, 𝐶) совпадает с множеством
𝐿<(𝑓, 𝐶), которое измеримо по Лебегу, а при 𝐶 ≤ 0 лебегово множество

𝐿<(𝑓+, 𝐶) пусто, то функция 𝑓+ измерима на 𝑋.

Покажем, что функция 𝑓+ интегрируема на 𝑋.

Так как функция 𝑓 интегрируема, то существует интегрируемая

счетно-ступенчатая функция ℎ : 𝑋 → R такая, что 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) почти
всюду на 𝑋.

В тех точках 𝑥 ∈ 𝑋, в которых выполняется неравенство 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)
будет выполняться неравенство 𝑓+(𝑥) ≤ ℎ+(𝑥). Поэтому

𝑓+(𝑥) ≤ ℎ+(𝑥) для п.в. 𝑥 ∈ 𝑋. (6)

Покажем, что счетно-ступенчатая функция ℎ+ интегрируема на 𝑋.

Поскольку функция ℎ : 𝑋 → R измеримая и счетно-ступенчатая, то су-

ществует {𝑋𝑘} – измеримое разбиение множества 𝑋 такое, что ℎ(𝑥) = ℎ𝑘
для любого 𝑥 ∈ 𝑋𝑘. При этом ℎ+(𝑥) = (ℎ𝑘)+ при 𝑥 ∈ 𝑋𝑘, где (ℎ𝑘)+ =

= max{0, ℎ𝑘}. Так как функция ℎ интегрируема на 𝑋, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

ℎ𝑘𝜇(𝑋𝑘)

сходится абсолютно. Отсюда и из неравенства |(ℎ𝑘)+| ≤ |ℎ𝑘| следует абсо-
лютная сходимость ряда

∞∑︀
𝑘=1

(ℎ𝑘)+𝜇(𝑋𝑘), то есть интегрируемость функ-

ции ℎ+ на 𝑋.

Согласно теореме о существовании интеграла от неотрицательной из-

меримой функции существует
∫︀
𝑋

𝑓+(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ [0,+∞]. По теореме об ин-

тегрировании неравенств из неравенства (6) следует, что
∫︀
𝑋

𝑓+(𝑥) 𝑑𝑥 ≤

≤
∫︀
𝑋

ℎ+(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞.
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Таким образом,
∫︀
𝑋

𝑓+(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ R, т.е. функция 𝑓+ интегрируема на 𝑋.

Аналогично, функция 𝑓− интегрируема на 𝑋.

Теорема 2. (Признак сравнения.) Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → R из-

мерима и существует интегрируемая по Лебегу функция 𝜙 : 𝑋 → R
такая, что |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜙(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда функция 𝑓 инте-

грируема по Лебегу.

Доказательство. Как показано в доказательстве леммы 3, из из-

меримости функции 𝑓 следует измеримость ее положительной составля-

ющей 𝑓+. В силу теоремы 1 существует
∫︀
𝑋

𝑓+(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ [0,+∞]. Так как

𝑓+(𝑥) ≤ 𝜙(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋, то по теореме об интегрировании

неравенств ∫︁

𝑋

𝑓+(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞.

Следовательно, функция 𝑓+ интегрируема по Лебегу на 𝑋. Аналогично

функция 𝑓− интегрируема по Лебегу на 𝑋. В силу равенства 𝑓(𝑥) =
= 𝑓+(𝑥) − 𝑓−(𝑥) и линейности интеграла функция 𝑓 интегрируема по

Лебегу на 𝑋.

Теорема 3. Функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема по Лебегу тогда и

только тогда, когда функция 𝑓 измерима и функция |𝑓(𝑥)| интегрируе-
ма по Лебегу на 𝑋.

Доказательство. Пусть функция 𝑓 интегрируема по Лебегу на 𝑋.

Тогда по определению интегрируемости функция 𝑓 измерима. В силу

леммы 3 ее положительная составляющая 𝑓+ и отрицательная составля-

ющая 𝑓− интегрируемы по Лебегу на 𝑋. Отсюда в силу линейности ин-

теграла получаем интегрируемость по Лебегу функции |𝑓(𝑥)| = 𝑓+(𝑥) +
+ 𝑓−(𝑥) на 𝑋.

Если функция 𝑓 : 𝑋 → R измерима, а функция |𝑓(𝑥)| интегрируема по
Лебегу на 𝑋, то согласно признаку сравнения функция 𝑓 интегрируема

по Лебегу на 𝑋.

Теорема 4. (Достаточное условие интегрируемости.) Если функция

𝑓 : 𝑋 → R непрерывна на компакте 𝑋 ⊂ R𝑛, то 𝑓 интегрируема на 𝑋.

Доказательство. Так как для любого числа 𝐶 ∈ R лебегово множе-

ство 𝐿≤(𝑓, 𝐶) замкнуто (а значит, измеримо), то функция 𝑓 измерима на

𝑋. В силу теоремы Вейерштрасса функция 𝑓 ограничена на 𝑋 некоторой
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константой 𝐶𝑓 ∈ R. Так как константа 𝜙(𝑥) = 𝐶 интегрируема на ком-

пакте 𝑋, то по признаку сравнения функция 𝑓 интегрируема на 𝑋.

Задача 2. Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → R измерима.

а) Могут ли нижний и верхний интегралы Лебега 𝐼*(𝑓,𝑋), 𝐼*(𝑓,𝑋)
быть конечными и различными?

б) Могут ли 𝐼*(𝑓,𝑋), 𝐼*(𝑓,𝑋) быть бесконечными и различными?

Теорема 5. (Интегральная теорема о среднем.) Пусть 𝑋 – линейно-

связный компакт в R𝑛, функция 𝑓 : 𝑋 → R непрерывна, а функция

𝑔 : 𝑋 → R интегрируема и сохраняет знак, т. е. 𝑔(𝑥) ≥ 0 при всех 𝑥 ∈
∈ 𝑋 или 𝑔(𝑥) ≤ 0 при всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда существует точка 𝜉 ∈ 𝑋 такая,

что ∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝜉)

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Без потери общности будем предполагать, что

𝑔(𝑥) ≥ 0 при всех 𝑥 ∈ 𝑋. В силу теоремы Вейерштрасса существуют

𝑚 = min
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) и 𝑀 = max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥). Тогда

𝑚𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≤𝑀𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋.
В силу признака сравнения функция 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) интегрируема на 𝑋. Со-

гласно теореме об интегрировании неравенств и свойству линейности ин-

теграла имеем

𝑚

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤𝑀
∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Если
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, то
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 и утверждение теоремы спра-

ведливо для любого 𝜉 ∈ 𝑋. Пусть
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ̸= 0. Тогда согласно теореме

об интегрировании неравенств имеем
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 0 и, следовательно,

∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
= 𝐶 ∈ [𝑚,𝑀 ].

По теореме о промежуточном значении найдется точка 𝜉 ∈ 𝑋 такая, что

𝑓(𝜉) = 𝐶.

Задача 3. Приведите пример, показывающий, что условие сохране-
ния знака функции 𝑔 существенно в теореме 5.
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§ 8. Аддитивность интеграла по множествам

Лемма 1. (Об интегрируемости на подмножестве.) Пусть функция

𝑓 : 𝑋 → R интегрируема, а множество 𝑋 ′ ⊂ 𝑋 измеримо. Тогда функ-

ция 𝑓 интегрируема на 𝑋 ′.

Доказательство. По теореме 3 § 7 функция |𝑓(𝑥)| интегрируема на
𝑋. Следовательно, 𝐼*(|𝑓 |, 𝑋) < +∞, а значит, существует интегрируе-

мая счетно-ступенчатая функция ℎ : 𝑋 → R такая, что |𝑓(𝑥)| ≤ ℎ(𝑥)
для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. По определению интеграла от счетно-ступенчатой

функции функция ℎ интегрируема на 𝑋 ′. Согласно теореме 2 функция 𝑓
интегрируема на 𝑋 ′.

Лемма 2. (Конечная аддитивность интеграла Лебега по множе-

ствам.) Пусть измеримые по Лебегу множества 𝑋1 ⊂ R𝑛 и 𝑋2 ⊂ R𝑛
не пересекаются, 𝑋 = 𝑋1 ∪𝑋2. Пусть функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируе-

ма по Лебегу на 𝑋1 и на 𝑋2. Тогда 𝑓 интегрируема по Лебегу на 𝑋 и

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁

𝑋2

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. По определению верхнего интеграла Лебега

𝐼*(𝑓,𝑋1) + 𝐼*(𝑓,𝑋2) = inf
ℎ1

(𝑐)

∫︁

𝑋1

ℎ1(𝑥) 𝑑𝑥+ inf
ℎ2

(𝑐)

∫︁

𝑋2

ℎ2(𝑥) 𝑑𝑥 =

= inf
ℎ

⎛
⎝ (𝑐)

∫︁

𝑋1

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥+ (𝑐)

∫︁

𝑋2

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥

⎞
⎠ ,

где ℎ𝑖 : 𝑋𝑖 → R – интегрируемые счетно-ступенчатые функции такие, что

𝑓(𝑥) ≤ ℎ𝑖(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, ℎ : 𝑋 → R – интегрируемая счетно-

ступенчатая функция такая, что 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. В

силу леммы 3 § 5 справедливо равенство (𝑐)
∫︀
𝑋1

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 + (𝑐)
∫︀
𝑋2

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

= (𝑐)
∫︀
𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥. Следовательно, 𝐼*(𝑓,𝑋1) + 𝐼*(𝑓,𝑋2) = inf
ℎ

(𝑐)
∫︀
𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝐼*(𝑓,𝑋). Аналогично, 𝐼*(𝑓,𝑋1) + 𝐼*(𝑓,𝑋2) = 𝐼*(𝑓,𝑋). Отсюда в силу

определения интеграла Лебега получаем доказываемое утверждение.

Теорема 1. (Непрерывность интеграла по множествам.) Пусть

{𝑋𝑘}∞𝑘=1 счетный набор измеримых по Лебегу вложенных множеств:
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𝑋1 ⊂ 𝑋2 ⊂ . . . Пусть 𝑋 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘 и функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема

по Лебегу. Тогда ∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (1)

Доказательство. Шаг 1. Пусть сначала функция 𝑓 : 𝑋 → R –

счетно-ступенчатая. Рассмотрим измеримое разбиение {𝐴𝑘}∞𝑘=1 множе-

ства 𝑋: 𝐴1 = 𝑋1, 𝐴2 = 𝑋2 ∖ 𝑋1, ..., 𝐴𝑘 = 𝑋𝑘 ∖ 𝑋𝑘−1. В силу счетной

аддитивности интеграла от счетно-ступенчатой функции имеем

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝐴𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁

𝐴𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑁→∞

∫︁

𝑋𝑁

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

где последнее равенство следует из конечной аддитивности интеграла Ле-

бега.

Шаг 2. Рассмотрим теперь общий случай интегрируемой по Лебегу

функции 𝑓 : 𝑋 → R. В силу конечной аддитивности интеграла Лебе-

га справедливо равенство
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
∫︀
𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +
∫︀

𝑋∖𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Поэтому

требуется доказать, что

lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋∖𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (2)

По определению интеграла Лебега существуют интегрируемые

счетно-ступенчатые функции 𝑔, ℎ : 𝑋 → R такие, что

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) для п.в. 𝑥 ∈ 𝑋,

В силу теоремы об интегрировании неравенств

∫︁

𝑋∖𝑋𝑘

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋∖𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋∖𝑋𝑘

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥. (3)

Как показано на шаге 1,
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lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋𝑘

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋𝑘

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥,

то есть, lim
𝑘→∞

∫︀
𝑋∖𝑋𝑘

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︀
𝑋∖𝑋𝑘

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. Отсюда и из неравенств

(3) по теореме о трех последовательностях следует соотношение (2).

Теорема 2. (Счетная аддитивность интеграла Лебега.) Пусть

{𝑋𝑘}∞𝑘=1 – измеримое разбиение множества 𝑋. Пусть функция 𝑓 : 𝑋 →
→ R интегрируема по Лебегу. Тогда

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Для каждого 𝑁 ∈ N обозначим 𝐴𝑁 =
𝑁⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Ис-

пользуя непрерывность и конечную аддитивность интеграла по множе-

ствам, получаем

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑁→∞

∫︁

𝐴𝑁

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Определение. Пусть −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞ и функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R
интегрируема. Тогда будем использовать обозначения

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 :=

∫︁

(𝑎,𝑏)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

𝑎∫︁

𝑏

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 := −
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Для любой функции 𝑓 будем полагать
𝑎∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 := 0.

Лемма 3. Если функция 𝑓 интегрируема на отрезке, содержащем

точки 𝑎, 𝑏 и 𝑐, то при любом расположении этих точек справедливо

равенство
𝑐∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

𝑐∫︁

𝑏

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
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Доказательство. Рассмотрим случай 𝑎 < 𝑐 < 𝑏. Из леммы об ин-

тегрируемости на подмножестве следует интегрируемость функции 𝑓 на

отрезках [𝑎, 𝑐] и [𝑐, 𝑏]. Поэтому в силу конечной аддитивности интеграла

по множествам получаем

𝑐∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑏∫︁

𝑐

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

𝑐∫︁

𝑏

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Другие случаи рассматриваются аналогично.

§ 9. Интеграл с переменным верхним пределом

Далее нам понадобится следующее достаточное условие существова-

ния одностороннего предела функции.

Лемма 1. Пусть заданы 𝐴 ∈ R и функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R, где −∞ ≤
≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞. Пусть для любой строго возрастающей последователь-

ности точек 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) такой, что lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑏 справедливо соотноше-

ние lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) = 𝐴. Тогда односторонний предел 𝑓(𝑏 − 0) существует и

равен 𝐴.

Доказательство. Зафиксируем строго возрастающую последова-

тельность точек 𝑏𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) такую, что lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 𝑏. Предположим, что

доказываемое соотношение не выполнено, т. е. существует число 𝜀0 > 0
такое, что

∀𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏) ∃𝑥 ∈ (𝑏′, 𝑏) : 𝑓(𝑥) ̸∈ 𝑈𝜀0(𝐴). (1)

Из условия (1) следует существование строго возрастающей последова-

тельности точек 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) такой, что lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑏 и

𝑓(𝑥𝑘) ̸∈ 𝑈𝜀0(𝐴) ∀𝑘 ∈ N. (2)

Действительно, такую последовательность {𝑥𝑘} можно построить рекур-
рентно. В силу (1) существует точка 𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑏) такая, что 𝑓(𝑥1) ̸∈ 𝑈𝜀0(𝐴).
Если задана точка 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏), то обозначим 𝑥′𝑘 = max{𝑥𝑘, 𝑏𝑘}. В силу

условия (1) найдется точка 𝑥𝑘+1 ∈ (𝑥′𝑘, 𝑏) такая, что 𝑓(𝑥𝑘+1) ̸∈ 𝑈𝜀0(𝐴).
Таким образом, существует строго возрастающая последовательность то-

чек 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) такая, что lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑏 и выполнено соотношение (2). Это

противоречит условию доказываемой леммы.
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Теорема 1. (Непрерывность интеграла как функции верхнего преде-
ла.) Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏, функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R интегрируема. Тогда

функция 𝐹 (𝑥) =
𝑥∫︀
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 непрерывна на [𝑎, 𝑏].

Доказательство. Зафиксируем произвольные точку 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏] и
строго возрастающую последовательность {𝑥𝑘} такую, что 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑥0)
и lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0. В силу непрерывности интеграла по множествам

𝐹 (𝑥0) =

𝑥0∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

𝑥𝑘∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

𝐹 (𝑥𝑘).

В силу леммы 1 имеем 𝐹 (𝑥0− 0) = 𝐹 (𝑥0) для любой точки 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏], т.е.
функция 𝐹 непрерывна слева в любой точке 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏].

Аналогично, функция 𝐺(𝑥) =
𝑏∫︀
𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 непрерывна справа в любой

точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏). Поскольку в силу аддитивности интеграла по множе-

ствам 𝐹 (𝑥) + 𝐺(𝑥) =
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =: 𝐶 ∈ R, то функция 𝐹 (𝑥) = 𝐶 − 𝐺(𝑥)

также непрерывна справа в любой точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏).

Теорема 2. Пусть функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R непрерывна. Тогда функция

𝐹 (𝑥) =
𝑥∫︀
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 является первообразной функции 𝑓 на [𝑎, 𝑏].

Доказательство. Пусть сначала 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏). Покажем, что существу-
ет 𝐹 ′

+(𝑥0) = 𝑓(𝑥0). Фиксируем произвольную точку 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑏). В силу ад-

дитивности интеграла имеем 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥0) =
𝑥∫︀
𝑥0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡. Согласно инте-

гральной теореме о среднем найдется точка 𝜉(𝑥) ∈ (𝑥0, 𝑥) такая, что
∫︁

[𝑥0,𝑥]

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝜉)

∫︁

[𝑥0,𝑥]

1 𝑑𝑡 = 𝑓(𝜉) · (𝑥− 𝑥0).

Поэтому
𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑥0)

𝑥− 𝑥0
= 𝑓(𝜉(𝑥)).

Так как 𝜉(𝑥) ∈ (𝑥0, 𝑥) и функция 𝑓 непрерывна справа в точке 𝑥0, то

lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝜉(𝑥)) = 𝑓(𝑥0).
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Следовательно, существует

𝐹 ′
+(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0+0

𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= 𝑓(𝑥0).

Аналогично,в случае 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏] существует 𝐹 ′
−(𝑥0) = 𝑓(𝑥0). Поэтому для

любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] существует производная 𝐹 ′(𝑥0) = 𝑓(𝑥0), где под 𝐹
′(𝑥0)

при 𝑥0 = 𝑎 понимается 𝐹 ′
+(𝑥0), а при 𝑥0 = 𝑏 понимается 𝐹 ′

−(𝑥0).

Теорема 3. Если 𝐹 – первообразная непрерывной на [𝑎, 𝑏] функции 𝑓 ,
то справедлива формула Ньютона–Лейбница:

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹

⃒⃒
⃒⃒
𝑏

𝑎

по опред.
= 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Доказательство. Из теоремы 2 и теоремы о структуре множества

первообразных следует существование числа 𝐶 ∈ R такого, что 𝐹 (𝑥) =

=
𝑥∫︀
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡+𝐶 при всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Следовательно,

𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏)−𝐶 =

= 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Определение. Функция 𝑓 называется кусочно непрерывной на от-

резке [𝑎, 𝑏], если существует набор точек {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 таких, что 𝑎 = 𝑥0 <
< 𝑥1 < . . . < 𝑥𝐼 = 𝑏, причем для любого 𝑖 ∈ 1, 𝐼 функция 𝑓 непрерывна

на интервале (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) и существуют конечные односторонние пределы

𝑓(𝑥𝑖−1 + 0), 𝑓(𝑥𝑖 − 0).

Следующая теорема показывает, что в теореме 3 условие непрерыв-

ности функции 𝑓 можно ослабить до кусочной непрерывности.

Теорема 4. (Формула Ньютона–Лейбница.) Пусть функция 𝑓 :
[𝑎, 𝑏] → R кусочно непрерывна на [𝑎, 𝑏], а функция 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → R непре-

рывна на [𝑎, 𝑏] и для всех точек 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] за исключением, быть может,

конечного числа справедливо равенство 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥). Тогда

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Доказательство. Так как функция 𝑓 кусочно непрерывна на [𝑎, 𝑏],
то существует набор точек {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 таких, что 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝐼 = 𝑏,
причем для любого 𝑖 ∈ 1, 𝐼 функция 𝑓 непрерывна на интервале (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)
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и существуют конечные односторонние пределы 𝑓(𝑥𝑖−1 + 0), 𝑓(𝑥𝑖 − 0).
Добавляя в набор {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 точки 𝑥, в которых равенство 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) не
справедливо, получаем, что 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) при всех 𝑖 ∈ 1, 𝐼 и 𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖).
Покажем, что

𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥𝑖)− 𝐹 (𝑥𝑖−1) ∀𝑖 ∈ 1, 𝐼. (3)

Фиксируем произвольный индекс 𝑖 ∈ 1, 𝐼. Рассмотрим функцию ̃︀𝑓 :
[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]→ R, заданную формулой

̃︀𝑓(𝑥) =

⎧
⎨
⎩

𝑓(𝑥𝑖−1 + 0), 𝑥 = 𝑥𝑖−1,
𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖),
𝑓(𝑥𝑖 − 0), 𝑥 = 𝑥𝑖.

Тогда функция ̃︀𝑓 непрерывна на отрезке [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] и 𝐹 ′(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥) для
любого 𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖). В силу следствия из теоремы Лагранжа о среднем

имеем 𝐹 ′
+(𝑥𝑖−1) = 𝐹 ′(𝑥𝑖−1+0). Поэтому 𝐹 ′

+(𝑥𝑖−1) = ̃︀𝑓(𝑥𝑖−1+0) = ̃︀𝑓(𝑥𝑖−1).

Аналогично, 𝐹 ′
−(𝑥𝑖) =

̃︀𝑓(𝑥𝑖). Следовательно, функция 𝐹 является перво-

образной функции ̃︀𝑓 на отрезке [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. Применяя теорему 3, получа-

ем равенство
𝑥𝑖∫︀

𝑥𝑖−1

̃︀𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥𝑖) − 𝐹 (𝑥𝑖−1). В силу леммы о нечувстви-

тельности интеграла к изменению функции на множестве нулевой меры

справедливо равенство
𝑥𝑖∫︀

𝑥𝑖−1

̃︀𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑥𝑖∫︀

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, а значит, верна форму-

ла (3). Из формулы (3) в силу аддитивности интеграла по множествам

интегрирования получаем

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝐼∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝐼∑︁

𝑖=1

(𝐹 (𝑥𝑖)− 𝐹 (𝑥𝑖−1)) = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Замечание. Формулу Ньютона–Лейбница называют основной фор-

мулой интегрального исчисления, т. к. она связывает интеграл с произ-

водной и дает удобный способ вычисления интегралов.

Теорема 5. (Замена переменной.) Пусть функция 𝑥 = 𝜙(𝑡) имеет
непрерывную производную на отрезке [𝑎, 𝑏], а функция 𝑓 непрерывна на
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отрезке 𝜙([𝑎, 𝑏]). Тогда

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝜙(𝑡)) 𝑑𝜙(𝑡) =

𝜙(𝑏)∫︁

𝜙(𝑎)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Поскольку функция 𝑓 непрерывна на 𝜙([𝑎, 𝑏]),
то по теореме 2 существует первообразная 𝐹 для функции 𝑓 : ∀𝑥 ∈

∈ 𝜙([𝑎, 𝑏]) →˓ 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥). По формуле Ньютона–Лейбница
𝜙(𝑏)∫︀
𝜙(𝑎)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝐹 (𝜙(𝑏))− 𝐹 (𝜙(𝑎)).
Поскольку 𝑑

𝑑𝑡𝐹 (𝜙(𝑡)) = 𝐹 ′(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) = 𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡), то функция

𝐹 (𝜙(𝑡)) является первообразной функции 𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡). Следовательно,
по формуле Ньютона–Лейбница

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝜙(𝑡)) 𝑑𝜙(𝑡) =

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝑏∫︁

𝑎

𝑑𝐹 (𝜙(𝑡)) = 𝐹 (𝜙(𝑏))− 𝐹 (𝜙(𝑎)) =
𝜙(𝑏)∫︁

𝜙(𝑎)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Теорема 6. (Интегрирование по частям.) Если функции 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥)
непрерывны и их производные кусочно непрерывны на [𝑎, 𝑏], то

𝑏∫︁

𝑎

𝑢(𝑥) 𝑑𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
𝑏

𝑎

−
𝑏∫︁

𝑎

𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥).

Доказательство. Пользуясь линейностью интеграла и формулой

Ньютона–Лейбница для функции 𝐹 (𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥), получаем

𝑏∫︁

𝑎

𝑢(𝑥) 𝑑𝑣(𝑥) +

𝑏∫︁

𝑎

𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥) =

𝑏∫︁

𝑎

(︀
𝑢(𝑥) 𝑣′(𝑥) + 𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 =

=

𝑏∫︁

𝑎

(𝑢(𝑥)𝑣(𝑥))′ 𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
𝑏

𝑎

.

Задача 1. Приведите пример непрерывной и непостоянной на отрезке
функции, у которой производная почти всюду существует и равна нулю.
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§ 10. Геометрические приложения интеграла

Теорема 1. Пусть множества 𝑋 ⊂ R𝑛𝑥 и 𝑌 ⊂ R𝑚𝑦 конечно измери-

мы. Тогда декартово произведение 𝑋×𝑌 конечно измеримо в R𝑛𝑥×R𝑚𝑦 =
= R𝑛+𝑚 и его мера в R𝑛+𝑚 равна

𝜇(𝑋 × 𝑌 ) = 𝜇𝑥(𝑋) · 𝜇𝑦(𝑌 ), (1)

где 𝜇𝑥(𝑋) и 𝜇𝑦(𝑌 ) – меры множеств 𝑋 и 𝑌 соответственно в R𝑛𝑥 и R𝑚𝑦 .

Доказательство
Шаг 1. Если𝑋 и 𝑌 – клетки, то равенство (1) следует из определения

меры клетки. Рассмотрим случай, когда конечно измеримые множества

𝑋 и 𝑌 представимы в виде счетного дизъюнктного объединения клеток:

𝑋 =
∞⨆︀
𝑖=1

Π𝑖, 𝑌 =
∞⨆︀
𝑗=1

̃︀Π𝑗 . Тогда 𝑋 × 𝑌 =
⨆︀

(𝑖,𝑗)∈N2

Π𝑖 × ̃︀Π𝑗 – дизъюнктное

объединение клеток. Следовательно,

𝜇(𝑋 × 𝑌 ) =
∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝜇(Π𝑖 × ̃︀Π𝑗) =
∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝜇𝑥(Π𝑖) · 𝜇𝑦(̃︀Π𝑗) =

=

(︃ ∞∑︁

𝑖=1

𝜇𝑥(Π𝑖)

)︃⎛
⎝

∞∑︁

𝑗=1

𝜇𝑦(̃︀Π𝑗)

⎞
⎠ = 𝜇𝑥(𝑋) · 𝜇𝑦(𝑌 ).

Шаг 2. Покажем, что для любых множеств 𝐴 ⊂ R𝑛𝑥 и 𝐵 ⊂ R𝑚𝑦 таких,

что 𝜇*𝑥(𝐴) < +∞ и 𝜇*𝑦(𝐵) < +∞, справедливо неравенство

𝜇*(𝐴×𝐵) ≤ 𝜇*𝑥(𝐴) · 𝜇*𝑦(𝐵). (2)

Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. По определению верхней меры найдут-

ся счетные наборы клеток {Π𝑖} в R𝑛𝑥 и {̃︀Π𝑗} в R𝑚𝑦 такие, что

𝐴 ⊂
∞⋃︁

𝑖=1

Π𝑖, 𝐵 ⊂
∞⋃︁

𝑗=1

̃︀Π𝑗 ,

∞∑︁

𝑖=1

𝜇𝑥(Π𝑖) ≤ 𝜇*𝑥(𝐴) + 𝜀,
∞∑︁

𝑗=1

𝜇𝑦(̃︀Π𝑗) ≤ 𝜇*𝑦(𝐵) + 𝜀.

Поскольку 𝐴×𝐵 ⊂
∞⋃︀
𝑖=1

∞⋃︀
𝑗=1

Π𝑖 × ̃︀Π𝑗 , то
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𝜇*(𝐴×𝐵) ≤
∞∑︁

𝑖=1

∞∑︁

𝑗=1

𝜇(Π𝑖 × ̃︀Π𝑗) =
(︃ ∞∑︁

𝑖=1

𝜇𝑥(Π𝑖)

)︃⎛
⎝

∞∑︁

𝑗=1

𝜇𝑦(̃︀Π𝑗)

⎞
⎠ ≤

≤ (𝜇*𝑥(𝐴) + 𝜀) ·
(︀
𝜇*𝑦(𝐵) + 𝜀

)︀
.

Переходя к пределу при 𝜀→ +0, получаем неравенство (2).

Шаг 3. Покажем, что если 𝐴𝑘
𝜇→ 𝐴 и 𝐵𝑘

𝜇→ 𝐵, где 𝐴,𝐴𝑘 ⊂ R𝑛𝑥,
𝐵,𝐵𝑘 ⊂ R𝑛𝑦 и 𝜇*𝑥(𝐴) < +∞, 𝜇*𝑦(𝐵) < +∞, то

𝐴𝑘 ×𝐵𝑘
𝜇→ 𝐴×𝐵. (3)

Поскольку

(𝐴𝑘 ×𝐵𝑘)Δ(𝐴×𝐵) ⊂ (𝐴×𝐵𝑘)Δ(𝐴×𝐵)
⋃︁

(𝐴𝑘 ×𝐵𝑘)Δ(𝐴×𝐵𝑘) =

= 𝐴× (𝐵𝑘Δ𝐵)
⋃︁

(𝐴𝑘Δ𝐴)×𝐵𝑘,
то в силу неравенства (2) имеем

𝜇* ((𝐴𝑘 ×𝐵𝑘)Δ(𝐴×𝐵)) ≤ 𝜇*𝑥(𝐴) · 𝜇*𝑦(𝐵𝑘Δ𝐵) + 𝜇*𝑥(𝐴𝑘Δ𝐴) · 𝜇*𝑦(𝐵𝑘)→ 0,

что доказывает соотношение (3).

Шаг 4. Рассмотрим общий случай. По определению конечно измери-

мого множества найдутся последовательности клеточных множеств 𝐴𝑘 ⊂
⊂ R𝑛𝑥 и 𝐵𝑘 ⊂ R𝑚𝑦 такие, что 𝐴𝑘

𝜇→ 𝑋 и 𝐵𝑘
𝜇→ 𝑌 . Как показано на шаге

3, последовательность клеточных множеств 𝐴𝑘 × 𝐵𝑘 сходится по мере к

𝑋 × 𝑌 . Поэтому множество 𝑋 × 𝑌 измеримо и 𝜇(𝐴𝑘 × 𝐵𝑘) → 𝜇(𝑋 × 𝑌 ).
В силу доказанного на шаге 1 имеем 𝜇(𝐴𝑘 × 𝐵𝑘) = 𝜇𝑥(𝐴𝑘)× 𝜇𝑦(𝐵𝑘). Пе-
реходя в этом равенстве к пределу, получаем равенство (1).

Лемма 1. Если 𝑋 ⊂ R𝑛𝑥 – множество меры 0, 𝑌 ⊂ R𝑚𝑦 – произволь-

ное множество, то 𝑋 × 𝑌 – множество меры 0 в R𝑛+𝑚.

Доказательство. Представим пространство R𝑚𝑦 в виде счетного

дизъюнктного объединения кубов 𝑄𝑘. По теореме 1 имеем 𝜇(𝑋 × 𝑄𝑘) =
= 𝜇𝑥(𝑋) · 𝜇𝑦(𝑄𝑘) = 0. Поэтому в силу счетной аддитивности меры

𝜇(𝑋 × R𝑚𝑦 ) = 𝜇

(︃⨆︁

𝑘

𝑋 ×𝑄𝑘
)︃

=
∑︁

𝑘

𝜇(𝑋 ×𝑄𝑘) = 0.

Поскольку 𝑋 × 𝑌 ⊂ 𝑋 × R𝑚𝑦 , то 𝜇*(𝑋 × 𝑌 ) ≤ 𝜇*(𝑋 × R𝑚𝑦 ) = 0, а значит,
𝜇(𝑋 × 𝑌 ) = 0.
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Лемма 2. Пусть задано множество 𝑋 ⊂ R𝑛 и пусть существуют

последовательности конечно измеримых множеств 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ⊂ R𝑛 такие,
что 𝐴𝑘 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝐵𝑘 для любого 𝑘 ∈ N и lim

𝑘→∞
𝜇(𝐴𝑘) = lim

𝑘→∞
𝜇(𝐵𝑘) = 𝜇0 ∈ R.

Тогда множество 𝑋 измеримо и 𝜇(𝑋) = 𝜇0.

Доказательство. Так как множество 𝐴𝑘 конечно измеримо, то най-
дется клеточное множество 𝐶𝑘 такое, что 𝜇(𝐴𝑘Δ𝐶𝑘) < 1

𝑘 . Поскольку

𝑋Δ𝐴𝑘 = 𝑋 ∖ 𝐴𝑘 ⊂ 𝐵𝑘 ∖ 𝐴𝑘, то 𝜇*(𝑋Δ𝐴𝑘) ≤ 𝜇(𝐵𝑘 ∖ 𝐴𝑘) = 𝜇(𝐵𝑘)− 𝜇(𝐴𝑘).
Следовательно,

𝜇*(𝑋Δ𝐶𝑘) ≤ 𝜇*(𝑋Δ𝐴𝑘)+𝜇(𝐴𝑘Δ𝐶𝑘) < 𝜇(𝐵𝑘)−𝜇(𝐴𝑘)+
1

𝑘
→ 0 при 𝑘 →∞.

Таким образом, 𝐶𝑘
𝜇→ 𝑋, а значит, множество 𝑋 конечно измеримо. По-

скольку 0 ≤ 𝜇(𝑋)− 𝜇(𝐴𝑘) ≤ 𝜇(𝐵𝑘)− 𝜇(𝐴𝑘)→ 0, то 𝜇(𝑋) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝐴𝑘) =

= 𝜇0.

Теорема 2. (О геометрическом смысле интеграла.) Пусть множе-

ство 𝑋 ⊂ R𝑛 измеримо и функция 𝑓 : 𝑋 → [0,+∞] интегрируема. Тогда
множество 𝐹 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛+1 : 𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)} конечно измери-
мо в R𝑛+1 и его мера равна

𝜇(𝐹 ) =

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Шаг 1. Пусть 𝑓 : 𝑋 → [0,+∞] – счетно ступенча-
тая функция, т. е. существуют такое измеримое разбиение {𝑋𝑖}∞𝑖=1 мно-

жества 𝑋 и соответствующий набор чисел {𝑓𝑖}∞𝑖=1, что 𝑓(𝑥) = 𝑓𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖.

Тогда 𝐹 =
∞⨆︀
𝑖=1

𝐹𝑖 – дизъюнктное объединение множеств 𝐹𝑖 = 𝑋𝑖 × [0, 𝑓𝑖].

Согласно теореме 1 и лемме 1 имеем 𝜇(𝐹𝑖) = 𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖). Поэтому в силу

счетной аддитивности меры Лебега

𝜇(𝐹 ) =
∞∑︁

𝑖=1

𝜇(𝐹𝑖) =

∞∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖𝜇(𝑋𝑖) =

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞.

Шаг 2. Рассмотрим общий случай. Обозначим 𝐽 =
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Фикси-

руем произвольное число 𝜀 > 0. По определению интеграла Лебега най-

дутся счетно-ступенчатые интегрируемые функция 𝑔𝜀, ℎ𝜀 : 𝑋 → R такие,

что
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𝑔𝜀(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ𝜀(𝑥) для п.в. 𝑥 ∈ 𝑋, (4)
∫︁

𝑋

𝑔𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐽 − 𝜀,
∫︁

𝑋

ℎ𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝐽 + 𝜀. (5)

Соотношение (4) означает, что существует множество 𝑋0 ⊂ 𝑋 такое, что

𝜇(𝑋0) = 0 и
𝑔𝜀(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ𝜀(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑋0.

Переопределим на множестве 𝑋0 функции 𝑔 и ℎ, положив 𝑔(𝑥) = 0 и

ℎ(𝑥) = +∞ при 𝑥 ∈ 𝑋0. Тогда интегралы
∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 и
∫︀
𝑋

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 не изме-

нятся и будет выполняться соотношение

𝑔𝜀(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ𝜀(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋. (6)

Заменяя функцию 𝑔𝜀 на ее положительную составляющую, будем счи-

тать, что 𝑔𝜀(𝑥) ≥ 0 при всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Как показано на шаге 1, множества

𝐺𝜀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛+1 : 𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑔𝜀(𝑥)},

𝐻𝜀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛+1 : 𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ𝜀(𝑥)}
конечно измеримы в R𝑛+1 и 𝜇(𝐺𝜀) =

∫︀
𝑋

𝑔𝜀(𝑥) 𝑑𝑥, 𝜇(𝐻𝜀) =
∫︀
𝑋

ℎ𝜀(𝑥) 𝑑𝑥. Тогда

неравенства (5) примут вид

𝜇(𝐺𝜀) > 𝐽 − 𝜀, 𝜇(𝐻𝜀) < 𝐽 + 𝜀. (7)

Из неравенств (6) следует, что

𝐺𝜀 ⊂ 𝐹 ⊂ 𝐻𝜀. (8)

Отсюда и из неравенств (7) следует, что lim
𝜀→+0

𝜇(𝐺𝜀) = lim
𝜀→+0

𝜇(𝐻𝜀) = 𝐽 .

Применяя лемму 2 получаем, что множество 𝐹 измеримо и 𝜇(𝐹 ) = 𝐽 .

Лемма 3. Круг 𝐶𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑟2} измерим и имеет

меру (площадь) 𝜋𝑟2.

Доказательство. По теореме 2 полукруг

𝐶+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑟2, 𝑦 ≥ 0} =

= {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟], 0 ≤ 𝑦 ≤
√︀
𝑟2 − 𝑥2}
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измерим и 𝜇(𝐶+) =
∫︀ 𝑟
−𝑟
√
𝑟2 − 𝑥2 𝑑𝑥. Производя замену 𝑥 = 𝑟 sin𝜙, по-

лучаем 𝜇(𝐶+) = 𝑟2
∫︀ 𝜋/2
−𝜋/2 cos

2 𝜙𝑑𝜙 = 𝜋𝑟2

2 . В силу симметрии нижний по-

лукруг 𝐶− = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑟2, 𝑦 ≤ 0} имеет ту же меру:

𝜇(𝐶−) = 𝜋𝑟2

2 . Поскольку 𝜇(𝐶−⋂︀𝐶+) = 0, то

𝜇(𝐶𝑟) = 𝜇(𝐶−
⋃︁
𝐶+) = 𝜇(𝐶−) + 𝜇(𝐶+)− 𝜇(𝐶−

⋂︁
𝐶+) = 𝜋𝑟2.

Объем тела вращения

Пусть на отрезке [𝑎, 𝑏] задана неотрицательная функция 𝑓(𝑥). Мно-

жество

Ω𝑓 :=
{︁
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

√︀
𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑓(𝑥)

}︁
(9)

называется телом вращения вокруг оси 𝑂𝑥.

Теорема 3. Пусть неотрицательная функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → [0,+∞)
измерима и ограничена. Тогда тело вращения (9) измеримо и

𝜇(Ω𝑓 ) = 𝜋

𝑏∫︁

𝑎

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Поскольку функция 𝑓 ограничена, то sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) =

=𝑀 < +∞. Зафиксируем натуральное число 𝑁 и определим множества

𝑋𝑘 =

{︂
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑓(𝑥) ∈

[︂
𝑘𝑀

𝑁
,
(𝑘 + 1)𝑀

𝑁

)︂}︂
, 𝑘 ∈ 0, 𝑁,

и измеримые конечно-ступенчатые функции

𝑔𝑁 (𝑥) =
𝑘𝑀

𝑁
, ℎ𝑁 (𝑥) =

(𝑘 + 1)𝑀

𝑁
∀𝑥 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 ∈ 0, 𝑁.

Тогда [𝑎, 𝑏] =
𝑁⨆︀
𝑘=0

𝑋𝑘,

𝑔𝑁 (𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ𝑁 (𝑥) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (10)

Следовательно,

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
ℎ2𝑁 (𝑥)𝑑𝑥.
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Поскольку
∫︁ 𝑏

𝑎
ℎ2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥−

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

(︂
2𝑀𝑔𝑁 (𝑥)

𝑁
+
𝑀2

𝑁2

)︂
𝑑𝑥 ≤

≤ (𝑏− 𝑎)
(︂
2𝑀2

𝑁
+
𝑀2

𝑁2

)︂
→ 0 при 𝑁 →∞, (11)

то

lim
𝑁→∞

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 = lim

𝑁→∞

∫︁ 𝑏

𝑎
ℎ2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥. (12)

Пусть 𝐶(𝑟) = {(𝑦, 𝑧) :
√︀
𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑟} – круг радиуса 𝑟 ≥ 0 с центром

в начале координат. Обозначим 𝑟𝑘 = 𝑘𝑀
𝑁 . Пусть множества Ω𝑔𝑁 и Ωℎ𝑁

определены формулой (9) по функциям 𝑔𝑁 и ℎ𝑁 . Тогда

Ω𝑔𝑁 =

𝑁⨆︁

𝑘=0

𝑋𝑘 × 𝐶(𝑟𝑘), Ωℎ𝑁 =

𝑁⨆︁

𝑘=0

𝑋𝑘 × 𝐶(𝑟𝑘+1).

В силу леммы 3 имеем 𝜇(𝐶(𝑟𝑘)) = 𝜋𝑟2𝑘. Отсюда и из теоремы 1 получаем

𝜇(𝑋𝑘 × 𝐶(𝑟𝑘)) = 𝜋𝑟2𝑘𝜇(𝑋𝑘). Следовательно,

𝜇(Ω𝑔𝑁 ) =

𝑁∑︁

𝑘=0

𝜇(𝑋𝑘 × 𝐶(𝑟𝑘)) =
𝑁∑︁

𝑘=0

𝜋𝑟2𝑘 · 𝜇(𝑋𝑘) = 𝜋

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔2𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥.

Аналогично, 𝜇(Ωℎ𝑁 ) = 𝜋
∫︀ 𝑏
𝑎 ℎ

2
𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥. Отсюда и из (11), (12) следует, что

lim
𝑁→∞

𝜇(Ω𝑔𝑁 ) = lim
𝑁→∞

𝜇(Ωℎ𝑁 ) = 𝜋

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Из неравенств (10) получаем Ω𝑔𝑁 ⊂ Ω𝑓 ⊂ Ωℎ𝑁 . Применяя лемму 2, полу-
чаем доказываемое утверждение.

Теорема 4. (Вычисление длины кривой.) Пусть кривая Γ парамет-

ризованная непрерывно дифференцируемой вектор-функцией 𝑟 : [𝑎, 𝑏] →
→ R𝑛. Тогда ее длина выражается формулой

ℓ(Γ) =

𝑏∫︁

𝑎

|𝑟′(𝑡)| 𝑑𝑡.

Доказательство. Рассмотрим переменную длину дуги 𝑠(𝑡). Соглас-
но теореме о производной переменной длины дуги 𝑠′(𝑡) = |𝑟′(𝑡)| ∀𝑡 ∈
∈ [𝑎, 𝑏]. Следовательно, по формуле Ньютона–Лейбница ℓ(Γ) = 𝑠(𝑏) =

= 𝑠(𝑏)− 𝑠(𝑎) =
𝑏∫︀
𝑎
𝑠′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑏∫︀
𝑎
|𝑟′(𝑡)| 𝑑𝑡.
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§ 11. Интеграл Римана

Напомним, что разбиением отрезка [𝑎, 𝑏] называется конечный набор

точек T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0, таких, что 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝐼 = 𝑏. Отрезки
[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] называются отрезками разбиения T.

Определение. Пусть задано разбиение T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [𝑎, 𝑏].
Выборкой, соответствующей разбиению T, называется набор точек 𝜉T =
= {𝜉𝑖}𝐼𝑖=1 таких, что 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. Интегральной суммой (Римана) для

функции 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R, разбиения T и выборки 𝜉T называется

𝜎(𝑓,T, 𝜉T) =
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓(𝜉𝑖).

a = x0 xi−1 xi xI = bξ1 ξi ξI−1

f(x)

x

3

Определение. Мелкостью разбиения T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 называется число

ℓ(T) = max
𝑖=1,...,𝐼

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1).

Определение. Число 𝐽 называется интегралом Римана функции

𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R на [𝑎, 𝑏] и обозначается 𝐽 = (𝑅)
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, если

𝐽 = lim
ℓ(T)→0

𝜎(𝑓,T, 𝜉T), (1)

то есть
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∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ 𝛿 ∀𝜉T →˓ |𝜎(𝑓,T, 𝜉T)− 𝐽 | < 𝜀.

Функция 𝑓 называется интегрируемой по Риману на [𝑎, 𝑏], если суще-

ствует интеграл Римана функции 𝑓 на [𝑎, 𝑏].

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R непрерывна. Тогда инте-

грал Римана (𝑅)
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 существует и совпадает с интегралом Лебе-

га: (𝑅)
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Так как функция 𝑓 непрерывна на компакте [𝑎, 𝑏],
то по теореме Кантора 𝑓 равномерно непрерывна на [𝑎, 𝑏]. Поэтому в силу
леммы 2 § 2 главы 6 модуль непрерывности функции 𝑓

𝜔(𝛿) = sup
𝑥,𝑥′∈[𝑎,𝑏]

|𝑥−𝑥′|≤𝛿

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)|

удовлетворяет соотношению lim
𝛿→+0

𝜔(𝛿) = 0.

Рассмотрим произвольное разбение T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [𝑎, 𝑏] и соот-

ветствующую выборку 𝜉T = {𝜉𝑖}𝐼𝑖=1. Определим конечно-ступенчатую (а

значит, счетно-ступенчатую) функцию 𝜙 : [𝑎, 𝑏]→ R:

𝜙(𝑥) = 𝑓(𝜉𝑖) ∀𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖), 𝜙(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 ∈ 1, 𝐼.

По определению интеграла для счетно-ступенчатой функции

𝑏∫︁

𝑎

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓(𝜉𝑖) = 𝜎(𝑓,T, 𝜉T).

Из определения модуля непрерывности и мелкости разбиения следует,

что

|𝜙(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(ℓ(T)) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Поскольку согласно достаточному условию интегрируемости непрерыв-

ная на компакте [𝑎, 𝑏] функция 𝑓 интегрируема по Лебегу, то существует

интеграл Лебега 𝐽𝐿 =
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Поэтому функция 𝑓(𝑥) − 𝜙(𝑥) интегри-

руема по Лебегу на [𝑎, 𝑏] и
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑏∫︁

𝑎

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ≤

𝑏∫︁

𝑎

|𝜙(𝑥)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤ (𝑏− 𝑎)𝜔(ℓ(T)).
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Таким образом,

|𝜎(𝑓,T, 𝜉T)− 𝐽𝐿| ≤ (𝑏− 𝑎)𝜔(ℓ(T))→ 0 при ℓ(𝑇 )→ 0.

По определению интеграла Римана получаем, что интеграл Римана

(𝑅)
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 существует и совпадает с интегралом Лебега 𝐽𝐿.

Теорема 2. Если функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R интегрируема по Риману, то

она интегрируема по Лебегу и интегралы Римана и Лебега совпадают:

(𝑅)

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Обозначим 𝐽𝑅 = (𝑅)
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Фиксируем про-

извольное число 𝜀 > 0. По определению интеграла Римана существует

(можно брать любое достаточно мелкое) разбиение T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка

[𝑎, 𝑏] такое, что для любой выборки 𝜉T = {𝜉𝑖}𝐼𝑖=1, соответствующей раз-

биению T, справедливо неравенство

|𝜎(𝑓,T, 𝜉T)− 𝐽𝑅| < 𝜀.

Следовательно, ⃒⃒
⃒⃒inf
𝜉T
𝜎(𝑓,T, 𝜉T)− 𝐽𝑅

⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝜀,

где inf берется по всем выборкам 𝜉T, соответствующим разбиению T.
Заметим, что

inf
𝜉T
𝜎(𝑓,T, 𝜉T) = inf

𝜉T

𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓(𝜉𝑖) =
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) inf
𝜉𝑖∈[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

𝑓(𝜉𝑖).

Обозначим 𝑚𝑖 = inf𝜉𝑖∈[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] 𝑓(𝜉𝑖) и определим конечно-ступенчатую

функцию 𝑔 : [𝑎, 𝑏]→ R:

𝑔(𝑥) = 𝑚𝑖 при 𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖), 𝑖 ∈ 1, 𝐼, 𝑔(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖) при 𝑖 ∈ 0, 𝐼.

Тогда 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и

𝑏∫︁

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑚𝑖 = inf
𝜉T
𝜎(𝑓,T, 𝜉T).
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Следовательно,

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥− 𝐽𝑅

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀. Поэтому 𝐼*(𝑓, [𝑎, 𝑏]) ≥

𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≥

≥ 𝐽𝑅−𝜀. В силу произвольности 𝜀 > 0 получаем неравенство 𝐼*(𝑓, [𝑎, 𝑏]) ≥
≥ 𝐽𝑅. Аналогично, рассматривая sup

𝜉T

𝜎(𝑓,T, 𝜉T), получаем неравенство

𝐼*(𝑓, [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐽𝑅. Таким образом,

𝐽𝑅 ≤ 𝐼*(𝑓, [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐼*(𝑓, [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐽𝑅,

а значит, существует интеграл Лебега
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐽𝑅 ∈ R.

Замечание. Приближенное вычисление интеграла функции, инте-

грируемой по Риману, легко реализовать с помощью компьютера, вычис-

ляя сумму Римана для достаточно мелкого разбиения.

Лемма 1. Если функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R интегрируема по Риману, то

она ограничена.

Доказательство. Пусть 𝐽 – интеграл Римана функции 𝑓 на [𝑎, 𝑏].
По определению интеграла Римана существует разбиение T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0

отрезка [𝑎, 𝑏] такое, что

|𝜎(𝑓,T, 𝜉T)− 𝐽 | < 1 (2)

для любой выборки 𝜉T = {𝜉𝑖}𝐼𝑖=1, соответствующей разбиению T. Пред-
положим, что функция 𝑓 неограничена на [𝑎, 𝑏]. Тогда найдется отрезок

[𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 ], 𝑗 ∈ 1, 𝐼, на котором функция 𝑓 неограничена. Зафиксируем

точки 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] при всех 𝑖 ̸= 𝑗 и выберем точку 𝜉𝑗 ∈ [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 ] так,
чтобы ⃒⃒

⃒⃒
⃒
𝐼∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑓(𝜉𝑖)− 𝐽
⃒⃒
⃒⃒
⃒ > 1.

Так можно сделать, поскольку 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1 > 0 и функция 𝑓 неограничена

на [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 ]. Получили противоречие с неравенством (2).

Замечание. Функция, интегрируемая по Лебегу, может не быть ин-
тегрируемой по Риману.

В примере 1 § 1 главы 11 будет показано, что, например, функция

𝑓(𝑥) = 1√
𝑥
при 𝑥 ∈ (0, 1] и 𝑓(0) = 0 интегрируема по Лебегу на [0, 1].
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Так как функция 𝑓 неограничена на [0, 1], то в силу леммы 1 она не

интегрируема по Риману на [0, 1].
Функция Дирихле

𝐷(𝑥) =

{︂
0, 𝑥 ∈ R ∖Q,
1, 𝑥 ∈ Q

является примером ограниченной функции, интегрируемой по Лебегу на

[0, 1], но не интегрируемой по Риману на [0, 1]. Действительно, пусть𝑋1 =
= [0, 1] ∩ Q, 𝑋2 = [0, 1] ∖ Q. Так как множество 𝑋1 является счетным

объединением точек, имеющих нулевую меру, то в силу счетной адди-

тивности меры Лебега 𝜇(𝑋1) = 0. Тогда 𝜇(𝑋2) = 𝜇([0, 1]) − 𝜇(𝑋1) = 1.

По определению интеграла для счетно-ступенчатой функции
1∫︀
0

𝐷(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 1 · 𝜇(𝑋1) + 0 · 𝜇(𝑋2) = 0, т. е. функция 𝐷 интегрируема по Лебегу на

[0, 1].
Покажем, что𝐷 не интегрируема по Риману на [0, 1]. Рассмотрим про-

извольное разбиение T = {𝑥𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка [0, 1]. Так как на любом отрезке

[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] найдется рациональное и иррациональное числа, то существу-

ют выборка 𝜉T, состоящая только из рациональных точек, и выборка ̃︀𝜉T,
состоящая только из иррациональных точек, которые обе соответству-

ют разбиению T. При этом 𝜎(𝐷,T, 𝜉T) = 1, 𝜎(𝐷,T, ̃︀𝜉T) = 0. Поэтому не

существует lim
ℓ(T)→0

𝜎(𝐷,T, 𝜉T), а значит, функция 𝐷 не интегрируема по

Риману на [0, 1].

В заключение параграфа проведем неформальное сравнение интегра-

лов Римана и Лебега. Пусть 𝑋 – конечно измеримое множество в R𝑛,
функция 𝑓 : 𝑋 → R измерима по Лебегу и ограничена. Тогда 𝑓 интегри-

руема по Лебегу на 𝑋, но может не быть интегрируемой по Риману даже

в случае 𝑋 = [𝑎, 𝑏]. Зафиксируем число 𝐶 > sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)| и натуральное

число 𝐼. Рассмотрим достаточно мелкое разбиение T𝑦 = {𝑦𝑖}𝐼𝑖=0 отрезка

[−𝐶,𝐶] на отрезки [𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖], где −𝐶 = 𝑦0 < 𝑦1 < ... < 𝑦𝐼 = 𝐶. Определим
множества 𝑋𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ∈ [𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖)} и конечно-ступенчатую функ-

цию 𝑓𝐼 : 𝑋 → R, 𝑓𝐼(𝑥) = 𝑦𝑖 при 𝑥 ∈ 𝑋𝑖. Тогда 𝑓𝐼(𝑥) − ℓ(T𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) ≤
≤ 𝑓𝐼(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Поэтому для интеграла Лебега справедливы

соотношения

∫︁

𝑋

𝑓𝐼(𝑥) 𝑑𝑥− ℓ(T𝑦)𝜇(𝑋) ≤
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋

𝑓𝐼(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝐼∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖𝜇(𝑋𝑖).
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Следовательно, интеграл Лебега в этом случае можно определить фор-

мулой
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
ℓ(T𝑦)→0

𝐼∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖𝜇(𝑋𝑖),

напоминающей определение интеграла Римана (1).

Основное различие интегралов Римана и Лебега состоит в том, что

интеграл Римана определяется путем разбиения на мелкие части мно-

жества определения функции, а интеграл Лебега – путем разбиения на

мелкие части множества значений этой функции.

Для осознания этого различия полезно рассмотреть два способа под-

счета суммы денег, представленных монетами различного достоинства

(номинала). Первый способ состоит в том, чтобы по очереди прибавлять

номинал очередной монеты к посчитанной сумме. Второй способ состоит

в предварительной сортировке монет по номиналам, вычислении вели-

чины суммарного достоинства монет каждого номинала (как произведе-

ние количества монет этого номинала на значение номинала), а затем –

суммировании этих величин. Первый способ подсчета соответствует ин-

тегрированию по Риману, а второй – интегрированию по Лебегу.

§ 12. Предельный переход под знаком интеграла

Теорема 1. (Теорема Б. Леви о монотонной сходимости.) Пусть по-

следовательность измеримых функций 𝑓𝑘 : 𝑋 → [0,+∞] монотонна,
т. е. 0 ≤ 𝑓𝑘(𝑥) ≤ 𝑓𝑘+1(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋. Пусть 𝑓(𝑥) = lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝑥) ∈

∈ [0,+∞] ∀𝑥 ∈ 𝑋. Тогда функция 𝑓 : 𝑋 → R измерима и

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Измеримость функции 𝑓 следует из леммы 3 § 4.

В силу теоремы о существовании интеграла от неотрицательной измери-

мой функции существует
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ [0,+∞].

Шаг 1. Рассмотрим сначала случай, когда
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞, т. е.

функция 𝑓 интегрируема на 𝑋. Обозначим 𝑋 ′ = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < +∞}.
В силу леммы 4 § 6 имеем 𝜇(𝑋 ∖𝑋 ′) = 0.

Фиксируем произвольное число 𝜀 ∈ (0, 1). Рассмотрим измеримые

множества
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𝑋𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ′ : 𝑓𝑘(𝑥) ≥ (1− 𝜀)𝑓(𝑥)}, 𝑘 ∈ N.

Заметим, что 𝑋 ′ =
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘.

Из равенства 𝜇(𝑋 ∖ 𝑋 ′) = 0 и в силу непрерывности интеграла по

множествам
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋′

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Следовательно, существует число 𝑁 ∈ N такое, что

∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ (1− 𝜀)
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ∀𝑘 ≥ 𝑁.

Поскольку (1 − 𝜀)
∫︀
𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︀
𝑋𝑘

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 согласно определению множе-

ства 𝑋𝑘, то для любого 𝑘 ≥ 𝑁

(1− 𝜀)2
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ (1− 𝜀)
∫︁

𝑋𝑘

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤

≤
∫︁

𝑋𝑘

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Отсюда в силу произвольности 𝜀 ∈ (0, 1) получаем доказываемое соотно-

шение в случае
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 < +∞.

Шаг 2. Пусть теперь
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = +∞. Фиксируем произвольное чис-

ло 𝐶 > 0. По определению нижнего интеграла Лебега найдется интегри-

руемая счетно-ступенчатая функция 𝑔 : 𝑋 → R такая, что 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
при почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 и

∫︀
𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶. Обозначим 𝑋 ′ = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔(𝑥) ≤
≤ 𝑓(𝑥)}. Тогда 𝜇(𝑋 ∖𝑋 ′) = 0.

Рассмотрим измеримые функции

𝑔𝑘(𝑥) = min{𝑓𝑘(𝑥), 𝑔(𝑥)}, 𝑥 ∈ 𝑋.

Покажем, что

lim
𝑘→∞

𝑔𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ′. (1)

296



Действительно, фиксируем точку 𝑥 ∈ 𝑋 ′. Если 𝑔(𝑥) < 𝑓(𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥),

то ∃𝑘0 : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑔(𝑥) < 𝑓𝑘(𝑥). Тогда 𝑔𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥) при 𝑘 ≥ 𝑘0 и

соотношение (1) выполнено. Если 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥), то 𝑔𝑘(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥), поскольку
𝑓𝑘(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) при всех 𝑘 ∈ N. В этом случае соотношение (1) следует из

соотношения 𝑓(𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥).

Как показано на шаге 1,

lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋′

𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋′

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶.

Поэтому для любого 𝐶 > 0 существует номер 𝑘0 такой, что при 𝑘 ≥ 𝑘0
имеем

∫︀
𝑋′
𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶, а значит,

∫︁

𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 ≥
∫︁

𝑋

𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋′

𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝐶.

Следовательно, lim
𝑘→∞

∫︀
𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = +∞ =
∫︀
𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Теорема 2. (Об интегрировании функционального ряда с неотрица-

тельными членами.) Пусть неотрицательные функции 𝑢𝑘 : 𝑋 → [0,+∞)
измеримы при всех 𝑘 ∈ N. Тогда

∫︁

𝑋

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃
𝑑𝑥 =

∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥.

При этом ряд
∞∑︀
𝑘=1

∫︀
𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 сходится тогда и только тогда, когда функ-

ция 𝑓(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) интегрируема на 𝑋.

Доказательство. Применяя теорему Б. Леви к последовательности

𝑓𝑚(𝑥) =
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥), получаем

∫︁

𝑋

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃
𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑚→∞

∫︁

𝑋

𝑓𝑚(𝑥) 𝑑𝑥
*
=

*
= lim

𝑚→∞

𝑚∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥,

где равенство
*
= следует из линейности интеграла.
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Теорема 3. (Теорема Лебега об ограниченной сходимости.) Пусть

функции 𝑓𝑘 : 𝑋 → R интегрируемы при всех 𝑘 ∈ N и существует инте-

грируемая функция 𝜙 : 𝑋 → [0,+∞] такая, что

|𝑓𝑘(𝑥)| ≤ 𝜙(𝑥) ∀𝑘 ∈ N для п.в. 𝑥 ∈ 𝑋. (2)

Пусть для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 существует lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∈ R. Тогда
функция 𝑓 : 𝑋 → R интегрируема и

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥. (3)

Доказательство. Измеримость функции 𝑓 следует из леммы 3 § 4.

Переходя к пределу в неравенстве (2), получаем неравенство |𝑓(𝑥)| ≤
≤ 𝜙(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. В силу признака сравнения функция 𝑓
интегрируема на 𝑋.

В силу условий теоремы существует множество 𝑋0 ⊂ 𝑋 такое, что

𝜇(𝑋0) = 0, и для множества 𝑋 ′ = 𝑋 ∖𝑋0 справедливы соотношения

|𝑓𝑘(𝑥)| ≤ 𝜙(𝑥) ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 ′, (4)

lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ′.

Фиксируем произвольное число 𝜀 > 0. Для каждого 𝑘 ∈ N определим

множество

𝑋𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 ′ : |𝑓𝑗(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀𝜙(𝑥) ∀𝑗 ≥ 𝑘}.

Покажем, что

𝑋 ′ =

∞⋃︁

𝑘=1

𝑋𝑘. (5)

Так как 𝑋𝑘 ⊂ 𝑋 ′ при всех 𝑘 ∈ N, то
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘 ⊂ 𝑋 ′. Докажем обратное

включение. Фиксируем 𝑥 ∈ 𝑋 ′. Если 𝜙(𝑥) = 0, то из неравенства (4)

следует, что 𝑓𝑗(𝑥) = 0 = 𝑓(𝑥). Поэтому 𝑥 ∈
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Пусть теперь 𝜙(𝑥) >

> 0. Тогда по определению предела найдется номер 𝑘 ∈ N такой, что

|𝑓𝑗(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀𝜙(𝑥) при всех 𝑗 ≥ 𝑘. Поэтому снова 𝑥 ∈
∞⋃︀
𝑘=1

𝑋𝑘. Таким

образом, равенство (5) доказано.
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Заметим, что 𝑋𝑘 ⊂ 𝑋𝑘+1 для любого 𝑘 ∈ N. В силу непрерывности

интеграла по множествам

lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋′

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥.

Отсюда и из равенства
∫︀
𝑋′
𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︀
𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥+
∫︀

𝑋′∖𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 следует, что

lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋′∖𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

а значит, найдется число 𝑘 ∈ N такое, что
∫︀

𝑋′∖𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝜀. Поэтому при

𝑗 ≥ 𝑘 имеем
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁

𝑋

𝑓𝑗(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
∫︁

𝑋′

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁

𝑋′

𝑓𝑗(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
∫︁

𝑋′

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋𝑘

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥+

∫︁

𝑋′∖𝑋𝑘

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀
∫︁

𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁

𝑋′∖𝑋𝑘

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥+

∫︁

𝑋∖𝑋𝑘

|𝑓𝑗(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥+ 2

∫︁

𝑋′∖𝑋𝑘

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝜀

⎛
⎝
∫︁

𝑋

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥+ 2

⎞
⎠ ,

что в силу произвольности 𝜀 > 0 доказывает равенство (3).

Замечание. Из того, что 𝑓(𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 и

функции 𝑓 и 𝑓𝑘 интегрируемы на 𝑋, не следует равенство

∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

∫︁

𝑋

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥. (6)
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Пусть, например, 𝑋 = [0, 1]

𝑓𝑘(𝑥) =

⎧
⎨
⎩

2𝑘2𝑥, 𝑥 ∈
[︀
0, 1

2𝑘

]︀
,

2𝑘 − 2𝑘2𝑥, 𝑥 ∈
[︀

1
2𝑘 ,

1
𝑘

]︀
,

0, 𝑥 ∈
[︀
1
𝑘 , 1
]︀
.

Тогда lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 0 при

𝑥 ∈ [0, 1], но
1∫︀
0

𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 1
2 ̸→ 0

при 𝑘 →∞.

𝑓𝑘(𝑥)

𝑘

0 1
2𝑘

1
𝑘

1
𝑥

Однако если дополнительно потребовать монотонность последова-

тельности {𝑓𝑘(𝑥)} или мажорируемость этой последовательности инте-

грируемой функцией, то соотношение (6) будет справедливо, что следует

из теорем Б. Леви и Лебега соответственно.

Задача 1. Пусть функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R непрерывна и на (𝑎, 𝑏) имеет
ограниченную производную 𝑓 ′(𝑥). Доказать, что

𝑏∫︁

𝑎

𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎).
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Г Л А В А 11

НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГPАЛ

§ 1. Определение и некоторые свойства
несобственного интеграла

В этом и следующем параграфах считаем, что (𝑎, 𝑏) – конечный или

бесконечный интервал, т. е. −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞.

Определение. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R интегрируема (по Ле-

бегу) на любом (𝑎, 𝑏′), 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда

→𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 (1)

называется несобственным интегралом с особенностью в точке 𝑏.
Если существует конечный предел (1), то говорят, что несобственный

интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, иначе – расходится.

Аналогично определяется несобственный интеграл с особенностью в

левом конце промежутка интегрирования:

𝑏∫︁

→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑎′→𝑎
𝑎′>𝑎

𝑏∫︁

𝑎′

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Интеграл Лебега, который мы изучали до сих пор, будем называть

собственным интегралом.

Если из контекста понятно о несобственном интеграле, с какой осо-

бенностью идет речь, то вместо
𝑏∫︀

→𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 или

→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 в литературе

часто пишут
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

В дальнейшем мы будем рассматривать интегралы с особенностью

(особой точкой) на правом конце промежутка интегрирования. Интегра-

лы с особенностью на левом конце промежутка интегрирования рассмат-

риваются аналогично.
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Определение. Несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 называется абсо-

лютно сходящимся, если
→𝑏∫︀
𝑎
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 сходится. Если несобственный ин-

теграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, но не является абсолютно сходящимся, он на-

зывается условно сходящимся.

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R интегрируема по Лебегу

на (𝑎, 𝑏′) для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) функция 𝑓 интегрируема по Лебегу на (𝑎, 𝑏);

(2) интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится абсолютно.

Доказательство. (1)⇒ (2). Пусть функция 𝑓 интегрируема по Ле-

бегу на (𝑎, 𝑏). Тогда согласно лемме об интегрируемости на подмноже-

стве функция 𝑓 интегрируема по Лебегу на (𝑎, 𝑏′) для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏).
В силу теоремы 3 § 7 функция |𝑓(𝑥)| интегрируема по Лебегу на (𝑎, 𝑏).
Из аддитивности интеграла по множествам следует, что функция 𝐹 (𝑏′) =

=
𝑏′∫︀
𝑎
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 нестрого возрастает. Поэтому существует предел

lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︁

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫︁

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 < +∞,

т.е. интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится абсолютно.

(2) ⇒ (1). Зафиксируем возрастающую последовательность {𝑏𝑘} та-
кую, что 𝑏𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) для любого 𝑘 ∈ N и 𝑏𝑘 → 𝑏.

Для любого 𝑘 ∈ N определим функцию 𝑓𝑘 : (𝑎, 𝑏)→ R:

𝑓𝑘(𝑥) =

{︂
𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏𝑘],
0, 𝑥 ∈ (𝑏𝑘, 𝑏).

Тогда 𝑓(𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 и, следовательно, функция 𝑓

измерима на (𝑎, 𝑏).
Обозначим 𝑔𝑘(𝑥) = |𝑓𝑘(𝑥)|. Тогда 𝑔𝑘(𝑥) ≤ 𝑔𝑘+1(𝑥) и |𝑓(𝑥)| = lim

𝑘→∞
𝑔𝑘(𝑥)

для любого 𝑥 ∈ 𝑋. По теореме Б. Леви и в силу условия (2)
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𝑏∫︁

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

𝑏∫︁

𝑎

𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑘→∞

𝑏𝑘∫︁

𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 < +∞.

Поэтому функция |𝑓(𝑥)| интегрируема на (𝑎, 𝑏). Отсюда и из измеримости
𝑓 согласно теореме 3 § 7 получаем интегрируемость 𝑓 на (𝑎, 𝑏).

Пример 1. При каких значениях параметра 𝛼 ∈ R функция 𝑓(𝑥) =
= 1

𝑥𝛼

а) интегрируема на (1,+∞)?
б) интегрируема на (0, 1)?

Решение. Согласно формуле Ньютона–Лейбница для любого 𝑡 ∈
∈ (0,+∞)

𝑡∫︁

1

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

{︂ 1
(1−𝛼)

(︀
1

𝑡𝛼−1 − 1
)︀
, 𝛼 ̸= 1,

ln 𝑡, 𝛼 = 1,

1∫︁

𝑡

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

{︂ 1
(1−𝛼)

(︀
1− 1

𝑡𝛼−1

)︀
, 𝛼 ̸= 1,

− ln 𝑡, 𝛼 = 1.

Используя теорему 1, получаем, что функция 𝑓(𝑥) = 1
𝑥𝛼

а) на (1,+∞) интегрируема при 𝛼 > 1 и не интегрируема при 𝛼 ≤ 1;
б) на (0, 1) интегрируема при 𝛼 < 1 и не интегрируема при 𝛼 ≥ 1.

Замечание . Аналогично предыдущему примеру легко доказать, что
функция 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥 интегрируема по Лебегу на [0,+∞) при 𝛼 < 0 и не

интегрируема при 𝛼 ≥ 0.

Задача 1. Пусть функция 𝑓 : [1,+∞) → (0,+∞) нестрого убывает.

Как связано условие интегрируемости функции 𝑓 на (1,+∞) c условием
𝑓(𝑥) = 𝑜

(︀
1
𝑥

)︀
при 𝑥→ +∞, т. е. lim

𝑥→+∞
𝑥 𝑓(𝑥) = 0 ?

Теорема 2. Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R интегрируема (в собствен-

ном смысле). Тогда несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится и его

значение равно интегралу Лебега
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
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Доказательство состоит в применении теоремы о непрерывности ин-

теграла как функции верхнего предела.

Замечание. Если несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится абсо-

лютно, то он сходится. Это следует из теорем 1 и 2.

Лемма 1. (Принцип локализации.) Пусть 𝑎1 ∈ (𝑎, 𝑏). Пусть функ-

ция 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R интегрируема на (𝑎, 𝑏′) для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда

несобственные интегралы
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся или расхо-

дятся одновременно, а если они сходятся, то

→𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑎1∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

→𝑏∫︁

𝑎1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. В силу аддитивности интеграла по множествам

для любого числа 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏) справедливо равенство

𝑏′∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑎1∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

𝑏′∫︁

𝑎1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Переходя к пределу при 𝑏′ → 𝑏, 𝑏′ < 𝑏, получаем доказываемое утвержде-

ние.

Замечание. Принцип локализации означает, что сходимость несоб-

ственного интеграла определяется поведением подынтегральной функ-

ции лишь в окрестности особой точки.

Определение . Пусть функция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R интегрируема на (𝑎′, 𝑏′)
для любых 𝑎′, 𝑏′ : 𝑎 < 𝑎′ < 𝑏′ < 𝑏. Определим несобственный интеграл с

двумя особенностями:

→𝑏∫︁

→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑐∫︁

→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

→𝑏∫︁

𝑐

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

где 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) – произвольная точка. Несобственный интеграл с двумя осо-

бенностями
→𝑏∫︀
→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 называется сходящимся, если сходятся оба несоб-

ственных интеграла
𝑐∫︀

→𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑐
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
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Замечание. Из принципа локализации следует, что сходимость и

значение несобственного интеграла
→𝑏∫︀
→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 не зависят от выбора точки

𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏).

Замечание. Легко проверить, что несобственный интеграл с двумя

особенностями
→𝑏∫︀
→𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 совпадает с пределом по совокупности перемен-

ных

lim
𝑎′→𝑎, 𝑎′>𝑎
𝑏′→𝑏, 𝑏′<𝑏

𝑏′∫︁

𝑎′

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

т.е. этот интеграл и этот предел существуют или не существуют одновре-

менно, а если существуют, то их значения совпадают.

Лемма 2. (Линейность несобственного интеграла.) Если несобствен-

ные интегралы
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся, то для любых чисел 𝛼, 𝛽

несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎

(︁
𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 сходится.

Доказательство состоит в применении свойств линейности интегра-
ла Лебега и линейности предела.

Следствие . Если интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 расходится, а интеграл

→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, то интеграл

→𝑏∫︀
𝑎
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 расходится.

Замечание. Если интегралы
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 расходятся, то

интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 может быть как сходящимся, так и расходя-

щимся.

Лемма 3. (Замена переменной.) Пусть непрерывно дифференцируе-
мая, строго возрастающая функция 𝑥(𝑡) переводит промежуток [𝑡0, 𝛽)
в промежуток [𝑥0, 𝑏). Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна на промежутке

[𝑥0, 𝑏). Тогда справедлива формула
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→𝑏∫︁

𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

→𝛽∫︁

𝑡0

𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡, (2)

означающая, что если хотя бы один из указанных интегралов сходится,

то другой интеграл сходится и их значения равны.

Доказательство. По теореме об одностороннем пределе возрастаю-

щей функции

lim
𝑡→𝛽
𝑡<𝛽

𝑥(𝑡) = sup
𝑡∈(𝑡0,𝛽)

𝑥(𝑡) = sup [𝑥0, 𝑏) = 𝑏.

Поскольку функция 𝑥(𝑡) непрерывна и строго возрастает, то суще-

ствует обратная к ней непрерывная строго возрастающая функция 𝑡(𝑥),
причем

lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑡(𝑥) = sup
𝑥∈(𝑥0,𝑏)

𝑡(𝑥) = sup [𝑡0, 𝛽) = 𝛽.

В силу теоремы о замене переменной в собственном интеграле

𝑏′∫︁

𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝛽′∫︁

𝑡0

𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡,

где 𝑏′ = 𝑥(𝛽′) ∈ (𝑥0, 𝑏), 𝛽′ = 𝑡(𝑏′) ∈ (𝑡0, 𝛽).

Если интеграл
→𝑏∫︀
𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, то

lim
𝛽′→𝛽
𝛽′<𝛽

𝛽′∫︁

𝑡0

𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 = lim
𝛽′→𝛽
𝛽′<𝛽

𝑥(𝛽′)∫︁

𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

= lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︁

𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

→𝑏∫︁

𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

т. е. несобственный интеграл
→𝛽∫︀
𝑡0

𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 сходится и выполняется

формула (2). Аналогично если несобственный интеграл
→𝛽∫︀
𝑡0

𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡

сходится, то сходится несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑥0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и справедлива

формула (2).
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Пример 2. Найти все значения 𝛼, при которых интеграл
+∞∫︀
𝑒

𝑑𝑥
𝑥 ln𝛼 𝑥

сходится.

Решение. Выполнив замену перменной 𝑥 = 𝑒𝑡, имеем
+∞∫︀
𝑒

𝑑𝑥
𝑥 ln𝛼 𝑥 =

=
+∞∫︀
1

𝑑𝑡
𝑡𝛼 . Пользуясь результатами примера 1 § 1 главы 11, получаем, что

исходный интеграл сходится при 𝛼 > 1 и расходится при 𝛼 ≤ 1.

§ 2. Исследование сходимости несобственных
интегралов от знакопостоянных функций

Теорема 1. (Первый признак сравнения.) Пусть функции 𝑓, 𝑔 :
(𝑎, 𝑏) → R интегрируемы на (𝑎, 𝑏′) для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏). Пусть 0 ≤
≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) для любого 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда

1) из сходимости
→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 следует сходимость

→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥;

2) из расходимости
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 следует расходимость

→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Пусть
→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. По теореме 1 § 1 функ-

ция 𝑔 интегрируема на (𝑎, 𝑏). Так как функция 𝑓 интегрируема на (𝑎, 𝑏′)
для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏), то 𝑓 измерима на (𝑎, 𝑏). В силу признака сравнения

для интеграла Лебега получаем, что функция 𝑓 интегрируема на (𝑎, 𝑏).

Поэтому
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. Второй пункт следует из первого.

Определение . Будем говорить, что неотрицательные функции 𝑓, 𝑔 :
(𝑎, 𝑏) → [0,+∞) эквивалентны в смысле сходимости интегралов при

𝑥 → 𝑏 − 0 и писать 𝑓(𝑥)
сх.∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥 → 𝑏 − 0, если существуют числа

𝑚 > 0, 𝑀 > 0, 𝑏1 < 𝑏 такие, что для любого 𝑥 ∈ (𝑏1, 𝑏) справедливы
неравенства

𝑚𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀 𝑔(𝑥).

Теорема 2. (Второй признак сравнения.) Пусть неотрицательные

функции 𝑓, 𝑔 : (𝑎, 𝑏) → [0,+∞) интегрируемы по Лебегу на (𝑎, 𝑏′) для

любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏). Пусть 𝑓(𝑥)
сх.∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥 → 𝑏 − 0. Тогда интегра-

лы
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся или расходятся одновременно (т. е.
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функции 𝑓 и 𝑔 на (𝑎, 𝑏) интегрируемы или неинтегрируемы одновремен-

но).

Доказательство. Поскольку 𝑓(𝑥)
сх.∼ 𝑔(𝑥) при 𝑥→ 𝑏− 0, то

∃𝑚,𝑀 > 0, ∃𝑏1 ∈ [𝑎, 𝑏) : ∀𝑥 ∈ (𝑏1, 𝑏) →˓ 𝑚𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀 𝑔(𝑥).

Пусть для определенности
→𝑏∫︀
𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. Тогда в силу принципа ло-

кализации
→𝑏∫︀
𝑏1

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. Поэтому согласно первому признаку срав-

нения
→𝑏∫︀
𝑏1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. Еще раз применяя принцип локазизации, по-

лучаем сходимость
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Лемма 1. Пусть функции 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 : (𝑎, 𝑏)→ [0,+∞), 𝑖 = 1, 2, 3, удовле-
творяют условиям ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) →˓ 𝑓3(𝑥) > 0, 𝑔3(𝑥) > 0,

𝑓𝑖(𝑥)
сх.∼ 𝑔𝑖(𝑥) при 𝑥→ 𝑏− 0, 𝑖 = 1, 2, 3.

Тогда
𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)

𝑓3(𝑥)

сх.∼ 𝑔1(𝑥) 𝑔2(𝑥)

𝑔3(𝑥)
при 𝑥→ 𝑏− 0.

Доказательство. По определению эквивалентных функций в смыс-

ле интегрируемости для любого 𝑖 = 1, 2, 3

∃𝑏𝑖 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑚𝑖>0, 𝑀𝑖>0 : ∀𝑥 ∈ (𝑏𝑖, 𝑏) →˓ 𝑚𝑖 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 𝑔𝑖(𝑥) ≤𝑀𝑖 𝑓𝑖(𝑥).

Следовательно, существует число 𝑏′ = max{𝑏1, 𝑏2, 𝑏3} такое, что для лю-

бого 𝑥 ∈ (𝑏′, 𝑏) выполняются неравенства

𝑚1𝑚2

𝑀3

𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)

𝑓3(𝑥)
≤ 𝑔1(𝑥) 𝑔2(𝑥)

𝑔3(𝑥)
≤ 𝑀1𝑀2

𝑚3

𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)

𝑓3(𝑥)
.

Пример 1. Исследовать на сходимость
+∞∫︀
1

arctg 𝑥 sin
(︁

2+cos 𝑥

𝑥2

)︁
(𝑒𝑥+1)𝛼 𝑑𝑥.

Решение. Так как функция 𝑓(𝑥) =
arctg 𝑥 sin

(︁
2+cos 𝑥

𝑥2

)︁
(𝑒𝑥+1)𝛼 непрерывна на

(0,+∞), то она интегрируема на (1, 𝑏) для любого числа 𝑏 > 1. Заметим,
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что 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ (1,+∞), и при 𝑥 → +∞ имеют место следующие

эквивалентности в смысле сходимости интегралов:

lim
𝑥→+∞

arctg 𝑥 =
𝜋

2
⇒ arctg 𝑥

сх.∼ 1;

sin 𝑡
сх.∼ 𝑡 при 𝑡 =

2+cos𝑥

𝑥2
→ 0 ⇒ sin

(︂
2+cos𝑥

𝑥2

)︂
сх.∼ 2+cos𝑥

𝑥2
;

1 ≤ 2 + cos𝑥 ≤ 3 ⇒ sin

(︂
2 + cos𝑥

𝑥2

)︂
сх.∼ 2 + cos𝑥

𝑥2
сх.∼ 1

𝑥2
;

lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥 + 1)𝛼

𝑒𝛼𝑥
= 1 ⇒ (𝑒𝑥 + 1)𝛼

сх.∼ 𝑒𝛼𝑥.

Отсюда и из леммы 1 получаем

𝑓(𝑥)
сх.∼ 1

𝑥2 𝑒𝛼𝑥
при 𝑥→ +∞.

При 𝛼 ≥ 0 имеем 1
𝑥2 𝑒𝛼𝑥 ≤ 1

𝑥2
∀𝑥 ≥ 1. Поскольку согласно результатам

примера 1 § 1 главы 11 интеграл
+∞∫︀
1

1
𝑥2
𝑑𝑥 сходится, то при 𝛼 ≥ 0 интеграл

+∞∫︀
1

1
𝑥2 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑥 сходится в силу первого признака сравнения.

При 𝛼 < 0 имеем 1
𝑥2 𝑒𝛼𝑥 → +∞ (𝑥 → +∞). Следовательно, ∃𝑥0 ≥

≥ 1 : ∀𝑥 ≥ 𝑥0 →˓ 1
𝑥2 𝑒𝛼𝑥 ≥ 1. Поскольку

+∞∫︀
1

𝑑𝑥 расходится, то в силу

первого признака сравнения
+∞∫︀
1

1
𝑥2 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑥 при 𝛼 < 0 расходится.

Поэтому в силу второго признака сравнения
+∞∫︀
1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится при

𝛼 ≥ 0 и расходится при 𝛼 < 0.

§ 3. Исследование сходимости несобственных
интегралов от знакопеременных функций

Теорема 1. (Критерий Коши.) Пусть −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞ и функ-

ция 𝑓 : (𝑎, 𝑏)→ R интегрируема по Лебегу на (𝑎, 𝑏′) для любого 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏).

Несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится тогда и только тогда, ко-

гда выполняется условие Коши:
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∀𝜀 > 0 ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) : ∀𝑏1, 𝑏2 ∈ (𝜉, 𝑏) →˓

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑏2∫︁

𝑏1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀.

Доказательство. Определим функцию 𝐹 (𝑡) =
𝑡∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. По опре-

делению несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, если существует

конечный предел lim
𝑡→𝑏
𝑡<𝑏

𝐹 (𝑡). Из критерия Коши существования предела

функции следует, что существование конечного предела lim
𝑡→𝑏
𝑡<𝑏

𝐹 (𝑡) экви-

валентно тому, что для любого 𝜀 > 0 существует левая полуокрестность

(𝜉, 𝑏) точки 𝑏 такая, что ∀𝑏1, 𝑏2 ∈ (𝜉, 𝑏) →˓ |𝐹 (𝑏2)− 𝐹 (𝑏1)| < 𝜀. Исполь-

зуя равенство 𝐹 (𝑏2) − 𝐹 (𝑏1) =
𝑏2∫︀
𝑏1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, получаем требуемое утвержде-

ние.

Замечание. Критерий Коши чаще всего используется для доказа-

тельства расходимости несобственных интегралов от знакопеременных

функций. Согласно критерию Коши, для доказательства расходимости

интеграла
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 достаточно доказать, что выполняется отрицание к

условию Коши сходимости этого интеграла, т. е.

∃𝜀 > 0 : ∀𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) ∃𝑏1, 𝑏2 ∈ (𝜉, 𝑏) :

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑏2∫︁

𝑏1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ≥ 𝜀.

Теорема 2. (Признак Дирихле.) Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна,
а функция 𝑔(𝑥) непрерывно дифференцируема на промежутке [𝑎, 𝑏), 𝑏 ∈
∈ R ∪ {+∞}. Пусть выполнены условия

1) первообразная функции 𝑓 ограничена на [𝑎, 𝑏);
2) lim

𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 0;

3) функция 𝑔 нестрого убывает на [𝑎, 𝑏), т. е. 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏).

Тогда несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится.

Доказательство. По условию первообразная 𝐹 (𝑥) функции 𝑓(𝑥)
ограничена, т. е.
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∃𝐶 ∈ R : ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏) →˓ |𝐹 (𝑥)| ≤ 𝐶. (1)

Для произвольного 𝑏′ ∈ (𝑎, 𝑏) воспользуемся формулой интегрирова-

ния по частям:

𝑏′∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏′∫︁

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝐹 (𝑥) = 𝑔(𝑥)𝐹 (𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
𝑏′

𝑎

−
𝑏′∫︁

𝑎

𝐹 (𝑥) 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥. (2)

Заметим, что в силу формулы Ньютона–Лейбница lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︀
𝑎
𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 =

= lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑔(𝑏′)− 𝑔(𝑎) = −𝑔(𝑎). Поскольку |𝑔′(𝑥)| = −𝑔′(𝑥), то
→𝑏∫︀
𝑎
𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 схо-

дится абсолютно, т. е. функция 𝑔′ интегрируема по Лебегу на (𝑎, 𝑏). Учи-
тывая условие (1), в силу признака сравнения получаем интегрируемость

по Лебегу функции 𝐹 (𝑥) 𝑔′(𝑥) на (𝑎, 𝑏), а значит,
→𝑏∫︀
𝑎
𝐹 (𝑥) 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 сходит-

ся. Иными словами,

∃ lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︁

𝑎

𝐹 (𝑥) 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 ∈ R. (3)

Поскольку функция 𝐹 (𝑥) ограничена и lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 0,

то lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥)𝐹 (𝑥) = 0, поэтому существует конечный предел

lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑔(𝑥)𝐹 (𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
𝑏′

𝑎

= −𝑔(𝑎)𝐹 (𝑎). Отсюда и из условий (2), (3) получа-

ем существование конечного предела lim
𝑏′→𝑏
𝑏′<𝑏

𝑏′∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, т. е. сходимость

интеграла
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Замечание. Исследование на сходимость и абсолютную сходимость

несобственных интералов состоит из четырех этапов (обоснование сходи-

мости, расходимости, абсолютной сходимости и отсутствия абсолютной

сходимости при различных значениях параметра).

Пример 1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость

интеграл
+∞∫︀
1

sin𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼 .
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Решение. Поскольку функция sin𝑥
𝑥𝛼 непрерывна на [1,+∞), то инте-

грал
+∞∫︀
1

sin𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼 будем понимать как несобственный интеграл

→+∞∫︀
1

sin𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼 .

1. Покажем, что при 𝛼 > 0 данный интеграл сходится по призна-

ку Дирихле. Действительно, функция sin𝑥 имеет ограниченную первооб-

разную − cos𝑥, а функция 1
𝑥𝛼 при 𝛼 > 0 убывает на [1,+∞) и стремится

к нулю при 𝑥→ +∞. Кроме того, функции sin𝑥 и 1
𝑥𝛼 непрерывно диффе-

ренцируемы на [1,+∞). Следовательно, при 𝛼 > 0 все условия признака

Дирихле выполнены и данный интеграл сходится.

2. Покажем, что при 𝛼 ≤ 0 данный интеграл расходится в силу кри-

терия Коши. Действительно, при 𝛼 ≤ 0, 𝑛 ∈ N имеем
2𝜋𝑛+𝜋∫︀
2𝜋𝑛

sin𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼 ≥

2𝜋𝑛+𝜋∫︀
2𝜋𝑛

sin𝑥 𝑑𝑥
(2𝜋𝑛)𝛼 = 1

(2𝜋𝑛)𝛼

2𝜋𝑛+𝜋∫︀
2𝜋𝑛

sin𝑥 𝑑𝑥 = 2
(2𝜋𝑛)𝛼 ≥ 2. Следова-

тельно,

∃𝜀0 = 1 : ∀𝜉 ∃𝑏1 = 2𝜋𝑛 > 𝜉, 𝑏2 = 2𝜋𝑛+ 𝜋 > 𝜉 :

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑏2∫︀
𝑏1

sin𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼

⃒⃒
⃒⃒
⃒ > 𝜀0,

т. е. выполняется отрицание условия Коши сходимости исходного инте-

грала.

3. Покажем, что при 𝛼 > 1 данный интеграл сходится абсолютно, т. е.
функция sin𝑥

𝑥𝛼 интегрируема по Лебегу на [1,+∞). Поскольку
⃒⃒
sin𝑥
𝑥𝛼

⃒⃒
≤ 1

𝑥𝛼 ,

а функция 1
𝑥𝛼 интегрируема по Лебегу на [1,+∞) при 𝛼 > 1, то при этих

𝛼 исходный интеграл сходится в силу первого признака сравнения.

4. Покажем, что при 𝛼 ∈ (0, 1] данный интеграл не является абсолют-
но сходящимся. Поскольку 0 ≤ | sin𝑥| ≤ 1, то | sin𝑥| ≥ sin2 𝑥 = 1−cos 2𝑥

2 .

При 𝛼 ∈ (0, 1] интеграл
+∞∫︀
1

𝑑𝑥
𝑥𝛼 расходится, а интеграл

+∞∫︀
1

cos 2𝑥 𝑑𝑥
𝑥𝛼 сходит-

ся по признаку Дирихле (так как функция cos 2𝑥 имеет ограниченную

первообразную, а функция 1
𝑥𝛼 монотонно стремится к нулю). Отсюда в

силу следствия из свойства линейности несобственного интеграла полу-

чаем расходимость интеграла
+∞∫︀
1

1−cos 2𝑥
2𝑥𝛼 𝑑𝑥, т. е. интеграла

+∞∫︀
1

sin2 𝑥
𝑥𝛼 𝑑𝑥.

Отсюда и из первого признака сравнения следует расходимость инте-

грала
+∞∫︀
1

⃒⃒
sin𝑥
𝑥𝛼

⃒⃒
𝑑𝑥 при 𝛼 ∈ (0, 1]. Поскольку, как показано на первом эта-

пе, при 𝛼 > 0 исходный интеграл сходится, то при 𝛼 ∈ (0, 1] этот интеграл
сходится условно.

Ответ: при 𝛼 > 1 данный интеграл сходится абсолютно, при 𝛼 ∈ (0, 1]
сходится условно, при 𝛼 ≤ 0 – расходится.
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Пример 2. Исследовать на сходимость интеграл
+∞∫︀
1

sin𝑥√
𝑥

(︁
1 + sin𝑥√

𝑥

)︁
𝑑𝑥.

Решение. Преобразуем подынтегральное выражение:
sin𝑥√
𝑥

(︁
1 + sin𝑥√

𝑥

)︁
= sin𝑥√

𝑥
+ sin2 𝑥

𝑥 = sin𝑥√
𝑥

+ 1
2𝑥 − cos 2𝑥

2𝑥 . Поскольку инте-

гралы
+∞∫︀
1

sin𝑥√
𝑥
𝑑𝑥,

+∞∫︀
1

cos 2𝑥
2𝑥 𝑑𝑥 сходятся по признаку Дирихле, а инте-

грал
+∞∫︀
1

1
𝑥 𝑑𝑥 расходится, то исходный интеграл расходится.

Последний пример показывает, что для знакопеременных функций

при замене функции на эквивалентную сходимость интеграла может из-

мениться. Действительно, 1 + sin𝑥√
𝑥

сх.∼ 1 при 𝑥 → +∞, однако интеграл
+∞∫︀
1

sin𝑥√
𝑥
𝑑𝑥 сходится, а интеграл

+∞∫︀
1

sin𝑥√
𝑥

(︁
1 + sin𝑥√

𝑥

)︁
𝑑𝑥 расходится.

Теорема 3. (Признак Абеля.) Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна, а
функция 𝑔(𝑥) непрерывно дифференцируема на промежутке [𝑎, 𝑏), 𝑏 ∈
∈ R ∪ {+∞}. Пусть выполнены условия

1) интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится;

2) функция 𝑔 ограничена на [𝑎, 𝑏);
3) функция 𝑔 нестрого убывает на [𝑎, 𝑏), т. е. 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏).

Тогда несобственный интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится.

Доказательство. Так как функция 𝑔 нестрого убывает и ограничена
на [𝑎, 𝑏), то существует lim

𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 𝑔0 ∈ R. Заметим, что функция 𝑔(𝑥) =

= 𝑔(𝑥)− 𝑔0 нестрого убывает на [𝑎, 𝑏) и lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 0. Поэтому в силу при-

знака Дирихле интеграл
𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится. Поскольку 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) =

= 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)+𝑓(𝑥) 𝑔0, причем интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится по условию тео-

ремы, то по свойству линейности интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится.

Следствие . Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна, а функция 𝑔(𝑥) непре-
рывно дифференцируема на промежутке [𝑎, 𝑏), 𝑏 ∈ R ∪ {+∞}. Пусть
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функция 𝑔 монотонна на [𝑎, 𝑏) и lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 𝑔0 ∈ R, 𝑔0 ̸= 0. Тогда ин-

теграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 имеет тот же тип сходимости и абсолютной

сходимости, что и интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Доказательство. Интегралы
→𝑏∫︀
𝑎
|𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 сходятся

или расходятся одновременно, так как |𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)| сх.∼ |𝑓(𝑥)| при 𝑥→ +∞.

Докажем теперь, что интегралы
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 и

→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся или

расходятся одновременно. Если интеграл
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, то интеграл

→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходится по признаку Абеля. Покажем, что из сходимости

интеграла
→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 следует сходимость интеграла

→𝑏∫︀
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. Так

как lim
𝑥→𝑏
𝑥<𝑏

𝑔(𝑥) = 𝑔0 ̸= 0, то существует число 𝑎1 ∈ [𝑎, 𝑏) такое, что на про-

межутке [𝑎1, 𝑏) функция 𝑔(𝑥) не обращается в нуль. Поэтому функция

𝑔1(𝑥) = 1
𝑔(𝑥) непрерывно дифференцируема и монотонна на [𝑎1, 𝑏). По-

скольку 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑔1(𝑥), то в силу признака Абеля из сходимости

интеграла
→𝑏∫︀
𝑎1

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 следует сходимость интеграла
→𝑏∫︀
𝑎1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. При-

меняя принцип локализации, получаем требуемое утверждение.

Пример 3. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость

интеграл
+∞∫︀
1

𝑥𝛼 ln
(︀
1 + 1

𝑥

)︀
sin𝑥2 𝑑𝑥.

Решение. Заметим, что ln
(︀
1 + 1

𝑥

)︀
∼ 1

𝑥 при 𝑥→ +∞. Следовательно,

для функции 𝑔(𝑥) = 𝑥 ln
(︀
1 + 1

𝑥

)︀
справедливо равенство lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = 1.

Кроме того,

𝑔′(𝑥) = ln

(︂
1 +

1

𝑥

)︂
− 1

1 + 𝑥
=

1

𝑥
− 1

2𝑥2
− 1

𝑥

(︂
1− 1

𝑥

)︂
+ 𝑜

(︂
1

𝑥2

)︂
=

=
1

2𝑥2
+ 𝑜

(︂
1

𝑥2

)︂
=

1

2𝑥2
(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ +∞.
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Поэтому существует число 𝑥0 > 1 такое, что 𝑔′(𝑥) > 0 для любого 𝑥 > 𝑥0.
Поэтому согласно следствию из признака Абеля и принципу локализации

исходный интеграл имеет тот же тип сходимости и абсолютной сходимо-

сти, что и интеграл

+∞∫︁

1

𝑥𝛼−1 sin𝑥2 𝑑𝑥 =

⧸︃ 𝑡 = 𝑥2,

𝑥 =
√
𝑡,

𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
2
√
𝑡

⧸︃
=

1

2

+∞∫︁

1

1

𝑡1−𝛼/2
sin 𝑡 𝑑𝑡.

Используя пример 1, получаем, что исходный интеграл сходится абсо-

лютно при 1− 𝛼
2 > 1, т. е. при 𝛼 < 0; сходится условно при 1− 𝛼

2 ∈ (0, 1],
т. е. при 𝛼 ∈ [0; 2) и расходится при 1− 𝛼

2 ≤ 0 т. е. при 𝛼 ≥ 2.

Задача 1. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 непрерывны на луче [1,+∞), ин-

теграл
+∞∫︀
1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 сходится абсолютно, а интеграл
+∞∫︀
1

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 сходятся

условно. Может ли интеграл
+∞∫︀
1

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

а) сходиться условно,

б) расходиться?
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Г Л А В А 12

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
И PЯДЫ

§ 1. Равномерная сходимость функциональных
последовательностей

Определение. Пусть на множестве 𝑋 заданы функции 𝑓𝑛(𝑥), (𝑛 =
= 1, 2, . . .). Будем говорить, что функциональная последовательность

{𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 поточечно сходится к функции 𝑓(𝑥) на множестве 𝑋 и пи-

сать 𝑓𝑛(𝑥)−→
𝑋

𝑓(𝑥), если ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), т. е.

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀. (1)

Определение. Будем говорить, что последовательность функций

{𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 равномерно сходится к функции 𝑓(𝑥) на множестве 𝑋 и пи-

сать 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥), если

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀. (2)

Отличие условий (1) и (2) состоит в том, что в условии (1) число 𝑁
свое для каждого 𝑥, а в условии (2) число 𝑁 не зависит от 𝑥. Поэтому из
равномерной сходимости следует поточечная сходимость.

Заметим, что если 𝑓𝑛(𝑥)−→
𝑋

𝑓(𝑥) и 𝑓𝑛(𝑥) −̸→−→
𝑋

𝑓(𝑥), то последователь-

ность {𝑓𝑛(𝑥)} не может сходиться равномерно и ни к какой другой функ-
ции 𝑔(𝑥), так как из условия 𝑓𝑛(𝑥) −→−→

𝑋
𝑔(𝑥) следовало бы, что 𝑔(𝑥) =

= lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥). В этом случае говорят, что последовательность

{𝑓𝑛(𝑥)} сходится к функции 𝑓(𝑥) неравномерно на множестве 𝑋.

Теорема 1. (Критерий равномерной сходимости.)

𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥) ⇐⇒ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| → 0.

Доказательство. Поскольку условие ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀
эквивалентно условию sup

𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)−𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀, то условие (2) эквивалентно

условию
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∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀,

т. е. sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| → 0.

Следствие 1. Последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к функции 𝑓(𝑥)
равномерно на множестве 𝑋 тогда и только тогда, когда существует

числовая последовательность {𝑎𝑛}:

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑛 ∈ N →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛 и lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0. (3)

Доказательство. 1. Пусть выполнено условие (3). Тогда

∀𝑛 ∈ N →˓ 0 ≤ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛. Отсюда и из условия lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 0

по теореме о трех последовательностях получаем sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| → 0,

что в силу критерия равномерной сходимости означает 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥).

2. Пусть 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥). Определив 𝑎𝑛 = sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|, из кри-

терия равномерной сходимости получаем условие (3).

Следствие 2. 𝑓𝑛(𝑥) −̸→−→
𝑋

𝑓(𝑥) тогда и только тогда, когда

∃{𝑥𝑛} – последовательность элементов 𝑋 : 𝑓𝑛(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥𝑛) ̸→ 0. (4)

Доказательство. 1. Пусть выполняется условие (4). То-

гда sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ |𝑓𝑛(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥𝑛)| ̸→ 0, следовательно,

sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ̸→ 0, и по критерию равномерной сходимости

𝑓𝑛(𝑥) −̸→−→
𝑋

𝑓(𝑥).

2. Пусть 𝑓𝑛(𝑥) −̸→−→
𝑋

𝑓(𝑥). Для каждого 𝑛 ∈ N обозначим 𝑀𝑛 =

= sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)|. По определению супремума ∀𝑛 ∈ N ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋 :

|𝑓𝑛(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥𝑛)| >
{︂
𝑀𝑛 − 1

𝑛 , 𝑀𝑛 ∈ R,
1, 𝑀𝑛 = +∞. (5)

Предположим, что 𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛) → 0. Тогда найдется номер 𝑁 такой,

что ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ |𝑓𝑛(𝑥𝑛)−𝑓(𝑥𝑛)| < 1. Следовательно, согласно неравенству
(5) имеем ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 𝑀𝑛 ∈ R. Отсюда и из неравенства (5) получаем,
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что 𝑀𝑛

𝑛≥𝑁
≤ |𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)| + 1

𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞. Последнее соотно-

шение в силу критерия равномерной сходимости противоречит условию

𝑓𝑛(𝑥) −̸→−→
𝑋

𝑓(𝑥). Поэтому предположение 𝑓𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛) → 0 неверно, а

значит, выполнено условие (4).

Следствие 1 удобно для доказательства равномерной сходимости, а

следствие 2 – для доказательства отсутствия равномерной сходимости

конкретных функциональных последовательностей.

Определение. Функциональная последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} назы-
вается равномерно ограниченной на множестве 𝑋, если

∃𝐶 ∈ R : ∀𝑛 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶.

Лемма 1. Если последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} равномерно ограничена
на множестве 𝑋 и 𝑔𝑛(𝑥) −→−→

𝑋
0, то 𝑓𝑛(𝑥) 𝑔𝑛(𝑥) −→−→

𝑋
0.

Доказательство. Так как последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} равномерно
ограничена, то

∃𝐶 ∈ R : ∀𝑛 ∈ N →˓ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶.

Поскольку 𝑔𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

0 при 𝑛→∞, то sup
𝑥∈𝑋
|𝑔𝑛(𝑥)| → 0. Следователь-

но,

sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) 𝑔𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶 · sup

𝑥∈𝑋
|𝑔𝑛(𝑥)| → 0,

т. е. 𝑓𝑛(𝑥) 𝑔𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

0.

Замечание . В условии леммы 1 равномерную ограниченность после-

довательности {𝑓𝑛(𝑥)} нельзя заменить на ограниченность этой последо-
вательности при любом фиксированном 𝑥.

Пусть, например, 𝑋 = (0, 1), 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 , 𝑔𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥)

𝑛 .

Поскольку |𝑔𝑛(𝑥)| ≤ 1
𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, то в силу следствия 1 име-

ем 𝑔𝑛(𝑥) −→−→
(0,1)

0. Однако 𝑓(𝑥) 𝑔𝑛(𝑥) =
sin(𝑛𝑥)
𝑛𝑥

−̸→−→
(0,1)

0, что следует из след-

ствия 2, поскольку для последовательности точек 𝑥𝑛 = 1
𝑛 ∈ (0, 1) имеет

место соотношение 𝑓(𝑥𝑛) 𝑔𝑛(𝑥𝑛) = sin 1 ̸→ 0.

Заметим, что ∀𝑥 ∈ (0, 1) →˓
⃒⃒
⃒ sin(𝑛𝑥)𝑛𝑥

⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑛𝑥 → 0 при 𝑛 → ∞, поэтому

последовательность {𝑓(𝑥) 𝑔𝑛(𝑥)} = { sin(𝑛𝑥)𝑛𝑥 } сходится к 0 на интервале

(0, 1), но неравномерно.
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Замечание . Из условий 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥) и lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑥)
𝑓𝑛(𝑥)

= 1 ∀𝑥 ∈ 𝑋 не

следует, что 𝑔𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥).

Пусть, например, 𝑋 = (0, 1), 𝑓𝑛(𝑥) = 1
𝑛 , 𝑔𝑛(𝑥) = 1

𝑛 + 1
𝑛2𝑥

. То-

гда ∀𝑥 ∈ (0, 1) →˓ lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑥)
𝑓𝑛(𝑥)

= lim
𝑛→∞

(︀
1 + 1

𝑛𝑥

)︀
= 1, 𝑓𝑛(𝑥) −→−→

(0,1)
0, но

𝑔𝑛(𝑥) −̸→−→
(0,1)

0, так как 𝑔𝑛
(︀

1
𝑛2

)︀
= 1

𝑛 + 1 ̸→ 0.

Теорема 2. (Критерий Коши.) Последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходит-
ся к функции 𝑓(𝑥) равномерно на множестве 𝑋 тогда и только тогда,

когда выполняется условие Коши равномерной сходимости последова-

тельности:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| ≤ 𝜀. (6)

Доказательство. 1. Пусть 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥), тогда ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈
∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀

2 . Поскольку ∀𝑝 ∈ N →˓ 𝑛+ 𝑝 >
> 𝑛 ≥ 𝑁 , то ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛+𝑝(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀

2 . Следовательно, ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
→˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| ≤ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)|+ |𝑓𝑛+𝑝(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀

2 + 𝜀
2 ≤ 𝜀, т. е.

выполняется условие (6).

2. Пусть выполняется условие (6). Следовательно,

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| ≤ 𝜀,

т. е. для любого фиксированного 𝑥 ∈ 𝑋 выполняется условие Коши схо-

димости числовой последовательности {𝑓𝑛(𝑥)}. В силу критерия Коши

для числовых последовательностей ∀𝑥 ∈ 𝑋 последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}
сходится. Обозначим 𝑓(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥).

Перепишем условие (6) в виде

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑝 ∈ N →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| ≤ 𝜀

и рассмотрим отдельно условие ∀𝑝 ∈ N →˓ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| ≤ 𝜀. По-
скольку lim

𝑝→∞
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|, то по теореме о предель-

ном переходе в неравенствах |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀. Итак, из условия (6)

следует, что ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀, т. е.

𝑓𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

𝑓(𝑥).
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§ 2. Равномерная сходимость функциональных рядов

Определение. Пусть на множестве 𝑋 задана функциональная по-

следовательность {𝑢𝑘(𝑥)}∞𝑘=1. Функциональный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) называется

равномерно сходящимся на множестве 𝑋, если последовательность его

частичных сумм 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋

к сумме 𝑆(𝑥) этого ряда. Аналогично определяется поточечная сходи-

мость ряда.

Поскольку из равномерной сходимости последовательности следует

поточечная сходимость последовательности, то из равномерной сходимо-

сти ряда следует поточечная сходимость этого ряда.

Определение . Остатком поточечно сходящегося ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) на-

зывается

𝑟𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥)− 𝑆𝑛(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥).

Непосредственно из определения равномерной сходимости ряда и кри-

терия равномерной сходимости функциональной последовательности сле-

дует

Теорема 1. (Критерий равномерной сходимости ряда.) Поточечно

сходящийся функциональный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на мно-

жестве 𝑋 тогда и только тогда, когда

𝑟𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

0, т. е. sup
𝑥∈𝑋
|𝑟𝑛(𝑥)| → 0.

Теорема 2. (Критерий Коши.) Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на

множестве 𝑋 тогда и только тогда, когда выполняется условие Коши

равномерной сходимости ряда:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀. (1)

Доказательство состоит в применении критерия Коши равномерной
сходимости последовательности к последовательности частичных сумм

ряда.
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Следствие . (Необходимое условие равномерной сходимости ря-

да.) Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋, то

𝑢𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

0.

Доказательство. В силу критерия Коши из равномерной сходимо-

сти ряда следует условие Коши равномерной сходимости ряда (1). Пола-

гая в условии (1) 𝑝 = 1, получаем

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑢𝑛+1(𝑥)| ≤ 𝜀,

т. е. 𝑢𝑛(𝑥) −→−→
𝑋

0.

Замечание . Из необходимого условия равномерной сходимости ряда
и следствия 2 § 1 вытекает, что если ∃{𝑥𝑘} – последовательность элемен-
тов 𝑋: 𝑢𝑘(𝑥𝑘) ̸→ 0 при 𝑘 → ∞, то ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) не является равномерно

сходящимся на множестве 𝑋.

Замечание . Существование последовательности {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝑋 такой,

что числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥𝑘) расходится, не доказывает отсутствие равно-

мерной сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) на множестве 𝑋.

Действительно, пусть, например, 𝑋 = [−1, 1], 𝑢𝑘(𝑥) = (−1)𝑘

𝑘 𝑥. Тогда

sup
𝑥∈𝑋
|𝑟𝑛(𝑥)| = sup

𝑥∈[−1,1]

⃒⃒
⃒⃒
⃒

∞∑︁

𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘
𝑘

𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒ =

⃒⃒
⃒⃒
⃒

∞∑︁

𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘
𝑘

⃒⃒
⃒⃒
⃒→ 0 при 𝑛→∞,

так как числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘 сходится по признаку Лейбница. Поэтому

функциональный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋.

Однако при 𝑥𝑘 = (−1)𝑘 ∈ 𝑋 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥𝑘) расходится.

Теорема 3. (Обобщенный признак сравнения.) Пусть ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈
∈ 𝑋 →˓ |𝑢𝑘(𝑥)| ≤ 𝑣𝑘(𝑥) и ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑥) сходится равномерно на множе-

стве 𝑋. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋.
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Доказательство. В силу критерия Коши

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀.

Используя неравенство

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑛+𝑝∑︀

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑛+𝑝∑︀

𝑘=𝑛+1

𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒, имеем

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀.

Еще раз применяя критерий Коши, получаем доказываемое утверждение.

Следствие. Если ряд
∞∑︀
𝑘=1

|𝑢𝑘(𝑥)| сходится равномерно на множе-

стве 𝑋, то
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋.

Теорема 4. (Признак Вейерштрасса.) Если ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
→˓ |𝑢𝑘(𝑥)| ≤ 𝑎𝑘 и числовой ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 сходится, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) схо-

дится равномерно на множестве 𝑋.

Доказательство состоит в применении обобщенного признака срав-

нения для 𝑣𝑘(𝑥) = 𝑎𝑘.

Теорема 5. (Признак Дирихле.) Пусть на множестве 𝑋 заданы

две функциональные последовательности {𝑎𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 и {𝑏𝑘(𝑥)}∞𝑘=1, удо-

влетворяющие условиям:

1) последовательность частичных сумм 𝐴𝑛(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) ряда

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) равномерно ограничена, т. е. существует число 𝐶, не завися-

щее от 𝑥 и от 𝑛:

∀𝑛 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝐴𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶;

2) 𝑏𝑘(𝑥) −→−→
𝑋

0 при 𝑘 →∞;
3) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥).
Тогда ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) равномерно сходится на множестве 𝑋.
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Доказательство. Выполним преобразование Абеля:

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝐴𝑘(𝑥)−𝐴𝑘−1(𝑥))𝑏𝑘(𝑥) =

=

𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥)−
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥) 𝑏𝑘+1(𝑥)
𝐴0(𝑥)=0

=

= 𝐴𝑛(𝑥) 𝑏𝑛(𝑥) +

𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥)(𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)). (2)

Заметим, что
𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑏𝑘(𝑥)−𝑏𝑘+1(𝑥)) = 𝑏1(𝑥)−𝑏𝑛+1(𝑥) −→−→
𝑋

𝑏1(𝑥) при 𝑛→

→ ∞, т. е. ряд
∞∑︀
𝑘=1

(𝑏𝑘(𝑥) − 𝑏𝑘+1(𝑥)) равномерно сходится, следовательно,

равномерно сходится ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝐶 (𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)). Поскольку |𝐴𝑘(𝑥)| ≤ 𝐶,

𝑏𝑘(𝑥) − 𝑏𝑘+1(𝑥) ≥ 0, то |𝐴𝑘(𝑥) (𝑏𝑘(𝑥) − 𝑏𝑘+1(𝑥))| ≤ 𝐶 (𝑏𝑘(𝑥) − 𝑏𝑘+1(𝑥)), и
в силу обобщенного признака сравнения получаем равномерную сходи-

мость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥) (𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)), т. е. существует функция 𝑆(𝑥):

𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥) (𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)) −→−→
𝑋

𝑆(𝑥) при 𝑛→∞. (3)

В силу леммы 1 § 1 из равномерной сходимости последовательности

{𝑏𝑛(𝑥)} к 0 и равномерной ограниченности последовательности {𝐴𝑛(𝑥)}
следует, что 𝐴𝑛(𝑥) 𝑏𝑛(𝑥) −→−→

𝑋
0 при 𝑛 → ∞. Отсюда и из соотношений

(2), (3) следует, что

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) −→−→
𝑋

𝑆(𝑥) при 𝑛→∞,

т. е. ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) равномерно сходится на множестве 𝑋.

Задача 1. Останется ли справедливым признак Дирихле, если в нем

условие 3) заменить

а) условием ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝑁 : ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥);
б) условием ∃𝑁 : ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑘 ≥ 𝑁 →˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥) ?
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Теорема 6. (Признак Лейбница.) Пусть ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
→˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥) и 𝑏𝑘(𝑥) −→−→

𝑋
0 при 𝑘 → ∞. Тогда ряд Лейбница

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘𝑏𝑘(𝑥) равномерно сходится.

Доказательство. Обозначим 𝑎𝑘(𝑥) = (−1)𝑘. Тогда
⃒⃒
⃒⃒ 𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒
⃒⃒ 𝑛∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1. В силу признака Дирихле ряд Лейбница сходится.

Теорема 7. (Признак Абеля.) Пусть на множестве 𝑋 заданы две

функциональные последовательности {𝑎𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 и {𝑏𝑘(𝑥)}∞𝑘=1, удовле-

творяющие условиям:

1) ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) равномерно сходится на множестве 𝑋;

2) последовательность {𝑏𝑘(𝑥)} равномерно ограничена, т. е.

∃𝐶 ∈ R : ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑏𝑘(𝑥)| ≤ 𝐶; (4)

3) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥).
Тогда ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) равномерно сходится на множестве 𝑋.

Доказательство

Для любых 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ 𝑋 определим 𝑅𝑛(𝑥) =
∞∑︀

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘(𝑥). Так как

𝑅𝑛−1(𝑥)−𝑅𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥), то

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥) =

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

(𝑅𝑘−1(𝑥)−𝑅𝑘(𝑥))𝑏𝑘(𝑥) =

=

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘−1(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)−
𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥) =

=

𝑛+𝑝−1∑︁

𝑘=𝑛

𝑅𝑘(𝑥)𝑏𝑘+1(𝑥)−
𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥) =

= 𝑅𝑛(𝑥)𝑏𝑛+1(𝑥)−𝑅𝑛+𝑝(𝑥)𝑏𝑛+𝑝+1(𝑥)+

+

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘(𝑥)(𝑏𝑘+1(𝑥)− 𝑏𝑘(𝑥)). (6)
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Для любого 𝑛 ∈ N обозначим𝑀𝑛 = sup
𝑘≥𝑛

sup
𝑥∈𝑋
|𝑅𝑘(𝑥)|. Так как ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥)

равномерно сходится на можестве 𝑋, то sup
𝑥∈𝑋
|𝑅𝑘(𝑥)| → 0 при 𝑘 → ∞.

Следовательно, 𝑀𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

Поскольку для любого 𝑝 ∈ N справедливы соотношения

⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘(𝑥)(𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥))

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤𝑀𝑛

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

|𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)| =

=𝑀𝑛

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

(𝑏𝑘(𝑥)− 𝑏𝑘+1(𝑥)) =𝑀𝑛(𝑏𝑛+1(𝑥)− 𝑏𝑛+𝑝+1(𝑥))
(4)

≤ 2𝐶𝑀𝑛,

то из равенства (6) для любых 𝑛, 𝑝 ∈ N, 𝑥 ∈ 𝑋 имеем

⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 4𝐶𝑀𝑛.

Так как 𝑀𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, то ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 →˓ 4𝐶𝑀𝑛 ≤ 𝜀.
Поэтому

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀.

Применяя критерий Коши, получаем равномерную сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) на множестве 𝑋.

Непосредственно из признака Абеля вытекает следующее утвержде-

ние, позволяющее в некоторых случаях упрощать функциональный ряд

при исследовании его равномерной сходимости.

Следствие. Пусть на множестве 𝑋 заданы две функциональные

последовательности {𝑎𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 и {𝑏𝑘(𝑥)}∞𝑘=1, причем

∃𝑚 > 0 ∃𝑀 > 0 : ∀𝑘 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ 𝑚 ≤ 𝑏𝑘(𝑥) ≤𝑀

и ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑘 ∈ N →˓ 𝑏𝑘+1(𝑥) ≤ 𝑏𝑘(𝑥). Тогда на множестве 𝑋 равномерная

сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥) 𝑏𝑘(𝑥) эквивалентна равномерной сходимости

ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥).
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Исследование ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) на равномерную сходимость на множе-

стве 𝑋 можно проводить по следующему плану:

1. Если существует такое 𝑥0 ∈ 𝑋, что числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥0) расхо-

дится, то функциональный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) не является поточечно (а зна-

чит, и равномерно) сходящимся на 𝑋.

2. Если существует последовательность точек {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝑋 такая, что

𝑢𝑘(𝑥𝑘) ̸→ 0 при 𝑘 → ∞, то не выполняется необходимое условие равно-

мерной сходимости ряда, и, следовательно, ряд не сходится равномерно.

3. Если выполняются условия признака Вейерштрасса, то ряд сходит-

ся равномерно.

4. Если выполняются условия признака Лейбница, то ряд сходится

равномерно.

5. Если с помощью следствия из признака Абеля возможно свести ис-

следование исходного ряда к исследованию более простого ряда, сделать

это.

6. Если выполняются условия признака Дирихле, то ряд сходится рав-

номерно.

7. Если выполняется отрицание к условию Коши равномерной сходи-

мости ряда

∃𝜀 > 0 : ∀𝑁 ∈ N ∃𝑛 ≥ 𝑁 ∃𝑝 ∈ N ∃𝑥 ∈ 𝑋 :

⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ > 𝜀,

то ряд не сходится равномерно. (Важно, что в отрицании условия Коши

равномерной сходимости ряда точка 𝑥 может зависеть от𝑁 , но не должна

зависеть от индекса суммирования 𝑘.)
При решении конкретной задачи нужно найти тот из пунктов 1)–7),

условия которого выполняются, затем это нужно обосновать и тем самым

завершить исследование равномерной сходимости ряда.

Пример 1. Исследовать на сходимость и равномерную сходимость

ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 на отрезках [0, 𝜋] и [𝛿, 𝜋], где 𝛿 ∈ (0, 𝜋).

Решение. 1. При 𝛼 ≤ 0 члены ряда sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 не стремятся к нулю при

𝑘 → ∞ (т. к., например, при 𝑥 = 𝜋
2 , 𝑘 = 1 + 4𝑛, 𝑛 ∈ N имеем sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼 =
= 1

𝑘𝛼 ̸→ 0 при 𝑘 →∞). Следовательно, при 𝛼 ≤ 0 данный ряд не является
поточечно сходящимся на отрезках [0, 𝜋] и [𝛿, 𝜋].
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2. При 𝛼 > 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 сходится равномерно на отрезке [0, 𝜋]

(а значит, и на отрезке [𝛿, 𝜋]). Это следует из признака Вейерштрасса,

поскольку
⃒⃒
⃒ sin(𝑘𝑥)𝑘𝛼

⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑘𝛼 , и числовой ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘𝛼 сходится при 𝛼 > 1.

3. Покажем, что при 𝛼 > 0 данный ряд сходится поточечно на отрезке
[0, 𝜋].

Пусть 𝑥 ∈ (0, 𝜋]. Покажем, что частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)

ограничены. Действительно,

𝑛∑︁

𝑘=1

sin(𝑘𝑥) =
1

sin(𝑥/2)

𝑛∑︁

𝑘=1

sin(𝑘𝑥) sin(𝑥/2) =

= − 1

2 sin(𝑥/2)

𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
cos
(︀
(𝑘 + 1

2)𝑥
)︀
− cos

(︀
(𝑘 − 1

2)𝑥
)︀)︂

=

= − 1

2 sin(𝑥/2)

(︀
cos
(︀
(𝑛+ 1

2)𝑥
)︀
− cos

(︀
𝑥
2

)︀)︀
,

следовательно,
⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

sin(𝑘𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤

1

sin(𝑥/2)
∀𝑥 ∈ (0, 𝜋] ∀𝑛 ∈ N. (5)

Так как при 𝛼 > 0 последовательность
{︀

1
𝑘𝛼

}︀
монотонно стремится

к нулю, то в силу признака Дирихле для числовых рядов ∀𝑥 ∈ (0, 𝜋]

ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 сходится. Поскольку в точке 𝑥 = 0: sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼 = 0, данный

ряд сходится и в точке 𝑥 = 0. Таким образом, при 𝛼 > 0 ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼

сходится поточечно на отрезке [0, 𝜋] (следовательно, и на отрезке [𝛿, 𝜋]).
4. Покажем, что при 𝛼 > 0 данный ряд сходится равномерно на [𝛿, 𝜋].

Из (5) следует, что
⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

sin(𝑘𝑥)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤

1

sin(𝛿/2)
∀𝑥 ∈ [𝛿, 𝜋] ∀𝑛 ∈ N.

Следовательно, частичные суммы ряда
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥) равномерно огра-

ничены на [𝛿, 𝜋]. Так как при 𝛼 > 0 последовательность
{︀

1
𝑘𝛼

}︀
монотон-

но стремится к нулю, то в силу признака Дирихле для функциональных

рядов данный ряд сходится равномерно на [𝛿, 𝜋] при 𝛼 > 0.

327



5. Покажем, что при 𝛼 ≤ 1 ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 не является равномерно схо-

дящимся на [0, 𝜋], так как выполняется отрицание условия Коши равно-

мерной сходимости этого ряда:

∃𝜀 > 0 : ∀𝑁 ∈ N ∃𝑛 ≥ 𝑁 ∃𝑝 ∈ N ∃𝑥 ∈ [0, 𝜋] :

⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≥ 𝜀.

Положим 𝑝 = 𝑛 = 𝑁 , 𝑥 = 𝜋
4𝑁 , тогда для любого

𝑘 ∈ {𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . , 𝑛+ 𝑝} = {𝑁 + 1, . . . , 2𝑁} выполняется 𝑘𝑥 ∈
[︀
𝜋
4 ,

𝜋
2

]︀

и, следовательно, sin(𝑘𝑥) ≥ sin(𝜋/4) = 1√
2
. Поэтому

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼
=

2𝑁∑︁

𝑘=𝑁+1

sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼
≥ 1√

2

2𝑁∑︁

𝑘=𝑁+1

1

𝑘𝛼
≥

≥ 1√
2

2𝑁∑︁

𝑘=𝑁+1

1

𝑘
≥ 1√

2

1

2𝑁
𝑁 =

1

2
√
2
.

Итак,

∃𝜀 = 1

2
√
2
: ∀𝑁 ∈ N ∃𝑛 = 𝑁 ∃𝑝 = 𝑁 ∃𝑥 =

𝜋

4𝑁
:

⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛+1

sin(𝑘𝑥)

𝑘𝛼

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≥ 𝜀.

Следовательно, в силу критерия Коши ряд
∞∑︀
𝑘=1

sin(𝑘𝑥)
𝑘𝛼 не является рав-

номерно сходящимся на [0, 𝜋] при 𝛼 ≤ 1. Отсюда и из пункта (3) следует,
что при 𝛼 ∈ (0, 1] данный ряд сходится неравномерно на [0, 𝜋].

Ответ.Данный ряд на отрезке [0, 𝜋]: расходится при 𝛼 ≤ 0, сходится
неравномерно при 𝛼 ∈ (0, 1], сходится равномерно при 𝛼 > 1; на отрезке
[𝛿, 𝜋]: расходится при 𝛼 ≤ 0, сходится равномерно при 𝛼 > 0.

§ 3. Свойства равномерно сходящихся
последовательностей и рядов

Теорема 1. (О непрерывности предельной функции.) Пусть 𝑋 –

метрическое пространство (например, 𝑋 – подмножество простран-

ства R𝑚 с евклидовой метрикой). Пусть последовательность непрерыв-

ных функций 𝑓𝑛 : 𝑋 → R сходится к функции 𝑓 : 𝑋 → R равномерно на

множестве 𝑋. Тогда функция 𝑓 непрерывна на множестве 𝑋.

328



Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝑥0 ∈ 𝑋 и 𝜀 > 0. Тре-
буется доказать существование числа 𝛿 > 0 такого, что

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀. (1)

По определению равномерной сходимости существует число 𝑁 ∈ N, удо-
влетворяющее условию ∀𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀

4 . В частно-

сти:

∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑁 (𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤
𝜀

4
. (2)

Поскольку функция 𝑓𝑁 (𝑥) непрерывна на множестве 𝑋, то существует

число 𝛿 > 0 такое, что

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓𝑁 (𝑥)− 𝑓𝑁 (𝑥0)| <
𝜀

2
. (3)

Из соотношений (2) и (3) получаем

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| ≤ |𝑓(𝑥)− 𝑓𝑁 (𝑥)|+

+ |𝑓𝑁 (𝑥)− 𝑓𝑁 (𝑥0)|+ |𝑓𝑁 (𝑥0)− 𝑓(𝑥0)| <
𝜀

4
+
𝜀

2
+
𝜀

4
= 𝜀.

Следовательно, справедливо соотношение (1).

Замечание. Из поточечной сходимости последовательности непре-

рывных функций {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 к функции 𝑓(𝑥) не следует непрерывность

функции 𝑓(𝑥).
fn(x)

0 1

1

x

3

Например, последовательность

непрерывных функций 𝑓𝑛(𝑥) =
= 𝑥𝑛 сходится на отрезке [0, 1]
к разрывной функции 𝑓(𝑥) =

=

{︂
0, если 𝑥 ∈ [0, 1),
1, если 𝑥 = 1.

Теорема 2. (О непрерывности суммы ряда.) Если функциональный

ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на множестве 𝑋 и все функции 𝑢𝑘

непрерывны на метрическом пространстве 𝑋, то сумма этого ряда яв-
ляется непрерывной функцией на 𝑋.
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Доказательство состоит в применении теоремы 1 к последователь-

ности частичных сумм ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥).

Теорема 3. (Об интегрировании предельной функции.) Пусть 𝑋 ⊂
⊂ R𝑛 – конечно измеримое множество. Пусть последовательность ин-

тегрируемых на 𝑋 функций 𝑓𝑛 : 𝑋 → R сходится равномерно на 𝑋 к

функции 𝑓 : 𝑋 → R. Тогда функция 𝑓 интегрируема на 𝑋 и
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

∫︁

𝑋

𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥. (4)

Доказательство. Функция 𝑓 измерима на 𝑋 как (поточечный) пре-

дел измеримых функций 𝑓𝑛. По определению равномерной сходимости

∃𝑛 ∈ N : ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 1. Поэтому ∀𝑥 ∈ 𝑋 →˓ |𝑓(𝑥)| ≤
≤ |𝑓𝑛(𝑥)| + 1. Так как множество 𝑋 конечно измеримо, то функция 1
интегрируема на 𝑋. Отсюда и из интегрируемости 𝑓𝑛 следует интегриру-
емость функции |𝑓𝑛(𝑥)|+ 1 на множестве 𝑋. В силу признака сравнения

для собственного интеграла Лебега получаем интегрируемость функции

𝑓 .
Из неравенств

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
∫︁

𝑋

𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁

𝑋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ≤

∫︁

𝑋

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| · 𝜇(𝑋)

и соотношения sup
𝑥∈𝑋
|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| → 0 при 𝑛 → ∞ следует соотношение

(4).

Теорема 4. (О почленном интегрировании ряда.) Пусть функцио-

нальный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно на конечно измеримом мно-

жестве 𝑋 ⊂ R𝑛 и все функции 𝑢𝑘 интегрируемы на 𝑋. Тогда сумма

этого ряда интегрируема на 𝑋 и

∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃
𝑑𝑥.

Доказательство. Применяя теорему 3 к последовательности

𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥), получаем
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∞∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁

𝑋

𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

∫︁

𝑋

𝑆𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∫︁

𝑋

(︁
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥)
)︁
𝑑𝑥 =

∫︁

𝑋

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃
𝑑𝑥.

Замечание. Если последовательность непрерывных на компакте

𝑋 ⊂ R𝑛 функций 𝑓𝑛 сходится равномерно к функции 𝑓 , то справедли-

во равенство (4). Это следует из теоремы 3 и достаточного условия инте-

грируемости. Аналогичное утверждение справедливо для функциональ-

ного ряда.

Теорема 5. (О дифференцировании предельной функции.) Пусть

последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 непрерывно дифференцируемых на от-

резке [𝑎, 𝑏] функций сходится хотя бы в одной точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], а последо-
вательность производных {𝑓 ′𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 сходится равномерно на [𝑎, 𝑏]. То-
гда последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 сходится равномерно на [𝑎, 𝑏] к неко-
торой непрерывно дифференцируемой функции 𝑓(𝑥), причем

(︁
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
)︁′

= lim
𝑛→∞

𝑓 ′𝑛(𝑥) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (5)

Доказательство. По условию существует функция 𝜙(𝑥):

𝑓 ′𝑛(𝑥) −→−→
[𝑎,𝑏]

𝜙(𝑥) при 𝑛 → ∞. Поскольку функции 𝑓 ′𝑛(𝑥) непрерыв-

ны, то в силу теоремы 1 функция 𝜙(𝑥) непрерывна. Из условия теоремы
следует также, что существует lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥0) = 𝐴 ∈ R. Определим функ-

цию 𝑓(𝑥) = 𝐴 +
𝑥∫︀
𝑥0

𝜙(𝑡) 𝑑𝑡. Заметим, что 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥0) +
𝑥∫︀
𝑥0

𝑓 ′𝑛(𝑡) 𝑑𝑡,

следовательно, |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓𝑛(𝑥0)−𝐴|+
𝑥∫︀
𝑥0

|𝑓 ′𝑛(𝑡)− 𝜙(𝑡)| 𝑑𝑡. Поэтому

sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓𝑛(𝑥0)−𝐴|+ (𝑏− 𝑎) sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑓 ′𝑛(𝑡)− 𝜙(𝑡)|.

Поскольку 𝑓 ′𝑛(𝑥) −→−→
[𝑎,𝑏]

𝜙(𝑥) при 𝑛→∞, то sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑓 ′𝑛(𝑡)−𝜙(𝑡)| → 0 при

𝑛→∞. Следовательно,
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sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤

≤ |𝑓𝑛(𝑥0)−𝐴|+ (𝑏− 𝑎) sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑓 ′𝑛(𝑡)− 𝜙(𝑡)|
𝑛→∞−→ 0,

т. е. 𝑓𝑛(𝑥) −→−→
[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) при 𝑛 → ∞. Из определения функции 𝑓(𝑥) следует,

что 𝑓 ′(𝑥) = 𝜙(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓 ′𝑛(𝑥).

Замечание. Из того, что последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 непрерыв-

но дифференцируемых на отрезке [𝑎, 𝑏] функций равномерно сходится к

функции 𝑓(𝑥), не следует соотношение (5).
Например, последовательность функций 𝑓𝑛(𝑥) = arctg𝑛𝑥

𝑛 сходится к

функции 𝑓(𝑥) = 0 равномерно на отрезке [0, 1], однако в точке 𝑥 = 0

имеем
(︁
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
)︁′

= 𝑓 ′(𝑥) = 0 ̸= 1 = lim
𝑛→∞

𝑓 ′𝑛(𝑥).

Теорема 6. (О почленном дифференцировании ряда.) Пусть функ-

циональный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится хотя бы в одной точке 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏],

все функции 𝑢𝑘(𝑥) непрерывно дифференцируемы на [𝑎, 𝑏], и ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢′𝑘(𝑥)

сходится равномерно на [𝑎, 𝑏]. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) сходится равномерно

на [𝑎, 𝑏] и справедлива формула почленного дифференцирования ряда

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃′

=

∞∑︁

𝑘=1

𝑢′𝑘(𝑥) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Доказательство. Примененяя теорему 5 к последовательности ча-

стичных сумм 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥), получаем, что эта последовательность

равномерно сходится на [𝑎, 𝑏], и для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] справедливы равен-

ства

(︃ ∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)

)︃′

=
(︁
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥)
)︁′

= lim
𝑛→∞

𝑆′
𝑛(𝑥) =

∞∑︁

𝑘=1

𝑢′𝑘(𝑥).
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Г Л А В А 13

СТЕПЕННЫЕ PЯДЫ

§ 1. Обобщенный признак Коши сходимости
числового ряда

Напомним, что верхним пределом числовой последовательности

{𝑥𝑘}∞𝑘=1 называется точная верхняя грань множества всех (конечных и

бесконечных) частичных пределов последовательности {𝑥𝑘} :

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 =

= sup

{︂
𝐴 ∈ R : ∃ подпослед. {𝑥𝑘𝑗}∞𝑗=1 : 𝐴 = lim

𝑗→∞
𝑥𝑘𝑗

}︂
.

Лемма 1. Если 𝐴 > lim
𝑘→∞

𝑥𝑘, то

∃𝑘0 ∈ N : ∀𝑘 ≥ 𝑘0 →˓ 𝑥𝑘 ≤ 𝐴.

Доказательство. Предположим противное: ∀𝑘0 ∈ N ∃𝑘 ≥ 𝑘0 :
𝑥𝑘 > 𝐴. Тогда существует подпоследовательность {𝑥𝑘𝑗}∞𝑗=1 последова-

тельности {𝑥𝑘}∞𝑘=1 такая, что

∀𝑗 ∈ N →˓ 𝑥𝑘𝑗 > 𝐴. (1)

В силу теоремы Больцано–Вейерштрасса любая числовая последова-

тельность имеет конечный или бесконечный частичный предел. Пусть

𝐵 ∈ R – некоторый частичный предел последовательности {𝑥𝑘𝑗}∞𝑗=1. Из

условия (1) в силу теоремы о предельном переходе в неравенствах сле-

дует, что 𝐵 ≥ 𝐴. Поскольку 𝐵 является частичным пределом последова-

тельности {𝑥𝑘}∞𝑘=1, то по определению супремума lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 ≥ 𝐵 ≥ 𝐴, что

противоречит условию леммы.

Теорема 1. (Обобщенный признак Коши сходимости числового ря-

да.) Пусть все члены числового ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 неотрицательны и пусть

𝑞 = lim
𝑘→∞

𝑘
√
𝑎𝑘. Тогда

а) если 𝑞 < 1, то ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 сходится;
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б) если 𝑞 > 1, то 𝑎𝑘 ̸→ 0 при 𝑘 →∞, и ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 расходится;

в) если 𝑞 = 1, то ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 может сходиться, а может и расхо-

диться.

Доказательство. а) Пусть 𝑞 < 1. Определим некоторое 𝑞′ из условия
𝑞 < 𝑞′ < 1. Поскольку 𝑞′ > 𝑞 = lim

𝑘→∞
𝑘
√
𝑎𝑘, то в силу леммы 1 имеем ∃𝑘0 ∈

∈ N : ∀𝑘 > 𝑘0 →˓ 𝑘
√
𝑎𝑘 ≤ 𝑞′. Отсюда в силу признака Коши в допредельной

форме следует сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘.

б) Пусть 𝑞 > 1. Поскольку 𝑞 = lim
𝑘→∞

𝑘
√
𝑎𝑘 является супремумом множе-

ства частичных пределов последовательности
{︀

𝑘
√
𝑎𝑘
}︀
, то в силу опреде-

ления супремума из неравенства 𝑞 > 1 следует, что существует 𝑞′ > 1 –

частичный предел последовательности
{︀

𝑘
√
𝑎𝑘
}︀
. Это означает существова-

ние подпоследовательности
{︁

𝑘𝑗
√
𝑎𝑘𝑗

}︁
такой, что lim

𝑗→∞
𝑘𝑗
√
𝑎𝑘𝑗 = 𝑞′ > 1. От-

сюда по определению предела получаем ∃𝑗0 ∈ N : ∀𝑗 > 𝑗0 →˓ 𝑘𝑗
√
𝑎𝑘𝑗 ≥ 1

и, следовательно, ∀𝑗 > 𝑗0 →˓ 𝑎𝑘𝑗 ≥ 1. Поэтому 𝑎𝑘𝑗 ̸→ 0 при 𝑗 → ∞, а

значит, 𝑎𝑘 ̸→ 0 при 𝑘 →∞ и ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 расходится.

в) Для ряда
∞∑︀
𝑘=0

1
𝑘𝛼 имеем 𝑞 = lim

𝑘→∞
𝑘
√
𝑎𝑘 = lim

𝑘→∞

(︁
1
𝑘√
𝑘

)︁𝛼
= 1, а как

показано ранее, при 𝛼 > 1 этот ряд сходится, а при 𝛼 ≤ 1 – расходится.

§ 2. Комплексные ряды

Напомним, что модулем комплексного числа 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 (где 𝑥 = Re 𝑧,
𝑦 = Im 𝑧) называется вещественное число |𝑧| =

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

Определение. Комплексное число 𝑆 называется пределом последо-

вательности комплексных чисел {𝑆𝑛}∞𝑛=1

(︁
𝑆 = lim

𝑛→∞
𝑆𝑛

)︁
, если lim

𝑛→∞
|𝑆−

− 𝑆𝑛| = 0.

Заметим, что

𝑆= lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 ⇔
(︁
Re𝑆= lim

𝑛→∞
Re𝑆𝑛 и Im𝑆= lim

𝑛→∞
Im𝑆𝑛

)︁
. (1)
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Определение. Пусть задана последовательность комплексных чи-

сел {𝑐𝑘}∞𝑘=0. Ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 называется сходящимся, если существует конеч-

ный предел последовательности частичных сумм этого ряда. Комплекс-

ный ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 называется абсолютно сходящимся, если сходится веще-

ственный ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘|.

Из условия (1) следует, что сходимость комплексного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 эк-

вивалентна сходимости двух вещественных рядов
∞∑︀
𝑘=0

Re 𝑐𝑘 и
∞∑︀
𝑘=0

Im 𝑐𝑘.

Лемма 1. Если комплексный ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 сходится абсолютно, то он

сходится.

Доказательство. Обозначим 𝑎𝑘 = Re 𝑐𝑘, 𝑏𝑘 = Im 𝑐𝑘. Поскольку

|𝑎𝑘| ≤
√︁
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘 = |𝑐𝑘|, то в силу признака сравнения из сходимости ря-

да
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘| следует абсолютная сходимость вещественного числового ря-

да
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘, а значит, и его сходимость. Аналогично получаем сходимость

вещественного числового ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑏𝑘. Следовательно, комплексный ряд

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 =
∞∑︀
𝑘=0

(𝑎𝑘 + 𝑖𝑏𝑘) сходится.

Определение. Пусть на некотором множестве 𝑍 задана последова-

тельность комплекснозначных функций {𝑆𝑛(𝑧)}∞𝑛=1. Будем говорить, что

последовательность комплекснозначных функций {𝑆𝑛(𝑧)}∞𝑛=1 сходится к

функции 𝑆(𝑧) равномерно на множестве 𝑍, если последовательность ве-

щественнозначных функций {|𝑆𝑛(𝑧)−𝑆(𝑧)|}∞𝑛=1 сходится к 0 равномерно
на множестве 𝑍.

Определение. Будем говорить, что комплексный функциональный

ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧) сходится равномерно на множестве 𝑍, если последователь-

ность частичных сумм 𝑆𝑛(𝑧) =
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧) этого ряда сходится равномерно

к сумме 𝑆(𝑧) этого ряда, т. е. |𝑆𝑛(𝑧)− 𝑆(𝑧)| −→−→
𝑍

0 при 𝑛→∞.
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Теорема 1. (Признак Вейерштрасса равномерной сходимости ком-

плексного ряда.) Пусть на множестве 𝑍 ⊂ C задан комплексный функ-

циональный ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧). Пусть ∀𝑘 ∈ N ∀𝑧 ∈ 𝑍 →˓ |𝑢𝑘(𝑧)| ≤ 𝑎𝑘 и пусть

вещественный числовой ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 сходится. Тогда ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧) сходит-

ся равномерно на множестве 𝑍.

Доказательство. В силу признака сравнения вещественный число-

вой ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑢𝑘(𝑧)| сходится для любого 𝑧 ∈ 𝑍. Отсюда в силу леммы

1 получаем поточечную сходимость функционального ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧) на

множестве 𝑍, т. е. ∀𝑧 ∈ 𝑍 ∃ lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑧) = 𝑆(𝑧) ∈ C, где 𝑆𝑛(𝑧) =
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑧).

Заметим, что

|𝑆𝑛(𝑧)− 𝑆(𝑧)| =
⃒⃒
⃒⃒
⃒

∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑧)

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ≤

∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘
𝑛→∞−→ 0,

следовательно, sup
𝑧∈𝑍
|𝑆𝑛(𝑧) − 𝑆(𝑧)| → 0 при 𝑛 → ∞, т. е. |𝑆𝑛(𝑧) −

− 𝑆(𝑧)| −→−→
𝑍

0 при 𝑛→∞.

§ 3. Степенные ряды

Определение. Пусть задана последовательность комплексных чи-

сел {𝑐𝑘}∞𝑘=0 и комплексное число 𝑤0. Комплексный функциональный ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑤 − 𝑤0)
𝑘 с комплексной переменной 𝑤 называется степенным ря-

дом.

Введение комплексной переменной 𝑧 = 𝑤 − 𝑤0 сводит ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑤 −

−𝑤0)
𝑘 к ряду

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘. Имея в виду эту замену переменной, в дальнейшем

будем рассматривать степенные ряды вида
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘.

Определение . Радиусом сходимости степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 назы-

вается 𝑅cx ∈ [0,+∞)
⋃︀{+∞}, определяемое по формуле Коши–Адамара:
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1

𝑅cx
= lim

𝑘→∞
𝑘
√︀
|𝑐𝑘| (1)

(при этом будем полагать, что 1
0 = +∞, 1

+∞ = 0).
Круг на комплексной плоскости с центром в нуле и радусом 𝑅cx на-

зывается кругом сходимости степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘. Если 𝑅cx = +∞,

то кругом сходимости считается вся комплексная плоскость C.

Теорема 1. (О круге сходимости степенного ряда.)

Степенной ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘

1) абсолютно сходится внутри круга сходимости (т. е. на множе-

стве {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 𝑅cx}),
2) расходится вне круга сходимости (т. е. на множестве {𝑧 ∈ C :

|𝑧| > 𝑅cx}),
3) на границе круга сходимости (т. е. на множестве {𝑧 ∈ C : |𝑧| =

= 𝑅cx}) может сходиться, а может и расходиться.

(Здесь 𝑅cx – радиус сходимости степенного ряда.)

Re z

Im z

R cx

0

3

сходится расходится

Доказательство. Зафиксируем произвольное комплексное число

𝑧 ̸= 0 и исследуем сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘| с помощью обобщенного при-

знака Коши. Определим

𝑞 = lim
𝑘→∞

𝑘

√︁
|𝑐𝑘𝑧𝑘| = |𝑧| lim

𝑘→∞
𝑘
√︀
|𝑐𝑘| =

|𝑧|
𝑅cx

(где при 𝑅cx = 0, |𝑧| > 0 следует положить 𝑞 = +∞).

1. При 𝑧 = 0 ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘| состоит из нулей, а значит, сходится. Если

0 < |𝑧| < 𝑅cx, то 𝑞 < 1, и в силу обобщенного признака Коши ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘|

сходится, т. е. ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 сходится абсолютно.
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2. Если |𝑧| > 𝑅cx, то 𝑞 > 1, и в силу обобщенного признака Коши

члены ряда
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘| не стремятся к нулю, следовательно, не стремятся

к нулю и члены ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, а значит, ряд

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 расходится. (Заметим,

что из расходимости ряда
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘| не следует расходимость ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘,

и поэтому важно, что ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑘| не только расходится, но и его члены
не стремятся к нулю.)

3. Рассмотрим, например, ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘+1 . По формуле Коши–Адамара

для радиуса сходимости 𝑅cx имеем 1
𝑅cx

= lim
𝑘→∞

1
𝑘√𝑘+1

= lim
𝑘→∞

1
𝑘√𝑘+1

=

= lim
𝑘→∞

𝑒− ln(𝑘+1)/𝑘 = 𝑒0 = 1.

При 𝑧 = 1 исходный ряд имеет вид
∞∑︀
𝑘=0

1
𝑘+1 =

∞∑︀
𝑘=1

1
𝑘 и, как показано в

примере 1 § 2 главы 9, расходится. При 𝑧 = −1 исходный ряд имеет вид
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘+1 . Этот ряд сходится в силу признака Лейбница.

Теорема 2. (Первая теорема Абеля.) Пусть степенной ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘

сходится в точке 𝑧 = 𝑧0. Тогда в любой точке 𝑧 = 𝑧1 такой, что |𝑧1| <
< |𝑧0| этот ряд сходится абсолютно.

Доказательство. Так как степенной ряд сходится в точке 𝑧 = 𝑧0, то
в силу пункта 2) теоремы о круге сходимости радиус сходимости этого

ряда удовлетворяет неравенству 𝑅cx ≥ |𝑧0|. Следовательно, |𝑧1| < |𝑧0| ≤
≤ 𝑅cx, и согласно пункту 1) теоремы о круге сходимости в точке 𝑧 = 𝑧1
степенной ряд сходится абсолютно.

Следующая лемма дает альтернативный по отношению к формуле

Коши–Адамара способ определения радиуса сходимости степенного ряда.

Этот способ удобен в тех случаях, когда коэффициенты степенного ряда

выражаются через факториал.

Лемма 1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N и для последовательности чисел 𝑐𝑘 ∈ C ∖
{0} существует конечный или бесконечный lim

𝑘→∞
|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘| . Тогда для радиуса

сходимости 𝑅cx степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑚𝑘+𝑛 справедлива формула
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1

𝑅cx
= 𝑚

√︃
lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘|

.

Доказательство. Определим 𝑅1 ∈ [0,+∞)
⋃︀{+∞} из условия 1

𝑅1
=

= 𝑚

√︂
lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘| и исследуем сходимость числового ряда

∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑚𝑘+𝑛| с
помощью признака Даламбера в предельной форме. Определим

𝑞 = lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1 𝑧
𝑚(𝑘+1)+𝑛|

|𝑐𝑘 𝑧𝑚𝑘+𝑛|
=
|𝑧|𝑚
𝑅𝑚1

.

Согласно признаку Даламбера ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑚𝑘+𝑛| сходится при 𝑞 < 1,

т. е. при |𝑧| < 𝑅1, и расходится при 𝑞 > 1, т. е. при |𝑧| > 𝑅1.

Пусть 𝑅cx – радиус сходимости степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑚𝑘+𝑛. В силу

теоремы о круге сходимости ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑧𝑚𝑘+𝑛| сходится при |𝑧| < 𝑅cx и

расходится при |𝑧| > 𝑅cx.

Следовательно, 𝑅1 = 𝑅cx и
1
𝑅cx

= 1
𝑅1

= 𝑚

√︂
lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘| .

Замечание. Из леммы 1 следует, что если существует конечный

или бесконечный lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘| , то радиусы сходимости рядов

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
2𝑘 и

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
2𝑘+1 могут быть определены формулой 1

𝑅cx
=

√︂
lim
𝑘→∞

|𝑐𝑘+1|
|𝑐𝑘| .

Теорема 3. (О равномерной сходимости степенного ряда.)

Re z

Im z

Rcx

r

0

3

Пусть 𝑅cx > 0 – радиус сходимо-

сти степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘. Тогда

для любого числа 𝑟 ∈ (0, 𝑅cx) ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 сходится равномерно в круге

𝑍 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ 𝑟}.

Доказательство. Заметим, что ∀𝑧 ∈ 𝑍 ∀𝑘 ∈ N →˓ |𝑐𝑘𝑧𝑘| ≤ |𝑐𝑘| 𝑟𝑘.
Поскольку |𝑟| = 𝑟 < 𝑅cx, то в силу теоремы о круге сходимости числовой
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ряд
∞∑︀
𝑘=0

|𝑐𝑘𝑟𝑘| сходится. Отсюда и из признака Вейерштрасса равномер-

ной сходимости комплексного ряда следует равномерная сходимость ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 на множестве 𝑍.

Замечание. В самом круге сходимости, т. е. на множестве 𝑍 = {𝑧 ∈
∈ C : |𝑧| < 𝑅cx}, степенной ряд может сходиться неравномерно. Напри-

мер, ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘 имеет радус сходимости 𝑅cx = 1, но на множестве 𝑍 =

= {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} этот ряд сходится неравномерно, так как не выпол-

нено необходимое условие равномерной сходимости ряда. Действительно,

sup
𝑧∈𝑍
|𝑧𝑘| = 1 ̸→ 0 при 𝑘 →∞, следовательно, 𝑧𝑘 −̸→−→

𝑍
0 при 𝑘 →∞.

Теорема 4. (Вторая теорема Абеля.) Пусть степенной ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘

сходится в точке 𝑧1 ∈ C. Тогда этот ряд сходится равномерно на от-

резке [0, 𝑧1] = {𝑡𝑧1 : 𝑡 ∈ [0, 1]}.
Доказательство. При 𝑧 = 𝑡𝑧1 имеем 𝑐𝑘𝑧

𝑘 = 𝑐𝑘𝑧
𝑘
1 𝑡
𝑘 = 𝑎𝑘(𝑡)𝑏𝑘(𝑡),

где 𝑎𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘 = 𝑐𝑘𝑧
𝑘
1 , 𝑏𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘. По условию числовой ряд

∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 =

=
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘
1 сходится, а значит, функциональный ряд

∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑡) сходится

равномерно на любом множестве. Функциональная последовательность

{𝑏𝑘(𝑡)} равномерно ограничена на отрезке [0, 1] и монотонна по 𝑘 (0 ≤
≤ 𝑏𝑘+1(𝑡) ≤ 𝑏𝑘(𝑡) ≤ 1 ∀𝑘 ∈ N, ∀𝑡 ∈ [0, 1]). В силу признака Абеля

ряды
∞∑︀
𝑘=0

(Re 𝑎𝑘(𝑡))𝑏𝑘(𝑡) и
∞∑︀
𝑘=0

(Im 𝑎𝑘(𝑡))𝑏𝑘(𝑡) сходятся равномерно на [0, 1].

Поэтому ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑡)𝑏𝑘(𝑡) сходится равномерно на [0, 1], а значит, ряд

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 сходится равномерно на отрезке [0, 𝑧1].

Теорема 5. Радиусы сходимости степенных рядов
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘−1 и

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘
𝑘+1𝑧

𝑘+1, полученных формальным почленным дифференцированием и

интегрированием степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧
𝑘, совпадают с радиусом схо-

димости исходного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧
𝑘.
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Доказательство. Покажем сначала, что радиус сходимости 𝑅1 ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘 равен радиусу сходимости 𝑅 исходного ряда

∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧
𝑘. В силу

формулы Коши–Адамара имеем

1

𝑅1
= lim

𝑘→∞
𝑘
√︀
|𝑐𝑘| 𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑘
√︀
|𝑐𝑘| lim

𝑘→∞
𝑘
√
𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑘
√︀
|𝑐𝑘| =

1

𝑅
.

(Здесь мы воспользовались тем, что lim
𝑘→∞

𝑘
√
𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑒ln 𝑘/𝑘 = 𝑒0 = 1.)

Следовательно, 𝑅1 = 𝑅.

Покажем теперь, что ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘 =

∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘 и ряд

∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘−1

сходятся или расходятся одновременно. При 𝑧 = 0 эти ряды, очевидно,

сходятся. Пусть 𝑧 ̸= 0. Обозначим 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘, ̃︀𝑆𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘−1. Если

существует lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆 ∈ C, то существует lim
𝑛→∞

̃︀𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛
𝑧 = 𝑆

𝑧 ∈ C.
Обратно, если существует lim

𝑛→∞
̃︀𝑆𝑛 = ̃︀𝑆 ∈ C, то существует lim

𝑛→∞
𝑆𝑛 = 𝑧 ̃︀𝑆.

Следовательно, радиус сходимости 𝑅1 ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘 равен радиусу

сходимости 𝑅2 ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑘 𝑧
𝑘−1. Итак, 𝑅2 = 𝑅1 = 𝑅, т. е. при почленном

дифференцировании степенного ряда его радиус сходимости не изменя-

ется.

Поскольку ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧
𝑘 получается при почленном дифференцирова-

нии ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘
𝑘+1𝑧

𝑘+1, то радиусы сходимости этих рядов также совпада-

ют.

Далее мы будем рассматривать вещественные степенные ряды ви-

да
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥 − 𝑥0)
𝑘, где 𝑎𝑘, 𝑥, 𝑥0 ∈ R. Поскольку вещественный степен-

ной ряд можно рассматривать как комплексный степенной ряд, то ради-

ус сходимости 𝑅cx ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥 − 𝑥0)𝑘 можно определять из формулы

Коши–Адамара или из леммы 1, в которых следует положить 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘.
Интервал (𝑥0 − 𝑅cx, 𝑥0 + 𝑅cx) называется интервалом сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥− 𝑥0)𝑘.
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Теорема 6. (Об интегрировании и дифференцировании степенного

ряда.) Пусть вещественный степенной ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥−𝑥0)𝑘 = 𝑓(𝑥) имеет

радиус сходимости 𝑅cx > 0. Тогда
1) для любого 𝑥 ∈ (𝑥0−𝑅cx, 𝑥0+𝑅cx) справедлива формула почленного

интегрирования степенного ряда:

𝑥∫︁

𝑥0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =
∞∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘
𝑘 + 1

(𝑥− 𝑥0)𝑘+1;

2) в интервале сходимости (𝑥0 − 𝑅cx, 𝑥0 + 𝑅cx) функция 𝑓 имеет

производные любого порядка, получаемые почленным дифференцировани-

ем ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥− 𝑥0)𝑘:

𝑓 (𝑛)(𝑥) =

∞∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘 ((𝑥− 𝑥0)𝑘)(𝑛) ∀𝑥 ∈ (𝑥0 −𝑅cx, 𝑥0 +𝑅cx); (2)

3) коэффициенты степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥− 𝑥0)𝑘 = 𝑓(𝑥) однозначно

определяются по функции 𝑓(𝑥) с помощью формулы 𝑎𝑘 =
𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘! .

Доказательство. 1. Для любого 𝑥 ∈ (𝑥0 −𝑅cx, 𝑥0 +𝑅cx) определим
число 𝑟 ∈ (0, 𝑅cx) из условия 𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟]. В силу теоремы о равно-

мерной сходимости степенного ряда ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑡 − 𝑥0)𝑘 равномерно схо-
дится на отрезке [𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟]. Отсюда по теореме о почленном инте-

грировании равномерно сходящегося функционального ряда следует, что

𝑥∫︁

𝑥0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑡− 𝑥0)𝑘 𝑑𝑡 =
∞∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘
𝑘 + 1

(𝑥− 𝑥0)𝑘+1.

2. Покажем, что для любого 𝑥 ∈ (𝑥0−𝑅cx, 𝑥0+𝑅cx) существует конеч-

ная производная 𝑓 ′(𝑥), причем 𝑓 ′(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑘 (𝑥− 𝑥0)𝑘−1. Зафиксируем

произвольное 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑅cx, 𝑥0 + 𝑅cx) и определим число 𝑟 ∈ (0, 𝑅cx) из
условия 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟).

В силу теоремы 5 радиус сходимости ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑘 (𝑡 − 𝑥0)𝑘−1, полу-

ченного почленным дифференцированием ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑡−𝑥0)𝑘, равен 𝑅cx.
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Следовательно, в силу неравенства 𝑟 < 𝑅cx и теоремы о равномерной

сходимости степенного ряда этот ряд сходится равномерно на отрезке

[𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟]. Поэтому согласно теореме о почленном дифференциро-

вании функционального ряда ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑡− 𝑥0)𝑘 можно дифференциро-
вать почленно на отрезке [𝑥0− 𝑟, 𝑥0+ 𝑟]. В частности, существует 𝑓 ′(𝑥) =

=
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑘 (𝑥−𝑥0)𝑘−1. Следовательно, при 𝑛 = 1 справедлива формула (2).

Проводя те же рассуждения для ряда
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑘 (𝑥 − 𝑥0)
𝑘−1 = 𝑓 ′(𝑥),

получаем формулу (2) при 𝑛 = 2 и так далее. По индукции формула

(2) справедлива для любого 𝑛 ∈ N, что доказывает второе утверждение
теоремы.

3. Заметим, что

((𝑥− 𝑥0)𝑘)(𝑛) =
{︂
𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑛+ 1) (𝑥− 𝑥0)𝑘−𝑛, 𝑘 ≥ 𝑛,
0, 𝑘 < 𝑛,

следовательно, ((𝑥− 𝑥0)𝑘)(𝑛)|𝑥=𝑥0 =

{︂
𝑛!, 𝑘 = 𝑛,
0, 𝑘 ̸= 𝑛.

Отсюда и из формулы (2) следует, что 𝑓 (𝑛)(𝑥0) = 𝑎𝑛 𝑛!, что доказывает
утверждение третьего пункта теоремы.

§ 4. Ряд Тейлора

Определение. Функция 𝑓(𝑥) называется бесконечно дифференциру-
емой в точке 𝑥0, если в этой точке существуют производные любого по-

рядка функции 𝑓 .

Определение . Пусть функция 𝑓(𝑥) бесконечно дифференцируема в
точке 𝑥0. Тогда ряд

∞∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘

называется рядом Тейлора функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0.

Определение. Функция 𝑓(𝑥) называется регулярной или аналити-

ческой в точке 𝑥0, если она бесконечно дифференцируема в этой точке и
ряд Тейлора функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 сходится к функции 𝑓(𝑥) в неко-

торой окрестности точки 𝑥0:

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘.
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Замечание . Из пункта (3) теоремы об интегрировании и дифферен-

цировании степенного ряда следует, что если функция 𝑓(𝑥) может быть

представлена как сумма степенного ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑥− 𝑥0)𝑘 с радиусом схо-

димости 𝑅cx > 0, то этот ряд является рядом Тейлора функции 𝑓(𝑥) в
точке 𝑥0. В этом случае функция 𝑓 является аналитической в точке 𝑥0.

Замечание. Ряд Тейлора в точке 𝑥0 бесконечно дифференцируемой
функции 𝑓(𝑥) может сходиться не к функции 𝑓(𝑥), а к некоторой другой
функции, не совпадающей с 𝑓(𝑥) в сколь угодно малой окрестности точки
𝑥0. В этом случае функция 𝑓(𝑥) не является аналитической в точке 𝑥0.

Пусть

𝑓(𝑥) =

{︂
𝑒−1/𝑥2 , если 𝑥 ̸= 0,
0, если 𝑥 = 0.

(1)

Заметим, что ∀𝑘 ∈ N →˓ lim
𝑥→0

1
𝑥𝑘
𝑒−1/𝑥2 = lim

𝑡→+∞
𝑡𝑘/2 𝑒−𝑡 = 0.

Отсюда следует, что

𝑓 ′(𝑥) =

{︃ 2

𝑥3
𝑒−1/𝑥2 , 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0,

𝑓 ′′(𝑥) =

⎧
⎨
⎩

(︂
4

𝑥6
− 6

𝑥4

)︂
𝑒−1/𝑥2 , 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0.

По индукции легко показать, что

𝑓 (𝑛)(𝑥) =

{︂
𝑃3𝑛(1/𝑥) 𝑒

−1/𝑥2 , 𝑥 ̸= 0,
0, 𝑥 = 0,

где 𝑃3𝑛(𝑡) – многочлен степени 3𝑛 от 𝑡.
Следовательно, все коэффициенты ряда Тейлора функции 𝑓(𝑥) в точ-

ке 𝑥0 = 0 равны нулю. Поэтому сумма ряда Тейлора функции 𝑓(𝑥) в точ-
ке 𝑥0 равна нулю и не совпадает с функцией 𝑓(𝑥) в сколь угодно малой
окрестности точки 𝑥0. Таким образом, хотя функция (1) бесконечно диф-

ференцируема, она не является аналитической в точке 𝑥0 = 0.

Напомним, что остаточным членом формулы Тейлора 𝑛 раз диффе-

ренцируемой функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 называется

𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛(𝑥), где 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘.
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Замечание . Остаточный член формулы Тейлора не всегда совпадает

с остатком ряда Тейлора. Например, для функции (1) 𝑆𝑛(𝑥) = 0 ∀𝑛 ∈
∈ N ∀𝑥 ∈ R, поэтому остаток ряда Тейлора тождественно равен нулю, а

остаточный член формулы Тейлора 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ̸= 0.
Непосредственно из определений следует, что функция 𝑓(𝑥) является

аналитической в точке 𝑥0 тогда и только тогда, когда

∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ lim
𝑛→∞

𝑟𝑛(𝑥) = 0. (2)

Как показывает пример функции (1), для доказательства регулярно-

сти функции недостаточно показать, что радиус сходимости ряда Тейло-

ра этой функции 𝑅cx > 0. Нужно проверить условие (2).

Теорема 1. (Достаточное условие аналитичности.) Пусть существу-
ет число 𝛿 > 0 такое, что функция 𝑓 бесконечно дифференцируема в

𝑈𝛿(𝑥0) и

∃𝑀 > 0 : ∀𝑛 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑓 (𝑛)(𝑥)| ≤𝑀.

Тогда функция 𝑓 аналитична в точке 𝑥0 и

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ 𝑓(𝑥) =

∞∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘. (3)

Доказательство. В силу формулы Тейлора с остаточным членом

в форме Лагранжа для любого 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) существует число 𝜉, лежащее
между 𝑥 и 𝑥0 (а значит, 𝜉 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)), такое, что 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+1)! (𝑥−𝑥0)𝑛+1.

Следовательно,

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ |𝑟𝑛(𝑥)| ≤𝑀
𝛿𝑛+1

(𝑛+ 1)!
. (4)

Покажем, что ∀𝑎 > 0 →˓ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑛! = 0.

Определим 𝑛0 ∈ N из условия 𝑛0 > 2𝑎, тогда при 𝑛 > 𝑛0 имеем

𝑎𝑛

𝑛!
=
𝑎𝑛0

𝑛0!

𝑎𝑛−𝑛0

𝑛(𝑛− 1) · · · (𝑛0 + 1)
<
𝑎𝑛0

𝑛0!

𝑎𝑛−𝑛0

𝑛𝑛−𝑛0
0

<
𝑎𝑛0

𝑛0!

(︂
1

2

)︂𝑛−𝑛0
𝑛→∞−→ 0.

Отсюда и из соотношения (4) получаем

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) →˓ lim
𝑛→∞

𝑟𝑛(𝑥) = 0.

Поэтому функция 𝑓 аналитична в точке 𝑥0 и выполнено соотношение

(3).
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§ 5. Ряды Тейлора для показательной,
гиперболических и тригонометрических функций

Определение . Ряд Тейлора функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 = 0 называется
рядом Маклорена этой функции.

Теорема 1. Ряды Маклорена функций 𝑒𝑥, ch𝑥, sh𝑥, cos𝑥, sin𝑥 схо-

дятся к этим функциям на всей числовой прямой: для любого 𝑥 ∈ R
справедливы равенства

𝑒𝑥 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
, (1)

ch𝑥 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑥2𝑘

(2𝑘)!
, sh𝑥 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
, (2)

cos𝑥 =
∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘
(2𝑘)!

𝑥2𝑘, sin𝑥 =
∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘
(2𝑘 + 1)!

𝑥2𝑘+1. (3)

Доказательство. Так как для любого числа 𝛿 > 0 при 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(0) =
= (−𝛿, 𝛿) справедливы соотношения |(𝑒𝑥)(𝑛)| = 𝑒𝑥 < 𝑒𝛿, то выполнено до-
статочное условие аналитичности функции 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 в точке 𝑥0 = 0 и

по теореме 1 § 4 для любого числа 𝛿 > 0 справедливо соотношение (3) из
§ 4. Поэтому для любого 𝑥 ∈ R справедливо равенство (1). Аналогично,

используя ограниченность последовательности всех производных функ-

ций ch𝑥, sh𝑥, cos𝑥, sin𝑥 на любом интервале (−𝛿, 𝛿) и применяя теорему
1 § 4, получаем равенства (2), (3).

Теорема 2. Для любого 𝑧 ∈ C справедливо равенство

𝑒𝑧 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!
.

Доказательство. В силу теоремы 1 радиус сходимости степенного

ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘! равен +∞. Поэтому согласно теореме о круге сходимости этот

ряд сходится абсолютно для любого 𝑧 ∈ C. Обозначим

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!
∀𝑧 ∈ C. (4)

Зафиксируем произвольное комплексное число 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, где 𝑥, 𝑦 ∈ R.
Требуется доказать равенство 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧. Согласно определению экспо-

ненты комплексного числа требуется доказать равенство
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𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦). (5)

Покажем сначала, что

𝑓(𝑧1 + 𝑧2) = 𝑓(𝑧1)𝑓(𝑧2) ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C. (6)

По теореме о перемножении абсолютно сходящихся рядов, которая для

комплексных рядов доказывается точно так же, как и для вещественных,

согласно равенству (4) имеем

𝑓(𝑧1)𝑓(𝑧2) =

(︃ ∞∑︁

𝑘=0

𝑧𝑘1
𝑘!

)︃(︃ ∞∑︁

𝑛=0

𝑧𝑛2
𝑛!

)︃
=

∞∑︁

𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
1

𝑘𝑗 !

𝑧
𝑛𝑗

2

𝑛𝑗 !
,

где {(𝑘𝑗 , 𝑛𝑗)}𝑗∈N – произвольная последовательность пар элементов мно-

жества N0 = N∪ {0}, задающая взаимно однозначное отображение N0 →
→ N2

0. Выберем эту последовательность методом «диагоналей», т. е. так,

что ее первый член – это пара (0, 0), сумма элементов которой равна 0,
следующие два элемента последовательности {(𝑘𝑗 , 𝑛𝑗)} – это пары с сум-

мой элементов 1, затем 2 и т.д. Таким образом,

∞∑︁

𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
1

𝑘𝑗 !

𝑧
𝑛𝑗

2

𝑛𝑗 !
=

∞∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁

𝑘=0

𝑧𝑘1 𝑧
𝑚−𝑘
2

𝑘! (𝑚− 𝑘)! .

Следовательно,

𝑓(𝑧1)𝑓(𝑧2) =

∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!

𝑚∑︁

𝑘=0

𝑚!

𝑘! (𝑚− 𝑘)!𝑧
𝑘
1 𝑧

𝑚−𝑘
2 .

Используя формулу бинома Ньютона и равенство (4), получаем

𝑓(𝑧1)𝑓(𝑧2) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
(𝑧1 + 𝑧2)

𝑚 = 𝑓(𝑧1 + 𝑧2).

Тем самым доказано соотношение (6).

Из равенства (4) следует, что

𝑓(𝑖𝑦) =
∞∑︁

𝑘=0

(𝑖𝑦)𝑘

𝑘!
=

∑︁

𝑘−четн.

(𝑖𝑦)𝑘

𝑘!
+

∑︁

𝑘−неч.

(𝑖𝑦)𝑘

𝑘!
=

=

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛𝑦2𝑛
(2𝑛)!

+ 𝑖

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛𝑦2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
.
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Поэтому согласно теореме 1 имеем 𝑓(𝑖𝑦) = cos 𝑦+ 𝑖 sin 𝑦. Из той же теоре-
мы 1 и формулы (4) следует, что 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 при 𝑥 ∈ R. Поэтому, используя
равенство (6), получаем равенство (5).

Определим гиперболические и тригонометрические функции ком-

плексного переменного по формулам

ch 𝑧 =
∞∑︁

𝑘=0

𝑧2𝑘

(2𝑘)!
, sh 𝑧 =

∞∑︁

𝑘=0

𝑧2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
,

cos 𝑧 =
∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘
(2𝑘)!

𝑧2𝑘, sin 𝑧 =
∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘
(2𝑘 + 1)!

𝑧2𝑘+1.

Из теоремы 1 следует, что данные ряды сходятся при любом веще-

ственном 𝑧. Отсюда и из теоремы о круге сходимости степенного ряда

следует, что радиусы сходимости этих степенных рядов равны +∞, т. е.

эти ряды сходятся при любом 𝑧 ∈ C. Из теоремы 1 следует также, что

при вещественном 𝑧 определенные здесь функции совпадают с известны-
ми ранее гиперболическими и тригонометрическими функциями.

Лемма 1. Для любого комплексного числа 𝑧 справедливы формулы

Эйлера:

𝑒𝑖𝑧 = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧,

cos 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
, sin 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧
2𝑖

.

Доказательство

𝑒𝑖𝑧 =

∞∑︁

𝑘=0

(𝑖𝑧)𝑘

𝑘!
=

∞∑︁

𝑛=0

(𝑖𝑧)2𝑛

(2𝑛)!
+

∞∑︁

𝑛=0

(𝑖𝑧)2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
=

=
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛𝑧2𝑛
(2𝑛)!

+ 𝑖
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
= cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧.

Остальные формулы Эйлера следуют из первой.

§ 6. Остаточный член формулы Тейлора
в интегральной форме. Ряды Тейлора для
степенной, логарифмической и других функций

Для того чтобы доказать аналитичность степенной и некоторых дру-

гих функций, нам потребуется представление остаточного члена форму-

лы Тейлора в интегральной форме.
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Теорема 1. (Формула Тейлора с остаточным членом в интегральной

форме.) Если функция 𝑓(𝑥) на интервале (𝑥0−𝛿, 𝑥0+𝛿) имеет непрерыв-

ные производные до (𝑛+1)-го порядка включительно, то для остаточно-

го члена формулы Тейлора 𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)−
𝑛∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥−𝑥0)𝑘 справедливо

представление в интегральной форме:

𝑟𝑛(𝑥) =
1

𝑛!

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑥− 𝑡)𝑛 𝑓 (𝑛+1)(𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).

Доказательство. Поскольку 𝑟0(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) =
𝑥∫︀
𝑥0

𝑓 ′(𝑡) 𝑑𝑡 =

= 1
0!

𝑥∫︀
𝑥0

(𝑥− 𝑡)0𝑓 ′(𝑡) 𝑑𝑡, то при 𝑛 = 0 теорема справедлива.

Предположим, что теорема справедлива для 𝑛 = 𝑠− 1, т. е.

𝑟𝑠−1(𝑥) =
1

(𝑠− 1)!

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑥− 𝑡)𝑠−1 𝑓 (𝑠)(𝑡) 𝑑𝑡.

Интегрируя по частям, получаем

𝑟𝑠−1(𝑥) =
1

(𝑠− 1)!

𝑥∫︁

𝑥0

𝑓 (𝑠)(𝑡)

(︂
−1

𝑠

)︂
𝑑((𝑥− 𝑡)𝑠) =

= − 1

𝑠!
𝑓 (𝑠)(𝑡) (𝑥− 𝑡)𝑠

⃒⃒
⃒⃒
𝑥

𝑥0

+
1

𝑠!

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑥− 𝑡)𝑠 𝑓 (𝑠+1)(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

𝑠!
𝑓 (𝑠)(𝑥0) (𝑥− 𝑥0)𝑠 +

1

𝑠!

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑥− 𝑡)𝑠 𝑓 (𝑠+1)(𝑡) 𝑑𝑡.

Отсюда получаем формулу для остаточного члена порядка 𝑠:

𝑟𝑠(𝑥) = 𝑓(𝑥)−
𝑠∑︁

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥− 𝑥0)𝑘 =

= 𝑟𝑠−1(𝑥)−
1

𝑠!
𝑓 (𝑠)(𝑥0) (𝑥− 𝑥0)𝑠 =

1

𝑠!

𝑥∫︁

𝑥0

(𝑥− 𝑡)𝑠 𝑓 (𝑠+1)(𝑡) 𝑑𝑡.

Следовательно, теорема справедлива для 𝑛 = 𝑠. По индукции полу-

чаем справедливость теоремы для любого натурального 𝑛.
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Теорема 2. Ряд Маклорена степенной функции 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼 схо-

дится к этой функции при 𝑥 ∈ (−1, 1):

(1 + 𝑥)𝛼 =
∞∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝛼 𝑥
𝑘 ∀𝑥 ∈ (−1, 1),

где 𝐶0
𝛼 = 1, 𝐶𝑘𝛼 = 𝛼(𝛼−1)···(𝛼−𝑘+1)

𝑘! , 𝑘 ∈ N, 𝛼 ∈ R.

Доказательство. Зафиксируем 𝑥 ∈ (−1, 1). Записывая остаточный

член формулы Маклорена функции 𝑓(𝑥) = (1+𝑥)𝛼 в интегральной форме
и учитывая, что 𝑓 (𝑘)(𝑥) = 𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑘 + 1) (1 + 𝑥)𝛼−𝑘, получаем

𝑟𝑛(𝑥) =
1

𝑛!

𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑛 𝑓 (𝑛+1)(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑛)

𝑛!

𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑛 (1 + 𝑡)𝛼−𝑛−1 𝑑𝑡
𝑡=𝜏𝑥
=

𝑡=𝜏𝑥
=

𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑛)
𝑛!

1∫︁

0

𝑥𝑛 (1− 𝜏)𝑛 (1 + 𝜏𝑥)𝛼−𝑛−1 𝑥 𝑑𝜏 =

= 𝜆𝑛

1∫︁

0

(︂
1− 𝜏
1 + 𝜏𝑥

)︂𝑛
(1 + 𝜏𝑥)𝛼−1 𝑑𝜏,

где введено обозначение

𝜆𝑛 =
𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑛)

𝑛!
𝑥𝑛+1. (1)

Поскольку ∀𝑥 ∈ (−1, 1) ∀𝜏 ∈ [0, 1] →˓ 1 + 𝜏𝑥 ≥ 1 − 𝜏 , то
(︁

1−𝜏
1+𝜏𝑥

)︁𝑛
≤ 1.

Следовательно,

|𝑟𝑛(𝑥)| ≤ |𝜆𝑛|
1∫︁

0

(1 + 𝜏𝑥)𝛼−1 𝑑𝜏 = |𝜆𝑛|𝐶, (2)

где величина 𝐶 =
1∫︀
0

(1 + 𝜏𝑥)𝛼−1 𝑑𝜏 не зависит от 𝑛. Покажем, что
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lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = 0. (3)

Если 𝑥 = 0, то согласно равенству (1) имеем 𝜆𝑛 = 0 при всех 𝑛 ∈ N.
Если 𝛼 = 𝑚 ∈ N ∪ {0}, то из (1) следует равенство 𝜆𝑛 = 0 при 𝑛 > 𝑚.
Поэтому в случаях 𝑥 = 0 и 𝛼 ∈ N ∪ {0} соотношение (3) справедливо.
Пусть 𝑥 ̸= 0 и 𝛼 ̸∈ N ∪ {0}. Тогда

𝜆𝑛+1

𝜆𝑛
=
𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑛− 1) 𝑥𝑛+2

(𝑛+ 1)!

𝑛!

𝛼(𝛼− 1) · · · (𝛼− 𝑛) 𝑥𝑛+1
=

=
𝛼− 𝑛− 1

𝑛+ 1
𝑥

𝑛→∞−→ −𝑥 ∈ (−1, 1).

Выберем число 𝑞 ∈ (|𝑥|, 1). Тогда по определению предела существует

номер 𝑛0 такой, что
|𝜆𝑛+1|
|𝜆𝑛| < 𝑞 для любого 𝑛 ≥ 𝑛0. Поэтому при 𝑛 ≥ 𝑛0

имеем |𝜆𝑛| ≤ |𝜆𝑛0 |𝑞𝑛−𝑛0 → 0 при 𝑛 → ∞. Отсюда вытекает соотношение

(3), которое вместе с неравенством (2) дает равенство lim
𝑛→∞

𝑟𝑛(𝑥) = 0 при

любом 𝑥 ∈ (−1, 1).
Заметим, что при 𝛼 = 𝑛 ∈ N ∪ {0} для любого 𝑘 ≥ 𝑛+ 1 имеет место

𝐶𝑘𝛼 = 0, и, следовательно, ряд Маклорена функции (1 + 𝑥)𝛼 совпадает с

конечной суммой:

(1 + 𝑥)𝑛 =

∞∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑛 𝑥
𝑘 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘𝑛 𝑥
𝑘.

В случае 𝛼 ̸∈ N∪{0}, используя лемму 1 § 3, вычислим радиус сходимости

ряда
∞∑︀
𝑘=0

𝐶𝑘𝛼 𝑥
𝑘:

1

𝑅cx
= lim

𝑘→∞

|𝐶𝑘+1
𝛼 |
|𝐶𝑘𝛼|

= lim
𝑘→∞

|𝛼− 𝑘|
𝑘 + 1

= 1.

Следовательно, 𝑅cx = 1.

Полагая в теореме 2 𝛼 = −1 и замечая, что 𝐶𝑘−1 = (−1)(−2)···(−𝑘)
𝑘! =

= (−1)𝑘, получаем разложение

1

1 + 𝑥
=

∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥𝑘 ∀𝑥 ∈ (−1, 1). (4)

Заметим, что последнее разложение можно получить предельным пе-

реходом в формуле суммы геометрической прогрессии:
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𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥𝑘 = 1− (−𝑥)𝑛+1

1 + 𝑥

𝑛→∞−→ 1

1 + 𝑥
∀𝑥 ∈ (−1, 1).

Из формулы (4) и теоремы о почленном интегрировании степенного

ряда при |𝑥| < 1 получаем

ln(1 + 𝑥) =

𝑥∫︁

0

𝑑𝑡

1 + 𝑡
=

∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
𝑘+1

𝑘 + 1
.

Производя замену индекса суммирования 𝑛 = 𝑘 + 1, получаем

ln(1 + 𝑥) =
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1 𝑥
𝑛

𝑛
∀𝑥 ∈ (−1, 1). (5)

Покажем, что равенство (5) справедливо и при 𝑥 = 1. Действительно,

ряд
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1 𝑥𝑛

𝑛 сходится при 𝑥 = 1 по признаку Лейбница. Следова-

тельно, в силу второй теоремы Абеля этот ряд сходится равномерно на

отрезке [0, 1]. Согласно теореме о непрерывности суммы равномерно схо-

дящегося функционального ряда функция

𝑆(𝑥) =
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1 𝑥
𝑛

𝑛

непрерывна на отрезке [0, 1]. Поскольку согласно равенству (5) име-

ем 𝑆(𝑥) = ln(1 + 𝑥) для любого 𝑥 ∈ (−1, 1), то 𝑆(1) = lim
𝑥→1−0

𝑆(𝑥) =

= lim
𝑥→1−0

ln(1 + 𝑥) = ln 2. Таким образом, равенство (5) справедливо и

при 𝑥 = 1.
Применяя разложение (4) для 𝑥 = 𝑡2, имеем

1

1 + 𝑡2
=

∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑡2𝑘 ∀𝑡 ∈ (−1, 1).

Интегрируя этот ряд внутри круга сходимости, получаем

arctg 𝑥 =

𝑥∫︁

0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
2𝑘+1

2𝑘 + 1
∀𝑥 ∈ (−1, 1). (6)

Для любого нечетного числа 𝑛 обозначим 𝑛!! = 𝑛·(𝑛−2) · · · 3·1. Кроме
того, будем полагать (−1)!! = 1. Тогда для любого 𝑘 ∈ N⋃︀{0}
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𝐶𝑘−1/2 =

(︀
−1

2

)︀ (︀
−1

2 − 1
)︀
· · ·
(︀
−1

2 − 𝑘 + 1
)︀

𝑘!
=

(−1)𝑘 (2𝑘 − 1)!!

2𝑘 𝑘!
.

Применяя теорему 2 для 𝛼 = −1
2 , получаем разложение

1√
1 + 𝑥

=

∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘 (2𝑘 − 1)!!

2𝑘 𝑘!
𝑥𝑘 ∀𝑥 ∈ (−1, 1).

Подставляя 𝑥 = −𝑡2 и интегрируя степенной ряд, получаем

arcsin𝑥 =

𝑥∫︁

0

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

=

∞∑︁

𝑘=0

(2𝑘 − 1)!!

2𝑘 𝑘!

⎛
⎝

𝑥∫︁

0

𝑡2𝑘 𝑑𝑡

⎞
⎠ .

Итак,

arcsin𝑥 =

∞∑︁

𝑘=0

(2𝑘 − 1)!!

2𝑘 𝑘!

𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
∀𝑥 ∈ (−1, 1). (7)
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гиперболическая 67

Дирихле 45

дифференцируемая 88, 147,

172, 179

𝑛 раз 97, 184

измеримая 259

интегрируемая 291

кусочно непрерывная 281

монотонная 50

непрерывная

равномерно 169

в точке 51, 55, 143

на множестве 55

непрерывно дифференцируе-

мая 152

неявная 94

обратимая 9

ограниченная 57

относительно 85

параметрически заданная 94

рациональная 213, 223

регулярная 343

сложная 10

счетно-ступенчатая 261

убывающая 50

эквивалентная 83

в смысле сходимости инте-

гралов 307

Целая часть числа 18

Центр кривизны 157

Число

𝑒 65
𝜋 73

вещественное 11

действительное 11

комплексное 208

натуральное 13

рациональное 13

целое 13

Числовой промежуток 14

Экспонента 63, 209

Экстремум функции 98

Якобиан 201
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