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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé, ÷èòàåìûõ
àâòîðîì ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî
èíñòèòóòà (ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà).

Ñîäåðæàíèå ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êàôåäðû âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ (ÃÓ).

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü êîëëåãàì è ñòóäåí-
òàì, âûñêàçàâøèì öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ, à òàêæå îáíà-
ðóæèâøèì îïå÷àòêè â ëåêöèÿõ. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîð âûðà-
æàåò äîöåíòó Ìàêñèìó Îëåãîâè÷ó Ãîëóáåâó.
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Ââåäåíèå

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè:

¬ (íå),

è,

èëè,

⇒ (ñëåäóåò),

⇔ (ðàâíîñèëüíî),

êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèÿì, ò.å. âûðàæåíèÿì, ïðèíèìàþùèì
çíà÷åíèÿ È (èñòèíà) èëè Ë (ëîæü).

Çíà÷åíèÿ óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ óêàçàí-
íûõ îïåðàöèé ê èñõîäíûì óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì
òàáëèöàì èñòèííîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé èñõîäíûõ óñëîâèé.

A ¬ A
È Ë

Ë È

A B A è B A èëè B A ⇒ B A ⇔ B
È È È È È È

È Ë Ë È Ë Ë

Ë È Ë È È Ë

Ë Ë Ë Ë È È

Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü êâàíòîðû

∀ (äëÿ ëþáîãî),

∃ (ñóùåñòâóåò)

è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

↪→ (âûïîëíÿåòñÿ),

: (òàêîé (àÿ, îå), ÷òî).

Çàïèñü x ∈ X îçíà÷àåò "x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X".
Çàïèñü X ⊂ Y îçíà÷àåò "ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

ìíîæåñòâà Y ". Ïîñëåäíþþ çàïèñü ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

X ⊂ Y ⇔ ∀x ↪→ (x ∈ X ⇒ x ∈ Y )
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èëè â áîëåå êîðîòêîé ôîðìå çàïèñè ∀x : x ∈ X ↪→ x ∈ Y èëè, åùå
êîðî÷å, ∀x ∈ X ↪→ x ∈ Y .

Ïðè îïðåäåëåíèè íîâûõ ìíîæåñòâ ÷àñòî èñïîëüçóþò

ìåòîä ïåðå÷èñëåíèÿ: X = {x1, x2, ..., xn, ...} è

ìåòîä íàëîæåíèÿ óñëîâèÿ:

X = {x : âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå äëÿ x}.

Îïðåäåëèì îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ
ìíîæåñòâ:

X
∩
Y = {x : x ∈ X è x ∈ Y };

X
∪
Y = {x : x ∈ X èëè x ∈ Y };

X\Y = {x ∈ X : x ̸∈ Y }.
Çäåñü è äàëåå ïåðå÷åðêíóòûé ñèìâîë îçíà÷àåò îòðèöàíèå ê ñîîò-

âåòñòâóþùåìó óñëîâèþ, íàïðèìåð, x ̸∈ Y ⇔ ¬(x ∈ Y ).
Ïðè ðàñêðûòèè îòðèöàíèÿ ê âûðàæåíèþ, ñîäåðæàùåìó ëîãè÷å-

ñêèå îïåðàöèè, ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

¬(¬A) ⇔ A,
¬(A è B) ⇔ (¬A èëè ¬B),

¬(A èëè B) ⇔ (¬A è ¬B),
¬(A ⇒ B) ⇔ (A è ¬B).

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ ëåãêî ïðîâåðèòü ïî òàáëèöàì èñòèííî-
ñòè, ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè çíà÷åíèé óñëîâèé A è B.

Ïðè ðàñêðûòèè îòðèöàíèÿ ê óñëîâèþ, ñîäåðæàùåìó êâàíòîð, ñëå-
äóåò ïîìåíÿòü êâàíòîð, à çíàê îòðèöàíèÿ ïîñòàâèòü ïîñëå ýòîãî
êâàíòîðà è ïåðåìåííîé, ê êîòîðîé îí îòíîñèòñÿ. Ïóñòü A(x) � íåêî-
òîðîå óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ïåðåìåííóþ x. Òîãäà

¬(∀x ∈ X ↪→ A(x)) ⇐⇒ ∃x ∈ X : ¬A(x);
¬(∃x ∈ X : A(x)) ⇐⇒ ∀x ∈ X ↪→ ¬A(x).

Íàïðèìåð,

X ̸⊂ Y ⇐⇒ ¬(∀x ∈ X ↪→ x ∈ Y ) ⇐⇒ (∃x ∈ X : x ̸∈ Y ).
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Îïpåäåëåíèå. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâX è Y íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (x, y) òàêèõ, ÷òî
x ∈ X, y ∈ Y .

Íàïðèìåð, åñëè X = {0, 1}, Y = {y1, y2, y3}, òî X × Y =
= {(0, y1), (1, y1), (0, y2), (1, y2), (0, y3), (1, y3)}.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî ñîîòâåòñòâèå f
ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y , åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî Gf ⊂ X × Y .
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Gf íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ f . Ýëå-
ìåíò y ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïîñòàâëåííûì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó
x ∈ X ïðè ñîîòâåòñòâèè f , åñëè (x, y) ∈ Gf . Ìíîæåñòâîì îïðåäåëå-
íèÿ (èëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ) ñîîòâåòñòâèÿ f íàçûâàåòñÿ

Df = {x ∈ X : (∃y ∈ Y : (x, y) ∈ Gf )}.

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé (èëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé) ñîîòâåòñòâèÿ f
íàçûâàåòñÿ

Ef = {y ∈ Y : (∃x ∈ X : (x, y) ∈ Gf )}.

Ñîîòâåòñòâèå f íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì, åñëè

∀x ∈ X ∀y1, y2 ∈ Y : (x, y1) ∈ Gf è (x, y2) ∈ Gf ↪→ y1 = y2.

Îïpåäåëåíèå. Ñîîòâåòñòâèå f−1 ìåæäó ìíîæåñòâàìè Y è X
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ñîîòâåòñòâèþ f ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è
Y , åñëè ãðàôèêè ýòèõ ñîîòâåòñòâèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∀x ∈ X ∀y ∈ Y ↪→ (x, y) ∈ Gf ⇔ (y, x) ∈ Gf−1 .

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèåé f : X → Y íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå òàêîå, ÷òî Df = X. Ïðè ýòîì åñëè (x, y) ∈ Gf , òî ïèøóò
y = f(x).

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé èëè
èíúåêòèâíîé, åñëè ñîîòâåòñòâèå, îáðàòíîå ê f , ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íûì.

Îïpåäåëåíèå. Îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → Y , äëÿ êîòîðîé
Ef = Y , íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì èëè áèåê-
öèåé f : X → Y .
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Ãëàâà 1

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË

� 1. Àêñèîìû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëå-
íà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ⟨óìíîæåíèÿ⟩, åñëè ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì
a, b ∈ X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a + b ∈ X
⟨ a · b ∈ X ⟩.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îò-
íîøåíèå ïîðÿäêà ≤, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ X èçâåñò-
íî, âåðíî èëè íåâåðíî íåðàâåíñòâî a ≤ b.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ)
÷èñåë R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì 16 àêñèîìàì, è êîòîðîå ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëå-
ìåíòà.

Àêñèîìû ñëîæåíèÿ
1) ∀a, b ∈ R ↪→ a+ b = b+ a;
2) ∀a, b, c ∈ R ↪→ (a+ b) + c = a+ (b+ c);
3) ∃0 ∈ R : ∀a ∈ R ↪→ a+ 0 = a;
4) ∀a ∈ R ∃ − a ∈ R : a+ (−a) = 0.

Àêñèîìû óìíîæåíèÿ
5) ∀a, b ∈ R ↪→ a · b = b · a;
6) ∀a, b, c ∈ R ↪→ (a · b) · c = a · (b · c);
7) ∃1 ∈ R : ∀a ∈ R ↪→ a · 1 = a;
8) ∀a ∈ R \ {0} ∃ 1

a ∈ R : a · 1a = 1.

Àêñèîìà ñâÿçè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
9) ∀a, b, c ∈ R ↪→ a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a, b ∈ R è b+ a = a, òî b = 0.
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Ðåøåíèå. b
(3)
= b+0

(4)
= b+(a+(−a)) (2)

= (b+ a)+ (−a) ïî óñëîâèþ
=

= a+ (−a) (4)
= 0 ⇒ b = 0.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî ∀a ∈ R ↪→ a · 0 = 0.

Ðåøåíèå. a · 0 + a
(7)
= a · 0 + a · 1 (9)

= a · (0 + 1)
(1)
=

= a · (1 + 0)
(3)
= a · 1 (7)

= a
Ïðèìåð 1.⇒ a · 0 = 0.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ∀a ∈ R ↪→ a · (−1) = −a.

Àêñèîìû îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
10) ∀a ∈ R ↪→ a ≤ a;
11) ∀a, b ∈ R ↪→ a ≤ b èëè b ≤ a;
12) ∀a, b ∈ R : (a ≤ b è b ≤ a) ↪→ a = b;
13) ∀a, b, c ∈ R : (a ≤ b è b ≤ c) ↪→ a ≤ c.

Ñâÿçü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà è ñëîæåíèÿ
14) ∀a, b, c ∈ R : a ≤ b ↪→ a+ c ≤ b+ c.

Ñâÿçü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà è óìíîæåíèÿ
15) ∀a, b, c ∈ R : (a ≤ b è 0 ≤ c) ↪→ a · c ≤ b · c.

Àêñèîìû 1-15 èçâåñòíû Âàì èç øêîëû êàê ñâîéñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè àêñèîìû îïðåäåëÿþò àëãåáðàè÷å-
ñêèå ñòðóêòóðû. Â ÷àñòíîñòè, àêñèîìû 1-4 îçíà÷àþò, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé (ò.å. êîììóòàòèâíîé èëè ïåðåñòàíîâî÷íîé) ãðóïïîé ïî ñëî-
æåíèþ. Àêñèîìû 5-8 ãîâîðÿò, ÷òî R \ {0} ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé
ïî óìíîæåíèþ. Àêñèîìû 1-9 ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ ïîëÿ, à àê-
ñèîìû 1-15 - îïðåäåëåíèþ óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ.

Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè
16) Åñëè A,B ⊂ R è ìíîæåñòâî A ëåæèò ñëåâà îò ìíî-

æåñòâà B (ò.å. ∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ b), òî
∃c ∈ R : ∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ c ≤ b.

cA B
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Îïðåäåëèì òåïåðü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà <, ≥, > è îïåðàöèè âû÷è-
òàíèÿ è äåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

a ̸= b ⇔ ¬(a = b);
a < b ⇔ ( a ≤ b è a ̸= b );
a ≥ b ⇔ b ≤ a;
a > b ⇔ b < a;
a− b = a+ (−b);
a
b = a · 1b (b ̸= 0).

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà 1, 1+1, . . . , n = 1 + . . .+ 1, . . .
Èíà÷å ãîâîðÿ, íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 1 è ëþáîå ÷èñëî âèäà
n+ 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë m òà-
êèõ, ÷òî m ∈ N èëè −m ∈ N, èëè m = 0.

Ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë
âèäà m

n , ãäå m ∈ Z, n ∈ N.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò
âñåì àêñèîìàì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå àêñèîìû íåïðåðûâíî-
ñòè.

Çàäà÷à 3. Ïîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ
ìíîæåñòâ A,B ⊂ Q òàêèõ, ÷òî
∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ b, íî íå ñóùåñòâóåò c ∈ Q:
∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ c ≤ b.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R áóäåì òàêæå íàçûâàòü ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, à äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Íàðÿäó ñ ÷èñëîâîé ïðÿìîé îïðåäåëèì ðàñøèðåííóþ ÷èñëîâóþ
ïðÿìóþ: R = R ∪ {−∞,+∞}. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû −∞, +∞ íå ñî-
äåðæàòñÿ â R, äëÿ íèõ íå îïðåäåëåíû îïåðàöèè +,−, ∗, /, îïðåäåëå-
íû ëèøü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà: ∀x ∈ R ↪→ −∞ < x < +∞ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ∀x ∈ R ↪→ −∞ ≤ x ≤ +∞, −∞ < +∞, −∞ ≤ +∞.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, a < b.
×èñëîâûìè ïðîìåæóòêàìè íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

èíòåðâàë (a, b) = {x ∈ R : a < x < b},
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îòðåçîê [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b},
ïîëóèíòåðâàëû: [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b},
(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b},
ëó÷è: [a,+∞) = {x ∈ R : a ≤ x},
(a,+∞) = {x ∈ R : a < x},
(−∞, a] = {x ∈ R : x ≤ a},
(−∞, a) = {x ∈ R : x < a},
òî÷êà {a};
÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ (−∞,+∞) = R.

� 2. Òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâ

Îïpåäåëåíèå. 1) ×èñëîM ∈ R íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-
æåñòâà A ⊂ R, åñëè ÷èñëî M ëåæèò ñïðàâà îò ìíîæåñòâà A, ò.å.
∀a ∈ A ↪→ a ≤M .

2) Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñó-
ùåñòâóåò (êîíå÷íàÿ) âåðõíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà: ∃M ∈ R : ∀a ∈
∈ A ↪→ a ≤M .

3) ×èñëî m ∈ R íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A ⊂ R,
åñëè ÷èñëî m ëåæèò ñëåâà îò ìíîæåñòâà A, ò.å. ∀a ∈ A ↪→ a ≥ m.

4) Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñó-
ùåñòâóåò (êîíå÷íàÿ) íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà: ∃m ∈ R : ∀a ∈
∈ A ↪→ a ≥ m.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè A îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó è îãðàíè÷åíî ñíèçó.

Çàìå÷àíèå. Êâàíòîðû ∀ è ∃ â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ìåíÿòü ìå-
ñòàìè. Íàïðèìåð, åñëè â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæå-
ñòâà ïåðåñòàâèòü êâàíòîðû, òî ïîëó÷èòñÿ óñëîâèå ∀a ∈ A ∃M ∈
∈ R : a ≤ M , ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî, â òîì ÷èñëå è äëÿ íåîãðà-
íè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáûõ óñëîâèé P è Q óñëîâèå P ⇒ Q ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ ¬Q⇒ ¬P . Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè.
Íà ýòîì ñâîéñòâå îñíîâàí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå, óñëîâèå "÷èñëî
M ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A" ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

∀a ↪→ (a ∈ A ⇒ a ≤M) ⇔
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⇔ ∀a ↪→ (a > M ⇒ a /∈ A).
Èëè, êîðî÷å, ∀a > M ↪→ a /∈ A.

Îïpåäåëåíèå. Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|a| =
{
a, åñëè a ≥ 0,
−a, åñëè a < 0.

Çàäà÷à 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

∃M ∈ R : ∀a ∈ A ↪→ |a| ≤M.

Îïpåäåëåíèå. ×èñëî M íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A ⊂ R (ïèøóò M = maxA), åñëè

1) M ∈ A è
2) M ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A.
×èñëî m íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A ⊂ R

(ïèøóò m = minA), åñëè
1) m ∈ A è
2) m ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ A.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ R íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà íå ñóùåñòâóåò, ò.ê. íå ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîé âåðõíåé ãðàíè ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî
A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæå-
ñòâà òàêæå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ïóñòü, íàïðèìåð, A = (−∞, 0).
Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà a < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a < a

2 < 0. Òî åñòü, äëÿ
êàæäîãî a ∈ A íàéäåòñÿ ýëåìåíò a

2 ∈ A òàêîé, ÷òî a < a
2 . Ïîýòîìó

ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A, à çíà÷èò maxA
íå ñóùåñòâóåò.

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåí-
òà.

Åñëè ìàêñèìàëüíûé (ìèíèìàëüíûé) ýëåìåíò ìíîæåñòâà A íå ñó-
ùåñòâóåò, òî âìåñòî íåãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóïðåìóì (èíôèìóì)
ìíîæåñòâà A. Êàê ìû óâèäèì äàëåå ñóïðåìóì (èíôèìóì) ñóùåñòâó-
åò äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî (ìèíèìàëüíîãî) ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A ñóïðåìóì (èíôè-
ìóì) ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ åãî ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì)
ýëåìåíòîì.
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Îïpåäåëåíèå. ×èñëî M ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðà-
íüþ èëè ñóïðåìóìîì ìíîæåñòâà A ⊂ R (ïèøóò:M = supA), åñëè M
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, ò.å.

1) M ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
2) íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà, ìåíüøåãî, ÷åìM , è ÿâëÿþùåãîñÿ âåðõíåé

ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, òî åñòü
1) ∀a ∈ A ↪→ a ≤M è
2) ¬(∃M ′ ∈ R : M ′ < M è ∀a ∈ A ↪→ a ≤M ′).
Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèÿ âûðàæå-

íèÿ ñ êâàíòîðàìè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïóíêò (2) îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2) ∀M ′ < M ↪→ ¬(∀a ∈ A ↪→ a ≤M ′)
èëè â ïîëîæèòåëüíîé ôîðìå
2) ∀M ′ < M ∃a ∈ A : M ′ < a.

MaM ′

A RI

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî M ∈ R, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì B � ìíîæåñòâî âñåõ (êîíå÷íûõ)
âåðõíèõ ãðàíåé A. Òàê êàê ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî B íå
ïóñòî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ëåæèò ñëåâà îò ìíîæåñòâà B, òî ïî
àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè ∃c ∈ R : ∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ c ≤ b.

Ïîêàæåì, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ A. Òàê êàê ∀a ∈
∈ A ↪→ a ≤ c, òî c ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ A, ò.å. a ∈ B. Ïîñêîëüêó
∀b ∈ B ↪→ c ≤ b, òî c � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò B. Èòàê, c � òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M1,M2 ∈ R � äâå ðàçëè÷íûå òî÷íûå âåðõíèå
ãðàíè ìíîæåñòâà A. Òîãäà M1,M2 � äâà ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè M1 < M2. Òîãäà
M2 íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ íåîãðàíè÷åííîãî ñâåðõó
ìíîæåñòâà ñ÷èòàåòñÿ +∞.
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Òåîpåìà 2. Ïóñòü A ⊂ R � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
à) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A:

supA ∈ R.
á) Åñëè ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî supA ∈ R, èíà÷å

supA = +∞.

â) supA =M ∈ R ⇔
{

1)∀a ∈ A ↪→ a ≤M,
2)∀M ′ < M ∃a ∈ A : M ′ < a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî
ñâåðõó, äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû 1 è çàìå÷à-
íèÿ ïåðåä ýòîé òåîðåìîé. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî A íåîãðàíè÷åíî
ñâåðõó. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé âåðõíåé ãðà-
íè ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó íèêàêîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíüþ A. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîé òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ
A ÿâëÿåòñÿ +∞.

Îáîñíóåì ïóíêò (â). ⇒: Ïóñòü M = supA = +∞. Òîãäà ïóíêò
(1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà a ≤ +∞ äëÿ ëþáîãî a ∈ R, à ïóíêò (2)
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî A íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó.
⇐: Èç ïóíêòà (1) è íåîãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó ìíîæåñòâà A ñëåäó-

åò, ÷òî M = +∞. Ïîýòîìó M = supA.

Àíàëîãè÷íî ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.
Îïpåäåëåíèå. ×èñëî m ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðà-

íüþ èëè èíôèìóìîì ìíîæåñòâà A ⊂ R (ïèøóò: m = inf A), åñëè m
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íèæíåé ãðàíüþ A. Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ
íåîãðàíè÷åííîãî ñíèçó ìíîæåñòâà ñ÷èòàåòñÿ −∞.

Òåîpåìà 2'. Ïóñòü A ⊂ R � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
à) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A:

inf A ∈ R.
á) Åñëè ìíîæåñòâîA îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî inf A ∈ R, èíà÷å inf A =

= −∞.

â) inf A = m ∈ R ⇔
{

1)∀a ∈ A ↪→ a ≥ m,
2)∀m′ > m ∃a ∈ A : m′ > a.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2' àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.

Ëåììà 1. à) Åñëè ñóùåñòâóåò maxA, òî supA = maxA.
á) Åñëè ñóùåñòâóåò minA, òî inf A = minA.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü M = maxA. Òîãäà M � âåðõíÿÿ

ãðàíü A. Ïóñòü M ′ < M . Òàê êàê M ∈ A, òî M ′ íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé
ãðàíüþ A. Ïîýòîìó M � ìèíèìàëüíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü A.
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Ïóíêò (á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîpåìà 3. (Ïðèíöèï Àðõèìåäà.) Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà x ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
∃x ∈ R : ∀n ∈ N ↪→ n ≤ x. Òîãäà ìíîæåñòâî N îãðàíè÷åíî ñâåðõó è
ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò supN = M ∈ R. Ïðèìåíÿÿ âòîðîé ïóíêò
îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà äëÿ M ′ =M − 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > M − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë èìååì, ÷òî n1 = n + 1 ∈ N. Ïðè ýòîì n1 > M = supN, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ïóíêòó îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà.

Îïpåäåëåíèå. Öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x ∈ R íàçûâàåòñÿ öåëîå
÷èñëî [x], ëåæàùåå â ïîëóèíòåðâàëå (x− 1, x].

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ∈ R öåëàÿ ÷àñòü
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

� 3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïpåäåëåíèå. ×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an} íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ a : N → R, ãäå a(n) = an äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ýëåìåíò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ïàðà (n, an), ãäå n � íîìåð ýëåìåíòà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, à an � çíà÷åíèå ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà a, ε ∈ R, ε > 0. Èíòåðâàë
Uε(a) = (a− ε, a+ ε) íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a.

Îïpåäåëåíèå. ×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} (ïèøóò a = lim

n→∞
an èëè an → a ïðè n→∞ ), åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈ Uε(a), (1)

ò. å.
∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an − a| < ε (2)

(çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèÿõ, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî n,N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà).

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëàõ (1), (2) äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
ñâîå ÷èñëî N , òî åñòü N çàâèñèò îò ε. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòó çàâè-
ñèìîñòü, ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2) â ñëåäóþùåì âèäå:
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∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀n ≥ N ↪→ |an − a| < ε.

Ïpèìåp. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

1
n = 0.

Ðåøåíèå. ∀ε > 0 ∃N =
[
1
ε

]
+ 1 : ∀n ≥ N ↪→

∣∣ 1
n − 0

∣∣ < ε. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ öåëîé ÷àñòè N =
[
1
ε

]
+ 1 > 1

ε . Ïîýòîìó∣∣ 1
n − 0

∣∣ = 1
n ≤

1
N < ε.

Ïpèìåp. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an − a| <
ε

2
. (3)

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Ïîñêîëüêó ε
2 < ε, òî

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an − a| < ε, (4)

ò. å. lim
n→∞

an = a.

2) Ïóñòü lim
n→∞

an = a, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (4). Äëÿ êàæäîãî

ε > 0 ÷åðåç N(ε) îáîçíà÷èì òàêîå ÷èñëî, ÷òî ∀n ≥ N(ε) ↪→ |an −
− a| < ε. Â ñèëó óñëîâèÿ (4) òàêîå N(ε) ñóùåñòâóåò. Òîãäà

∀ε > 0 ∃N = N
(ε
2

)
: ∀n ≥ N ↪→ |an − a| <

ε

2
,

ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (3).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} è ÷èñëî a. Êàê
ñâÿçàíî óñëîâèå a = lim

n→∞
an ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

à) ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an − a| ≤ ε;
á) ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N ↪→ |an − a| < ε;

â) ∃N : ∀ε > 0 ∀n ≥ N ↪→ |an − a| < ε;

ã) ∀ε > 0 ∃n : |an − a| < ε;

ä) ∀ε > 0 ∀N ∃n ≥ N : |an − a| < ε?

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî ε > 0. ε-îêðåñòíîñòÿìè áåñ-
êîíå÷íîñòåé íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà

Uε(−∞) =

(
−∞,−1

ε

)
, Uε(+∞) =

(
1

ε
,+∞

)
.
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−1/ε 1/ε0

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñïðàâåä-
ëèâîå êàê â ñëó÷àå êîíå÷íîãî, òàê è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.

Îïpåäåëåíèå. Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an}, åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈ Uε(a).

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b ∈ R è a < b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0
òàêîå, ÷òî ∀x ∈ Uε(a) ∀y ∈ Uε(b) ↪→ x < y, à çíà÷èò, îêðåñòíîñòè
Uε(a) è Uε(b) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:
1) −∞ < a < b < +∞;
2) −∞ < a < b = +∞;
3) −∞ = a < b < +∞;
4) −∞ = a < b = +∞.
Â ñëó÷àå (1) ïîëîæèì ε = b−a

2 , â ñëó÷àå (2): ε = 1
|a|+1 , â ñëó÷àå

(3): ε = 1
|b|+1 , â ñëó÷àå (4): ε = 1.

Ïóñòü x ∈ Uε(a), y ∈ Uε(b). Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì èç ÷åòûðåõ
ñëó÷àåâ x < y. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îêðåñòíîñòè Uε(a) è Uε(b) íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

1) x < a+ ε = a+ b−a
2 = a+b

2 = b− ε < y;
2) x < a+ ε ≤ a+ 1 ≤ |a|+ 1 = 1

ε < y.
Ñëó÷àè (3) è (4) ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

a b

Uε(a) Uε(b)

Òåîpåìà 1. (Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà.) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà èç R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {an} èìååò ïðåäåëû a, b ∈ R, a ̸= b. Ïî ëåììå 1 ∃ε > 0 :
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Uε(a)
∩
Uε(b) = ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ an ∈

∈ Uε(a), ∃N2 : ∀n ≥ N2 ↪→ an ∈ Uε(b). Ïðè n ≥ max{N1, N2}
ïîëó÷àåì an ∈ Uε(a)

∩
Uε(b) � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, ãäå

an =

{
0, åñëè n ÷åòíî,
1, åñëè n íå÷åòíî

íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé (ñâåðõó, ñíèçó), åñëè îãðàíè÷åíî (ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó, ñíèçó)
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé åå ýëåìåíòîâ.

Â ÷àñòíîñòè,
{an} � îãðàíè÷åíà ⇐⇒

⇐⇒ ∃M ∈ R : ∀a ∈ {a1, a2, . . .} ↪→ |a| ≤M ⇐⇒

⇐⇒ ∃M ∈ R : ∀n ∈ N ↪→ |an| ≤M.

Îïpåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðå-
äåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìå-
åò ïðåäåëà èëè èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ðàñõî-
äÿùåéñÿ.

Òåîpåìà 2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim

n→∞
an = a ∈ R. Âîçüìåì ε = 1. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈ (a− 1, a+ 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè n ≥ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

−|a| − 1 ≤ a− 1 < an < a+ 1 ≤ |a|+ 1,

à çíà÷èò, ∀n ≥ N ↪→ |an| < |a|+ 1.
ÎïðåäåëèìM = max{|a1|, ..., |aN−1|, |a|+1} (ìàêñèìóì ñóùåñòâó-

åò, òàê êàê ìíîæåñòâî êîíå÷íî). Òîãäà ïðè n < N ïî îïðåäåëåíèþ
ìàêñèìóìà |an| ≤ M . Ïðè n ≥ N èìååì |an| < |a| + 1 ≤ M . Èòàê,
∀n ∈ N ↪→ |an| ≤M , ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà.
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Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé, åñëè lim

n→∞
|an| = +∞, ò. å.

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an| >
1

ε
, ò.å.

∀M > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an| > M.

Çàäà÷à 3. Êàê ñâÿçàíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ?
à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ.
á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � íåîãðàíè÷åíà.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü {an} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Âåðíî ëè, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç óñëîâèé:
lim
n→∞

an = +∞ èëè lim
n→∞

an = −∞?

� 4. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ñâÿçàííûå ñ àðèôìåòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè

Ëåììà 1. à) ∀a, b ∈ R ↪→ |a + b| ≤ |a| + |b| (íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà).

á) ∀a, b ∈ R ↪→ ||a| − |b|| ≤ |a− b|.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a+ b ≥

≥ 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ |a + b| = a + b. Èç îïðåäåëåíèÿ
ìîäóëÿ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ∀x ∈ R ↪→ x ≤ |x|. Ïîýòîìó a ≤ |a|,
b ≤ |b|, ñëåäîâàòåëüíî, |a+ b| ≤ a+ b ≤ |a|+ |b|.

Â ñëó÷àå a+b < 0 èìååì |a+b| = −a−b. Òàê êàê −a ≤ |a|, −b ≤ |b|,
òî |a+ b| = −a− b ≤ |a|+ |b|. Ïîýòîìó ∀a, b ∈ R ↪→ |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

á) Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ïî-
ëó÷àåì |a| − |b| = |a − b + b| − |b| ≤ |a − b| + |b| − |b| = |a − b|, ò. å.
|a| − |b| ≤ |a − b|. Àíàëîãè÷íî, |b| − |a| ≤ |b − a| = |a − b|. Ïîýòîìó
||a| − |b|| ≤ |a− b|.

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé, åñëè lim

n→∞
bn = 0, ò. å.

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |bn| < ε.
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Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü êîíå÷íûå
ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî lim

n→∞
an = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {an − a} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, èç ñâîéñòâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìû ïî-
ëó÷èì ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûå ñ àðèôìå-
òè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè.

Ëåììà 2. Åñëè {an}, {bn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, òî {an+bn} è {an−bn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = 0, òî

∀ε > 0 ∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ |an| <
ε

2
,

∀ε > 0 ∃N2 : ∀n ≥ N2 ↪→ |bn| <
ε

2

(ñì. âòîðîé ïðèìåð â � 3). Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà |an ± bn| ≤ |an|+ |bn|, ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ε > 0 ∃N = max{N1, N2} : ∀n ≥ N ↪→ |an ± bn| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

ò. å. lim
n→∞

(an ± bn) = 0.

Òåîpåìà 1. Åñëè lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, òî ∃ lim
n→∞

(an +

+ bn) = a+ b è ∃ lim
n→∞

(an − bn) = a− b.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an − a} è

{bn − b} ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè, òî â ñèëó ëåììû 2 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {an + bn− (a+ b)} = {(an− a) + (bn− b)} è {an− bn−
− (a− b)} = {(an − a)− (bn − b)} ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè, ò. å.
lim
n→∞

(an + bn) = a+ b, lim
n→∞

(an − bn) = a− b.

Òåîpåìà 2. Åñëè lim
n→∞

an = a, òî ∃ lim
n→∞

|an| = |a|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1(á) èìååì

||an| − |a|| ≤ |an − a|. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ lim
n→∞

an = a â ñèëó îïðå-

äåëåíèÿ ïðåäåëà ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

|an| = |a|.
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Ëåììà 3. Åñëè {an} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à
{bn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî {an bn} � áåñêîíå÷-
íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè-
÷åíà, òî

∃M > 0 : ∀n ∈ N ↪→ |an| ≤M.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, òî

∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n ≥ N(ε) ↪→ |bn| < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃N = N
( ε

M

)
: ∀n ≥ N ↪→ |an bn| < M

ε

M
= ε.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an bn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Òåîpåìà 3. Åñëè lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, òî

lim
n→∞

(anbn) = ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{anbn − ab} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Çàìåòèì, ÷òî anbn − ab =
= an(bn−b)+(an−a)b. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ, òî
ïî òåîðåìå 2 � 3 îíà îãðàíè÷åíà. Â ñèëó ëåììû 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an(bn − b)} è {(an − a)b} � áåñêîíå÷íî ìàëûå, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {anbn − ab} òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé.

Ëåììà 4. Åñëè ∀n ∈ N ↪→ an ̸= 0 è lim
n→∞

an = a ̸= 0, òî

lim
n→∞

1
an

= 1
a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 lim
n→∞

|an| = |a| > 0. Îò-

ñþäà, ïîëîæèâ â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = |a|
2 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |an| > |a| − ε = |a|
2 , ò. å. ∀n ≥

≥ N ↪→
∣∣∣ 1
an

∣∣∣ < 2
|a| . Îïðåäåëèì ÷èñëî M = max

{
1

|a1| , . . . ,
1

|aN−1| ,
2
|a|

}
.

Òîãäà ∀n ∈ N ↪→
∣∣∣ 1
an

∣∣∣ ≤ M , ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
an

}
îãðàíè-

÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
an a

}
òàêæå îãðàíè÷åíà.
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Îòñþäà è èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
an
− 1

a

}
=

=
{

1
an a (a− an)

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, ò. å. lim

n→∞
1
an

= 1
a .

Òåîpåìà 4. Åñëè ∀n ∈ N ↪→ an ̸= 0, lim
n→∞

an = a ̸= 0 è lim
n→∞

bn =

= b, òî lim
n→∞

bn
an

= b
a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4 lim
n→∞

1
an

= 1
a . Ïîýòîìó, ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 3, lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

bn
1
an

= b 1
a = b

a .

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an+ bn} è {anbn} ñõîäÿò-
ñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñõîäÿòñÿ?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ∀n ↪→ bn ̸= 0, lim
n→∞

(an+ bn) = x, lim
n→∞

an

bn
= y ≥

≥ 0. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñõîäÿòñÿ?

� 5. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî R = R

∪
{+∞,−∞}.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B, ãäå A,B ∈ R, A <

< B. Òîãäà ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an < bn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 � 3 ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå,

÷òî ∀x ∈ Uε(A) ∀y ∈ Uε(B) ↪→ x < y. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ an ∈ Uε(A), ∃N2 : ∀n ≥ N2 ↪→ bn ∈ Uε(B).
Îïðåäåëèâ N = max{N1, N2}, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîpåìà 2. Åñëè lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B, A,B ∈ R è ∃N :

∀n ≥ N ↪→ an ≤ bn, òî A ≤ B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: A > B. Ïî òåîðåìå

1 ∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ bn < an. Ïðè n ≥ max{N,N1} ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì an ≤ bn.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ≤ B, ∃ lim
n→∞

an = A,

A,B ∈ R, òî A ≤ B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B ∈ R, òî îïðåäåëèì {bn} = {B} è,

ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî A ≤ B. Åñëè B = +
+∞, íåðàâåíñòâî A ≤ B òàêæå âûïîëíåíî. Ñëó÷àé B = −∞ íå
ðåàëèçóåòñÿ, ò.ê. ∀n ≥ N ↪→ an ≤ B.
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Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé ∀n ∈ N ↪→ an < bn, lim
n→∞

an = A,

lim
n→∞

bn = B íå ñëåäóåò, ÷òî A < B.

Íàïðèìåð, an = 0, bn = 1
n , A = B = 0.

Òåîpåìà 3. (Î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.) Åñëè ∃N : ∀n ≥
≥ N ↪→ an ≤ bn ≤ cn, lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A ∈ R, òî lim

n→∞
bn = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ε > 0

∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ an ∈ Uε(A),

∃N2 : ∀n ≥ N2 ↪→ cn ∈ Uε(A).

Îáîçíà÷èì N = max{N,N1, N2}. Òîãäà ïðè n ≥ N èìååì A − ε <
< an ≤ bn ≤ cn < A+ ε, ñëåäîâàòåëüíî, bn ∈ Uε(A). Èòàê,

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ bn ∈ Uε(A),

ò. å. lim
n→∞

bn = A.

Òåîpåìà 4. Ïóñòü ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ≤ bn. Òîãäà
1) åñëè lim

n→∞
an = +∞, òî lim

n→∞
bn = +∞;

2) åñëè lim
n→∞

bn = −∞, òî lim
n→∞

an = −∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

∀ε > 0 ∃N1 : ∀n ≥ N1 ↪→ an ∈ Uε(+∞) =

(
1

ε
,+∞

)
(ò. å. an >

1
ε ), íî òîãäà bn ≥ an >

1
ε ïðè n ≥ max{N,N1}. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

∀ε > 0 ∃N2 = max{N,N1} : ∀n ≥ N2 ↪→ bn ∈ Uε(+∞),

à çíà÷èò, lim
n→∞

bn = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) àíàëîãè÷íî.

� 6. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî
âîçðàñòàþùåé èëè íåóáûâàþùåé, åñëè
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∀n ∈ N ↪→ an ≤ an+1;

{an} � íåñòðîãî óáûâàþùàÿ èëè íåâîçðàñòàþùàÿ, åñëè

∀n ∈ N ↪→ an ≥ an+1;

åñëè â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà çàìåíèòü íà ñòðî-
ãèå, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è ñòðîãî óáûâà-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;
{an} � ìîíîòîííàÿ, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé

èëè íåñòðîãî óáûâàþùåé.

Òåîpåìà 1. (Âåéåðøòðàññ.) 1) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
íåñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an = sup{an}.

2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåñòðîãî óáûâàåò, òî ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

an = inf{an}.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåñòðîãî

âîçðàñòàåò. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Â ñèëó òåîðåìû 1 � 2 ñóùåñòâóåò a =
= sup{an} ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
an = a. Â ñèëó âòîðîãî ïóíêòà

îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà ∀ε > 0 ∃N : aN > a− ε. Îòñþäà â ñèëó âîç-
ðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} èìååì ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→
↪→ an ≥ aN > a− ε. Â ñèëó ïåðâîãî ïóíêòà îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìó-
ìà ∀n ∈ N ↪→ an ≤ a. Ïîýòîìó ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈ Uε(a),
ò. å. lim

n→∞
an = a.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà ∀ε > 0 ∃N : aN > 1

ε . Îòñþäà â ñèëó âîç-
ðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} èìååì ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→
an ≥ aN > 1

ε , ò. å. an ∈ Uε(+∞), à çíà÷èò, lim
n→∞

an = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êî-
íå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë. Åñëè {an} � âîçðàñòàþùàÿ è îãðà-
íè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè óáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åí-
íàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïðåäåë {an} êîíå÷åí.

� 7. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè è ÷èñëî e

Îïpåäåëåíèå. Åñëè x ∈ R, n ∈ N, òî xn = x · ... · x︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.
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Ëåììà 1. ∀x ≥ −1, ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:
(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî
Áåðíóëëè ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü îíî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k. Òîãäà
(1 + x)k+1 = (1 + x)k · (1 + x) ≥ (1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x +
+ kx2 ≥ 1 + (k + 1)x, ò. å. íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè ñïðàâåäëèâî ïðè
n = k + 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü a > 1. Òîãäà lim
n→∞

an = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = a − 1. Òîãäà an = (1 + x)n ≥
≥ 1 + nx → +∞ ïðè n → ∞, ÷òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
â íåðàâåíñòâàõ (òåîðåìà 4 � 5) äàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîpåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(
1 + 1

n

)n+1
ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∀n ∈ N xn ≥ 1, ò. å. {xn} �
îãðàíè÷åíà ñíèçó. Òàê êàê

xn−1

xn
=

(
n

n− 1

)n (
n

n+ 1

)n+1

=

(
n2

n2 − 1

)n+1
n− 1

n
=

=

(
1 +

1

n2 − 1

)n+1
n− 1

n
≥
(
1 +

1

n− 1

)
n− 1

n
= 1,

òî {xn} óáûâàåò. Â ñèëó òåîðåìû î ñõîäèìîñòè îãðàíè÷åííîé ñíèçó
óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñõîäèòñÿ.

Îïpåäåëåíèå. e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n+1
.

Ïpèìåp. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî: e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðåäåëîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ àðèôìåòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè, ïîëó÷àåì

(
1 + 1

n

)n
=

=
(
1 + 1

n

)n+1 /(
1 + 1

n

)
→ e ïðè n→∞.

� 8. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âëîæåííûõ îòðåçêîâ, åñëè

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ∀n ∈ N. (1)
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bnan bn+1
an+1

Òåîpåìà 1. (Ïðèíöèï Êàíòîðà.) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-
íûõ îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {[an, bn]} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-
æåííûõ îòðåçêîâ. Èç âêëþ÷åíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî

∀n ∈ N ↪→ an ≤ an+1 < bn+1 ≤ bn. (2)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ [an, bn]: A =
= {a1, a2, . . .} è ìíîæåñòâî ïðàâûõ êîíöîâ ýòèõ îòðåçêîâ: B =
= {b1, b2, . . .}. Ïîêàæåì, ÷òî

∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ b. (3)

Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B. Òîãäà ∃k ∈ N : a = ak è ∃m ∈ N : b = bm. Èç
(2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k ≤ m ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ak ≤ am < bm,
à ïðè k > m � íåðàâåíñòâà ak < bk ≤ bm. Â ëþáîì ñëó÷àå èìååì ak ≤
≤ bm, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3). Â ñèëó àêñèîìû íåïðåðûâ-
íîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∃c ∈ R : ∀a ∈ A ∀b ∈ B ↪→ a ≤ c ≤ b.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n ∈ N ↪→ c ∈ [an, bn], ò. å. c � îáùàÿ òî÷êà îòðåçêîâ
[an, bn].

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè çàìåíèòü
äâóìÿ àêñèîìàìè: ïðèíöèïîì Êàíòîðà è ïðèíöèïîì Àðõèìåäà, òî
ïîëó÷èòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ
{[an, bn]} íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñëè bn − an → 0 ïðè n→∞.

Òåîpåìà 2. Ñòÿãèâàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îò-
ðåçêîâ èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 îáùàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Ïóñòü
x, y � îáùèå òî÷êè ñòÿãèâàþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ
îòðåçêîâ {[an, bn]}. Òàê êàê |y − x| ≤ bn − an → 0 ïðè n → ∞, òî
ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ |y − x| ≤ 0, ò. å.
|y − x| = 0, y = x.
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� 9. ×àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}: ∀k ∈
∈ N ↪→ bk = ank

.

Ïpèìåp. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {a2k}, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ {an} ñ ÷åòíûìè íîìå-
ðàìè, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî k ∈ N îïðåäåëèì nk = 2k. Òîãäà {nk} �
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ∀k ∈
∈ N ↪→ a2k = ank

.

Îïpåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} ÿâëÿåòñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an} è ∃ lim

k→∞
bk = A ∈ R, òî A íàçûâàåòñÿ ÷à-

ñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

an

n

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ïpèìåp. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, ãäå an = (−1)n.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bk} = {a2k} è {ck} = {a2k−1} ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {an}. Òàê êàê bk = 1, ck = −1 ∀k ∈ N, òî
lim
k→∞

bk = 1, lim
k→∞

ck = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà 1 è −1 ÿâëÿþòñÿ
÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè {an}.

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà.) Äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {an} è ëþáîãî A ∈ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:
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(1) A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an};
(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 â Uε(A) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî

íàáîðà ýëåìåíòîâ {an};
(3) ∀ε > 0 ∀N ∃n ≥ N : an ∈ Uε(A).
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðå-

äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ank

} òàêàÿ, ÷òî A = lim
k→∞

ank
, ò. å.

∀ε > 0 ∃Kε : ∀k ≥ Kε ↪→ ank
∈ Uε(A).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 â Uε(A) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íî-
ãî íàáîðà ýëåìåíòîâ {an}.

(2)⇒ (3). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ε > 0, N ∈ N. Òàê êàê âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (2), òî â Uε(A) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî
íàáîðà ýëåìåíòîâ {an}, ñðåäè êîòîðûõ íàéäåòñÿ ýëåìåíò ñ íîìåðîì
n ≥ N . Èíà÷å â Uε(A) áóäóò ñîäåðæàòüñÿ ëèøü ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè
n < N , à òàêèõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíå-
íî óñëîâèå (3).

(3)⇒ (1). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3):

∀ε > 0 ∀N ∃n = n(ε,N) ≥ N : an ∈ Uε(A).

Ïîñòðîèì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} ⊂ N òà-
êóþ, ÷òî A = lim

k→∞
ank

. Îïðåäåëèì n1 = n(1, 1). Ïóñòü íà íåêîòîðîì

øàãå k − 1 ∈ N îïðåäåëåíî çíà÷åíèå nk−1 ∈ N. Îïðåäåëèì

nk = n

(
1

k
, 1 + nk−1

)
,

ò. å. nk = n(ε,N), ãäå ε = 1
k , N = 1 + nk−1. Òîãäà nk ≥ 1 + nk−1 >

> nk−1 è ank
∈ U1/k(A). Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} ⊂ N òàêàÿ, ÷òî ∀k ≥ 2 ↪→ nk > nk−1 è
∀k ∈ N ↪→ ank

∈ U1/k(A). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} ñòðîãî
âîçðàñòàåò è A = lim

k→∞
ank

. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1).

Òåîpåìà 2. (Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà.) Îãðàíè÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí êîíå÷íûé ÷àñòè÷íûé ïðå-
äåë.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà,
ò. å. ∃a0, b0 : ∀n ∈ N xn ∈ [a0, b0]. Îïðåäåëèì c0 = (a0 + b0)/2. Åñëè
â îòðåçêå [a0, c0] ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷ëåíîâ
{xn}, òî îïðåäåëèì [a1, b1] = [a0, c0]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â îòðåçêå
[c0, b0] ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷ëåíîâ {xn}, òîãäà
îïðåäåëèì [a1, b1] = [c0, b0].

Ïóñòü îïðåäåëåí îòðåçîê [ak, bk], â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ çíà÷å-
íèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà-
÷èì ck = (ak+bk)/2. Åñëè â îòðåçêå [ak, ck] ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñ-
êîíå÷íîãî íàáîðà ÷ëåíîâ {xn}, òî îïðåäåëèì [ak+1, bk+1] = [ak, ck].
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëèì [ak+1, bk+1] = [ck, bk]. Òàê êàê ýòîò
ïðîöåññ íå ìîæåò îáîðâàòüñÿ, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-
æåííûõ îòðåçêîâ, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Êàíòîðà èìååò îáùóþ òî÷êó
x ∈

∩
k∈N

[ak, bk].

Ïîñêîëüêó bk − ak = b0−a0

2k
→ 0 ïðè k → ∞, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàéäåòñÿ k ∈ N: bk − ak < ε. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ x ∈ [ak, bk]
ïîëó÷àåì, ÷òî [ak, bk] ⊂ Uε(x). Èòàê, ∀ε > 0 ∃k : [ak, bk] ⊂ Uε(x).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 â Uε(x) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ áåñ-
êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ {xn}. Â ñèëó òåîðåìû 1 ÷èñëî x ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {xn}.

Ëåììà 1. Åñëè {xn} íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, òî −∞ ÿâëÿåòñÿ åå ÷à-
ñòè÷íûì ïðåäåëîì; åñëè {xn} íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî +∞ ÿâëÿåòñÿ
åå ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì (ïðè ýòîì ìîãóò áûòü è äðóãèå ÷àñòè÷íûå
ïðåäåëû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî N ∈ N ìíîæåñòâî {xn : n ≥ N} íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïî-
ýòîìó ∀ε > 0 ∀N ∃n ≥ N : xn > 1

ε , ò. å. xn ∈ Uε(+∞). Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî +∞ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {xn}.
Ñëó÷àé, êîãäà {xn} íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

Òåîpåìà 3. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà.)
Ëþáàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-
íûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû 2 è ëåììû 1.

Òåîpåìà 4. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è ëþáîãî A ∈
∈ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) lim
n→∞

an = A;
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(2) A ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {an}.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü {ank

} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Óñëîâèå (1) îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈ Uε(A).

Òàê êàê {nk} � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, òî ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ∀k ∈ N ↪→ nk ≥ k. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè k ≥ N ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà nk ≥ k ≥ N . Ïîýòîìó

∀ε > 0 ∃N : ∀k ≥ N ↪→ ank
∈ Uε(A).

Èòàê, èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ank

} ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå A = lim
k→∞

ank
. Ïîýòîìó A ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {an}.
(2) ⇒ (1). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: óñëîâèå (2) âûïîëíåíî, à

óñëîâèå (1) íå âûïîëíåíî, ò. å. ñóùåñòâóåò ε > 0:

∀N ∃n ≥ N : an ̸∈ Uε(A). (1)

Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank
} òàêóþ, ÷òî

∀k ↪→ ank
̸∈ Uε(A). (2)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà n1 ∈ N òàêîãî, ÷òî
an1
̸∈ Uε(A). Ïóñòü íà íåêîòîðîì øàãå k − 1 ∈ N îïðåäåëåíî çíà÷å-

íèå nk−1 ∈ N. Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî nk ≥ 1 + nk−1 òàêîå, ÷òî ank

̸∈ Uε(A). Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñòðîåíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank

}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøå-
íèþ (2). Â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {ank

} èìååò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë B ∈ R. Ïðè ýòîì
â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2) B ̸= A. Ïîñêîëüêó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank

} ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {an}, òî B ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì {an}, îò-
ëè÷íûì îò A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2).

Îïðåäåëèì òî÷íûå ãðàíè ïîäìíîæåñòâà ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé R.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî L ⊂ R è ýëåìåíòû m ∈
∈ R, M ∈ R. Òîãäà
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m = inf L
îïð.⇐⇒

{
∀x ∈ L ↪→ m ≤ x,
∀m′ ∈ R : m′ > m ∃x ∈ L : m′ > x.

M = supL
îïð.⇐⇒

{
∀x ∈ L ↪→ M ≥ x,
∀M ′ ∈ R :M ′ < M ∃x ∈ L : M ′ < x.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü L ⊂ R � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ è áåñ-
êîíå÷íûõ (ñî çíàêîì) ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.
Òîãäà íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íà-
çûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

lim
n→∞

xn = inf L, lim
n→∞

xn = supL.

Ëåììà 2. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ åå ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ⊂ R � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ
ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà÷èìM = lim

n→∞
xn. Çàôèê-

ñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ñóùå-
ñòâóåò x ∈ L, x ∈ Uε(M). Âûáåðåì ÷èñëî ε′ > 0 òàê, ÷òî Uε′(x) ⊂
⊂ Uε(M). Â ñëó÷àå M ∈ R ìîæíî âçÿòü ε′ = ε − |M − x|. Â ñëó÷àå
M = +∞, x ∈ R ìîæíî âçÿòü ε′ = x − 1

ε . Â ñëó÷àå x = M = +∞
ìîæíî âçÿòü ε′ = ε. Òàê êàê x ∈ L, òî ïî êðèòåðèþ ÷àñòè÷íîãî ïðå-
äåëà Uε′(x) ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ {xn}.
Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ Uε′(x) ⊂ Uε(M) ïîëó÷àåì, ÷òî Uε(M) ñîäåð-
æèò çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ {xn}. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ
êðèòåðèé ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà ïîëó÷àåì, ÷òî M � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë
{xn}. Àíàëîãè÷íî, lim

n→∞
xn � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë {xn}.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = A ∈ R, òî

∃ lim
n→∞

xn = A.

� 10. Êðèòåðèé Êîøè

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} �
ôóíäàìåíòàëüíà èëè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè, åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀m ≥ N ↪→ |xn − xm| < ε.
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Ëåììà 1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó x. Òîãäà

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |xn − x| < ε/2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀m ≥ N ↪→

|xn−xm| ≤ |xn−x|+ |xm−x| < ε/2+ε/2 = ε.

Ëåììà 2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëüíà. Âîçüìåì ε =

= 1, òîãäà ∃N : ∀n ≥ N ∀m ≥ N ↪→ |xn − xm| < ε, ñëåäîâàòåëüíî,
∀n ≥ N ↪→ |xN−xn| < 1. ÎïðåäåëèìM = max{|x1|, ..., |xN−1|, |xN |+
+ 1}. Òîãäà ∀n ∈ N ↪→ |xn| ≤M .

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé Êîøè.)
{xn} � ñõîäèòñÿ ⇐⇒ {xn} � ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {xn} ñõîäèòñÿ, òî ïî ëåììå 1 îíà ôóíäà-
ìåíòàëüíà. Ïóñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî ëåììå 2 {xn} � îãðàíè-
÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâó-
åò x ∈ R � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë {xn}. Äîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
xn = x.

Ïóñòü çàäàíî ëþáîå ε > 0. Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè {xn} ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà N òàêîãî, ÷òî

∀n ≥ N ∀m ≥ N ↪→ |xn − xm| < ε/2.

Â ñèëó êðèòåðèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà (òåîðåìû 1 � 9) íàéäåòñÿ íîìåð
m ≥ N òàêîé, ÷òî |x− xm| < ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀n ≥ N ↪→ |xn − x| ≤ |xn − xm|+ |xm − x| < ε/2 + ε/2 = ε.

Èòàê,
∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |xn − x| < ε.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê x.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè çàìåíèòü
äâóìÿ àêñèîìàìè: êðèòåðèåì Êîøè è ïðèíöèïîì Àðõèìåäà, òî ïî-
ëó÷èòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë.
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Ïpèìåp. Êàê ñâÿçàíû äâà óñëîâèÿ:
à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ;
á) ∀ε > 0 ∃x ∈ R ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |xn − x| < ε?
Ðåøåíèå. Ðàñïèøåì óñëîâèå (à):

(a) ⇔ ∃x ∈ R : lim
n→∞

xn = x ⇔

⇔ ∃x ∈ R : ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ |xn − x| < ε.

Òàê êàê ∃x ∈ R : ∀ε > 0 . . . ⇒ ∀ε > 0 ∃x ∈ R . . ., òî èç
óñëîâèÿ (à) ñëåäóåò óñëîâèå (á).

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ (á) íå ñëåäóåò óñëîâèå
(à). Îäíàêî ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (á) ⇒
⇒ (à).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (á). Òîãäà

∀ε > 0 ∃x ∈ R ∃N : ∀n ≥ N ∀m ≥ N ↪→

↪→ |xn − xm| ≤ |xn − x|+ |xm − x| < 2ε.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó êðèòå-
ðèÿ Êîøè {xn} ñõîäèòñÿ, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (a).

� 11. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ÷èñëîâûå
ìíîæåñòâà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X ⊂ R. Òî÷êà x ∈ R
íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè

∃ε > 0 : Uε(x) ⊂ X.

Âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî intX, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà X.

Òàê êàê x ∈ Uε(x) äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî intX ⊂ X äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà X.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå
åãî òî÷êè âíóòðåííèå, ò. å. X ⊂ intX.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå intX ⊂
⊂ X, òî ðàâåíñòâî X = intX âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî X îòêðûòî.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà a, b ∈ R, a < b. Ìíîæåñòâà (a, b),
(−∞, b), (a,+∞), (−∞,+∞) � îòêðûòû, à ìíîæåñòâà [a, b], (a, b],
[a, b), (−∞, b], [a,+∞) íå ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåðâàë (a, b) ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì ìíîæåñòâîì. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈
∈ (a, b) � âíóòðåíÿÿ, ò. å. ∀x ∈ (a, b) ∃ε > 0 : Uε(x) ⊂ (a, b). Äàí-
íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ: ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ε = min{x−a, b−
− x}.

Îòêðûòîñòü ìíîæåñòâ (−∞, b), (a,+∞), (−∞,+∞) äîêàçàòü ñà-
ìîñòîÿòåëüíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëóèíòåðâàë (a, b] íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà b ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå
(a, b], íî íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà, òàê êàê íå
ñóùåñòâóåò ÷èñëà ε > 0 òàêîãî, ÷òî Uε(b) ⊂ (a, b].

Ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà [a, b], [a, b), (−∞, b],
[a,+∞) òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè.

Çàäà÷à 1. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X ⊂ Y , òî intX ⊂ intY .
á) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
â) Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

îòêðûòî.
ã) Ïðèâåñòè ïðèìåð íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå êî-

òîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X ⊂ R. Òî÷êà x ∈ R
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X, åñëè

∀ε > 0 ↪→ Uε(x)
∩
X ̸= ∅.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X.

Òàê êàê x ∈ Uε(x) äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî X ⊂ X äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà X.
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Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ëþ-
áàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ X ñîäåðæèòñÿ â X, ò. å. X ⊂ X.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå X ⊂
⊂ X, òî ðàâåíñòâî X = X âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî X çàìêíóòî.

Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà a, b ∈ R, a < b. Ìíîæåñòâà [a, b],
(−∞, b], [a,+∞), (−∞,+∞) � çàìêíóòû, à ìíîæåñòâà (a, b), (a, b],
[a, b), (−∞, b), (a,+∞) íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îòðåçîê [a, b] ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì, ò. å. [a, b] ⊂ [a, b]. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà x ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî x ̸∈ [a, b]. Òàê êàê x ̸∈ [a, b], òî ëèáî
x < a, ëèáî x > b. Â òîì è äðóãîì ñëó÷àå ∃ε > 0 : Uε(x)

∩
X =

= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ x ∈ [a, b]. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò çàìêíóòîñòü îòðåçêà [a, b].

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ (−∞, b], [a,+∞), (−∞,+∞) äîêàçàòü ñà-
ìîñòîÿòåëüíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëóèíòåðâàë (a, b] íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíî-
æåñòâîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà a íå ñîäåðæèòñÿ âî ìíî-
æåñòâå (a, b], íî ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè ýòîãî ìíîæåñòâà, òàê êàê
∀ε > 0 ↪→ Uε(a)

∩
(a, b] ̸= ∅.

Ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà (a, b), [a, b), (−∞, b),
(a,+∞) òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Çàäà÷à 2. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X ⊂ Y , òî X ⊂ Y .
á) Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
â) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

� çàìêíóòî.
ã) Ïðèâåñòè ïðèìåð íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå

êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Çàäà÷à 3. Íàéòè çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ:
à) { 1n : n ∈ N},
á) Q (ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî X � îòêðûòî ⇐⇒ R\X � çàìêíóòî.

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.)

37



x ∈ X ⇐⇒ ∃{xn} ⊂ X : x = lim
n→∞

xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè x = lim
n→∞

xn, {xn} ⊂ X, òî ∀ε >

> 0 ∃xn ∈ Uε(x). Ïîñêîëüêó xn ∈ X
∩
Uε(x), òî X

∩
Uε(x) ̸= ∅, ñëå-

äîâàòåëüíî, x ∈ X.
2) Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà ∀ε > 0 ↪→ X

∩
Uε(x) ̸= ∅. Ïîëîæèì εn =

= 1
n . Ïîëó÷èì ∀n ∈ N ↪→ X

∩
Uεn(x) ̸= ∅, ò. å. ∃xn ∈ X

∩
Uεn(x).

Òàê êàê 0 ≤ |xn − x| < εn → 0 ïðè n→∞, òî â ñèëó òåîðåìû î òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ lim

n→∞
|xn − x| = 0, ò. å. x = lim

n→∞
xn.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè
èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ X.

Òåîpåìà 2. (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè.) Ìíîæåñòâî X ⊂ R ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X îãðàíè÷åíî è çàìêíó-
òî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî è çàìêíó-
òî, {xn} ⊂ X. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, òî ïî
òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnk
→ x ∈ R. Òàê êàê {xnk

} ⊂ X, òî ïî òåîðåìå 1 èìååì x ∈ X = X.
Ñëåäîâàòåëüíî, X � êîìïàêò.

2) Ïóñòü X � êîìïàêò. Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî äîêàæåì, ÷òî ìíî-
æåñòâî X îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà ëèáî X
íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó, ëèáî X íåîãðàíè÷åíî ñíèçó. Ïóñòü äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè X íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà ∀n ∃xn ∈ X : xn > n,
ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
xn = +∞. Ïî òåîðåìå 4 � 9 ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ñëåäîâàòåëü-
íî, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íåëüçÿ âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè X. Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X íåçàìêíóòî, ò. å. ∃y ∈ X,
y ̸∈ X. Ïî òåîðåìå 1 ∃{yn} ⊂ X: lim

n→∞
yn = y. Â ñèëó òåîðåìû 4 �

9 ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} ñõîäèòñÿ ê
y ̸∈ X, ò. å. èç {yn} íåëüçÿ âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè X. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî.
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Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ R îãðàíè÷åíî
ñâåðõó, òî supX ∈ X.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X ⊂ R � êîìïàêò, òî ñóùåñòâóþò
minX è maxX.

� 12. Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè,
åñëè ∃ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f : X −→ Y .

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî
à) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R: a < b èíòåðâàë (a, b) ðàâíîìîùåí

èíòåðâàëó (0, 1);
á) ìíîæåñòâà (0, 1) è R ðàâíîìîùíû;
â) ìíîæåñòâà (0, 1) è (0, 1] ðàâíîìîùíû.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó N, íàçûâà-
åòñÿ ñ÷åòíûì.

Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñ÷åòíûì, íàçûâàåòñÿ
íåñ÷åòíûì.

Òåîpåìà 1. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåñòèì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà m
n â áåñ-

êîíå÷íóþ òàáëèöó, n-ÿ ñòðî÷êà êîòîðîé èìååò âèä

0

n

1

n

−1
n

2

n

−2
n

· · · k
n

−k
n

· · ·

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî â äàííîé òàáëèöå
ïðèñóòñòâóþò âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
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n�m 0 1 −1 2 · · ·

1 0
1 → 1

1
−1
1 → 2

1 · · ·

↓ ↑ ↓

2 0
2 ← 1

2
−1
2

2
2 · · ·

↓ ↑ ↓

3 0
3 → 1

3 → −1
3

2
3 · · ·

↓
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Áóäåì äâèãàòüñÿ ïî òàáëèöå â íàïðàâëåíèè ñòðåëîê è ïîñëåäîâà-
òåëüíî íóìåðîâàòü ýëåìåíòû òàáëèöû, ïðîïóñêàÿ ñîêðàòèìûå äðî-
áè. Ñîêðàòèìûå äðîáè ìû ïðîïóñêàåì äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäîå ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî áûëî çàíóìåðîâàíî îäèí ðàç.

ýë. òàáë. 0
1

1
1

1
2

0
2

0
3

1
3

−1
3

−1
2

−1
1

2
1

2
2

· · ·
íîìåð 1 2 3 � � 4 5 6 7 8 � · · ·

Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ýëåìåíòàìè òàáëèöû (ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè) è èõ íîìå-
ðàìè (íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè), ò. å. ìåæäó ìíîæåñòâàìè N è Q.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R ñîäåðæèò íåêîòîðûé îòðå-
çîê [a, b]. Òîãäà X íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò áåñêîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî

{
a+ b−a

n : n ∈ N
}
, òî X áåñêîíå÷íî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî X ñ÷åòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè N è X, ñëåäîâàòåëüíî, ∀n ∈ N ∃xn ∈ X
è

∀x ∈ X ∃n ∈ N : x = xn. (1)

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Îïðåäåëèì
[a0, b0] = [a, b]. Åñëè ïîñòðîåí îòðåçîê [an−1, bn−1], òî îòðåçîê [an, bn]
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îïðåäåëèì òàê, ÷òîáû [an, bn] ⊂ [an−1, bn−1] è xn ̸∈ [an, bn] (ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî òàêîé îòðåçîê ñóùåñòâóåò). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà î âëîæåí-
íûõ îòðåçêàõ, ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà x îòðåçêîâ [an, bn]. Ïîñêîëü-
êó ∀n ∈ N ↪→ xn ̸∈ [an, bn] è x ∈ [an, bn], òî ∀n ∈ N ↪→ x ̸= xn. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1).
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Ãëàâà 2

ÏÐÅÄÅË È ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÈ

� 1. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî δ > 0. Ïðîêîëîòîé δ-

îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
o

U δ(x) =
= Uδ(x) \ {x}.

Â ÷àñòíîñòè,
o

Uδ(±∞) = Uδ(±∞), è äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

o

U δ(x0) = (x0 − δ, x0)
∪

(x0, x0 + δ) = {x ∈ R : 0 < |x− x0| < δ}.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f :

X → R è çàäàíû A ∈ R, x0 ∈ R, ïðè÷åì ∃δ0 > 0 :
o

Uδ0(x0) ⊂ X.
Òîãäà ïèøóò

A = lim
x→x0

f(x) èëè f(x)→ A ïðè x→ x0,

åñëè

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∈ (0, δ0] : ∀x ∈
o

U δ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A). (1)

A

A+ ε′

A− ε′

A+ ε

A− ε
x

f(x)

x0

x0 − δ(ε′)

x0 − δ(ε)

x0 + δ(ε′)

x0 + δ(ε)
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Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå δ ∈ (0, δ0] â ôîðìóëå (1) îáåñïå÷èâàåò òî,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
o

Uδ(x0) çíà÷åíèå f(x) îïðåäåëåíî. Åñëè Df = R,
òî âìåñòî δ ∈ (0, δ0] â ôîðìóëå (1) ìîæíî ïèñàòü δ > 0.

Çàìå÷àíèå. Òî, êàê îïðåäåëåíà (è îïðåäåëåíà ëè âîîáùå) ôóíê-
öèÿ f â òî÷êå x0 íå âëèÿåò íà lim

x→x0

f(x).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A ∈ R, x0 ∈ R, à ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî

1) lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒
⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : (0 < |x− x0| < δ) ↪→ (|f(x)−A| < ε);

2) lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇐⇒

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : (0 < |x− x0| < δ) ↪→ (f(x) > 1
ε );

3) lim
x→−∞

f(x) = +∞ ⇐⇒

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : (x < − 1
δ ) ↪→ (f(x) > 1

ε ).
Îïðåäåëåíèå â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðàñïèñàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Ãåéíå â òî÷êå x0 ∈ R, åñëè

1) lim
n→∞

xn = x0 è

2) xn ̸= x0 ∀n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f :

X → R è çàäàíû ýëåìåíòû A ∈ R, x0 ∈ R, ïðè÷åì ∃δ0 > 0 :
o

Uδ0(x0) ⊂
X. Òîãäà ïèøóò: A = lim

x→x0

f(x), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ãåéíå {xn} ⊂ X ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)} ñóùåñòâóåò è
ðàâåí A.

Òåîpåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâà-
ëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → R, ïóñòü
x0, A ∈ R è

o

U δ0(x0) ⊂ X.
1) Ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè ñëåäóåò îïðå-

äåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå. Ïóñòü A = lim
x→x0

f(x) ïî Êîøè, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A). (2)
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Ïóñòü {xn} ⊂ X � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå â òî÷êå
x0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà è â ñèëó óñëîâèÿ xn ̸= x0 èìååì

∀δ > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ xn ∈
o

U δ(x0). (3)

Ïðèìåíèì (3) ê δ èç (2), òîãäà

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ f(xn) ∈ Uε(A),

ò. å. lim
n→∞

f(xn) = A. Çíà÷èò, A = lim
x→x0

f(x) ïî Ãåéíå.

2) Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
ïî Ãåéíå ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A = lim

x→x0

f(x) ïî Ãåéíå, íî íå ïî Êîøè.

Òîãäà

∃ε > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0] ∃x ∈
o

Uδ(x0) : f(x) ̸∈ Uε(A).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∃ε > 0 : ∀n ∈ N ∃xn ∈
o

Uδ0/n(x0) : f(xn) ̸∈ Uε(A).

Èç óñëîâèÿ ∀n ∈ N ↪→ xn ∈
o

Uδ0/n(x0) ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

xn = x0 è

xn ̸= x0 ∀n ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ãåéíå {xn} ⊂ X òàêóþ, ÷òî f(xn) ̸→ A ïðè n → ∞ � ïðîòèâîðå÷èå.

� 2. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé

Òåîpåìà 1. Åñëè lim
x→x0

f(x) = A ∈ R, òî ∃ lim
x→x0

|f(x)| = |A|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå â òî÷-

êå x0 ∈ R, òîãäà lim
n→∞

f(xn) = A. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 � 4 ãëàâû 1 èìå-

åì lim
n→∞

|f(xn)| = |A|. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì Ãåéíå, ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîpåìà 2. Åñëè lim
x→x0

f(x) = A ∈ R, lim
x→x0

g(x) = B ∈ R, òî
1) ∃ lim

x→x0

(f(x) + g(x)) = A+B,

2) ∃ lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = A ·B,
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3) åñëè äîïîëíèòåëüíî B ̸= 0, òî ôóíêöèÿ f(x)/g(x) îïðåäåëåíà

â íåêîòîðîé
o

Uδ0(x0) è ∃ lim
x→x0

(f(x)/g(x)) = A/B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1, 2 ñëåäóþò èç òåîðåì î ïðåäåëå
ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé è îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå.

Äîêàæåì ïóíêò 3. Òàê êàê lim
x→x0

g(x) = B ̸= 0, òî ïî òåîðåìå 1

èìååì lim
x→x0

|g(x)| = |B| > 0. Âîçüìåì ε = |B|, òîãäà ∃δ0 > 0 : ∀x ∈

∈
o

Uδ0(x0) ↪→ |g(x)| ∈ Uε(|B|) = (0, 2|B|). Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈
∈

o

U δ0(x0) ↪→ g(x) ̸= 0 è ôóíêöèÿ f(x)/g(x) îïðåäåëåíà â
o

U δ0(x0).
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì Ãåéíå, èç òåîðåìû î ïðåäåëå ÷àñòíîãî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîpåìà 3. (Î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ.) Åñëè

lim
x→x0

f(x) = A ∈ R, lim
x→x0

g(x) = B ∈ R è ∃δ > 0 : ∀x ∈
o

U δ(x0) ↪→
↪→ f(x) ≤ g(x), òî A ≤ B.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû î ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è îïðå-
äåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå.

Òåîpåìà 4. (Î òðåõ ôóíêöèÿõ.) Åñëè lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) =

= A ∈ R è ∃δ > 0 : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), òî
∃ lim

x→x0

g(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû î òðåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ è îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå.

Ëåììà 1. (Î ñîõðàíåíèè çíàêà.) Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = A ∈ R, A ̸=
̸= 0. Òîãäà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 çíà÷åíèå
f(x) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è çíàê ÷èñëà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè A > 0. Ïîëîæèì
ε = A. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈
o

U δ(x0) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(x) ∈ Uε(A) =

= (0, 2A), à çíà÷èò, f(x) > 0 ïðè x ∈
o

Uδ(x0).

45



� 3. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà
ôóíêöèè

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → R. Ïóñòü x0 ∈ R è

∀ ïîñë. Ãåéíå {xn} ⊂ X â òî÷êå x0 ∃A ∈ R : lim
n→∞

f(xn) = A.

Òîãäà ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå:

∃A ∈ R : ∀ ïîñë. Ãåéíå {xn} ⊂ X â òî÷êå x0 ↪→ A = lim
n→∞

f(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Ãåéíå â òî÷êå x0: {xn} è {yn}, ò. å. lim

n→∞
xn = x0,

lim
n→∞

yn = x0 è ∀n ∈ N ↪→ xn ̸= x0, yn ̸= x0. Ñîñòàâèì èç íèõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}:

zk =

{
xn, k = 2n− 1,
yn, k = 2n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Ãåéíå, òàê êàê lim

k→∞
zk = x0, ∀k ∈ N ↪→ zk ̸= x0. Ïîýòîìó, â ñèëó

óñëîâèÿ ëåììû, ∃ lim
k→∞

f(zk). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)} è
{f(yn)} ÿâëÿþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {f(zk)}, òî lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
f(yn).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
o

Uδ0(x0). Óñëîâèå Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå x0
ñîñòîèò â òîì, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x1, x2 ∈
o

U δ(x0) ↪→ |f(x1)− f(x2)| < ε. (1)

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé Êîøè.) ∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R ⇐⇒ âûïîë-

íåíî óñëîâèå Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ∃ lim

x→x0

f(x) = A ∈ R, òîãäà

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ |f(x)−A| < ε/2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x1, x2 ∈
o

U δ(x0) ↪→ |f(x1) −
− f(x2)| ≤ |f(x1) − A| + |f(x2) − A| < ε/2 + ε/2 = ε, ò. å. âûïîë-
íåíî óñëîâèå Êîøè (1).

2) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè (1). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå â òî÷êå x0: xn → x0, xn ̸= x0, òîãäà

∀δ ∈ (0, δ0] ∃N : ∀n ≥ N ↪→ xn ∈
o

U δ(x0). (2)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2) äëÿ δ èç (1), ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀k ≥ N ↪→ |f(xn)− f(xk)| < ε,

ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {f(xn)}. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâóåò lim

n→∞
f(xn) = A ∈ R.

Èòàê, ∀ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå {xn} â òî÷êå x0 ∃A =
= lim

n→∞
f(xn) ∈ R, òîãäà ïî ëåììå 1

∃A ∈ R : ∀ ïîñë. Ãåéíå {xn} ⊂ X â òî÷êå x0 ↪→ A = lim
n→∞

f(xn).

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå, ïîëó÷àåì
∃ lim

x→x0

f(x) = A ∈ R.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü

∀ε > 0 ∃A ∈ R ∃δ > 0 : ∀x ∈ R : 0 < |x− x0| < δ ↪→ |f(x)−A| < ε.

Âåðíî ëè, ÷òî ∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : (0,+∞) → R. Âåðíî ëè,
÷òî ∃ lim

x→+∞
f(x) ∈ R, åñëè

a) ∀ε > 0 ∀d > 0 ∃x0 > 0 : ∀x > x0 ↪→ |f(x+ d)− f(x)| < ε;
á) ∀ε > 0 ∃x0 > 0 : ∀d > 0 ↪→ |f(x0 + d)− f(x0)| < ε.

Ðàññìîòðåòü äàííûé âîïðîñ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç óñëîâèé (a) è
(á).
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� 4. Ïðåäåë ïî ìíîæåñòâó

Îïpåäåëåíèå. Ýëåìåíò x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè ñóùåñòâóåò {xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ãåéíå â òî÷êå x0.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé

ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè x0 ∈ X è ∃δ > 0 :
o

U δ(x0) ∩X = ∅.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R è ëþáîé òî÷êè x0 ∈ R

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X;
(2) x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X (ñì. � 11 ãëà-

âû 1) è x0 íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò {xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå â
òî÷êå x0. Òàê êàê lim

n→∞
xn = x0, òî â ñèëó êðèòåðèÿ òî÷êè ïðèêîñíî-

âåíèÿ (òåîðåìà 1 � 11 ãëàâû 1) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå x0 ∈ X, ò. å.
x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X. Ïîñêîëüêó ∀δ >
> 0 ∃n : xn ∈

o

U δ(x0), òî ∀δ > 0
o

U δ(x0) ∩X ̸= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, x0
íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.

(2) ⇒ (1). Ïóñòü x0 � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X è x0
íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X. Ïîêàæåì, ÷òî x0
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x0 ̸∈ X. Òàê êàê x0 � òî÷êà ïðèêîñíî-
âåíèÿ ìíîæåñòâà X, òî â ñèëó òåîðåìû 1 � 11 ãëàâû 1 ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞
xn = x0. Òàê êàê x0 ̸∈ X

è xn ∈ X, òî xn ̸= x0 ∀n ∈ N. Ïîýòîìó {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ãåéíå â òî÷êå x0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
X.

Ïóñòü òåïåðü x0 ∈ X. Òàê êàê x0 íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà X, òî ∀δ > 0 ↪→
o

Uδ(x0) ∩X ̸= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî,
∀n ∈ N ↪→

o

U1/n(x0) ∩ X ̸= ∅. Ïîýòîìó ∀n ∈ N ∃xn ∈
o

U1/n(x0) ∩ X.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ãåéíå
â òî÷êå x0. Ïîýòîìó x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ýëåìåíò x0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà X ⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò A ∈ R ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f : X → R ïî ìíîæåñòâó X è ïèñàòü lim

x→x0
x∈X

f(x) =

= A, åñëè
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(îïðåäåëåíèå Êîøè):

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X ∩
o

U δ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A);
(îïðåäåëåíèå Ãåéíå):

∀{xn} ⊂ X � ïîñë. Ãåéíå â òî÷êå x0 ↪→ lim
n→∞

f(xn) = A.

Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé Êîøè è Ãåéíå äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è ðàíüøå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 � 1).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X1, X2 ⊂ R è ôóíêöèÿ f :
X1 ∪ X2 → R. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâ X1 è X2.
Äîêàçàòü, ÷òî

lim
x→x0

x∈X1∪X2

f(x) = A ⇔

(
lim
x→x0
x∈X1

f(x) = A è lim
x→x0
x∈X2

f(x) = A

)
.

Ïpèìåp. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Äèðèõëå:

f(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \Q.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x0 ∈ R
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâ Q è R \ Q è lim

x→x0
x∈Q

f(x) = 1,

lim
x→x0
x∈R\Q

f(x) = 0. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ R ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

íå ñóùåñòâóåò.

� 5. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå
(a, x0). Ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó (a, x0) íàçûâàþò
ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò lim

x→x0−0
f(x) èëè

f(x0 − 0).
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî ìíîæåñòâó, ïîëó÷àåì

f(x0 − 0) = A ∈ R îïð. Êîøè⇐⇒

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, x0 − a) : ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A).

f(x0 − 0) = A ∈ R îïð. Ãåéíå⇐⇒

⇐⇒ ∀{xn} ⊂ (a, x0) :
(
lim

n→∞
xn = x0

)
↪→

(
lim

n→∞
f(xn) = A

)
.
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Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå
(x0, b). Ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó (x0, b) íàçûâàþò
ïðåäåëîì ñïðàâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò lim

x→x0+0
f(x) èëè

f(x0 + 0).

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
o

U δ0(x0),
x0 ∈ R. Òîãäà

∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R ⇐⇒
(
∃f(x0 ± 0) ∈ R è f(x0 + 0) = f(x0 − 0)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïî Êîøè òîãî, ÷òî ∃f(x0+
+ 0) = f(x0 − 0) = A ∈ R:

∀ε > 0 ∃δ1 ∈ (0, δ0], δ2 ∈ (0, δ0] :
∀x ∈ (x0 − δ1, x0)

∪
(x0, x0 + δ2) ↪→ f(x) ∈ Uε(A).

(1)

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] :
∀x ∈ (x0 − δ, x0)

∪
(x0, x0 + δ) ↪→ f(x) ∈ Uε(A).

(2)

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò óñëîâèå (2), ãäå δ =
= min{δ1, δ2}. Èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò óñëîâèå (1), ãäå δ1 = δ2 =

= δ. Òàê êàê (x0 − δ, x0)
∪
(x0, x0 + δ) =

o

Uδ(x0), òî óñëîâèå (2) ýêâè-
âàëåíòíî óñëîâèþ A = lim

x→x0

f(x).

Îïpåäåëåíèå. Ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì, èíôèìóìîì, ñóïðå-
ìóìîì) ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì (ìàêñè-
ìóì, èíôèìóì, ñóïðåìóì) ìíîæåñòâà f(X): min

x∈X
f(x) = min f(X),

sup
x∈X

f(x) = sup f(X) è òàê äàëåå.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé èíôèìóìà è ñóïðåìóìà èìååì

m = inf
x∈X

f(x) ⇐⇒
{
∀x ∈ X ↪→ m ≤ f(x),
∀m′ > m ∃x ∈ X : m′ > f(x);

M = sup
x∈X

f(x) ⇐⇒
{
∀x ∈ X ↪→ M ≥ f(x),
∀M ′ < M ∃x ∈ X : M ′ < f(x).
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Çàìåòèì, ÷òî ýòî âåðíî íå òîëüêî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ, íî è â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé
íà ìíîæåñòâå X ⊂ R, åñëè

∀x1, x2 ∈ X : x1 < x2 ↪→ f(x1) ≤ f(x2).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî óáûâàþùåé íà ìíîæåñòâå X ⊂
⊂ R, åñëè

∀x1, x2 ∈ X : x1 < x2 ↪→ f(x1) ≥ f(x2).

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé èëè íåñòðîãî
óáûâàþùåé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà ìíîæåñòâå X ⊂
⊂ R, åñëè

∀x1, x2 ∈ X : x1 < x2 ↪→ f(x1) < f(x2).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé íà ìíîæåñòâå X ⊂ R,
åñëè

∀x1, x2 ∈ X : x1 < x2 ↪→ f(x1) > f(x2).

Òåîpåìà 1. 1) Åñëè ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, x0),
òî ∃f(x0 − 0) = sup

x∈(a,x0)

f(x).

2) Åñëè ôóíêöèÿ f íåñòðîãî óáûâàåò íà (a, x0), òî
∃f(x0 − 0) = inf

x∈(a,x0)
f(x).

3) Åñëè ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà (x0, b), òî
∃f(x0 + 0) = inf

x∈(x0,b)
f(x).

4) Åñëè ôóíêöèÿ f íåñòðîãî óáûâàåò íà (x0, b), òî
∃f(x0 + 0) = sup

x∈(x0,b)

f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà
(a, x0). Òàê êàê êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ñóïðåìóì ëþáîãî ìíî-
æåñòâà ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò sup

x∈(a,x0)

f(x) =M ∈ R
∪
{+∞}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà ñëåäóåò, ÷òî ∀x ∈ (a, x0) ↪→ f(x) ≤
≤M è, êðîìå òîãî, ∀M1 < M ∃x1 ∈ (a, x0) :M1 < f(x1). Îòñþäà è èç
âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ∀x ∈ (x1, x0) ↪→ M1 < f(x1) ≤
≤ f(x).
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Èòàê, ∀M1 < M ∃x1 ∈ (a, x0) : ∀x ∈ (x1, x0) ↪→ M1 < f(x) ≤ M .
Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0 ∃x1 ∈ (a, x0) : ∀x ∈ (x1, x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(M),
ò. å. ∀ε > 0 ∃δ = x0 − x1 > 0 : ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(M), à
çíà÷èò, M = f(x0 − 0). Äðóãèå ñëó÷àè ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî.

� 6. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïpåäåëåíèå. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òîãäà f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x0, åñëè lim

x→x0

f(x) = f(x0).

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà (a, x0]. Òîãäà f íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå x0, åñëè f(x0 − 0) = f(x0).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà [x0, b). Òîãäà f íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå x0, åñëè f(x0 + 0) = f(x0).

3) Ïóñòü f îïðåäåëåíà â
o

Uδ(x0). Òîãäà
à) åñëè ∃ lim

x→x0

f(x) ∈ R, íî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëåíà

ëèáî f(x0) ̸= lim
x→x0

f(x), òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî

ðàçpûâà;

f(x0)

lim
x→x0

f(x)

x

f(x)

x0

á) åñëè ∃f(x0 ± 0) ∈ R, íî f(x0 − 0) ̸= f(x0 + 0), òî x0 � òî÷êà
ðàçpûâà ïåðâîãî ðîäà;
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f(x0 − 0)

f(x0 + 0)

x

f(x)

x0

â) åñëè êàêîé-ëèáî èç ïðåäåëîâ f(x0− 0), f(x0+0) íå ñóùåñòâóåò
èëè áåñêîíå÷åí, òî x0 � òî÷êà ðàçpûâà âòîðîãî ðîäà.

sin(1/x)

x

1/x

x

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : [x0, x0 + δ0) → R, íåïðå-
ðûâíàÿ ñïðàâà â òî÷êå x0 è òàêàÿ, ÷òî

∀δ ∈ (0, δ0) ∃x1, x2 ∈ (x0, x0 + δ) : f(x1) > 0, f(x2) < 0?

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R → R, íåïðåðûâíàÿ
ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ R è òàêàÿ, ÷òî
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∀a, b ∈ R : a < b ∃x1, x2 ∈ (a, b) : f(x1) > 0, f(x2) < 0?

Ëåììà 1. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â Uδ0(x0). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) f íåïðåðûâíà â x0;
2) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;
3) ∀{xn}⊂Uδ0(x0) : lim

n→∞
xn=x0 ↪→ lim

n→∞
f(xn)=f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇔ (2) : ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
lim

x→x0

f(x) = f(x0) ïî Êîøè; â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå x ̸= x0 ìîæíî

íå ïèñàòü, òàê êàê ïðè x = x0 âûïîëíÿåòñÿ: |f(x)− f(x0)| = 0 < ε.
(1) ⇔ (3) : ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ lim

x→x0

f(x) = f(x0) ïî Ãåéíå;

â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå xn ̸= x0 ìîæíî íå ïèñàòü, òàê êàê ïðè xn =
= x0 âûïîëíÿåòñÿ: f(xn) = f(x0).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â Uδ0(x0). Êàê ñâÿçàíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè f â òî÷êå x0?

1) ∀δ > 0 ∃ε ∈ (0, δ0] : ∀x ∈ Uε(x0) ↪→ |f(x)− f(x0)| < δ;
2) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x : |x− x0| ≤ δ ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;
3) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x : |x− x0| < δ ↪→ |f(x)− f(x0)| ≤ ε;
4) ∀ε > 0 ∀δ ∈ (0, δ0] ∃x ∈

o

Uδ(x0) : |f(x)− f(x0)| < ε;
5) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0], ∃A ∈ R : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ |f(x)−A| < ε;
6) ∃ε > 0 : ∀x ∈ Uδ0(x0) ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;
7) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x1, x2 ∈ Uδ0(x0) : |x1−x2| < δ ↪→ |f(x1)−

− f(x2)| < ε;
8) (óñëîâèå Ëèïøèöà) ∃L ∈ R : ∀x1, x2 ∈ Uδ0(x0) ↪→ |f(x1) −

− f(x2)| ≤ L|x1 − x2|.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû â Uδ(x0) è íåïðå-
ðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà ôóíêöèè f(x)± g(x), f(x) · g(x) íåïðåðûâ-
íû â òî÷êå x0. Åñëè äîïîëíèòåëüíî g(x0) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ f(x)/g(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû 2 � 2.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X,Y ⊂ R è ôóíêöèè
y : X → R, f : Y → R, ïðè÷åì y(X) ⊂ Y . Ôóíêöèÿ φ : X → R, φ(x) =
= f(y(x)) íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé y è f , èëè ñëîæíîé
ôóíêöèåé.
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Ïpèìåp. Ïóñòü x0, y0, A ∈ R, lim
x→x0

y(x) = y0, lim
y→y0

f(y) = A.

Âåðíî ëè, ÷òî ∃ lim
x→x0

f(y(x)) = A?

Ðåøåíèå. Íåâåðíî. Íàïðèìåð, y(x) = 0 ∀x ∈ R, f(y) =

=

{
0, y ̸= 0,
1, y = 0.

Òîãäà A = 0, íî f(y(x)) = 1 ∀x ∈ R è

lim
x→x0

f(y(x)) = 1 ̸= A.

Òåîpåìà 2. (Î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü çàäàíû

ôóíêöèè y :
o

Uδ0(x0) → R è f :
o

Uβ0
(y0) → R, ïóñòü lim

x→x0

y(x) =

= y0 ∈ R, lim
y→y0

f(y) = A ∈ R è ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç

ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé:

(a) ∀x ∈
o

U δ0(x0) ↪→ y(x) ̸= y0 èëè
(b) f(y0) = A (ò.å. ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå y0).
Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = f(y(x)) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

o

U δ(x0) è ∃ lim
x→x0

f(y(x)) = lim
y→y0

f(y) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òàê
êàê lim

y→y0

f(y) = A, òî

∃β ∈ (0, β0) : ∀y ∈
o

Uβ(y0) ↪→ f(y) ∈ Uε(A). (1)

Ïî îïðåäåëåíèþ lim
x→x0

y(x) = y0

∃δ ∈ (0, δ0) : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ y(x) ∈ Uβ(y0). (2)

Ïîêàæåì, ÷òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = f(y(x)) îïðåäåëåíà â
o

U δ(x0)
è

∀x ∈
o

U δ(x0) ↪→ f(y(x)) ∈ Uε(A). (3)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈
o

Uδ(x0). Â ñèëó óñëîâèÿ (2)

ïîëó÷àåì y(x) ∈ Uβ(y0). Â ñëó÷àå y(x) ̸= y0 èìååì y(x) ∈
o

Uβ(y0)
è ñîãëàñíî (1) âêëþ÷åíèå f(y(x)) ∈ Uε(A) âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé y(x) = y0. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (a) ðåà-
ëèçîâàòüñÿ íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå (b), à çíà÷èò, f(y(x)) = f(y0) = A ∈ Uε(A). Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (3). Èòàê,
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∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈
o

U δ(x0) ↪→ f(y(x)) ∈ Uε(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
x→x0

f(y(x)) = A.

Òåîpåìà 3. (Î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè â òî÷êå.) Ïóñòü
ôóíêöèÿ y îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Uδ0(x0) è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Uβ0

(y0) è íåïðåðûâíà â
òî÷êå y0 = y(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = f(y(x)) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé Uδ1(x0) è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïóíêòà (b) òåîðåìû 2
äëÿ ñëó÷àÿ y0 = y(x0).

� 7. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå x0 ∈ X ïî ìíîæåñòâó X ⊂ R, åñëè

(a) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X è
lim
x→x0
x∈X

f(x) = f(x0) ëèáî

(b) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.
Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 1 � 4 òî÷êà x0 ∈ X ÿâëÿåòñÿ ëèáî

ïðåäåëüíîé, ëèáî èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, ëþáàÿ
ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó X.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå X ⊂ R, åñëè f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X ïî
ìíîæåñòâó X.

Ëåììà 1. Äëÿ ôóíêöèè f : X → R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X;
2) ∀x0 ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0)∩X ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;
3) ∀x0 ∈ X ∀{xn} ⊂ X : lim

n→∞
xn = x0 ↪→ lim

n→∞
f(xn) = f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 � 6.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X,Y ⊂ R è ôóíêöèè y :
X → R, f : Y → R, y(X) ⊂ Y , ïóñòü ôóíêöèÿ y íåïðåðûâíà íà
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ìíîæåñòâå X, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Y . Äîêàçàòü,
÷òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = f(y(x)) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàíà ôóíêöèÿ f . Äîêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ ÷èñåë m,M ∈ R ìíîæåñòâà {x ∈ (a, b) : f(x) < M} è
{x ∈ (a, b) : f(x) > m} îòêðûòû.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ X.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå X. Òîãäà f(X) �
êîìïàêò. (Äðóãèìè ñëîâàìè, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò êîì-
ïàêò â êîìïàêò.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {yn} ⊂ f(X). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç {yn} ìîæíî âûäå-
ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó y0 ∈ f(X).
Òàê êàê yn ∈ f(X), òî ∃xn ∈ X: f(xn) = yn. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
X ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} : lim
k→∞

xnk
=

= x0 ∈ X. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì lim
k→∞

f(xnk
) = f(x0), ò. å.

{ynk
} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}, ñõîäÿùàÿ-

ñÿ ê y0 = f(x0) ∈ f(X).

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R ïåðå-
âîäèò

à) îòêðûòîå ìíîæåñòâî â îòêðûòîå;
á) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â çàìêíóòîå;
â) îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå;
ã) çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â çàìêíóòîå è îãðàíè-

÷åííîå?

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìèçèðóþùåé (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìèçèðóþùåé) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X, åñëè lim

n→∞
f(xn) = inf

x∈X
f(x) (ñî-

îòâåòñòâåííî lim
n→∞

f(xn) = sup
x∈X

f(x)).
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Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X è ëþáîé ôóíê-
öèè f : X → R ñóùåñòâóþò ìèíèìèçèðóþùàÿ è ìàêñèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè èíôèìóìà ñó-
ùåñòâóåò inf

x∈X
f(x) = m ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà ∀ε > 0 ∃x ∈

∈ X : f(x) ∈ Uε(m). Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n ∈ N ∃xn ∈ X : f(xn) ∈
∈ U1/n(m). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn}. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìàêñèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.

Òåîpåìà 2. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.) Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðå-
ðûâíà íà êîìïàêòå X ⊂ R, òî ñóùåñòâóþò max

x∈X
f(x) è min

x∈X
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì m = inf
x∈X

f(x). Â ñèëó ëåììû

2 ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X:
lim
n→∞

f(xn) = m. Ïîñêîëüêó X � êîìïàêò, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {xn} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
}, ñõîäÿùó-

þñÿ ê íåêîòîðîìó x0 ∈ X. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xnk
)}

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)}, òî
lim
k→∞

f(xnk
) = m. Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò,

÷òî m = f(x0). Ïîýòîìó â òî÷êå äîñòèãàåòñÿ min
x∈X

f(x). Ñóùåñòâîâà-

íèå ìàêñèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà
X, åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé f(X) îãðàíè÷åíî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå X ⊂ R,
òî îíà îãðàíè÷åíà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò
min
x∈X

f(x) = m ∈ R è max
x∈X

f(x) = M ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà

è ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå X îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì
m è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì M .

Ëþáîé îòðåçîê [a, b] îãðàíè÷åí è çàìêíóò, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
êðèòåðèÿ êîìïàêòíîñòè (òåîðåìà 2 � 11 ãëàâû 1) îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòîì. Îòñþäà âûòåêàþò åùå äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
ñóùåñòâóþò max

x∈[a,b]
f(x) è min

x∈[a,b]
f(x).
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Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b].

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è ∀x ∈ [a, b] ↪→
↪→ f(x) > 0. Âåðíî ëè, ÷òî ∃ε > 0 : ∀x ∈ [a, b] ↪→ f(x) ≥ ε?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà (a, b) è ∀x ∈ (a, b) ↪→
↪→ f(x) > 0. Âåðíî ëè, ÷òî ∃ε > 0 : ∀x ∈ (a, b) ↪→ f(x) ≥ ε?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [0,+∞) è
∃ lim

x→+∞
f(x) ∈ R. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà R?

Òåîpåìà 3. (Òåîðåìà Áîëüöàíî�Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷å-
íèè.) Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ íà [a, b], è ÷èñëî y0 òà-
êèå, ÷òî ëèáî f(a) ≤ y0 ≤ f(b), ëèáî f(b) ≤ y0 ≤ f(a). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò x0 ∈ [a, b] : f(x0) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, f(a) ≤ y0 ≤ f(b). Îáîçíà-
÷èì [a0, b0] = [a, b]. Ïóñòü îïðåäåëåí îòðåçîê [ak, bk], ïðè÷åì f(ak) ≤
≤ y0 ≤ f(bk). Îïðåäåëèì ck = ak+bk

2 ,

[ak+1, bk+1] =

{
[ak, ck], åñëè y0 ≤ f(ck),
[ck, bk], åñëè f(ck) < y0,

òîãäà f(ak+1) ≤ y0 ≤ f(bk+1).
Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[ak, bk]} òà-

êèõ, ÷òî ∀k ∈ N ↪→ f(ak) ≤ y0 ≤ f(bk). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ñóùå-
ñòâóåò îáùàÿ òî÷êà x0 ∈

∩
k∈N

[ak, bk].

Òàê êàê bk − ak = b−a
2k
→ 0, òî |x0 − ak| ≤ |bk − ak| → 0, ñëåäîâà-

òåëüíî, ak → x0, àíàëîãè÷íî, bk → x0.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì f(ak) → f(x0), f(bk) → f(x0).

Òàê êàê f(ak) ≤ y0 ≤ f(bk), òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â
íåðàâåíñòâàõ f(x0) ≤ y0 ≤ f(x0), ò. å. y0 = f(x0).

Òåîpåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
f([a, b]) = [m,M ], ãäå m = min

x∈[a,b]
f(x), M = max

x∈[a,b]
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m =M , òî îòðåçîê [m,M ] âûðîæäàåòñÿ
â îäíó òî÷êó, à ôóíêöèÿ f ðàâíà êîíñòàíòå m = M íà [a, b]. Ïðè
ýòîì óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m < M .
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Èç îïðåäåëåíèé ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî
∀x ∈ [a, b] ↪→ m ≤ f(x) ≤ M , ò. å. f([a, b]) ⊂ [m,M ]. Ïîêàæåì,
÷òî [m,M ] ⊂ f([a, b]). Èç îïðåäåëåíèé ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî m,M ∈ f([a, b]), ò. å. ∃x1, x2 ∈ [a, b]: f(x1) = m,
f(x2) =M . Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y0 ∈ [m,M ] ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, ëåæàùàÿ
íà îòðåçêå ñ êîíöàìè x1, x2 è òàêàÿ, ÷òî f(x0) = y0. Ïîýòîìó
y0 ∈ f([a, b]). Ñëåäîâàòåëüíî, [m,M ] ⊂ f([a, b]).

Ñëåäñòâèå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò îòðåçîê â îòðåçîê
èëè â òî÷êó.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ïðîìå-
æóòêîì, åñëè X ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, òî÷êîé, èíòåðâàëîì, ïîëóèíòåð-
âàëîì, ëó÷îì (îòêðûòûì è çàìêíóòûì) èëè âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîpåìà 5. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.)
Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå X è ïóñòü
inf
x∈X

f(x) = m ∈ R, sup
x∈X

f(x) =M ∈ R. Òîãäà

∀y0 ∈ (m,M) ∃x0 ∈ X : f(x0) = y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî y0 ∈
∈ (m,M). Òàê êàê m < y0, òî èç îïðåäåëåíèÿ èíôèìóìà ñëåäóåò:
∃x1 ∈ X : f(x1) < y0. Òàê êàê M > y0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà
ñëåäóåò: ∃x2 ∈ X : f(x2) > y0. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè î ïðî-
ìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå ñ
êîíöàìè x1, x2 (à çíà÷èò, ïîñêîëüêó X � ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, òî
x0 ∈ X) è òàêàÿ, ÷òî f(x0) = y0.

Ñëåäñòâèå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò ÷èñëîâîé ïðîìå-
æóòîê â ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîì
ïðîìåæóòêå X. Îáîçíà÷èì m = inf

x∈X
f(x), M = sup

x∈X
f(x). Â ñèëó

òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì (m,M) ⊂ f(X).
Ïîýòîìó åñëè m = −∞ è M = +∞, òî R = (−∞,+∞) ⊂ f(X) ⊂

⊂ R, à çíà÷èò, f(X) = R � ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m ∈ R, M = +∞. Òîãäà (m,+∞) = (m,M) ⊂

⊂ f(X) è ïî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà f(X) ⊂ [m,+∞). Ïîýòîìó åñëè
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m ∈ f(X), òî f(X) = [m,+∞), à åñëè m ̸∈ f(X), òî f(X) = (m,+∞).
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ f(X) � ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 7. Âåðíî ëè, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò
a) èíòåðâàë â èíòåðâàë;
á) ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ â ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è íåîãðàíè÷åíà íà ëó÷å
[0,+∞). Âåðíî ëè, ÷òî lim

x→+∞
|f(x)| = +∞?

Çàäà÷à 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ëó÷å [0,+∞) è
lim

x→+∞
|f(x)| = +∞. Âåðíî ëè, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

lim
x→+∞

f(x) = +∞ èëè lim
x→+∞

f(x) = −∞?

� 8. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Ëåììà 1. Ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îáðàòèìà. Îáðàòíàÿ ê
ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé; îáðàòíàÿ ê ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè ñòðîãî óáûâàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèÿ f : X →
→ R ñòðîãî âîçðàñòàåò. Èç îïðåäåëåíèé (ñì. ââåäåíèå) ñëåäóåò îá-
ðàòèìîñòü ôóíêöèè f , ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f−1 : f(X) →
→ X, îáðàòíîé ê f . Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò.
Ïóñòü y1, y2 ∈ f(X), y1 < y2. Îáîçíà÷èì xi = f−1(yi) (i = 1, 2). Ðà-
âåíñòâî x1 = x2 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê êàê f(x1) = y1 ̸= y2 =
= f(x2). Íåðàâåíñòâî x2 < x1 òàêæå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê êàê
â ñèëó ñòðîãî âîçðàñòàíèÿ f èç óñëîâèÿ x2 < x1 ñëåäóåò, ÷òî y2 =
= f(x2) < f(x1) = y1. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x1 < x2.
Èòàê, ∀y1, y2 ∈ f(X) : y1 < y2 ↪→ f−1(y1) < f−1(y2), ò. å. ôóíêöèÿ
f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò.

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå
X è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f(X) � ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê. Òîãäà ôóíê-
öèÿ f íåïðåðûâíà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f íåñòðîãî âîçðàñ-
òàåò íà X. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ X íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîìå-
æóòêà X. Ïîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå x0. Ðàçîáüåì
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ìíîæåñòâî X íà äâà ìíîæåñòâà: X− = {x ∈ X : x < x0} è X+ =
= {x ∈ X : x ≥ x0}. Ïî òåîðåìå îá îäíîñòîðîííåì ïðåäåëå ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò f(x0 − 0) = sup

x∈X−

f(x). Ïîñêîëüêó f(x) ≤

≤ f(x0) äëÿ ëþáîãî x ∈ X−, òî f(x0 − 0) ≤ f(x0). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå x0, ò.å. f(x0 − 0) ̸=
̸= f(x0). Òîãäà f(x0− 0) < f(x0) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî
y∗ òàêîå, ÷òî f(x0 − 0) < y∗ < f(x0). Çàôèêñèðóåì x1 ∈ X−. Òîãäà
f(x1) ≤ sup

x∈X−

f(x) = f(x0−0) < y∗ < f(x0). Òàê êàê çíà÷åíèÿ f(x1) è

f(x0) ëåæàò íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå f(X), à ÷èñëî y∗ ëåæèò ìåæäó
íèìè, òî y∗ ∈ f(X). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∀x ∈ X− ↪→ f(x) ≤ sup
x∈X−

f(x) = f(x0 − 0) < y∗,

∀x ∈ X+ ↪→ f(x) ≥ f(x0) > y∗.

Ïîýòîìó ∀x ∈ X ↪→ f(x) ̸= y∗, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ y∗ ∈
∈ f(X). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî f íåïðåðûâíà
ñëåâà â ëþáîé òî÷êå x0, íå ÿâëÿþùåéñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîìåæóòêà
X. Àíàëîãè÷íî, f íåïðåðûâíà ñïðàâà â ëþáîé òî÷êå x0, íå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ïðàâûì êîíöîì ïðîìåæóòêà X. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà X.

f(x)

x

f(x0 − 0)

y∗
f(x0)

x0X− X+

Òåîpåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà, ñòðîãî ìîíîòîííà è
íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå X, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà, ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå
f(X).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5 � 7 ìíîæåñòâî f(X) ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîâûì ïðîìåæóòêîì. Ïî ëåììå 1 îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 ñòðîãî
ìîíîòîííà íà f(X). Ïîñêîëüêó ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f−1 ïåðåâîäèò
÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê f(X) â ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîêX, òî ïî ëåììå 2
ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà íà f(X).

� 9. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ëåììà 1. ∀x ∈ (0, π/2) ↪→ sinx < x < tg x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðèñóåì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îêðóæ-

íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à òàêæå
òî÷êè O(0, 0), A(1, 0), B(cosx, sinx), C(cosx, 0) è D(1, tg x). Çàìåòèì,
÷òî òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé (O,D).

O C A

B
D

x

1

Òàê êàê S△AOB < Sñåêò. AOB < S△AOD, S△AOB = 1
2OA · BC =

= 1
2 sinx, Sñåêò. AOB = 1

2 (OA)
2 ·x = 1

2x, S△AOD = 1
2OA ·AD = 1

2 tg x,
òî 1

2 sinx <
1
2x <

1
2 tg x.

Òåîpåìà 1. Ôóíêöèè sinx, cosx íåïðåðûâíû íà R. Ôóíêöèÿ tg x
íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ R, êðîìå òî÷åê x = π

2 + πk, k ∈ Z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê | sinx − sinx0| =

= 2 sin
∣∣x−x0

2

∣∣ ∣∣cos x+x0

2

∣∣ ≤ |x − x0| ïðè x ∈ (−π, π), òî lim
x→x0

| sinx −
− sinx0| = 0, lim

x→x0

sinx = sinx0, ò. å. sinx � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ôóíêöèþ cosx ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé y(x) = π

2 − x è f(y) = sin y: cosx =
= sin

(
π
2 − x

)
= f(y(x)), ñëåäîâàòåëüíî, cosx � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ.
Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî ôóíêöèÿ tg x = sin x

cos x íåïðå-
ðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â 0.

Òåîpåìà 2. (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.)

lim
x→0

sinx

x
= 1.

1

π 2π

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ïðè x ∈ (0, π/2) ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà 1 ≤ x

sin x ≤
1

cos x , ò. å. cosx ≤ sin x
x ≤ 1. Â ñèëó ÷åòíî-

ñòè ôóíêöèé cosx è sin x
x ýòè íåðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî ïðè âñåõ x:

|x| < π/2, x ̸= 0. Èç íåïðåðûâíîñòè êîñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→0

cosx =

= cos 0 = 1. Ïî òåîðåìå î òðåõ ôóíêöèÿõ (òåîðåìà 4 � 2) ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïpèìåp. lim
x→0

tg x
x = 1.

Ðåøåíèå. Èç òåîðåìû 2 è íåïðåðûâíîñòè êîñèíóñà ñëåäóåò:
tg x
x = sin x

x
1

cos x → 1 ïðè x→ 0.

Ôóíêöèè arcsin, arccos, arctg ââîäÿòñÿ êàê îáðàòíûå ê ìîíîòîí-
íûì ôóíêöèÿì:
f1 : [−π

2 ,
π
2 ]→ R, f1(x) = sinx, arcsin y = f−1

1 (y);

f2 : [0, π]→ R, f2(x) = cosx, arccos y = f−1
2 (y);

f3 : (−π
2 ,

π
2 )→ R, f3(x) = tg x, arctg y = f−1

3 (y).
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Èç òåîðåìû 4 � 7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f1
(à çíà÷èò, è ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arcsin) ÿâëÿåòñÿ îò-
ðåçîê [m,M ], ãäå m = min

x∈[−π/2,π/2]
sinx = −1, M = max

x∈[−π/2,π/2]
sinx =

= 1. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arccos òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðåçîê [−1, 1]. Ïîñêîëüêó

inf
x∈(−π/2,π/2)

tg x = −∞, sup
x∈(−π/2,π/2)

tg x = +∞,

òî ïî òåîðåìå 5 � 7

∀y0 ∈ (−∞,∞) ∃x0 ∈
(
−π
2
,
π

2

)
: tg (x0) = y0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f3(x) = tg x (à çíà-
÷èò, è ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arctg ) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëî-
âàÿ ïðÿìàÿ.

Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè ôóíêöèè
arcsin, arccos, arctg íåïðåðûâíû íà ñâîèõ ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ.

Ïpèìåp. à) lim
x→0

arctg x
x = 1, á) lim

x→0

arcsin x
x = 1.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (à). Îïðåäåëèì ôóíêöèè

y(x) = arctg x, f(y) =

{ y
tg y , y ̸= 0,

1, y = 0.
Èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâ-

íà íà èíòåðâàëå (−π
2 ,

π
2 ). Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé

ôóíêöèè ôóíêöèÿ φ(x) = f(y(x)) � íåïðåðûâíà. Òàê êàê φ(x) =

=

{
arctg x

x , x ̸= 0
1, x = 0

, òî

lim
x→0

arctg x

x
= lim

x→0
φ(x) = φ(0) = 1.

Óòâåðæäåíèå (á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

� 10. Ñòåïåííàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ
è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè

Ëåììà 1. Ïóñòü n ∈ N, f(x) = xn. Òîãäà
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1) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [0,+∞);
2) f([0,+∞)) = [0,+∞).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïðåðûâíîñòü f ñëåäóåò èç òåîðåìû î

íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ (òåîðåìà 1 � 6) è íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè φ(x) = x. Ñòðîãîå âîçðàñòàíèå f äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî n.

2) Ïîñêîëüêó inf
x∈[0,+∞)

f(x) = 0, sup
x∈[0,+∞)

f(x) = +∞, òî â ñèëó

òåîðåìû 5 � 7 èìååì

∀y0 ∈ (0,+∞) ∃x0 ∈ [0,+∞) : xn0 = y0,

ò. å. (0,+∞) ⊂ f([0,+∞)). Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà f(0) = 0 ñëåäóåò,
÷òî [0,+∞) ⊂ f([0,+∞)). Ïîñêîëüêó ∀x ∈ [0,+∞) ↪→ f(x) ≥ 0, òî
ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü n ∈ N, y ∈ [0,+∞). ×åðåç y
1
n = n

√
y îáî-

çíà÷àåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f−1(y), îáðàòíîé ê ôóíêöèè f : [0,+
+∞)→ R, f(x) = xn.

Â ñèëó ëåììû 1 è òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè (òåîðåìû 1 � 8)
ôóíêöèÿ g(y) = n

√
y îïðåäåëåíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà

ëó÷å [0,+∞).

Îïpåäåëåíèå. Åñëè x > 0, m,n ∈ N è äðîáü m
n � íåñîêðàòèìà,

îïðåäåëèì: x
m
n = (x

1
n )m, x−

m
n = 1/(x

m
n ).

Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè xp äëÿ ëþáûõ x ∈ (0,+∞), p ∈ Q.

Èñïîëüçóÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà ñòåïåíåé c ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì.

1) ∀x, y ∈ Q ∀a > 0 ↪→ (ax)y = axy,
axay = ax+y;

2) ∀a, b ∈ R : 0 < a < b ∀x ∈ Q ↪→ x > 0⇒ ax < bx

x < 0⇒ ax > bx;

3) ∀x, y ∈ Q : x < y ∀a ∈ R : a > 0 ↪→ a > 1⇒ ax < ay;
a < 1⇒ ax > ay.

Ëåììà 2. ∀a > 0 ↪→ lim
n→∞

a1/n = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > 1. Îáîçíà÷èì bn =
= a1/n − 1. Òîãäà bn > 0 è â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè a = (1 +
+ bn)

n ≥ 1 + nbn > nbn, ñëåäîâàòåëüíî, bn < a/n → 0, à çíà÷èò,
a1/n → 1.

Ñëó÷àé a ∈ (0, 1) ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó: òàê êàê 1
a > 1, òî(

1
a

) 1
n → 1 è a

1
n = 1

/(
1
a

) 1
n → 1 ïðè n→∞.

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a > 0, x ∈ R. Òîãäà äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ Q, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

axn ∈ R. Ýòîò ïðåäåë ïðè äàííîì x íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {xn} è îáîçíà÷àåòñÿ ax.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a ≥ 1. Ïîêàæåì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {axn} � ôóíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê {xn} �
îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò M ∈ N: ∀n ∈ N ↪→ |xn| ≤ M . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò C = aM : ∀n ∈ N ↪→ axn ∈ (0, C]. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáûõ m, k ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|axm − axk | = axk · |axm−xk − 1| ≤ C · |axm−xk − 1|. (1)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà:
∀ε > 0 ∃N : ∀m, k ≥ N ↪→ |xm − xk| < ε, ñëåäîâàòåëüíî, ∀n ∈
∈ N ∃N : ∀m, k ≥ N ↪→ |xm − xk| < 1/n. Ïîýòîìó ∀m, k ≥ N ↪→
↪→ axm−xk ∈ [a−1/n, a1/n].

Òàê êàê ïî ëåììå 2 a1/n → 1, a−1/n → 1 ïðè n → ∞, òî ∀ε >
> 0 ∃N : ∀m, k ≥ N ↪→ |axm−xk − 1| < ε, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì
(1), ïîëó÷àåì ∀ε > 0 ∃N : ∀m, k ≥ N ↪→ |axm − axk | < Cε, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {axn} ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó êðèòå-
ðèÿ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {axn} ñõîäèòñÿ. Òàê æå, êàê â ëåììå
1 � 3, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî lim

n→∞
axn íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} ⊂ Q, ñõîäÿùåéñÿ ê x.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòåïåíåé ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì, ïðå-
äåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòåïåíåé ñ äåé-
ñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.
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1) ∀x, y ∈ R ∀a > 0 ↪→ (ax)y = axy,
axay = ax+y;

2) ∀a, b ∈ R : 0 < a < b ∀x ∈ R ↪→ x > 0⇒ ax < bx

x < 0⇒ ax > bx;

3) ∀x, y ∈ R : x < y ∀a ∈ R : a > 0 ↪→ a > 1⇒ ax < ay;
a < 1⇒ ax > ay.

Ëåììà 3. ∀a > 0 ↪→ lim
x→0

ax = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a ≥ 1.
Â ñèëó ëåììû 2 lim

n→∞
a1/n = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0 ∃n ∈

∈ N : (a−1/n, a1/n) ⊂ (1 − ε, 1 + ε). Ïîýòîìó â ñèëó ìîíîòîííî-
ñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ∀ε > 0 ∃δ = 1

n > 0 : ∀x ∈ (−δ, δ) ↪→ ax ∈
∈ (a−1/n, a1/n) ⊂ (1− ε, 1 + ε).

Òåîpåìà 2. ∀a ≥ 0 ôóíêöèÿ f(x) = ax íåïðåðûâíà íà R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R èìååì

lim
x→x0

ax = lim
y→0

ax0+y = ax0 lim
y→0

ay = ax0 .

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, a ̸= 1, y > 0. Òîãäà ÷åðåç loga y
îáîçíà÷èì çíà÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè f−1(y) ê ôóíêöèè f : R→ R,
f(x) = ax.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f(x) = ax ïðè a > 0, a ̸= 1 îíà îá-
ðàòèìà. Òàê êàê inf

x∈R
ax = 0, sup

x∈R
ax = +∞, òî ïî òåîðåìå 5 � 7 ôóíê-

öèÿ f−1(y) = loga y îïðåäåëåíà ïðè âñåõ y ∈ (0,+∞). Ïî òåîðåìå î
íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ f−1(y) = loga y � íåïðå-
ðûâíà.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü x > 0, òîãäà lnx = loge x, ãäå ÷èñëî e
îïðåäåëåíî â � 7 ãëàâû 1.

Ëåììà 4. ∀a ∈ (0, 1)
∪
(1,+∞) ∀b > 0 ↪→ loga b =

ln b
ln a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(x) = loga x � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ
ê ôóíêöèè g(x) = ax, òî aloga b = b, eln a = a, eln b = b. Ñëåäîâàòåëüíî,

eln a loga b =
(
eln a

)loga b
= aloga b = b = eln b.
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Îòñþäà è èç îáðàòèìîñòè ôóíêöèè ex ñëåäóåò, ÷òî ln a loga b = ln b,
ò. å. loga b =

ln b
ln a .

Òåîpåìà 3. Ïóñòü a > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) = logx a íåïðå-
ðûâíà íà ìíîæåñòâå (0, 1)

∪
(1,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè lnx, ëåììû 4 è òåî-
ðåìû î íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî.

Òåîpåìà 4. Ïóñòü p ∈ R. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) = xp íåïðåðûâíà
íà (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû xp = ep ln x, íåïðåðûâíî-
ñòè ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû è òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé
ôóíêöèè.

� 11. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Ëåììà 1. Åñëè {nk} � ïðîèçâîëüíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
lim
k→∞

nk = +∞, òî

lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk

= e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå � 7 ãëàâû 1, e =
= lim

n→∞
an, ãäå an =

(
1 + 1

n

)n
. Ïîýòîìó ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ an ∈

∈ Uε(e). Òàê êàê nk → +∞ ïðè k → ∞, òî ∀N ∃K : ∀k ≥ K ↪→
↪→ nk ≥ N . Òàêèì îáðàçîì, ∀ε > 0 ∃K : ∀k ≥ K ↪→ ank

∈ Uε(e), ò. å.
lim
k→∞

ank
= e.

Ëåììà 2. lim
x→+0

(1 + x)1/x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ñïðàâà
ïî Ãåéíå. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} òà-
êàÿ, ÷òî ∀k ∈ N ↪→ xk > 0 è lim

k→∞
xk = 0. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

lim
k→∞

(1 + xk)
1/xk = e. (1)

Òàê êàê lim
k→∞

1
xk

= +∞, òî ∃k0 : ∀k > k0 ↪→ 1
xk
≥ 1.

Ïðè k > k0 îïðåäåëèì nk êàê öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà 1/xk, ò. å. nk ∈
∈ N, nk ≤ 1/xk < nk + 1, òîãäà 1 + 1

nk+1 ≤ 1 + xk ≤ 1 + 1
nk

è,
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ñëåäîâàòåëüíî,(
1 +

1

nk + 1

)nk

≤ (1 + xk)
1/xk ≤

(
1 +

1

nk

)nk+1

. (2)

Â ñèëó ëåììû 1 ïðè k →∞ èìååì(
1 +

1

nk + 1

)nk

=

(
1 +

1

nk + 1

)nk+1/(
1 +

1

nk + 1

)
→ e,

(
1 +

1

nk

)nk+1

=

(
1 +

1

nk

)nk

·
(
1 +

1

nk

)
→ e.

Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ (2) ïî òåîðåìå î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
ñëåäóåò (1).

Ëåììà 3. lim
x→−0

(1 + x)1/x = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xk} òàêàÿ, ÷òî ∀k ∈ N ↪→ xk < 0 è lim

k→∞
xk = 0. Òîãäà

∃k0 : ∀k > k0 ↪→ xk ∈ (−1, 0). Ïðè k > k0 îïðåäåëèì yk = − xk

1+xk
.

Çàìåòèì, ÷òî

(1+ yk)(1+ xk) = 1, xk = − yk
1 + yk

, (1+ xk)
1/xk = (1+ yk)

1+(1/yk).

Òàê êàê yk > 0, lim
k→∞

yk = 0, òî â ñèëó ëåììû 2 lim
k→∞

(1 + yk)
1/yk = e,

ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞

(1 + xk)
1/xk = e. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì Ãåéíå,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Èç ëåìì 2, 3 ñëåäóåò
Òåîpåìà 1. (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.)

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

Òåîpåìà 2. lim
x→0

ln(1+x)
x = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ln(1+x)
x = ln

(
(1 + x)1/x

)
=

= f(y(x)), ãäå ∀y > 0 ↪→ f(y) = ln y è ∀x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ↪→ y(x) =
= (1 + x)1/x. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 lim

x→0
y(x) = e è ñîãëàñíî

70



òåîðåìå 3 � 10 ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = e, òî ïî òåî-
ðåìå î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 2(b) � 6) ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
x→0

ln(1+x)
x = lim

x→0
f(y(x)) = f(y0) = ln e = 1.

Òåîpåìà 3. lim
x→0

ex−1
x = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ y(x) = ex − 1. Çàìåòèì,

÷òî ex−1
x = y(x)

ln(1+y(x)) = f(y(x)), ãäå ∀y ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ↪→ f(y) =

= y
ln(1+y) . Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî lim

y→0
f(y) = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ

y(x) íåïðåðûâíà, òî lim
x→0

y(x) = y(0) = 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ y(x)

ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ∀x ̸= 0 ↪→ y(x) ̸= y(0) = 0. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 2(a) � 6), ïîëó÷àåì,
÷òî lim

x→0

ex−1
x = lim

x→0
f(y(x)) = lim

y→0
f(y) = 1.

Îïpåäåëåíèå. (Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.)

Êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé : chx = ex+e−x

2 ,

ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé : shx = ex−e−x

2 ,

òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé : thx = sh x
chx ,

êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé : cthx = chx
sh x .

Ïpèìåp. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
x→0

shx

x
= 1, lim

x→0

thx

x
= 1.

Ðåøåíèå. Â ñèëó òåîðåìû 3 lim
x→0

sh x
x = lim

x→0

ex−1
2x + lim

x→0

1−e−x

2x =

= 1
2 + 1

2 = 1.

Òàê êàê lim
x→0

chx = ch 0 = 1, òî lim
x→0

th x
x = lim

x→0

sh x
x = 1.

� 12. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû è íå îáðàùà-

þòñÿ â 0 â íåêîòîðîé
o

Uδ(x0). Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíûìè (ïèøóò: f(x) ∼ g(x)) ïðè x→ x0, åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x) = 1.

Ëåììà 1. 1) Åñëè f(x) ∼ g(x), g(x) ∼ h(x) ïðè x→ x0, òî f(x) ∼
∼ h(x) ïðè x→ x0.
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2) Åñëè f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0, òî g(x) ∼ f(x) ïðè x→ x0.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ è

ïðåäåëå ÷àñòíîãî.

Èç òåîðåì è ïðèìåðîâ � 9 è � 11 ñëåäóåò, ÷òî ïðè x→ 0

x ∼ sinx ∼ tg x ∼ arctg x ∼ arcsinx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x) ∼ shx ∼ thx.
(1)

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèè f1(x), f2(x), g1(x), g2(x) îïðåäåëå-

íû è íå îáðàùàþòñÿ â 0 â íåêîòîðîé
o

Uδ(x0) è ïóñòü f1(x) ∼ f2(x),

g1(x) ∼ g2(x) ïðè x → x0. Òîãäà f1(x)g1(x) ∼ f2(x)g2(x),
f1(x)
g1(x)

∼
∼ f2(x)

g2(x)
ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ è
ïðåäåëå ÷àñòíîãî.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé f1(x) ∼ f2(x), g1(x) ∼ g2(x) ïðè x→ x0
íå ñëåäóåò f1(x)+ g1(x) ∼ f2(x)+ g2(x) ïðè x→ x0. Íàïðèìåð, −x ∼
∼ −x, x+ x2 ∼ x+ x3 ïðè x → 0, íî −x+ x+ x2 ̸∼ −x+ x+ x3 ïðè
x→ 0.

Ëåììà 3. Åñëè f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0, òî lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x),

à åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò, òî íå ñóùåñòâóåò è äðóãîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∃ lim

x→x0

g(x) ∈ R, òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëå

ïðîèçâåäåíèÿ ∃ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x)
g(x) g(x) = lim

x→x0

g(x). Àíàëîãè÷íî,

åñëè ∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R, òî ∃ lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

f(x).

Ñëåäñòâèå. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ïðîèçâåäåíèé è ÷àñòíûõ
ôóíêöèé ýòè ôóíêöèè ìîæíî çàìåíÿòü íà ýêâèâàëåíòíûå.

Ëåììà 4. Ïóñòü f(y) ∼ g(y) ïðè y → y0 è ïóñòü y(x) → y0 ïðè

x→ x0 è y(x) ̸= y0 ïðè x ∈
o

U δ(x0). Òîãäà f(y(x)) ∼ g(y(x)) ïðè x→
→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè (òåî-
ðåìå 2(a) � 6) èìååì lim

x→x0

f(y(x))
g(y(x)) = lim

y→y0

f(y)
g(y) = 1.

72



Ïpèìåp. Íàéòè lim
x→0

(ex−1) arcsin x2

th x ln2(1+x)
.

Ðåøåíèå. Òàê êàê arcsinx2 ∼ x2, ex−1 ∼ x, thx ∼ x, ln(1+x) ∼
∼ x ïðè x→ 0, òî (ex−1) arcsin x2

th x ln2(1+x)
∼ x2·x

x·x2 = 1 ïðè x→ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðåäåë ðàâåí 1.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû â
o

U δ(x0) è
ôóíêöèÿ g(x) íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g ïðè x → x0 è ïèøóò

f(x) = o(g(x)) ïðè x→ x0, åñëè lim
x→x0

f(x)
g(x) = 0.

Çàìå÷àíèå. o(g(x)) � ýòî êëàññ ôóíêöèé. Çàïèñü f(x) = o(g(x))
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé o(g(x)).
Ïîýòîìó ðàâåíñòâî â çàïèñè f(x) = o(g(x)) íåîáðàòèìî, ò. å. íåëüçÿ
ïèñàòü o(g(x)) = f(x). Íàïðèìåð, x3 = o(x), x2 = o(x) ïðè x→ 0, íî
x3 ̸= x2.

Òåîpåìà 2. f(x) ∼ g(x) ïðè x → x0 ⇐⇒ f(x) − g(x) =
= o(g(x)) ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0 ⇐⇒
⇐⇒ lim

x→x0

f(x)
g(x) = 1 ⇐⇒ lim

x→x0

f(x)−g(x)
g(x) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ f(x)− g(x) = o(g(x)) ïðè x→ x0.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòè (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

sinx = x+ o(x), tg x = x+ o(x),
arcsinx = x+ o(x), arctg x = x+ o(x),
ex = 1 + x+ o(x), ln(1 + x) = x+ o(x),
shx = x+ o(x), thx = x+ o(x) ïðè x→ 0.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû â
o

U δ(x0). Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g, è ïèøóò
f(x) = O(g(x)) ïðè x→ x0, åñëè

∃C ∈ R : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ |f(x)| ≤ C|g(x)|.
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Òåîpåìà 3. (Ñâîéñòâî o-ìàëîãî è O-áîëüøîãî.)

Äëÿ ôóíêöèé, íå îáðàùàþùèõñÿ â 0 â íåêîòîðîé
o

Uδ(x0) ïðè x→
→ x0, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

1) o(f)± o(f) = o(f); 6) O(O(f)) = O(f);
2) O(f)±O(f) = O(f); 7) o(f) ·O(g) = o(fg);
3) o(f) = O(f); 8) O(f) ·O(g) = O(fg);
4) o(O(f)) = o(f); 9) (o(f))α = o(fα) ∀α > 0;
5) O(o(f)) = o(f); 10) (O(f))α = O(fα) ∀α > 0.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
åñëè g1(x) = o(f(x)), g2(x) = o(f(x)) ïðè x → x0, òî g1(x) ± g2(x) =
= o(f(x)) ïðè x → x0. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé lim

x→x0

g1(x)
f(x) = 0,

lim
x→x0

g2(x)
f(x) = 0 ñëåäóåò lim

x→x0

g1(x)±g2(x)
f(x) = 0, ò. å. g1(x)±g2(x) = o(f(x))

ïðè x→ x0. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

74



Ãëàâà 3

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß È ÅÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

� 1. Îïðåäåëåíèå è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â Uδ(x0). Ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)
∆x

∈ R

è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0). Åñëè óêàçàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(x0) íå ñóùåñòâóåò.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.
Íàïèøåì óðàâíåíèå ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ãðàôèêà

(x0, f(x0)) è (x0 +∆x, f(x0 +∆x)):
yCEK(x,∆x) = kx+ b, ãäå ÷èñëà k è b îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé {

f(x0) = yCEK(x0,∆x),
f(x0 +∆x) = yCEK(x0 +∆x,∆x),

ò. å. {
f(x0) = kx0 + b,
f(x0 +∆x) = k(x0 +∆x) + b.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, b = f(x0) − kx0, k = f(x0+∆x)−f(x0)
∆x , ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå ñåêóùåé:

yCEK(x,∆x) = f(x0) +
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(x− x0). (1)
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y

x

y= yKAC
(x)

y =
yCEK
(x;

∆x
)

y
=
f
(x
)

x0 x0 +∆x

Îïpåäåëåíèå. Íåâåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ íåâåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ñåêóùåé:

∀x ∈ R ↪→ yKAC(x) = lim
∆x→0

yCEK(x,∆x).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé è ôîðìóëû (1) ñëåäóåò
Òåîpåìà 1. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.) Ñóùåñòâîâà-

íèå íåâåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå x0
ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â
òî÷êå x0. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

yKAC(x) = f(x0) + kKAC · (x− x0), ãäå kKAC = f ′(x0).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â Uδ(x0). Ôóíêöèÿ
f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî
A òàêîå, ÷òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f = f(x0 + ∆x) − f(x0) èìååò
âèä ∆f = A∆x + o(∆x) ïðè ∆x → 0 (÷èñëî A íå çàâèñèò îò ∆x, íî
çàâèñèò îò x0).

Òåîpåìà 2. (Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé.) Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0). ×èñëî A
â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ f ′(x0), ò. å.
∆f = f ′(x0)∆x+ o(∆x) ïðè ∆x→ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

∆f = A∆x+ o(∆x) ïðè ∆x→ 0 ⇔

ïî îïp. o-ìàëîãî⇐⇒ lim
∆x→0

∆f −A∆x
∆x

= 0 ⇔

⇔ lim
∆x→0

∆f

∆x
= A ∈ R ⇔ ∃f ′(x0) = A ∈ R.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.
Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ ïåðåìåííîãî ∆x: df(x0,∆x) = f ′(x0)∆x. Ïðè çàïèñè äèôôåðåí-
öèàëà ôóíêöèè àpãóìåíò ∆x îáû÷íî íå ïèøóò, íî ïîäðàçóìåâàþò:

df(x0) = f ′(x0)∆x.

Îïpåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé íà-
çûâàåòñÿ åå ïðèðàùåíèå: dx = ∆x = x− x0.

Èòàê, â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ñïðà-
âåäëèâû ôîðìóëû

df(x0) = f ′(x0) dx,

∆f = f(x0 +∆x)− f(x0) = df(x0) + o(∆x) ïðè ∆x→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë, áóäó÷è ëèíåéíîé ôóíêöèåé, îïðå-
äåëåí äëÿ âñåõ ∆x, à ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f îïðåäåëåíî òîëüêî
äëÿ òåõ ∆x, äëÿ êîòîðûõ x0 +∆x ëåæèò âî ìíîæåñòâå îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f .

y

x

x0 x0 +∆x

f(x0)

yKAC(x0 +∆x)

f(x0 +∆x)

df(x0)

∆f
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Èç òåîðåì 1, 2 ñëåäóåò
Òåîpåìà 3. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà.) Ñóùå-

ñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëà ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ íåâåðòè-
êàëüíîé êàñàòåëüíîé. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåðåíöèàë ðàâåí
ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû êàñàòåëüíîé: yKAC(x)− yKAC(x0) = df(x0).

Îïpåäåëåíèå. (Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå.)
1) Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà (x0 − δ, x0) è ñóùåñòâóåò îäíî-

ñòîðîííèé ïðåäåë f(x0 − 0) ∈ R, òî ëåâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0
íàçûâàåòñÿ ëåâûé ïðåäåë

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0 − 0)

x− x0
.

2) Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà (x0, x0 + δ) è ñóùåñòâóåò îäíî-
ñòîðîííèé ïðåäåë f(x0 + 0) ∈ R, òî ïðàâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0
íàçûâàåòñÿ ïðàâûé ïðåäåë

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0 + 0)

x− x0
.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî
∃f ′(x0) ⇐⇒ ∃f ′−(x0) = f ′+(x0).
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ëåììû îá îäíîñòîðîííèõ

ïðåäåëàõ (ëåììà 1 � 5 ãëàâû 2).

Òåîpåìà 4. (Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè.)
Ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â
ýòîé òî÷êå. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå x0. Òîãäà ∆f = A∆x+ o(∆x) ïðè ∆x→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0 +
+∆x)− f(x0)→ 0 (∆x→ 0), à çíà÷èò, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

2) Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = |x| íåïðåðûâíà â òî÷êå 0, íî íå
ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R→ R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x0. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé f
íåïðåðûâíà?

78



� 2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Òåîpåìà 1. Åñëè ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0,
òî

1) ∃ (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0);
2) ∃ (fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0).
3) Åñëè äîïîëíèòåëüíî g(x) ̸= 0, òî

∃
(

f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)−f(x0)g
′(x0)

g2(x0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ∆f = f(x0 +∆x)− f(x0), ∆g =
= g(x0 + ∆x) − g(x0). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ∆x → 0 ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ: ∆f → 0, ∆g → 0, ∆f

∆x → f ′(x0),
∆g
∆x → g′(x0).

1) ∆(f+g)
∆x = ∆f

∆x + ∆g
∆x → f ′(x0) + g′(x0) ïðè ∆x→ 0;

2) ∆(fg) = f(x0 + ∆x) g(x0 + ∆x) − f(x0) g(x0) = (f(x0) +
+∆f) (g(x0) + ∆g)− f(x0) g(x0) = f(x0)∆g + g(x0)∆f +∆f ∆g, ñëå-

äîâàòåëüíî, ∆(fg)
∆x = f(x0)

∆g
∆x + g(x0)

∆f
∆x + ∆g∆f

∆x → f(x0)g
′(x0) +

+ g(x0)f
′(x0) ïðè ∆x→ 0;

3) ∆(f/g)
∆x = (f(x0)+∆f)/(g(x0)+∆g)−f(x0)/g(x0)

∆x =

= g(x0)∆f−f(x0)∆g
g(x0) (g(x0)+∆g)∆x →

f ′(x0)g(x0)−f(x0)g
′(x0)

g2(x) ïðè ∆x→ 0.

Òåîpåìà 2. (Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ
y(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ z(y) äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå y0 = y(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x) = z(y(x))
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è f

′(x0) = z′(y0)y
′(x0), ÷òî çàïèñûâàþò

òàêæå â ôîðìå z′x = z′yy
′
x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

g(y) =

{
z(y)−z(y0)

y−y0
, y ̸= y0,

z′(y0), y = y0.

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé lim
y→y0

g(y) = lim
y→y0

z(y)−z(y0)
y−y0

=

= z′(y0) = g(y0), òî ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà â òî÷êå y0.
Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíàÿ ôóíê-
öèÿ g(y(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, ò. å. lim

x→x0

g(y(x)) = g(y(x0)) =

= g(y0) = z′(y0).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò ðàâåíñòâî z(y) − z(y0) =
= g(y) (y − y0), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî â íåêîòîðîé ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0, íî è ïðè y = y0. Ïîýòîìó â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x)−f(x0) = z(y(x))−
− z(y0) = g(y(x)) (y(x) − y0). Îòñþäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ïðîèçâå-
äåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
x→x0

g(y(x)) lim
x→x0

y(x)− y(x0)
x− x0

= z′(y0) y
′(x0),

ò. å. ∃f ′(x0) = z′(y0)y
′(x0).

Ñëåäñòâèå. (Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.)
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà äèôôåðåíöèàëû ïðî-
ñòîé ôóíêöèè z(y) è ñëîæíîé ôóíêöèè z = f(x) = z(y(x)) ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû â îäíîé è òîé æå (èíâàðèàíòíîé) ôîðìå: dz =
= z′(y0) dy. Õîòÿ â ïåðâîì ñëó÷àå dy � ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé y, à âî âòîðîì ñëó÷àå dy = dy(x0) � äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ïðîñòîé ôóíêöèè ôîðìóëà dz =
= dz(y0) = z′(y0) dy ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà.

Â ñëó÷àå ñëîæíîé ôóíêöèè ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà ïî-
ëó÷àåì dz = df(x0) = f ′(x0) dx. Â ñèëó òåîðåìû 2 f ′(x0) =
= z′(y0)y

′(x0), ñëåäîâàòåëüíî, dz = z′(y0)y
′(x0) dx = z′(y0)dy(x0) =

= z′(y0)dy.

Òåîpåìà 3. (Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü ôóíê-
öèÿ y(x) îïðåäåëåíà, ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé
Uδ(x0). Ïóñòü ∃y′(x0) ∈ R, y′(x0) ̸= 0. Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x(y)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = y(x0) è x

′(y0) =
1

y′(x0)
= 1

y′(x(y0))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç
ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè y(x). Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé
ôóíêöèè ôóíêöèÿ x(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0, ò. å. lim

y→y0

x(y) = x0.

Äëÿ ëþáîãî x ∈
o

U δ(x0) îïðåäåëèì f(x) = y(x)−y0

x−x0
. Ïî îïðåäåëå-

íèþ ïðîèçâîäíîé ∃ lim
x→x0

f(x) = y′(x0). Â ñèëó îáðàòèìîñòè ôóíêöèè

x(y) ïðè y ̸= y0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x(y) ̸= x0, ñëåäîâàòåëüíî,
f(x(y)) = y−y0

x(y)−x0
ïðè y ̸= y0. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ïðåäåëå ñëîæíîé

ôóíêöèè (òåîðåìà 2(a) � 6), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
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lim
y→y0

y − y0
x(y)− x0

= lim
y→y0

f(x(y)) = lim
x→x0

f(x) = y′(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∃x′(y0) = lim
y→y0

x(y)−x0

y−y0
= 1

y′(x0)
.

Òåîpåìà 4. (Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.)
1) C ′ = 0 (C = const);

2) (ax)′ = ax ln a, a > 0, x ∈ R;
3) (loga x)

′ = 1
x ln a , a > 0, a ̸= 1, x > 0;

4) (xα)′ = αxα−1, α ∈ R, x > 0;
(xn)′ = nxn−1, n ∈ N, x ∈ R;

5) (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx;

6) (tg x)′ = 1
cos2 x , (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;

7) (arcsinx)′ = 1√
1−x2

, (arccosx)′ = − 1√
1−x2

;

8) (arctg x)′ = 1
1+x2 , (arcctg x)′ = − 1

1+x2 ;

9) (shx)′ = chx, (chx)′ = shx;

10) (thx)′ = 1
ch 2x

, (cthx)′ = − 1
sh 2x

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) f(x) = C ⇒ ∆f = 0 ⇒ f ′ = 0.

2) Â ñèëó òåîðåìû 3 � 11 ãëàâû 2 lim
x→0

ex−1
x = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

(ex)′ = lim
∆x→0

ex+∆x−ex

∆x = ex lim
∆x→0

e∆x−1
∆x = ex, ïîýòîìó ïî òåîðåìå

î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè (ax)′ = (eln a x)′ = eln a x (ln a x)′ =
= ax ln a. Çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî x′ = 1, êîòîðîå ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

3) Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè (loga x)
′ = 1

(ay)′ =

= 1
ay ln a , ãäå y = loga x, ò. å. (loga x)

′ = 1
x ln a .

4) Ïðè x > 0: (xα)′ = (eln xα)′ = eln xα (lnxα)′ = αxα/x = αxα−1.
Ôîðìóëà (xn)′ = nxn−1 ïðè n ∈ N, x ∈ R äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé

ïî n.

5) Çàìåòèì, ÷òî sin(x + ∆x) − sinx = 2 cos(x + 1
2∆x) sin(

1
2∆x).

Èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü êîñèíóñà,
ïîëó÷àåì

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx

∆x
=
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= lim
∆x→0

cos(x+
1

2
∆x)

sin( 12∆x)
1
2∆x

= cosx.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì
(cosx)′ = (sin(π/2− x))′ = − cos(π/2− x) = − sinx.

6) (tg x)′ =
(
sin x
cos x

)′
= (sin x)′ cos x−(cos x)′ sin x

cos2 x = cos2 x+sin2 x
cos2 x = 1

cos2 x .
(ctg x)′ = (tg (π/2− x))′ = − 1

cos2(π/2−x) = −
1

sin2 x
.

7) (arcsinx)′ = 1
(sin y)′ = 1

cos y , ãäå y = arcsinx, ò. å. (arcsinx)′ =

= 1
cos(arcsin x) =

1√
1−x2

.

Òàê êàê arccosx = π
2 − arcsinx, òî (arccosx)′ = −(arcsinx)′ =

= − 1√
1−x2

.

8) (arctg x)′ = 1
(tg y)′ = cos2 y, ãäå y = arctg x, ò. å. (arctg x)′ =

= cos2(arctg x) = 1
1+tg 2(arctg x) =

1
1+x2 .

Òàê êàê arcctg x = π
2−arctg x, òî (arcctg x)

′ = −(arctg x)′ = − 1
1+x2 .

9) (shx)′ =
(

ex−e−x

2

)′
= ex+e−x

2 = chx;

(chx)′ =
(

ex+e−x

2

)′
= ex−e−x

2 = shx.

10) (thx)′ =
(
sh x
ch x

)′
= (sh x)′chx−(ch x)′sh x

ch 2x
= ch 2x−sh 2x

ch 2x
= 1

ch 2x
;

(cthx)′ =
(

1
th x

)′
= − (th x)′

th2 x
= − ch 2x

sh 2x
1

ch 2x
= − 1

sh 2x
.

Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíê-
öèåé, çàäàííîé óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, åñëè ∀x ∈ X ↪→ F (x, f(x)) =
= 0.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2+y2 = 1 çàäàåò ñëåäóþùèå íåïðåðûâíûå
íåÿâíûå ôóíêöèè: y = f1(x) =

√
1− x2 è y = f2(x) = −

√
1− x2.

Ïóñòü íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà óðàâíåíèåì F (x, y) =
= 0. Òîãäà ïðîèçâîäíóþ íåÿâíîé ôóíêöèè f(x) (åñëè îíà ñóùåñòâó-
åò) ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè φ(x) = F (x, f(x)) = 0: φ′(x) = 0.

Ïpèìåp. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0 ôóíêöèè y(x), çà-
äàííîé óðàâíåíèåì sinx+ x− y − y3 = 0.

82



Ðåøåíèå. Òàê êàê φ(x) = sinx + x − y(x) − y3(x) = 0,
òî 0 = φ′(x) = cosx+ 1− y′(x)− 3y2(x)y′(x), ñëåäîâàòåëüíî, y′(x) =
= cos x+1

1+3y2(x) . Ïðè x = 0 èìååì 0 = y3 + y = y(y2 + 1), ñëåäîâàòåëüíî,

y(0) = 0, y′(0) = 1+1
1+0 = 2.

Ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè x(t) è y(t). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ x(t) îáðàòèìà, ò. å. ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t(x). Òîãäà
ôóíêöèÿ y = φ(x) = y(t(x)) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé
ôóíêöèåé.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíê-
öèè, òî ∃t′(x) = 1

x′(t) , ãäå t = t(x).

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíê-

öèè, òî ∃y′x(x) = φ′(x) = y′t(t(x)) t
′(x) =

y′
t(t)

x′
t(t)

, ãäå t = t(x). Èòàê, ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé ýòèõ òåîðåì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

y′x =
y′t
x′t
.

Òåîpåìà 5. (Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà.) Ïóñòü
ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0. Òîãäà

1) ∃ d(f + g)(x0) = df(x0) + dg(x0),
2) ∃ d(fg)(x0) = g(x0) df(x0) + f(x0) dg(x0),

3) åñëè g(x0) ̸= 0, òî ∃ d
(

f
g

)
(x0) =

g(x0) df(x0)−f(x0) dg(x0)
g2(x0)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåí-
öèðóåìû â òî÷êå x0, òî ïî òåîðåìå 1 ∃(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0).
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷àåì ∃d(f+g)(x0) = (f+
+ g)′(x0) dx = f ′(x0) dx+ g′(x0) dx = df(x0) + dg(x0).

Ïóíêòû (2) è (3) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

� 3. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ
ïîðÿäêîâ

Ïðîèçâîäíàÿ f (n)(x) ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïî-
ðÿäêó.
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Îïpåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà � ýòî ñàìà ôóíê-
öèÿ: f (0)(x) = f(x). Ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà f (1)(x) = f ′(x)
áûëà îïðåäåëåíà ðàíåå. Åñëè ôóíêöèÿ f (n) îïðåäåëåíà â Uδ(x), òî
f (n+1)(x) = (f (n))′(x).

Îïpåäåëåíèå. Ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n ∈ N íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
n! = n · (n− 1) · ... · 1.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôàêòîðèàëà ÷èñëà n ∈ N
∪
{0} äàåòñÿ ïî

èíäóêöèè: 0! = 1, 1! = 1, n! = n · (n− 1)!.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü n, k ∈ N
∪
{0}, k ≤ n. Îïðåäåëèì áèíîìè-

àëüíûé êîýôôèöèåíò:

Ck
n =

n!

(n− k)! k!
=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
.

Ëåììà 1. (Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.)
1) C0

n = 1, Cn
n = 1 ∀n ∈ N

∪
{0};

2) Ck
n + Ck−1

n = Ck
n+1 ∀n, k ∈ N : k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) C0
n = n!

n! 0! = 1, àíàëîãè÷íî Cn
n = 1.

2) Ck
n + Ck−1

n = n!
(n−k)! k! +

n!
(n−k+1)! (k−1)! =

n!
(n−k+1)! k! (n − k + 1 +

+ k) = (n+1)!
(n−k+1)! k! = Ck

n+1.

Òåîpåìà 1. (Ôîðìóëà Ëåéáíèöà.) Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèé u(x), v(x) â òî÷êå x ïîðÿäêà n. Òîãäà

∃ (u(x)v(x))(n) =

n∑
k=0

Ck
n u

(k)(x) v(n−k)(x) =

= C0
n u

(0)(x) v(n)(x) + C1
n u

(1)(x) v(n−1)(x) + · · ·+ Cn
n u

(n)(x) v(0)(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 (uv)′ = u′v + uv′ =

=
1∑

k=0

Ck
1 u

(k) v(1−k) òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Ïóñòü ôîðìóëà Ëåéáíèöà ñïðàâåäëèâà ïðè n = s, òîãäà

(uv)(s) =
s∑

k=0

Ck
s u

(k) v(s−k). Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà Ëåéáíèöà ñïðà-

âåäëèâà ïðè n = s+ 1.

84



(uv)(s+1) = ((uv)(s))′ =

s∑
k=0

Ck
s (u(k) v(s−k))′ =

=

s∑
k=0

Ck
s u

(k+1) v(s−k) +

s∑
k=0

Ck
s u

(k) v(s+1−k) j=k+1
=

=

s+1∑
j=1

Cj−1
s u(j) v(s+1−j) +

s∑
k=0

Ck
s u

(k) v(s+1−k) k=j
=

=

s∑
k=1

Ck−1
s u(k) v(s+1−k) + Cs

s u
(s+1) v(0) +

+ C0
s u

(0) v(s+1) +

s∑
k=1

Ck
s u

(k) v(s+1−k) ñâîéñòâî 1
=

= u(0) v(s+1) +

s∑
k=1

(Ck−1
s + Ck

s )u
(k) v(s+1−k) + u(s+1) v(0)

ñâîéñòâà 1,2
=

= C0
s+1 u

(0) v(s+1) +

s∑
k=1

Ck
s+1 u

(k) v(s+1−k) + Cs+1
s+1 u

(s+1) v(0) =

=

s+1∑
k=0

Ck
s+1 u

(k) v(s+1−k),

ò. å. ôîðìóëà Ëåéáíèöà âåðíà ïðè n = s+1. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì,
÷òî ôîðìóëà Ëåéáíèöà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ck
n a

k bn−k ∀a, b ∈ R, n ∈ N.

Ýòîé ôîðìóëå êîýôôèöèåíòû Ck
n è îáÿçàíû ñâîèì íàçâàíèåì.

Îïpåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà d1f(x) = df(x)
áûë îïðåäåëåí ðàíåå. Ïóñòü â Uδ(x0) ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë n-ãî
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ïîðÿäêà ôóíêöèè f : dnf(x). Äèôôåðåíöèàëîì ïîðÿäêà n+ 1 íàçû-
âàåòñÿ äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà îò äèôôåðåíöèàëà ïîðÿäêà
n: dn+1f(x0) = d(dnf)(x0).

Äèôôåðåíöèàë dnf(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ: x è
dx. Ïðè âû÷èñëåíèè dn+1f(x0) íóæíî çàôèêñèðîâàòü dx è äèôôå-
ðåíöèðîâàòü dnf(x) êàê ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé x.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè
∃dnf(x0).

Òåîpåìà 2. 1) ∃dnf(x0) ⇐⇒ ∃f (n)(x0) ∈ R;
2) åñëè ∃ f (n)(x0) ∈ R, òî dnf(x0) = f (n)(x0) (dx)

n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïðè n = k (ïðåäïîëî-

æåíèå èíäóêöèè).
Åñëè íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íå ñóùåñòâóåò f

(k)(x) ∈ R,
òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè íå ñóùåñòâóåò dkf(x). Òîãäà íå
ñóùåñòâóåò f (k+1)(x0) è íå ñóùåñòâóåò dk+1f(x0), è ïðè n = k + 1
óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü â íåêîòîðîé Uδ(x0) ∃ f (k)(x) ∈ R. Òîãäà â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè â Uδ(x0) ∃ dkf(x) = f (k)(x) (dx)k. Ïî
îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà ïîðÿäêà k + 1

dk+1f(x0) = d(dkf)(x0) = d(f (k)(x) (dx)k)
∣∣∣
x=x0

=

= d(f (k)(x))
∣∣∣
x=x0

(dx)k = f (k+1)(x0) dx (dx)
k = f (k+1)(x0) (dx)

k+1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå dk+1f(x0) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ
f (k+1)(x0) ∈ R è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ f (k+1)(x0) ∈ R ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà dk+1f(x0) = f (k+1)(x0) (dx)

k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïðè n = k+1. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî
òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì n ∈ N.

Çàìå÷àíèå. (Íåèíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëîâ âûøå
1-ãî ïîðÿäêà.)

Ïóñòü çàäàíû äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè y(x) è z(y).
Íàéäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè z = φ(x) = z(y(x)).

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà dφ(x) =
= z′(y(x)) dy(x).
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Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïðîèçâåäåíèÿ d2φ(x) =
= d(z′(y(x))) · dy(x) + z′(y(x)) · d(dy(x)) = z′′(y(x)) (dy(x))2 +
+ z′(y(x)) d2y(x).

Èòàê, äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè z = z(y(x)): d2z = z′′(y)(dy)2 +
+ z′(y)d2y, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè z = z(y): d2z =
= z′′(y)(dy)2. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû äëÿ âòîðûõ äèôôåðåíöèà-
ëîâ ïðîñòîé è ñëîæíîé ôóíêöèé íå ñîâïàäàþò. Òî æå îòíîñèòñÿ ê
äèôôåðåíöèàëàì ïîðÿäêîâ n > 2.

� 4. Òåîðåìû î ñðåäíåì
äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → R.
1. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-

öèè f ïî ìíîæåñòâó X, åñëè

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0)
∩
X ↪→ f(x0) ≤ f(x).

2. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿòî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìàôóíê-
öèè f ïî ìíîæåñòâó X, åñëè

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0)
∩
X ↪→ f(x0) ≥ f(x).

3. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f , åñëè x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàê-
ñèìóìà f .

Òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ îïðåäåëè-
ëè, íàçûâàþòñÿ òàêæå òî÷êàìè íåñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
Îïðåäåëèì òî÷êè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

4. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó X, åñëè

∃δ > 0 : ∀x ∈
o

U δ(x0)
∩
X ↪→ f(x0) < f(x). (1)

5. Òî÷êà x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó X, åñëè

∃δ > 0 : ∀x ∈
o

U δ(x0)
∩
X ↪→ f(x0) > f(x).

6. Òî÷êè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
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Çàìå÷àíèå. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷-
êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåñòðîãîãî ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè,
ðàâíîé êîíñòàíòå, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷-
êàìè íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà, à ñòðîãèõ ýêñòðåìóìîâ íåò.

Çàìå÷àíèå. Åñëè x0 ∈ intX, òî â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà ìîæíî íå óêàçûâàòü ìíîæåñòâî X è âìåñòî x ∈
o

Uδ(x0)
∩
X

ïèñàòü x ∈
o

Uδ(x0). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-
ëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî. Åñëè x0 ∈ intX, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ0 > 0
òàêîå, ÷òî Uδ0(x0) ⊂ X. Åñëè, íàïðèìåð, x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðî-
ãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó X, òî âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (1). Îïðåäåëèì δ1 = min{δ, δ0}. Òîãäà

∀x ∈
o

U δ1(x0) ↪→ f(x0) < f(x). (2)

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2), òî ∀x ∈
o

Uδ1(x0)
∩
X ↪→

f(x0) < f(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1).

Òåîpåìà 1. (Òåîðåìà Ôåðìà.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà
íà (a, b) è x0 ∈ (a, b) � òî÷êà (íåñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f . Òîãäà åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî f

′(x0) =
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x0 � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà f .
Îïðåäåëèì δ0 = min{b− x0, x0 − a}. Òîãäà ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈
∈ Uδ(x0) ↪→ f(x0) ≤ f(x). Ïîýòîìó ïðè x ∈ (x0, x0 + δ) âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëü-

íà: f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0. Àíàëîãè÷íî, f ′−(x0) ≤ 0. Åñëè

∃f ′(x0), òî f ′(x0) = f ′+(x0) = f ′−(x0) è, ñëåäîâàòåëüíî, f
′(x0) = 0.

Çàìå÷àíèå. Â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò
à) íå ñóùåñòâîâàòü, êàê, íàïðèìåð, äëÿ f(x) = |x| íå ñóùåñòâóåò

f ′(0) èëè
á) áûòü áåñêîíå÷íîé, êàê, íàïðèìåð, äëÿ f(x) =

√
|x| f ′(0) =∞.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → R äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà â
òî÷êå x0 ∈ X, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
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X, òî â òî÷êå x0 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êîíå÷íàÿ (îäíîñòîðîííÿÿ),
íå ðàâíàÿ íóëþ, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f . Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f :
[0, 1]→ R, çàäàííàÿ ôîðìóëîé f(x) = x, äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå
x0 = 0, íî f ′+(x0) = 1 ̸= 0.

Òåîpåìà 2. (Òåîðåìà Ðîëëÿ.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è ïóñòü f(a) = f(b). Òîãäà ∃ξ ∈
∈ (a, b) : f ′(ξ) = 0.

f(x)

x

f(a) = f(b)

a bξ1 ξ2 ξ3

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 2 � 7 ãëà-
âû 2) ∃m = min

x∈[a,b]
f(x) è ∃M = max

x∈[a,b]
f(x).

Åñëè m = M , òî f(x) = const íà [a, b]. Âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
ξ ∈ (a, b), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè m ̸=M , òî ëèáî m < f(a), ëèáî f(a) < M . Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, ñëó÷àé m < f(a). Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà ∃ξ ∈ [a, b] :
f(ξ) = m < f(a) = f(b). Ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ (a, b) è ïî òåîðåìå Ôåðìà
f ′(ξ) = 0.

Òåîpåìà 3. (Òåîðåìà Êîøè î ñðåäíåì.) Ïóñòü ôóíêöèè f è
g íåïðåðûâíû íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b). Ïóñòü ∀x ∈
∈ (a, b) ↪→ g′(x) ̸= 0. Òîãäà

∃ξ ∈ (a, b) :
f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ðîëëÿ è óñëîâèÿ ∀x ∈ (a, b) ↪→
↪→ g′(x) ̸= 0 ñëåäóåò, ÷òî g(b) ̸= g(a). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x) =
= f(x)−kg(x), ãäå êîýôôèöèåíò k îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ φ(a) = φ(b):

f(b)− kg(b) = f(a)− kg(a), ò. å. k = f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .

Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ∃ξ ∈ (a, b) : φ′(ξ) = 0, ò. å. f ′(ξ) − kg′(ξ) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, f ′(ξ)
g′(ξ) = k = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) .

y = f(t)

x = g(t)
f(a)

f(b)

f(ξ)

g(a) g(b)g(ξ)

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïóñòü ôóíêöèè f : [a, b] →
→ R è g : [a, b]→ R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè î ñðåä-
íåì. Ïîñòðîèì ãðàôèê ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè x = g(t),
y = f(t), t ∈ [a, b]. Ïðîâåäåì îòðåçîê (õîðäó), ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
(g(a), f(a)) è (g(b), f(b)). Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ýòîé õîðäû ðàâåí k =

= f(b)−f(a)
g(b)−g(a) . Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàÿ,

÷òî f ′(ξ)
g′(ξ) = k. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè (ñì. � 2), ïîëó÷àåì, ÷òî â òî÷êå t = ξ

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà y′x =
y′
t

x′
t
=

f ′
t

g′
t
= k. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå

(g(ξ), f(ξ)) òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y(x) ðàâåí òàíãåíñó óãëà íàêëîíà õîðäû. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà
Êîøè óòâåðæäàåò, ÷òî íà ãðàôèêå ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêè, íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå.

Òåîpåìà 4. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé Ëàãðàíæà: f(b)− f(a) = f ′(ξ) (b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Êîøè î ñðåäíåì
äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) = x.
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f(x)

x

f(a)

f(b)

f(ξ)

a bξ

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f : [a, b] → R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
ýòîé òåîðåìû, íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê
ãðàôèêó f ïàðàëëåëüíà õîðäå.

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R → R ñ íåïðåðûâíîé
ïðîèçâîäíîé òàêàÿ, ÷òî
∀δ > 0 ∃x1, x2 ∈ (0, δ) : f(x1) ≥ x1, f(x2) ≤ −x2?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b) è ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) ̸= 0. Îáÿçàíà ëè ôóíêöèÿ f ′ ñîõðàíÿòü
çíàê íà (a, b)?

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì. (1) Ïóñòü
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0, x0 + δ] è äèôôåðåíöèðóåìà
íà èíòåðâàëå (x0, x0 + δ). Ïóñòü ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííèé ïðåäåë
ïðîèçâîäíîé f ′(x0 + 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîä-
íàÿ f ′+(x0) è f

′
+(x0) = f ′(x0 + 0).

(2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0− δ, x0] è äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (x0 − δ, x0). Ïóñòü ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîí-
íèé ïðåäåë ïðîèçâîäíîé f ′(x0−0). Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííÿÿ
ïðîèçâîäíàÿ f ′−(x0) è f

′
−(x0) = f ′(x0 − 0).

(3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Uδ(x0) è äèôôåðåíöèðóåìà

â
o

U δ(x0). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðîèçâîäíîé lim
x→x0

f ′(x). Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) è f
′(x0) = lim

x→x0

f ′(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò (1). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î
ñðåäíåì äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (x0;x0 + δ) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ(x) ∈
∈ (x0;x) òàêàÿ, ÷òî

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′(ξ(x)). Ïî òåîðåìå î òðåõ ôóíê-
öèÿõ èìååì lim

x→x0+0
ξ(x) = x0. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåäåëå ñëîæíîé

ôóíêöèè äëÿ îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå 2(a) � 6
ãëàâû 2, ïîëó÷àåì lim

x→x0+0
f ′(ξ(x)) = lim

ξ→x0+0
f ′(ξ) = f ′(x0 + 0). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
x→x0+0

f ′(ξ(x)) = f ′(x0 + 0).

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) àíàëîãè÷íî. Ïóíêò (3) ñëåäóåò èç ïóíêòîâ
(1), (2).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b). Ìîæåò ëè f ′ íà (a, b) èìåòü

à) ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà;
á) ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà?

� 5. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ∃f (n)(x0) ∈ R. Òîãäà

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k =

= f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå x0;
rn(x) = f(x)−Pn(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìóëå

Òåéëîðà:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + rn(x).

Ëåììà 1. Ïóñòü k ∈ N, φk(x) = (x− x0)k. Òîãäà

1) φ
(s)
k (x) =

{ k!
(k−s)! (x− x0)

k−s ïðè s ∈ {0, ..., k},
0 ïðè s > k;
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2) φ
(s)
k (x0) =

{
0 ïðè s ̸= k,
k! ïðè s = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) φ′
k(x) = k(x−x0)k−1, φ′′

k(x) = k(k−1)(x−
− x0)k−2 è òàê äàëåå, ïðè s ≤ k: φ(s)

k (x) = k(k − 1)...(k − (s− 1))(x−
− x0)k−s = k!

(k−s)! (x− x0)
k−s. Ñëåäîâàòåëüíî, φ

(k)
k (x) = k! è φ

(s)
k (x) =

= 0 ïðè s > k.
Ïóíêò (2) ñëåäóåò èç ïóíêòà (1).

Ëåììà 2. Ïóñòü ∃f (n)(x0) ∈ R. Òîãäà ∀s ∈ {0, ..., n} ↪→
↪→ r

(s)
n (x0) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

P (s)
n (x) =

(
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
φk(x)

)(s)

=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
φ
(s)
k (x).

Èç ëåììû 1(á) ñëåäóåò, ÷òî ïðè s ≤ n:

P (s)
n (x0) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
φ
(s)
k (x0) = f (s)(x0),

à çíà÷èò, r
(s)
n (x0) = f (s)(x0)− P (s)

n (x0) = 0.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî ξ ëåæèò ñòðîãî
ìåæäó ÷èñëàìè x0 è x, åñëè x < ξ < x0 èëè x0 < ξ < x.

Òåîpåìà 1. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ïåàíî.) Ïóñòü ∃f (n)(x0) ∈ R, òîãäà

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + o((x− x0)n) ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî rn(x) = o((x− x0)n)
ïðè x→ x0, òî åñòü

lim
x→x0

rn(x)

φn(x)
= 0, (1)

ãäå φn(x) = (x−x0)n. Ïîñêîëüêó ∃f (n)(x0) ∈ R, òî ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü Uδ(x0), â êîòîðîé îïðåäåëåíà f (n−1), à çíà÷èò, è f (k) ïðè âñåõ
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k ∈ {0, . . . , n − 1}. Òàê êàê rn(x0) = 0, φn(x0) = 0, òî ïî òåîðåìå

Êîøè î ñðåäíåì ∀x ∈
o

Uδ(x0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ξ1, ëåæàùåå ñòðîãî
ìåæäó x è x0, òàêîå, ÷òî

rn(x)

φn(x)
=

rn(x)− rn(x0)
φn(x)− φn(x0)

=
r′n(ξ1)

φ′
n(ξ1)

.

Ñîãëàñíî ëåììàì 1, 2 èìååì r′n(x0) = r
(n−1)
n (x0) = 0, φ′

n(x0) =

= φ
(n−1)
n (x0) = 0. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êîøè î ñðåäíåì íàéäåòñÿ

÷èñëî ξ2, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó ξ1 è x0 (à çíà÷èò, ëåæàùåå ñòðîãî
ìåæäó x è x0), òàêîå, ÷òî

rn(x)

φn(x)
=
r′n(ξ1)

φ′
n(ξ1)

=
r′n(ξ1)− r′n(x0)
φ′
n(ξ1)− φ′

n(x0)
=
r′′n(ξ2)

φ′′
n(ξ2)

.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, äëÿ ëþáîãî x ∈
o

Uδ(x0) ïîëó÷àåì
ξn−1 = ξn−1(x), ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó x è x0, òàêîå, ÷òî

rn(x)

φn(x)
=
r
(n−1)
n (ξn−1)

φ
(n−1)
n (ξn−1)

.

Òàê êàê r
(n−1)
n (x0) = 0, φ

(n−1)
n (x) = n! (x− x0), òî

rn(x)

φn(x)
=
r
(n−1)
n (ξn−1)− r(n−1)

n (x0)

n! (ξn−1 − x0)
.

Ïîñêîëüêó lim
x→x0

ξn−1(x) = x0 è ∀x ∈
o

U δ(x0) ↪→ ξn−1(x) ̸= x0, òî ïî

òåîðåìå î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 2(a) � 6 ãëàâû 2) èìååì

lim
x→x0

rn(x)

φn(x)
=

1

n!
lim

x→x0

r
(n−1)
n (ξn−1(x))− r(n−1)

n (x0)

ξn−1(x)− x0
=

=
1

n!
lim
ξ→x0

r
(n−1)
n (ξ)− r(n−1)

n (x0)

ξ − x0
.

Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé r
(n)
n (x0) ïîëó÷àåì

lim
x→x0

rn(x)

φn(x)
=

1

n!
r(n)n (x0). (2)
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Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî r
(n)
n (x0) = 0, òî

èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1).

Òåîpåìà 2. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà.)

Ïóñòü â íåêîòîðîé Uδ(x0) ñóùåñòâóåò f (n+1)(x). Òîãäà ∀x ∈
∈

o

U δ(x0) ∃ξ, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó x è x0, òàêîå, ÷òî

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φn+1(x) = (x−x0)n+1. Ïðèìåíÿÿ n+ 1
ðàç òåîðåìó Êîøè î ñðåäíåì è èñïîëüçóÿ ëåììû 1, 2, äëÿ ëþáî-

ãî x ∈
o

U δ(x0) ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë ξ1, . . . , ξn+1, ëåæàùèõ
ñòðîãî ìåæäó x è x0, è òàêèõ, ÷òî

rn(x)

φn+1(x)
=

r′n(ξ1)

φ′
n+1(ξ1)

= · · · = r
(n+1)
n (ξn+1)

φ
(n+1)
n+1 (ξn+1)

.

Ïîñêîëüêó Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî ∀x ∈ R ↪→ P
(n+1)
n (x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈ R ↪→ f (n+1)(x) = r
(n+1)
n (x). Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ

ñîîòíîøåíèå ∀x ∈ R ↪→ φ
(n+1)
n+1 (x) = (n + 1)! è îáîçíà÷àÿ ξ = ξn+1,

ïîëó÷àåì
rn(x)

φn+1(x)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

Èòàê,

f(x)− Pn(x) = rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
φn+1(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Òåîpåìà 3. (Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.)
Ïóñòü ∃f (n)(x0) ∈ R è ïóñòü ïðè x→ x0

f(x) =

n∑
k=0

ak(x− x0)k + o((x− x0)n) =
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= a0 + a1(x− x0) + ...+ an(x− x0)n + o((x− x0)n).

Òîãäà ∀k ∈ {0, ..., n} ak = f(k)(x0)
k! .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåé-
ëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ñëåäîâàòåëüíî,

a0 + a1(x− x0) + ...+ an(x− x0)n + o((x− x0)n) =

= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè x → x0, ïîëó÷àåì a0 = f(x0). Îòáðîñèâ â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå a0 è f(x0) è ðàçäåëèâ
îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà x− x0, ïîëó÷àåì

a1 + a2(x− x0) + ...+ an(x− x0)n−1 + o((x− x0)n−1) =

= f ′(x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0) + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n−1 + o((x− x0)n−1).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → x0, íàõîäèì a1 =
= f ′(x0). Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì óò-
âåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü f(x) = f(x0) + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + o((x−
− x0)2), x→ x0. Âåðíî ëè, ÷òî
à) ∃f ′(x0);
á) ∃f ′′(x0)?

Òåîpåìà 4. (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ôîðìóëû Òåé-
ëîðà.) Ïóñòü ∃f (n)(x0) ∈ R è ïóñòü

f(x) =
n∑

k=0

ak(x− x0)k + o((x− x0)n) ïðè x→ x0. Òîãäà

f ′(x) =
n∑

k=1

akk(x− x0)k−1 + o((x− x0)n−1) ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ

Òåéëîðà) ∀k ∈ {0, ..., n} ↪→ ak = f(k)(x0)
k! . Â ñèëó òåîðåìû 1, ïðèìå-

íåííîé ê ôóíêöèè g(x) = f ′(x),

f ′(x) =

n−1∑
k=0

g(k)(x0)

k!
(x− x0)k + o((x− x0)n−1) =
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=

n−1∑
k=0

f (k+1)(x0)

k!
(x− x0)k + o((x− x0)n−1) =

=

n−1∑
k=0

ak+1(k + 1)(x− x0)k + o((x− x0)n−1)
k=s−1
=

=

n∑
s=1

ass(x− x0)s−1 + o((x− x0)n−1)
s=k
=

=

n∑
k=1

akk(x− x0)k−1 + o((x− x0)n−1).

Òåîpåìà 5. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà.)
Ïóñòü ∃f (n+1)(x0) è ïóñòü

f ′(x) =
n∑

k=0

bk(x− x0)k + o((x− x0)n) ïðè x→ x0. Òîãäà

f(x) = f(x0) +
n∑

k=0

bk
k+1 (x− x0)

k+1 + o((x− x0)n+1) ïðè x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.

� 6. Ðàçëîæåíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

Èç òåîðåìû 1 � 5 ïðè x0 = 0 ñëåäóåò
Òåîpåìà 1. (Ôîðìóëà Ìàêëîðåíà.) Åñëè ∃f (n)(0) ∈ R, òî

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + o(xn) ïðè x→ 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
1) åñëè f � ÷åòíàÿ, òî f ′ � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ;
2) åñëè f � íå÷åòíàÿ, òî f ′ � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f � ÷åòíàÿ, ò. å. f(−x) =

= f(x). Òàê êàê f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x , òî f ′(−x) =

= lim
∆x→0

f(−x+∆x)−f(−x)
∆x

â ñèëó ÷åòíîñòè f
= lim

∆x→0

f(x−∆x)−f(x)
∆x

t=−∆x
=
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= lim
t→0

f(x+t)−f(x)
−t = −f ′(x). Èòàê, ∀x ↪→ f ′(−x) = −f ′(x), ò. å. f ′ �

íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2 � àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 2. 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f � ÷åòíàÿ è ïóñòü ∃f (2n+1)(0).
Òîãäà

f(x) =

n∑
k=0

f (2k)(0)

(2k)!
x2k + o(x2n+1), x→ 0.

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f � íå÷åòíàÿ è ïóñòü ∃f (2n+2)(0). Òîãäà

f(x) =

n∑
k=0

f (2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1 + o(x2n+2), x→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê f(x) � ÷åòíàÿ, òî f ′(x) � íå÷åòíàÿ,
ñëåäîâàòåëüíî, f ′′(x) � ÷åòíàÿ è òàê äàëåå: ∀k ∈ N ↪→ f (2k)(x) �
÷åòíàÿ, f (2k−1)(x) � íå÷åòíàÿ. Òàê êàê f (2k−1)(x) � íå÷åòíûå, òî
f (2k−1)(0) = −f (2k−1)(0), ò. å. f (2k−1)(0) = 0. Ïî òåîðåìå 1 f(x) =
= P2n+1(x) + o(x2n+1) ïðè x→ 0, ãäå

P2n+1(x) =

2n+1∑
s=0

f (s)(0)

s!
xs =

=
∑

s=0,2,4,...,2n

f (s)(0)

s!
xs +

∑
s=1,3,5,...,2n+1

f (s)(0)

s!
xs =

=
∑

s=0,2,4,...,2n

f (s)(0)

s!
xs

s=2k
=

n∑
k=0

f (2k)(0)

(2k)!
x2k.

2) Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà àíàëîãè÷íî.

Ýêñïîíåíòà. Åñëè f(x) = ex, òî ∀n ∈ N
∪
{0} ↪→ f (n)(0) = e0 =

= 1, ñëåäîâàòåëüíî,

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn) = 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ o(xn), x→ 0.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Åñëè f(x) = shx, òî f (2k)(x) =
= shx, f (2k+1)(x) = chx, ñëåäîâàòåëüíî, f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(0) = 1,
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shx =

n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+2) =

= x+
x3

3!
+
x5

5!
+ ...+

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0.

Àíàëîãè÷íî,

chx =

n∑
k=0

x2k

(2k)!
+ o(x2n+1) =

= 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ ...+

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Åñëè f(x) = sinx, òî
f (s)(x) = sin

(
x+ π

2 s
)
, f (2k)(0) = sin(πk) = 0, f (2k+1)(0) =

= sin
(
π
2 + πk

)
= (−1)k, ñëåäîâàòåëüíî,

sinx =

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+2) =

= x− x3

3!
+
x5

5!
+ ...+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0.

Àíàëîãè÷íî,

cosx =

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+ o(x2n+1) =

= 1− x2

2!
+
x4

4!
+ ...+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè f(x) = (1 + x)α, òî f (k)(x) = α(α−
− 1)...(α− (k− 1))(1+x)α−k, ñëåäîâàòåëüíî, f (k)(0) = α(α− 1)...(α−
− (k − 1)). Îáîçíà÷èì

C0
α = 1, Ck

α =
α(α− 1)...(α− (k − 1))

k!
, k ∈ N.

Òîãäà
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(1 + x)α =

n∑
k=0

Ck
αx

k + o(xn), x→ 0.

Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäíåé ôîðìóëû:

1

1 + x
=

n∑
k=0

(−1)kxk + o(xn), x→ 0.

Ëîãàðèôì. Åñëè f(x) = ln(1+x), òî f ′(x) = 1
1+x =

n−1∑
k=0

(−1)kxk+

+ o(xn), x→ 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5 � 5 î ïî÷ëåííîì èíòå-
ãðîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà, ñ ó÷åòîì ln(1) = 0, ïîëó÷àåì

f(x) =

n−1∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1
+ o(xn) =

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+ o(xn) =

= x− x2

2
+ ...+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn), x→ 0.

Àpêòàíãåíñ. Åñëè f(x) = arctg x, òî f ′(x) = 1
1+x2 =

=
n∑

k=0

(−1)kx2k + o(x2n+1), x → 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î

ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà, ñ ó÷åòîì arctg 0 = 0,
ïîëó÷àåì

arctg x =

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1
+ o(x2n+2) =

= x− x3

3
+ ...+

(−1)nx2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), x→ 0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 ̸= 0, òî ïðåæäå âñåãî íóæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåí-
íîé: t = x− x0, çàòåì ðàçëîæèòü ôóíêöèþ φ(t) = f(x0 + t) ïî ôîð-
ìóëå Ìàêëîðåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0, ïîñëå ÷åãî âåðíóòüñÿ ê
èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîäñòàâèâ t = x− x0.

Ïpèìåp. Ðàçëîæèòü lnx ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x0, x0 > 0.
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Ðåøåíèå. lnx
t=x−x0= ln(x0+ t) = ln(x0(1+ t/x0)) = lnx0+ln(1+

+ t/x0). Òàê êàê ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k+1 xk

k + o(xn), x→ 0, òî lnx =

= lnx0 +
n∑

k=1

(−1)k+1tk

xk
0k

+ o(tn) = lnx0 +
n∑

k=1

(−1)k+1(x−x0)
k

xk
0k

+ o((x −

− x0)n), x→ x0.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå lnx = ln(1+(x−1)) =
n∑

k=1

(−1)k+1(x−1)k

k +

+ o((x − 1)n) ïðè x0 ̸= 1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è, òàê
êàê x− 1 ̸→ 0 ïðè x→ x0.

Ïpèìåp. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äî o(x4) ôóíêöèþ
tg x.

Ðåøåíèå. tg x = sin x
cos x . Ïðè x → 0: sinx = x − 1

3!x
3 + o(x4);

1
cos x = 1

1−x2/2+o(x3) = 1
1+y(x) , ãäå y(x) = −x2/2 + o(x3). Òàê êàê

y(x) → 0 ïðè x → 0, òî 1
1+y(x) = −y(x) + y2(x) + o(y2(x)) ïðè x →

→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 1
cos x = 1− (−x2/2+ o(x3)) + (−x2/2+ o(x3))2 +

+ o((−x2/2 + o(x3))2) = 1 + x2/2 + o(x3), ïîýòîìó tg x = (x− 1
3!x

3 +
+o(x4))(1+ 1

2x
2+o(x3)) = x− 1

6x
3+ 1

2x
3+o(x4) = x+ 1

3x
3+o(x4).

Ïpèìåp. Íàéòè lim
x→0

tg x−x
sin x−sh x .

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè x→ 0: tg x = x+x3/3+o(x4), sinx =

x−x3/6+o(x4), shx = x+x3/6+o(x4), òî tg x−x
sin x−sh x = x3/3+o(x4)

−x3/3+o(x4) =

= 1+o(x)
−1+o(x) = −1 + o(1), ñëåäîâàòåëüíî, lim

x→0

tg x−x
sin x−sh x = −1.

� 7. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Òåîpåìà 1. (Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0
0 .) Ïóñòü ôóíêöèè f(x)

è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b),

lim
x→a+0

f(x) = 0, lim
x→a+0

g(x) = 0 è ∀x ∈ (a, b) ↪→ g′(x) ̸= 0.

Ïóñòü

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= C ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò
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lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f(x) è g(x) â òî÷êå a,
ïîëàãàÿ f(a) = g(a) = 0. Òîãäà ôóíêöèè f è g áóäóò íåïðåðûâíû íà
[a, b). Ïî òåîðåìå Êîøè î ñðåäíåì

∀x ∈ (a, b) ∃ξ = ξ(x) ∈ (a, x) :
f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)
g(x)− g(a)

=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Òàê êàê lim
x→a+0

ξ(x) = a è ξ(x) ̸= a, òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëå

ñëîæíîé ôóíêöèè lim
x→a+0

f ′(ξ(x))
g′(ξ(x)) = lim

ξ→a+0

f ′(ξ)
g′(ξ) = C, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→a+0

f(x)
g(x) = C.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà
ëó÷å (A,+∞),

lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

g(x) = 0 è

∀x ∈ (A,+∞) ↪→ g′(x) ̸= 0.

Ïóñòü

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= C ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïåðåìåííóþ t = 1
x è ðàññìîòðèì

ôóíêöèè f1(t) = f(1/t), g1(t) = g(1/t). Îïðåäåëèì A1 = max{A, 1}.
Òîãäà ôóíêöèè f1 è g1 äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(
0, 1

A1

)
. Çà-

ìåòèì, ÷òî lim
t→+0

f1(t) = lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
t→+0

g1(t) = 0,

∀t ∈
(
0,

1

A1

)
↪→ f ′1(t) = −

f ′(1/t)

t2
, g′1(t) = −

g′(1/t)

t2
̸= 0,

lim
t→+0

f ′1(t)

g′1(t)
= lim

t→+0

f ′(1/t)

g′(1/t)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= C.

102



Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò lim
t→+0

f1(t)
g1(t)

= C, ò. å. ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

f(x)
g(x) = C.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó äëÿ ðàñêðûòèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0

0 ïðè x→ b− 0, x→ x0 è ïðè x→ −∞.

Òåîpåìà 2. (Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ .) Ïóñòü ôóíêöèè f(x)

è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b),

lim
x→a+0

|f(x)| = +∞, lim
x→a+0

|g(x)| = +∞ è

∀x ∈ (a, b) ↪→ g′(x) ̸= 0.

Ïóñòü

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= C ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê

lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) = C, òî

∃aε ∈ (a, b) : ∀ξ ∈ (a, aε) ↪→
∣∣∣∣f ′(ξ)g′(ξ)

− C
∣∣∣∣ < ε

2
. (1)

Â ñèëó òåîðåìû Êîøè î ñðåäíåì äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, aε) ñóùåñòâóåò

÷èñëî ξ ∈ (x, aε) òàêîå, ÷òî
f(x)−f(aε)
g(x)−g(aε)

= f ′(ξ)
g′(ξ) . Äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, aε)

îáîçíà÷èì

H(x) =
f(x)− f(aε)
g(x)− g(aε)

.

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) èìååì

∀x ∈ (a, aε) ↪→ |H(x)− C| < ε

2
. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
x→a+0

(
H(x)− f(x)

g(x)

)
= 0. (3)
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Äåéñòâèòåëüíî,

H(x)−f(x)
g(x)

= H(x)

(
1− g(x)− g(aε)

f(x)− f(aε)
f(x)

g(x)

)
= H(x)

1−
1− g(aε)

g(x)

1− f(aε)
f(x)

 .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿH(x) îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëü-

êó lim
x→a+0

|f(x)| = +∞ è lim
x→a+0

|g(x)| = +∞, òî lim
x→a+0

f(aε)
f(x) = 0 è

lim
x→a+0

g(aε)
g(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

x→a+0

(
1− 1−g(aε)/g(x)

1−f(aε)/f(x)

)
= 0. Ïîýòî-

ìó ôóíêöèÿ H(x) − f(x)
g(x) ïðè x → a + 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé

êàê ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ. Òà-
êèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (3) ñïðàâåäëèâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëå-
äóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà ãε ∈ (a, aε) òàêîãî, ÷òî

∀x ∈ (a, ãε) ↪→
∣∣∣∣H(x)− f(x)

g(x)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

∀x ∈ (a, ãε) ↪→
∣∣∣∣f(x)g(x)

− C
∣∣∣∣ < ε.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò lim
x→a+0

f(x)
g(x) = C.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà
ëó÷å (A,+∞),

lim
x→+∞

f(x) =∞, lim
x→+∞

g(x) =∞ è

∀x ∈ (A,+∞) ↪→ g′(x) ̸= 0.

Ïóñòü

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= C ∈ R.

Òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåä-
ñòâèÿ 1.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó äëÿ ðàñêðûòèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞

∞ ïðè x → b − 0, x → x0 è ïðè x → −
−∞.

Òåîpåìà 3. à) ∀α > 0 ↪→ lnx = o(xα) ïðè x→ +∞;
á) ∀α > 0 ↪→ xα = o(ex) ïðè x→ +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 èìååì lim

x→+∞
ln x
xα =

= lim
x→+∞

1/x
αxα−1 = lim

x→+∞
1

αxα = 0.

á) Îïðåäåëèì y(x) = ex, β = 1/α, òîãäà â ñèëó ïóíêòà (a)

lim
y→+∞

(ln y)
yβ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

x→+∞
xα

ex = lim
x→+∞

(ln y(x))α

y(x) =

= lim
y→+∞

(
ln y
yβ

)α
= 0.

Òåîðåìà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè x→ +∞ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
òåò áûñòðåå ëîãàðèôìè÷åñêîé, à ýêñïîíåíòà ðàñòåò áûñòðåå ñòåïåí-
íîé.

� 8. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäíûõ

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåí-
öèðóåìà íà (a, b). Òîãäà

1) ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) ≥ 0 ⇔ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b];
2) ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) ≤ 0 ⇔ f íåñòðîãî óáûâàåò íà [a, b];
3) åñëè ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) > 0, òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b];
4) åñëè ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) < 0, òî f ñòðîãî óáûâàåò íà [a, b].
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. à) Ïóñòü ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′(x) ≥ 0. Ïî-

êàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b]. Ïóñòü çàäà-
íû ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈ [a, b]: x1 < x2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
f(x2) ≥ f(x1). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ∃ξ ∈ (x1, x2): f(x2)−
− f(x1) = (x2 − x1)f ′(ξ). Òàê êàê f ′(ξ) ≥ 0, òî f(x2) ≥ f(x1).

á) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b]. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ (a, b) è ïîêàæåì, ÷òî f ′(x0) ≥ 0. Òàê êàê
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f íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b], òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [a, b] òà-

êîé, ÷òî x ̸= x0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(x)−f(x0)

x−x0
≥ 0. Â ñèëó òåî-

ðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷àåì f ′(x0) =

= lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0.

Ïóíêò 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 3, 4
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1 à).

Çàìå÷àíèå. Èç ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè f íå ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f ′(x) > 0. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) =
= x3 ñòðîãî âîçðàñòàåò, íî f ′(0) = 0.

Òåîpåìà 2. (Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.) Ïóñòü
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé Uδ(x0) è äèôôåðåíöèðóåìà â
o

Uδ(x0). Òîãäà
1) åñëè ∀x ∈ (x0−δ, x0) ↪→ f ′(x) > 0 è ∀x ∈ (x0, x0+δ) ↪→ f ′(x) <

< 0 (ò. å. ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ), òî x0 � òî÷êà
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà f ;

2) åñëè ∀x ∈ (x0−δ, x0) ↪→ f ′(x) < 0 è ∀x ∈ (x0, x0+δ) ↪→ f ′(x) >
> 0 (ò. å. ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ), òî x0 � òî÷êà
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ f ñòðîãî óáûâàåò íà
[x0− δ/2, x0] è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [x0, x0 + δ/2]. Ñëåäîâàòåëüíî, x0
� òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f . Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2
� àíàëîãè÷íî.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîpåìà 3. (Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.) Ïóñòü â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî
∃f (n)(x0) ∈ R, ïóñòü ∀k ∈ {1, ..., n− 1} ↪→ f (k)(x0) = 0 è f (n)(x0) ̸= 0.
Òîãäà

1) åñëè n � ÷åòíî, òî ïðè f (n)(x0) > 0 x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðî-
ãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , ïðè f (n)(x0) < 0 x0 ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f ;

2) åñëè n � íå÷åòíî, òî x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé (íåñòðîãîãî) ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-
íîì â ôîðìå Ïåàíî èìååì f(x) = f(x0)+

1
n!f

(n)(x0) (x− x0)n+o((x−
−x0)n) ïðè x→ x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)−f(x0)
(x−x0)n

= 1
n!f

(n)(x0)+o(1) ïðè
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x→ x0, ò. å. lim
x→x0

f(x)−f(x0)
(x−x0)n

= 1
n!f

(n)(x0). Ïî ëåììå î ñîõðàíåíèè çíà-

êà (ëåììà 1 � 2 ãëàâû 2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x ∈
∈

o

U δ(x0) âåëè÷èíà
f(x)−f(x0)
(x−x0)n

èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è çíàê ÷èñëà

f (n)(x0). Ïóñòü, íàïðèìåð, f
(n)(x0) > 0. Òîãäà

∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→
f(x)− f(x0)
(x− x0)n

> 0.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x)−f(x0) > 0, ñëåäî-
âàòåëüíî, x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Â ñëó÷àå íå÷åò-
íîãî n: ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f(x)− f(x0) < 0 è ∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→
↪→ f(x)− f(x0) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåñòðî-
ãîãî ýêñòðåìóìà. Ñëó÷àé f (n)(x0) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìà Ôåðìà (òåîðåìà 1 � 4).

Òåîpåìà 4. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Uδ(x0)
è ∃f ′′(x0). Òîãäà

1) åñëè x0 � òî÷êà (íåñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè
f , òî f ′(x0) = 0, f ′′(x0) ≥ 0;

2) åñëè x0 � òî÷êà (íåñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f , òî f ′(x0) = 0, f ′′(x0) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Â ñèëó òåîðåìû Ôåðìà f ′(x0) = 0. Åñëè f ′′(x0) < 0, òî ïî òåîðåìå 3
x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé (íåñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî f ′′(x0) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2 � àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé ∃f ′′(x0) è x0 � òî÷êà ñòðîãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà íå ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f ′′(x0) > 0. Íàïðèìåð, x0 = 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) = x4, íî f ′′(0) =
= 0.
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Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
âíèç, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ëþáîé õîðäû ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ëåæèò
íå íèæå ãðàôèêà f . Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
ââåðõ, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ëþáîé õîðäû ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ëåæèò
íå âûøå ãðàôèêà f .

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè.

f(x)

x

a bx1 x2tx1 + (1− t)x2

tf(x1) + (1− t)f(x2)

f(tx1 + (1− t)x2)

Êàæäàÿ òî÷êà õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
(x1, f(x1)) è (x2, f(x2)), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå(
tx1 + (1− t)x2, tf(x1) + (1− t)f(x2)

)
, ãäå t ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó

óñëîâèå âûïóêëîñòè âíèç ôóíêöèè f íà (a, b) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∀x1, x2 ∈ [a, b] ∀t ∈ [0, 1] ↪→ f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2),

à óñëîâèå âûïóêëîñòè ââåðõ ôóíêöèè f íà (a, b) � â âèäå

∀x1, x2 ∈ [a, b] ∀t ∈ [0, 1] ↪→ f(tx1 + (1− t)x2) ≥ tf(x1) + (1− t)f(x2).

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóëàõ íåñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà çàìåíèòü ñòðîãèìè, òî ïîëó÷àòñÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé âû-
ïóêëîñòè âíèç è ââåðõ.

Çàìå÷àíèå. Íåðåäêî â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ íåìíîãî èíàÿ
òåðìèíîëîãèÿ: âûïóêëóþ âíèç ôóíêöèþ íàçûâàþò âûïóêëîé, à âû-
ïóêëóþ ââåðõ � âîãíóòîé.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a, b) → R âûïóêëà âíèç. Äîêà-
çàòü, ÷òî f íåïðåðûâíà íà (a, b).
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Çàäà÷à 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a, b)→ R âûïóêëà âíèç è äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ (a, b) ↪→ f(x) ≥ yKAC(x),
ãäå yKAC(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Òåîpåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà
(a, b). Òîãäà

1) ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç íà (a, b) ⇔ ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′′(x) ≥ 0;
2) ôóíêöèÿ f âûïóêëà ââåðõ íà (a, b) ⇔ ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′′(x) ≤ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. à) Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç íà (a, b).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ (a, b) è ïîêàæåì, ÷òî f ′′(x0) ≥ 0.
Îïðåäåëèì δ = min{x0 − a, b − x0}. Òîãäà ∀u ∈ (−δ, δ) ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ x0±u ∈ (a, b). Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè âíèç äëÿ x1 =
= x0 − u, x2 = x0 + u, t = 1

2 è çàìå÷àÿ, ÷òî tx1 + (1 − t)x2 = x0,
ïîëó÷àåì

f(x0) ≤
1

2
f(x0 − u) +

1

2
f(x0 + u) ∀u ∈ (−δ, δ). (1)

Ðàñêëàäûâàÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, èìååì
f(x0 ± u) = f(x0)± f ′(x0)u+ 1

2f
′′(x0)u

2 + o(u2) ïðè u→ 0, ñëåäîâà-
òåëüíî,

1

2
f(x0 − u) +

1

2
f(x0 + u) = f(x0) +

1

2
f ′′(x0)u

2 + o(u2).

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (1) èìååì

1

2
f ′′(x0)u

2 + o(u2) =
1

2
f(x0 − u) +

1

2
f(x0 + u)− f(x0) ≥ 0.

Äåëÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà u2, ïîëó÷àåì 1
2f

′′(x0) + o(1) ≥ 0, ãäå o(1) �
ýòî òàêàÿ ôóíêöèÿ φ(u), ÷òî lim

u→0
φ(u) = 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

u→ 0, ïîëó÷àåì 1
2f

′′(x0) ≥ 0, ò. å. f ′′(x0) ≥ 0.
á) Ïóñòü ∀x ∈ (a, b) ↪→ f ′′(x) ≥ 0. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f

âûïóêëà âíèç íà (a, b). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà t ∈ [0, 1] è
x1, x2 òàêèå, ÷òî a < x1 < x2 < b. Îáîçíà÷èì x0 = tx1 + (1 − t)x2.
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

f(x0) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2). (2)

Åñëè t = 0 èëè t = 1, òî íåðàâåíñòâî (2) òðèâèàëüíî âûïîëíÿ-
åòñÿ (âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî). Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t ∈
∈ (0, 1).
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Â ñèëó ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàí-
æà
∃ξ1 ∈ (x1, x0) : f(x1) = f(x0) + f ′(x0) (x1 − x0) + 1

2f
′′(ξ1) (x1 − x0)2

è
∃ξ2 ∈ (x0, x2) : f(x2) = f(x0) + f ′(x0) (x2 − x0) + 1

2f
′′(ξ2) (x2 − x0)2.

Ïîñêîëüêó f ′′(ξ1) ≥ 0 è f ′′(ξ2) ≥ 0, òî f(x1) ≥ f(x0)+ f ′(x0) (x1−
− x0) è f(x2) ≥ f(x0) + f ′(x0) (x2 − x0), ñëåäîâàòåëüíî,

tf(x1) + (1− t)f(x2) ≥

≥ tf(x0) + (1− t)f(x0) + f ′(x0)
(
t(x1 − x0) + (1− t)(x2 − x0)

)
=

= f(x0) + f ′(x0)
(
tx1 + (1− t)x2 − x0

)
ïî îïp. x0

= f(x0).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè
f , åñëè

1) ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0,

2) ñóùåñòâóåò f ′(x0) ∈ R, ò.å. â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ
ê ãðàôèêó ôóíêöèè f è

3) â òî÷êå x0 ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè f , ò.å.
ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ (x0−δ, x0),
(x0, x0 + δ) ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç, à íà äðóãîì � âûïóêëà ââåðõ.

f(x)

x

x1 x2
x1, x2 � òî÷êè ïåðåãèáà f
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Òåîpåìà 6. (Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷êè ïåðå-
ãèáà.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â Uδ0(x0) è äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìà â
o

U δ0(x0), ïóñòü ∃f ′(x0) ∈ R. Òîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïå-
ðåãèáà ôóíêöèè f â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò
δ ∈ (0, δ0]:
ëèáî ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f ′′(x) ≥ 0 è ∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ f ′′(x) ≤ 0,
ëèáî ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f ′′(x) ≤ 0 è ∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ f ′′(x) ≥ 0,
ò. å. âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 5 è îïðå-
äåëåíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà.

Òåîpåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêî-
òîðîé Uδ0(x0). Ïóñòü x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f , yKAC(x) =
= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) � óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé. Òîãäà

∃δ > 0 :

 ëèáî

{
∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ yKAC(x) ≤ f(x) è
∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ yKAC(x) ≥ f(x),

ëèáî

{
∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ yKAC(x) ≥ f(x) è
∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ yKAC(x) ≤ f(x),

ò. å. ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà
äðóãóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 6 f ′′(x) ìåíÿåò â òî÷êå x0
çíàê. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ′′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ, ò. å.

∃δ ∈ (0, δ0] :

{
∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f ′′(x) ≥ 0 è
∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ f ′′(x) ≤ 0.

(3)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàí-

æà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
o

Uδ(x0) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ, ëåæà-
ùàÿ ñòðîãî ìåæäó x è x0 è òàêàÿ, ÷òî

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
1

2
f ′′(ξ) (x− x0)2.

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (3) èìååì
∀x ∈ (x0 − δ, x0) ↪→ f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0) (x− x0) = yKAC(x) è
∀x ∈ (x0, x0 + δ) ↪→ f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0) (x − x0) = yKAC(x). À
çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòðîíû êàñàòåëüíîé íà
äðóãóþ.
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Çàìå÷àíèå. Èç òîãî, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïåðåõî-
äèò ñ îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ íå ñëåäóåò, ÷òî x0 ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f . Íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè

f(x) =

{
(2 + sin 1

x )x
3, x ̸= 0,

0, x = 0

y

x

y
=
3x

3

y
=
f(
x)

y =
x
3

x0

ïåðåõîäèò â òî÷êå x0 = 0 ñ îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé y = 0 íà
äðóãóþ, íî òî÷êà x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f , òàê êàê
íå ñóùåñòâóåò ëåâîé è ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòåé òî÷êè x0, â êîòîðûõ
ñîõðàíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè f .

Àñèìïòîòû

Îïpåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò
âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x0, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ
lim

x→x0−0
f(x) èëè lim

x→x0+0
f(x) áåñêîíå÷åí.

Íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè y = e1/x èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìï-
òîòó x = 0, òàê êàê lim

x→+0
e1/x = +∞.

Îïpåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ y = kx + b íàçûâàåòñÿ íåâåðòèêàëü-
íîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → +∞, åñëè
lim

x→+∞
(f(x)− kx− b) = 0.

Åñëè k ̸= 0, òî àñèìïòîòà y = kx+ b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé. Åñëè
k = 0, òî àñèìïòîòà y = kx+ b = b íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé.
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Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòû ïðè x→ −∞.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ìåòîä íàõîæäåíèÿ íåâåðòèêàëü-
íîé àñèìïòîòû.

Òåîpåìà 8. Ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàôèêà
ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃ lim
x→+∞

f(x)

x
= k è ∃ lim

x→+∞
(f(x)− kx) = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè y = kx+ b � àñèìïòîòà ïðè x→ +∞,

òî lim
x→+∞

(f(x)− kx− b) = 0, ïîýòîìó lim
x→+∞

f(x)−kx−b
x = 0 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
x→+∞

f(x)
x = lim

x→+∞
kx+b

x = k. Èç ðàâåíñòâà lim
x→+∞

(f(x)−kx−
− b) = 0, ñëåäóåò òàêæå, ÷òî lim

x→+∞
(f(x)− kx) = b.

2) Ïóñòü lim
x→+∞

f(x)
x = k è lim

x→+∞
(f(x)−kx) = b. Òîãäà lim

x→+∞
(f(x)−

− kx− b) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ y = kx+ b � àñèìïòîòà.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç íà ëó÷å (x0,+∞) è
ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàôèêà f ïðè x → +∞.
Äîêàçàòü, ÷òî ∀x > x0 ↪→ f(x) > kx+ b.

Ïëàí ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f

1) Íàéòè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè ôóíêöèÿ ÷åòíîé, íå÷åòíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé. Íàéòè òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

2) Âû÷èñëèòü f ′(x) è f ′′(x).
3) Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíàêîâ f ′ è f ′′. Óêàçàòü ïðîìåæóòêè ìîíî-

òîííîñòè è âûïóêëîñòè f .
4) Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ïåðåãèáà, à òàêæå òî÷êè íåäèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè f . Âû÷èñëèòü (åñëè âîçìîæíî) â ýòèõ òî÷êàõ çíà-
÷åíèÿ f(x) è f ′(x).

5) Èññëåäîâàòü àñèìïòîòû ãðàôèêà.
6) Íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè.
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Ãëàâà 4

ÍÅÎÏPÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃPÀË

� 1. Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ +∞ è íà (a, b) çàäà-
íû ôóíêöèè f(x) è F (x). Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè f(x) íà (a, b), åñëè

∀x ∈ (a, b) ↪→ F ′(x) = f(x).

Ëåììà 1. Ïóñòü íà (a, b) çàäàíà ôóíêöèÿ φ(x) è ∀x ∈ (a, b) ↪→
↪→ φ′(x) = 0. Òîãäà ∃C ∈ R : ∀x ∈ (a, b) ↪→ φ(x) = C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ (a, b)
è îáîçíà÷èì C = φ(x0). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ∀x ∈ (a, b) :

x ̸= x0 ∃ξ, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó x è x0:
φ(x)−φ(x0)

x−x0
= φ′(ξ). Òàê

êàê φ′(ξ) = 0, òî φ(x) = φ(x0) = C.

Òåîpåìà 1. (Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ïåðâîîáðàçíûõ.)
Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà (a, b).
Òîãäà ôóíêöèÿ F1(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà (a, b)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ∃C ∈ R : ∀x ∈ (a, b) ↪→ F1(x) =
= F (x) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè F1(x) = F (x)+C, òî F ′
1(x) = F ′(x) =

= f(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F1(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè f(x).

2) Åñëè F1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òî ∀x ∈ (a, b) ↪→
↪→ F ′

1(x) = f(x) = F ′(x) è F ′
1(x)− F ′(x) = 0. Ïî ëåììå 1, ïðèìåíåí-

íîé ê ôóíêöèè φ(x) = F1(x) − F (x), ∃C ∈ R: ∀x ∈ (a, b) ↪→ F1(x) −
− F (x) = C.

Îïpåäåëåíèå. Íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì

∫
f(x) dx íàçûâà-

åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò
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Òåîpåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f(x). Òîãäà íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f(x) � ýòî ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé âèäà F (x)+C, ãäå C ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà:∫
f(x) dx = {F (x) + C : C ∈ R}, ÷òî äëÿ êðàòêîñòè çàïèñûâàþò â

âèäå ∫
f(x) dx = F (x) + C.

Çàìå÷àíèå. Íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë �
ýòî íå îäíà ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî ôóíêöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, êîíñòàíòà
C, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû, � íå ôèêñèðîâàííàÿ
êîíñòàíòà, à ïàðàìåòp, ïðîáåãàþùèé ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Íåïîíèìàíèå ýòîãî ôàêòà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìå-

íèÿì. Íàïðèìåð, èç ôîðìóë

∫
dx√
1−x2

= arcsinx+C,

∫
dx√
1−x2

=

= − arccosx + C íå ñëåäóåò, ÷òî arcsinx = − arccosx. (Íà ñàìîì
äåëå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî arcsinx = π

2 − arccosx).

Ëåììà 2. Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ äèôôåðåíöèàëà d è îïåðàöèÿ âçÿòèÿ

íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

∫
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè:

à) åñëè ôóíêöèÿ f(x) íà (a, b) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ, òî íà (a, b)

d

∫
f(x) dx = f(x) dx;

á) åñëè ôóíêöèÿ F (x) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), òî íà (a, b)∫
d(F (x) + C) = F (x) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x),

òîãäà ïî òåîðåìå 2

∫
f(x) dx = F (x)+C, ñëåäîâàòåëüíî, d

∫
f(x) dx =

= dF (x) = F ′(x) dx = f(x) dx.

á) Îáîçíà÷èì f(x) = F ′(x). Òîãäà

∫
d(F (x) + C) =

∫
f(x) dx =

= F (x) + C.

Ëåììà 3. (Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.)
Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) èìåþò ïåðâîîáðàçíûå íà (a, b), α1 ∈ R,
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α2 ∈ R, α2
1 + α2

2 ̸= 0, òî íà (a, b)∫
(α1f1(x) + α2f2(x)) dx = α1

∫
f1(x) dx+ α2

∫
f2(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
f1(x), F2(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f2(x). Òîãäà F

′
1(x) = f1(x),

F ′
2(x) = f2(x) è (α1F1(x) + α2F2(x))

′ = α1f1(x) + α2f2(x), ñëåäîâà-

òåëüíî,

∫
(α1f1(x) + α2f2(x)) dx = α1F1(x) + α2F2(x) + C

α2
1+α2

2 ̸=0
=

= α1(F1(x) + C1) + α2(F2(x) + C2) = α1

∫
f1(x) dx+ α2

∫
f2(x) dx.

Òåîpåìà 3. (Çàìåíà ïåðåìåííîé èëè ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïîä-
ñòàíîâêîé.)
Ïóñòü íà (a, b) ∫

f(x) dx = F (x) + C,

à ôóíêöèÿ x : (t1, t2)→ (a, b) äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà íà (t1, t2)∫
f(x(t)) dx(t) = F (x(t)) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
∫
f(x) dx = F (x)+C, òî F ′(x) = f(x).

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà dF (x(t)) =

= F ′(x(t)) dx(t) = f(x(t)) dx(t). Ïî ëåììå 2 (á)

∫
f(x(t)) dx(t) =

=

∫
dF (x(t)) = F (x(t)) + C.

Òåîpåìà 4. (Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.) Ïóñòü íà (a, b)
çàäàíû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè u(x) è v(x). Òîãäà íà (a, b)∫

u(x) dv(x) = u(x)v(x)−
∫
v(x) du(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê d(u(x)v(x)) = u(x) dv(x)+ v(x) du(x),

òî ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè (ëåììà 3)

∫
u(x) dv(x) =

∫
d(u(x)v(x))−

−
∫
v(x) du(x)

Ë.2(á)
= u(x)v(x) + C −

∫
v(x) du(x) = u(x)v(x) −

−
∫
v(x) du(x). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîëü-

íàÿ êîíñòàíòà C óæå ïðèñóòñòâóåò â

∫
v(x) du(x).

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå ðàíåå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó èíòåãðàëîâ.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

1)

∫
xα dx = xα+1

α+1 + C, α ̸= −1, x > 0.

2)

∫
dx
x+a = ln |x+ a|+ C, x ̸= −a.

3)

∫
ax dx = ax

ln a + C, a > 0, a ̸= 1.

4)

∫
sinx dx = − cosx+ C,

∫
cosx dx = sinx+ C.

5)

∫
dx

cos2 x = tg x+ C, x ̸= π
2 + πk,

∫
dx

sin2 x
= −ctg x+ C, x ̸= πk.

6)

∫
shx dx = chx+ C,

∫
chx dx = shx+ C.

7)

∫
dx

ch 2x
= thx+ C,

∫
dx

sh 2x
= −cthx+ C, x ̸= 0.

8)

∫
dx

x2+a2 = 1
aarctg

x
a + C, a > 0.

9)

∫
dx√

a2−x2
= arcsin x

a + C, |x| < a.

10)

∫
dx

x2−a2 = 1
2a ln

∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣+ C, x ̸= ±a.

11)

∫
dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C, a ≠ 0, x2 > −a.
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� 2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Îïpåäåëåíèå. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
âèäà z = x+ iy, ãäå x, y ∈ R, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïðè ýòîì x íàçû-
âàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, à y � ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z: x = Re z, y = Im z. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç C.

Ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî x ∈ R áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîì-
ïëåêñíûì ÷èñëîì x+ i 0. Ïîýòîìó R ⊂ C.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæíî èçîáðàçèòü êàê âåêòîð ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò. å. íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè ñ îñÿìè Re z, Im z.

Im z

Re z

z = x+ iy
y

x

φ

Îïpåäåëåíèå. Åñëè Re z = r cosφ, Im z = r sinφ, r ≥ 0, φ ∈ R,
òî r íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì, à φ � àpãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z:
r = |z|, φ = arg z, z = r(cosφ+ i sinφ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè φ � àpãóìåíò ÷èñëà z, òî ëþáîå ÷èñëî âèäà
φ+2πk, ãäå k � öåëîå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ àpãóìåíòîì ÷èñëà z. Ïîýòîìó
àpãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî 2πk.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, ãäå
x1, x2, y1, y2 ∈ R. Òîãäà

1) z1 = z2 ⇐⇒
(
x1 = x2, y1 = y2

)
;

2) z1 + z2 = x1 + x2 + i(y1 + y2), z1 − z2 = x1 − x2 + i(y1 − y2),
ò. å. ñóììà è ðàçíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
è ðàçíîñòü âåêòîðîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè;
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3) z1z2 = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1), ò. å. ïðè âû÷èñëåíèè ïðî-
èçâåäåíèÿ (x1 + iy1)(x2 + iy2) íóæíî ðàñêðûòü ñêîáêè è âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåì, ÷òî i2 = −1;

4) Ïóñòü z2 ̸= 0, ò. å. x2 ̸= 0 èëè y2 ̸= 0. Òîãäà ÷àñòíûì z1
z2

íàçû-
âàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, ÷òî z1 = zz2.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
à) z1 + z2 = z2 + z1, z1z2 = z2z1,
á) (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3), (z1z2)z3 = z1(z2z3),
â) z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îïpåäåëåíèå. Ýêñïîíåíòîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy
(x, y ∈ R) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî ez = ex(cos y + i sin y).

Èç îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíòû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñëåäóåò ôîðìóëà
Ýéëåðà: eiφ = cosφ+ i sinφ ∀φ ∈ R.

Èç ôîðìóëû Ýéëåðà è îïðåäåëåíèé ìîäóëÿ è àpãóìåíòà êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå:

z = reiφ, ãäå r = |z|, φ = arg z.

Ëåììà 1. (Ñâîéñòâî ýêñïîíåíòû.)

∀z1, z2 ∈ C ↪→ ez1 ez2 = ez1+z2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 (xi, yi ∈ R).
Òîãäà

ez1 ez2 = ex1+iy1 ex2+iy2 = ex1(cos y1 + i sin y1) e
x2(cos y2 + i sin y2) =

= ex1+x2(cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2 ++i(cos y1 sin y2 + sin y1 cos y2)) =

= ex1+x2(cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)) = e(x1+x2)+i(y1+y2) = ez1+z2 .

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C
1) |z1 · z2| = |z1| · |z2|;
2) arg (z1 · z2) = arg z1 + arg z2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1 = |z1|, φ1 = arg z1, r2 =
= |z2|, φ2 = arg z2. Òîãäà z1z2 = r1 e

iφ1 r2 e
iφ2 = r1r2 e

i(φ1+φ2). Ñëå-
äîâàòåëüíî, |z1z2| = r1r2, arg (z1z2) = φ1 + φ2.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü z1, z2 ∈ C, z2 ̸= 0. Òîãäà ÷àñòíîå z1
z2

ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì

1)
∣∣∣ z1z2 ∣∣∣ = |z1|

|z2| ,

2) arg
(

z1
z2

)
= arg z1 − arg z2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r, r1, r2 � ìîäó-

ëè, à ÷åðåç φ,φ1, φ2 � àpãóìåíòû ÷èñåë z, z1, z2. Òîãäà z =
z1
z2

îïp.⇐⇒

⇐⇒ z1 = zz2
Ñë.1.⇐⇒

(
r1 = rr2, φ1 = φ + φ2

)
⇐⇒

(
r =

= r1
r2
, φ = φ1 − φ2

)
.

Îïpåäåëåíèå. Åñëè z ∈ C, n ∈ N, òî zn = z · ... · z︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

Ïóñòü r = |z|, φ = arg z. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî zn =
(
reiφ

)n
=

= rn einφ. Ïîýòîìó |zn| = |z|n, arg zn = n arg z.

Îïpåäåëåíèå. Ñîïðÿæåííûì ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x+ iy
(x, y ∈ R) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x− iy.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
1) z1 ± z2 = z1 ± z2, (z1 · z2) = z1 · z2, (z1/z2) = z1/z2,
2) z = z,
3) z + z = 2Re z, z − z = 2i Im z, z · z = |z|2,
4) |z| = |z|, arg z = − arg z

äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

� 3. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè

Îïpåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

P (z) = an z
n + an−1 z

n−1 + ...+ a0,

ãäå aj ∈ C, an ̸= 0, z ∈ C. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç degP .
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ C ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ∀z ∈ C ↪→
n∑

k=0

akz
k =

n∑
k=0

bkz
k;

(2) ∀x ∈ R ↪→
n∑

k=0

akx
k =

n∑
k=0

bkx
k;

(3) ∀k ∈ N ∪ {0} ↪→ ak = bk.
Äîêàçàòåëüñòâî (2) ⇒ (3) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
(òåîðåìà 3 � 5 ãëàâû 3). Äîêàçàòåëüñòâî (3) ⇒ (1) ⇒ (2) î÷åâèä-
íî.

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ïðîèçâîäèòü "â ñòîëáèê". Íàïðè-
ìåð, ðàçäåëèì P (x) = x2 íà Q(x) = x− 1:

x2 x− 1
x2 − x x+ 1

x
x − 1

1

ñëåäîâàòåëüíî, x2

x−1 = x+ 1 + 1
x−1 .

Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàíû ìíîãî÷ëåíû P (z) è Q(z), degP ≥ degQ.
Òîãäà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíîãî÷ëåíû D(z) è R(z) òàêèå, ÷òî
degR < degQ è

P (z)

Q(z)
= D(z) +

R(z)

Q(z)
. (1)

Ìíîãî÷ëåí R(z) íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ P (z) íà Q(z).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü degP = n, P (z) = an z

n + ... + a0,
degQ = m, Q(z) = bm zm + ... + b0. Ïðèâîäÿ óðàâíåíèå (1) ê îá-
ùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì

P (z) = D(z)Q(z) +R(z). (2)

Òàê êàê degR < degP , òî deg (P −R) = n è degD = n−m. Îïðåäå-
ëèì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà D(z) = dn−m zn−m+ ...+d0, íà÷èíàÿ
ñ êîýôôèöèåíòà ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè. Óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä
an z

n+ ... = dn−m zn−m bm zm+ ... . Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
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zn, cîãëàñíî ëåììå 1 ïîëó÷àåì dn−m = an

bm
. Ïðè èçâåñòíîì êîýô-

ôèöèåíòå dn−m çàäà÷à äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (z) íà Q(z) ñâîäèòñÿ

ê çàäà÷å äåëåíèÿ P̃ (z) íà Q(z), ãäå P̃ (z) = P (z)− dn−m zn−mQ(z) �

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤ n− 1: P (z)
Q(z) = dn−m zn−m + P̃ (z)

Q(z) . Ïðèìåíÿÿ òå

æå ðàññóæäåíèÿ ê äðîáè P̃ (z)
Q(z) è òàê äàëåå, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå (1).

Òàê êàê êîýôôèöèåíò dn−m îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, òî ìíîãî÷ëåí

P̃ (z) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ D(z) è R(z) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì
îïèñàíèåì àëãîðèòìà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ "â ñòîëáèê".

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû. Ôóíêöèÿ âè-

äà P (x)
Q(x) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ, åñëè degP <

< degQ è ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 äðîáü P (x)
Q(x) , åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáè.

Òåîpåìà 1. (Òåîðåìà Áåçó.) Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî z0 ∈ C. Ìíîãî-
÷ëåí P (z) äåëèòñÿ íà z − z0 áåç îñòàòêà ⇐⇒ P (z0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèâ P (z) íà Q(z) = z−z0, ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2 ïîëó÷àåì P (z) = D(z) (z− z0)+R(z), ãäå degR < 1, ò. å. R(z) =
= c0 � êîíñòàíòà. Èòàê, P (z) = D(z) (z − z0) + c0. Ïîýòîìó P (z) äå-
ëèòñÿ íà z − z0 áåç îñòàòêà ⇐⇒ c0 = 0 ⇐⇒ P (z0) = 0.

Òåîpåìà 2. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåápû.) Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëå-
íà P (z) ñòåïåíè degP ≥ 1 ñóùåñòâóåò êîðåíü, ò. å. ∃z0 ∈ C : P (z0) =
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåápû ïðîâîäèòñÿ â êópñå
òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîpåìà 3. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (z) ñòåïåíè degP = n ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (z) = a (z − z1) ... (z − zn),

ãäå a ∈ C, a ̸= 0, z1, ..., zn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (z), ñðåäè êîòîðûõ
ìîãóò áûòü ðàâíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû àëãåápû ∃z1 ∈
∈ C : P (z1) = 0. Ïî òåîðåìå Áåçó P (z) äåëèòñÿ íà z − z1 áåç îñòàòêà,
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ò. å. P (z) = (z − z1)P1(z). Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ îñíîâíóþ òåîðåìó
àëãåápû è òåîðåìó Áåçó ê ìíîãî÷ëåíó P1(z), ïîëó÷àåì P1(z) = (z −
− z2)P2(z). È òàê äàëåå ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæå-
íèå.

Îïpåäåëåíèå. ×èñëî z0 ∈ C íàçûâàåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k
ìíîãî÷ëåíà P (z), åñëè P (z) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà (z − z0)

k è íå
äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà (z − z0)k+1.

Ëåììà 3. Ïóñòü z0 � êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà
P (z), âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âåùåñòâåííû. Òîãäà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z0 � òàêæå êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà P (z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû

∀z ∈ C ↪→ P (z) = D(z) (z − z0)k, (3)

ïðè÷åì D(z0) ̸= 0. Âîçüìåì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îò ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà (3). Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (z)
âåùåñòâåííû, òî P (z) = an zn + ... + a0 = an zn + ... + a0 = P (z),
ñëåäîâàòåëüíî,

∀z ∈ C ↪→ P (z) = D(z) (z − z0)k.

Ïîýòîìó
∀z ∈ C ↪→ P (z) = D1(z)(z − z0)k,

ãäå D1(z) = D(z). Ñëåäîâàòåëüíî, D1(z0) = D(z0) ̸= 0. Ïîýòîìó z0 �
òàêæå êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà P (z).

Èç òåîðåìû 3 è ëåììû 3 ñëåäóåò
Òåîpåìà 4. (Î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà ýëåìåíòàðíûå ìíî-

æèòåëè.) Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
âåùåñòâåííû. Ïóñòü x1, ..., xs � âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
P (x) êðàòíîñòåé k1, ..., ks, à (z1, z1), ..., (zt, zt) � ïàpû êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (x) êðàòíîñòåé ℓ1, ..., ℓt. Òîãäà

P (x) = a (x−x1)k1 ... (x−xs)ks (x−z1)ℓ1 (x−z1)ℓ1 ... (x−zt)ℓt (x−zt)ℓt =

= a (x− x1)k1 ... (x− xs)ks (x2 + p1x+ q1)
ℓ1 ... (x2 + ptx+ qt)

ℓt ,

ãäå pj = −(zj + zj) = −2Re zj ∈ R, qj = zj zj = |zj |2 ∈ R, ïðè÷åì
äèñêðèìèíàíòû òðåõ÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíû: Dj = p2j − 4qj = (zj −
− zj)2 = (2i Im zj)

2 = −4(Im zj)
2 < 0.
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� 4. Ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé
äðîáè â ñóììó ýëåìåíòàðíûx äðîáåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ âåùåñòâåííûå.

Ëåììà 1. Ïóñòü P (x)
Q(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. Ïóñòü

x1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè k çíàìåíàòåëÿ (ò. å. Q(x) =

= (x − x1)k Q̃(x), è x1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q̃(x)). Òîãäà
ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëî A ∈ R è ìíîãî÷ëåí F (x) òàêèå,
÷òî

P (x)

Q(x)
=

A

(x− x1)k
+

F (x)

(x− x1)k−1Q̃(x)
. (1)

Ïðè ýòîì F (x)

(x−x1)k−1Q̃(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâîäÿ ôîðìóëó (1) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ,
ïîëó÷àåì P (x) = AQ̃(x)+F (x) (x−x1). Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî A ∈ R è ìíîãî÷ëåí F (x) òàêèå, ÷òî

P (x)−AQ̃(x) = F (x) (x− x1). (2)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî A ∈ R
òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí φ(x) = P (x) − AQ̃(x) äåëèòñÿ íà x − x1 áåç
îñòàòêà. Ïî òåîðåìå Áåçó ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ φ(x1) = 0, ò. å.

P (x1) − AQ̃(x1) = 0. Òàê êàê Q̃(x1) ̸= 0, òî òàêîå A ∈ R ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííî: A = P (x1)

Q̃(x1)
. Ïðè íàéäåííîì A ìíîãî÷ëåí F (x) îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2) îäíîçíà÷íî: F (x) = P (x)−AQ̃(x)
x−x1

.

Òàê êàê P (x)
Q(x) � ïðàâèëüíàÿ äðîáü, òî degP < degQ. Îòñþäà è èç

ñîîòíîøåíèé deg Q̃ = degQ− k < degQ ñëåäóåò, ÷òî deg (P −AQ̃) <
< degQ. Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà (2) èìååì

degF = deg (P −AQ̃)− 1 < degQ− 1 = deg Q̃+ k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü F (x)

(x−x1)k−1Q̃(x)
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ëåììà 2. Ïóñòü P (x)
Q(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. Ïóñòü

z1 � íåâåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè ℓ çíàìåíàòåëÿ (ò. å. ñîãëàñíî
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ëåììå 2 � 3 èìååì Q(x) = (x2 + px + q)ℓQ̃(x), ãäå x2 + px + q =

= (x − z1)(x − z1), z1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q̃(x)). Òîãäà
ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà B,C ∈ R è ìíîãî÷ëåí F (x) òàêèå,
÷òî

P (x)

Q(x)
=

Bx+ C

(x2 + px+ q)ℓ
+

F (x)

(x2 + px+ q)ℓ−1Q̃(x)
. (3)

Ïðè ýòîì F (x)

(x2+px+q)ℓ−1Q̃(x)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâîäÿ ôîðìóëó (3) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ,
ïîëó÷àåì P (x) = (Bx+C)Q̃(x)+F (x)(x2+px+q). Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà B,C ∈ R è ìíîãî÷ëåí F (x) òàêèå,
÷òî

P (x)− (Bx+ C)Q̃(x) = F (x)(x− z1)(x− z1). (4)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà B,C ∈ R
òàêèå, ÷òî ìíîãî÷ëåí φ(x) = P (x)− (Bx+C)Q̃(x) äåëèòñÿ íà x− z1
è x− z1 áåç îñòàòêà. Ïî òåîðåìå Áåçó è ëåììå 2 � 3 ýòî ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ φ(z1) = 0, ò. å. P (z1)−(Bz1+C)Q̃(z1) = 0. Òàê êàê Q̃(z1) ̸= 0,
òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

Bz1 + C =
P (z1)

Q̃(z1)
. (5)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà B,C ∈ R, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (5). Îáîçíà÷èì x1 = Re z1, y1 = Im z1, x0 =

= Re P (z1)

Q̃(z1)
, y0 = Im P (z1)

Q̃(z1)
. Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ìîæíî çàïèñàòü â âè-

äå Bx1 + iBy1 + C = x0 + iy0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (5) ýêâèâà-
ëåíòíî ñèñòåìå {

By1 = y0,
C = x0 −Bx1.

(6)

Òàê êàê z1 ̸∈ R, òî y1 = Im z1 ̸= 0. Ïîýòîìó ñèñòåìà (6) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå B,C ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò è åäèí-
ñòâåííû ÷èñëà B,C ∈ R òàêèå, ÷òî ìíîãî÷ëåí φ(x) äåëèòñÿ íà x− z1
è x− z1 áåç îñòàòêà. Ïðè íàéäåííûõ B è C ìíîãî÷ëåí F (x) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4) îäíîçíà÷íî: F (x) = P (x)−(Bx+C)Q̃(x)
x2+px+q .

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äðîáü F (x)

(x2+px+q)ℓ−1Q̃(x)
ÿâëÿåòñÿ ïðà-

âèëüíîé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.
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Òåîpåìà 1. Ïóñòü P (x)
Q(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ñ âå-

ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü

Q(x) = a (x− x1)k1 ... (x− xs)ks(x2 + p1x+ q1)
ℓ1 ... (x2 + ptx+ qt)

ℓt ,

ãäå x1, ..., xs � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q(x), à
(x2 + p1x+ q1), ..., (x

2 + ptx+ qt) � ðàçëè÷íûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû

ñ îòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè. Òîãäà äðîáü P (x)
Q(x) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé:

P (x)

Q(x)
= Σâåù

1 +Σâåù
2 + ...+Σâåù

s +Σêîìïë
1 + ...+Σêîìïë

t ,

ãäå âåùåñòâåííîìó êîðíþ xj êðàòíîñòè kj ñîîòâåòñòâóåò ñóììà

Σâåù
j =

kj∑
k=1

Ajk

(x− xj)k
, j ∈ {1, ..., s},

à ìíîæèòåëþ (x2 + pjx + qj)
ℓj â ðàçëîæåíèè çíàìåíàòåëÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ñóììà

Σêîìïë
j =

ℓj∑
ℓ=1

Bjℓx+ Cjℓ

(x2 + pjx+ qj)ℓ
, j ∈ {1, ..., t},

ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè è
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíîì ïðèìåíåíèè ëåìì 1 è
2.

� 5. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Àëãî-

ðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè P (x)
Q(x) ñîñòîèò èç ñëåäóþ-

ùèõ øàãîâ:
1) åñëè degP ≥ degQ, òî ìåòîäîì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ "â ñòîë-

áèê"ïðåäñòàâèòü äðîáü â âèäå P (x)
Q(x) = D(x) + R(x)

Q(x) , ãäå D(x) � ìíî-

ãî÷ëåí, R(x)
Q(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü;

2) íàéòè êîðíè çíàìåíàòåëÿ è ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü Q(x) íà
ýëåìåíòàðíûå ìíîæèòåëè;
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3) ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæèòü ïðàâèëü-

íóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü R(x)
Q(x) (èëè

P (x)
Q(x) ïðè degP < degQ) â ñóì-

ìó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé. Â ñèëó òåîðåìû 1 � 4 ðàçëîæåíèå â ñóììó
ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî;

4) ïðîèíòåãðèðîâàòü ýëåìåíòàðíûå äðîáè è ìíîãî÷ëåí D(x) ïðè
degP ≥ degQ.

Èíòåãðèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé

1) Èíòåãðàëû âèäà

∫
Adx

(x−x1)k
, k ∈ N ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè.

2) Èíòåãðàë

∫
Bx+C

(x2+px+q)k
dx ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó

∫
dx

(x2+px+q)k
:

∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)k
dx =

B

2

∫
d(x2 + px+ q)

(x2 + px+ q)k
+

(
C − Bp

2

)∫
dx

(x2 + px+ q)k
,

∫
d(x2 + px+ q)

(x2 + px+ q)k
=

{
ln |x2 + px+ q| ïðè k = 1,
− 1

(k−1) (x2+px+q)k−1 ïðè k > 1.

3) Âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
dx

(x2+px+q)k
, ãäå çíàìåíàòåëü íå èìååò âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â çíàìåíàòåëå: x2+

+ px + q =
(
x+ p

2

)2
+ q − p2

4 . Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü íå èìååò âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé, òî q − p2

4 > 0. Îáîçíà÷èì a =
√
q − p2/4 è âû-

ïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ: t = x + p/2. Òîãäà∫
dx

(x2+px+q)k
=

∫
dt

(t2+a2)k
= Ik(t).

Ïðè k = 1 èìååì I1(t) =

∫
dt

t2+a2 = 1
aarctg

t
a + C.

Âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ik(t) ïðè k > 1.
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

Ik(t) =

∫
dt

(t2 + a2)k
=

t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2 dt

(t2 + a2)k+1
=

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
(t2 + a2) dt

(t2 + a2)k+1
− 2ka2

∫
dt

(t2 + a2)k+1
=
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=
t

(t2 + a2)k
+ 2k Ik(t)− 2a2k Ik+1(t),

ñëåäîâàòåëüíî,

Ik+1(t) =
1

2a2k

(
(2k − 1) Ik(t) +

t

(t2 + a2)k

)
.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë êàæäîé ýëåìåíòàðíîé äðîáè âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òî èíòåãðàë ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé
äðîáè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

� 6. Èíòåãðèðîâàíèå èpðàöèîíàëüíûõ,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ x1, ..., xn âèäà
f(x1, ..., xn) = a xk1

1 . . . xkn
n , ãäå a ∈ R, ki ∈ N

∪
{0}, íàçûâàåòñÿ îäíî-

÷ëåíîì. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì. Åñëè P (x1, ..., xn), Q(x1, ..., xn) � ìíîãî÷ëåíû îò n ïåðåìåííûõ,

òî ôóíêöèÿ âèäà R(x1, ..., xn) =
P (x1,...,xn)
Q(x1,...,xn)

íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèåé.

1) Èíòåãðàë âèäà ∫
R(x1/n) dx, (1)

ãäå n ∈ N, à R(t) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò
ðàöèîíàëüíîé äðîáè ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = x1/n. Äåéñòâèòåëü-

íî,

∫
R(x1/n) dx = n

∫
R(t) tn−1 dt.

2) Èíòåãðàë ∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) 1
n

)
dx, (2)

ãäå n ∈ N, à R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
âèäà (1), åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêîé y =

= ax+b
cx+d . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêà t = y1/n =

(
ax+b
cx+d

) 1
n

ïðèâîäèò

äàííûé èíòåãðàë ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè.
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3) Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c) dx, (3)

ãäå R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
à) Åñëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c èìååò âåùåñòâåí-

íûå êîðíè x1, x2, òî
√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) = |x −

− x2|
√
ax−x1

x−x2
. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðàë (3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì èíòåãðàëà âèäà (2) è ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò ðàöèî-

íàëüíîé äðîáè ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè t =
√

x−x1

x−x2
.

á) Ïóñòü êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx+ c íå èìååò âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé. Òîãäà ïðè a < 0 âûðàæåíèå

√
ax2 + bx+ c íå îïðåäåëå-

íî, òàê êàê ax2 + bx+ c < 0 ∀x ∈ R. Ïðè a > 0 ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà√
ax2 + bx+ c = ±x

√
a+ t ñâîäÿò èíòåãðàë (3) ê èíòåãðàëó îò ðàöè-

îíàëüíîé äðîáè.

4) Èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà∫
xm(axn + b)p dx, ãäå m,n, p − ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, (4)

â ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé
äðîáè.

Ñëó÷àé 1. p � öåëîå.
Â ýòîì ñëó÷àå xm(axn+b)p = R(xm, xn) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ïåðåìåííûõ xm, xn. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðàë (4) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòåãðàëà (1) è ïîäñòàíîâêà t = x1/q, ãäå q � îáùèé
çíàìåíàòåëü äðîáåé m è n, ïðèâîäèò èíòåãðàë (4) ê èíòåãðàëó îò
ðàöèîíàëüíîé äðîáè.

Ñëó÷àé 2. m+1
n � öåëîå.

Òîãäà ïóòåì ïîäñòàíîâêè t = (axn + b)1/s, ãäå s � çíàìåíàòåëü
äðîáè p, èíòåãðàë (4) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè.

Ñëó÷àé 3. m+1
n + p � öåëîå.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà t =
(
axn+b
xn

)1/s
, ãäå s � çíàìåíàòåëü

äðîáè p, ñâîäèò èíòåãðàë (4) ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè.
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Òåîðåìà ×åáûøåâà. Åñëè íå ðåàëèçóåòñÿ íè îäèí èç òðåõ âûøå
ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ, òî èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà
(6) íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

5) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè.
Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà t = tg (x/2) ñâî-

äèò èíòåãðàë ∫
R(sinx, cosx) dx, (5)

ãäå R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé
äðîáè.

Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà ÷àñòî ïðèâîäèò
ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Óêàæåì ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ èí-
òåãðàë (5) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ïîäñòàíîâîê.

a) Åñëè ôóíêöèÿ R(sinx, cosx) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì π, òî ñëå-
äóåò èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó t = tg x.

á) Åñëè èíòåãðàë (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∫
R1(cosx) d cosx, ãäå R1(u) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñëå-

äóåò èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó t = cosx.
â) Àíàëîãè÷íî, åñëè èíòåãðàë (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∫
R2(sinx) d sinx, ãäå R2(u) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäóåò èñ-

ïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó t = sinx.

6) Óíèâåðñàëüíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà t = th(x/2) ñâî-
äèò èíòåãðàë ∫

R(shx, chx) dx (6)

ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè.

7)Íåêîòîðûå èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé óäîáíî âû-
÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîä-
ñòàíîâîê.

a) Èíòåãðàë âèäà ∫
R(x,

√
x2 + a2)dx,

ãäå a > 0, R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
âèäà (6) ïîäñòàíîâêîé x = a sh t.
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á) Èíòåãðàë âèäà ∫
R(x,

√
x2 − a2)dx,

ãäå a > 0, R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
âèäà (6) ïîäñòàíîâêîé x = a ch t.

â) Èíòåãðàë âèäà ∫
R(x,

√
a2 − x2)dx,

ãäå a > 0, R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
âèäà (5) ïîäñòàíîâêîé x = a cos t.
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Ãëàâà 5

ÂÅÊÒÎP-ÔÓÍÊÖÈÈ

� 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïpåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî âî ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ, åñëè ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì x, y ∈ X ïîñòàâëåí â
ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x+ y ∈ X.

Âî ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî, åñëè ëþáîìó ýëåìåíòó x ∈ X è ëþáîìó âåùåñòâåííîìó
÷èñëó α ∈ R ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò αx ∈
∈ X.

Îïpåäåëåíèå. ÌíîæåñòâîX íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåé-
íûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â X îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) ∀x, y ∈ X ↪→ x+ y = y + x;
2) ∀x, y, z ∈ X ↪→ (x+ y) + z = x+ (y + z);
3) ∃ 0 ∈ X : ∀x ∈ X ↪→ x+ 0 = x;
4) ∀x ∈ X ∃ − x ∈ X : x+ (−x) = 0;
5) ∀x ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ α(β x) = (αβ)x;
6) ∀x ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ (α+ β)x = αx+ β x;
7) ∀x, y ∈ X ∀α ∈ R ↪→ α (x+ y) = αx+ α y;
8) ∀x ∈ X ↪→ 1x = x, ãäå 1 ∈ R.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â X îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå òåì æå àêñèî-
ìàì.

Ïpèìåp. Âûâåñòè èç àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà:
1) 0 åäèíñòâåí;
2) ∀x ∈ X ↪→ −x åäèíñòâåí;
3) ∀x ∈ X ↪→ 0x = 0;
Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü 01, 02 ∈ X è ∀x ∈ X ↪→ x+01 = x, x+02 = x.

Òîãäà 01 = 01 + 02 = 02 + 01 = 02, ò. å. 01 = 02.
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2) Ïóñòü x+ (−x)1 = 0, x+ (−x)2 = 0. Òîãäà (−x)1 = (−x)1 +0 =
= (−x)1 + (x+ (−x)2) = ((−x)1 + x) + (−x)2 = (−x)2 + (x+ (−x)1) =
= (−x)2 + 0 = (−x)2.

3) 0x = 0x + 0 = 0x+ (x+ (−x)) = (0x+ x) + (−x) =
= (0x+ 1x) + (−x) = (0 + 1)x+ (−x) = 1x+ (−x) = x+ (−x) =
= 0.

Îïpåäåëåíèå. Àðèôìåòè÷åñêèì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ÷èñåë: x =
= (x1, ..., xn) ∈ Rn, ãäå xi ∈ R, i ∈ {1, ..., n}.

Îïðåäåëèì â Rn îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî: åñëè
x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, y = (y1, ..., yn) ∈ Rn, α ∈ R, òî x + y = (x1 +
+ y1, ..., xn + yn), αx = (αx1, ..., α xn).

Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå àêñèîì, êîòîðûå, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, 0 = (0, ..., 0), −x = (−x1, ...,−xn).

Îïpåäåëåíèå. Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ
âåêòîðàìè.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû íà ïëîñêîñòè èëè âåêòîðû òðåõìåðíîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñòàíäàpòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî óäîâëåòâîðÿþò àêñèî-
ìàì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè
â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîñêîëüêó Rn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì, òî åãî ýëåìåíòû a = (a1, . . . , an) ∈ Rn òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ âåêòîðàìè.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ìíîæåñòâî êîîð-
äèíàò (x1, x2) òî÷åê íà ïëîñêîñòè îáðàçóåò äâóìåðíîå àðèôìåòè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî R2. Ïðè ýòîì îïåðàöèè ñóììû è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî â R2 ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì ñóììû è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè è èõ êîîðäèíàòàìè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì è ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñóììû è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, òî ïðè
ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñêîñòü ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ R2. Àíàëîãè÷íî, òðåõìåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ R3.
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� 2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Îïpåäåëåíèå. Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâà-
åòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè â íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å.
ëþáûì ýëåìåíòàì x, y ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå
÷èñëî (x, y) ∈ R, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû

1) ∀x ∈ X ↪→ (x, x) ≥ 0;
2) ∀x ∈ X : (x, x) = 0 ↪→ x = 0;
3) ∀x, y, z ∈ X ∀α, β ∈ R ↪→ (αx+ β y, z) = α (x, z) + β (y, z);
4) ∀x, y ∈ X ↪→ (x, y) = (y, x).

Ëåììà 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì (x, y) = x1y1 + ... + xnyn, ãäå x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn),
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå àêñèîì, êîòîðûå, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿþòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííîå âûøå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn

ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè è â
òðåõìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äàííîìó â àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Òåîpåìà 1. (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.) Ïóñòü X � åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

∀x, y ∈ X ↪→ (x, y)2 ≤ (x, x) · (y, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∀t ∈
∈ R ↪→ (tx + y, tx + y) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò êâàäðàò-
íîãî òðåõ÷ëåíà (x, x)t2+2(x, y)t+(y, y) ìåíüøå ëèáî ðàâåí 0: D =
= 4(x, y)2 − 4(x, x) · (y, y) ≤ 0, ò. å. (x, y)2 ≤ (x, x) · (y, y).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâå Rn,
ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

xk yk ≤

√√√√ n∑
k=1

x2k

√√√√ n∑
k=1

y2k.
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� 3. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïpåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìèðî-
âàííûì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå X îïðåäåëåíà íîðìà, ò. å. êàæäîìó
ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî ∥x∥
(íîðìà ýëåìåíòà x), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû

1) ∀x ∈ X ↪→ ∥x∥ ≥ 0;
2) ∀x ∈ X : ∥x∥ = 0 ↪→ x = 0;
3) ∀α ∈ R ∀x ∈ X ↪→ ∥αx∥ = |α| · ∥x∥;
4) ∀x, y ∈ X ↪→ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ñëåäñòâèå èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Åñëè X � íîðìè-
ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî

∀x, y ∈ X ↪→
∣∣∣∥x∥ − ∥y∥∣∣∣ ≤ ∥x− y∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ∥x∥ = ∥x−
y+y∥ ≤ ∥x−y∥+∥y∥, ñëåäîâàòåëüíî, ∥x∥−∥y∥ ≤ ∥x−y∥. Àíàëîãè÷íî,
∥y∥ − ∥x∥ ≤ ∥y − x∥ = ∥x− y∥. Ïîýòîìó

∣∣∣∥x∥ − ∥y∥∣∣∣ ≤ ∥x− y∥.
Ëåììà 1. Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ íîðìèðî-

âàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ åâêëèäîâîé íîðìîé ∥x∥ =
√

(x, x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå àêñèîì (1), (2), (3) íîðìû ñëåäó-

åò èç àêñèîì (1), (2), (3) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæåì íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà. ∥x+y∥2 = (x+y, x+y) = (x, x)+2(x, y)+(y, y) =
= ∥x∥2 + 2(x, y) + ∥y∥2. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî
(x, y) ≤

√
(x, x)

√
(y, y) = ∥x∥ · ∥y∥ ïîëó÷àåì ∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 +

+ 2∥x∥ · ∥y∥ + ∥y∥2 = (∥x∥ + ∥y∥)2. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥x + y∥ ≤
≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Èç ëåììû 1 � 2 è ëåììû 1 � 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ñ íîðìîé ∥x∥ =
√
x21 + ...+ x2n, ãäå x = (x1, ..., xn).

Îïpåäåëåíèå. Åâêëèäîâó íîðìó
√
x21 + ...+ x2n âåêòîðà x =

= (x1, ..., xn) ∈ Rn òàêæå íàçûâàþò äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà
x è îáîçíà÷àþò ÷åðåç |x|:

|x| =
√
x21 + ...+ x2n. (1)

Ëåììà 3. Åñëè X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ∥x∥ =
√

(x, x) �
åâêëèäîâà íîðìà, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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ïàðàëëåëîãðàììà:

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = (x+ y, x+ y) + (x− y, x− y) =

= (x, x) + 2(x, y) + (y, y) + (x, x)− 2(x, y) + (y, y) =

= 2(x, x) + 2(y, y) = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

Ïðèìåð. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
íååâêëèäîâû íîðìû, íàïðèìåð,

∥x∥max = max
k∈{1,...,n}

|xk| ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû. Ïðè n ≥ 2 äëÿ âåêòîðîâ x =
= (1, 0, 0, . . . , 0) è y = (0, 1, 0, . . . , 0) èìååì ∥x∥max = 1, ∥y∥max = 1,
∥x±y∥max = 1. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2) íå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåëüçÿ òàê ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
Rn, ÷òîáû ∥x∥max =

√
(x, x).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü [a, b] � íåêîòîðûé îòðåçîê. Ïðîñòðàíñòâîì
C[a, b] íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòà-
ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå íåïðåðûâíûå íà [a, b] ôóíêöèè f : [a, b]→
→ R. Ëèíåéíûå îïåðàöèè â C[a, b] îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀f, g ∈ C[a, b] ∀x ∈ [a, b],

(αf)(x) = αf(x) ∀f ∈ C[a, b] ∀α ∈ R ∀x ∈ [a, b].

Ïîêàçàòü, ÷òî íîðìà

∥f∥C = max |f(x)|, f ∈ C[a, b]

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû. Ïîêàçàòü, ÷òî â C[a, b] íåëüçÿ
ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê, ÷òîáû ∥f∥C =

√
(f, f) äëÿ âñåõ

f ∈ C[a, b], ò.å. ÷òîáû ∥f∥C áûëà áû åâêëèäîâîé íîðìîé.
Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 3 (ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî ïà-

ðàëëåëîãðàììà äëÿ íîðìû ∥f∥C ìîæåò áûòü íå âûïîëíåíî).
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� 4. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Îïpåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî X ñ ââåäåííîé íà íåì ìåòðèêîé ϱ, ò.å. ôóíêöèåé ϱ : X ×
× X → R, êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå (x, y), ãäå x ∈ X è y ∈ X, ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî ϱ(x, y), íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì
ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y, ïðè÷åì âûïîëíåíû àêñèîìû

1) ∀x, y ∈ X ↪→ ϱ(x, y) ≥ 0;
2) ∀x, y ∈ X ↪→ ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
3) ∀x, y ∈ X ↪→ ϱ(y, x) = ϱ(x, y);
4) ∀x, y, z ∈ X ↪→ ϱ(x, z) ≤ ϱ(x, y)+ϱ(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-

íèêà).

Ëåììà 1. Ëþáîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè-
÷åñêèì ñ ìåòðèêîé ϱ(x, y) = ∥x− y∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì àêñèîìû ìåòðèêè äëÿ ϱ(x, y) =
= ∥x− y∥.

1) Èç ïåðâîé àêñèîìû íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
ϱ(x, y) = ∥x− y∥ ≥ 0.

2) Åñëè ϱ(x, y) = 0, òî ∥x−y∥ = 0 è â ñèëó âòîðîé àêñèîìû íîðìû
èìååì x− y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y. Îáðàòíî, ïóñòü x = y. Òîãäà
ϱ(x, y) = ∥x− y∥ = ∥x− x∥ = ∥0∥ = ∥0 · 0∥ = 0 · ∥0∥ = 0.

3) Èñïîëüçóÿ òðåòüþ àêñèîìó íîðìû, èìååì ϱ(y, x) = ∥y − x∥ =
= ∥(−1)(x− y)∥ = ∥x− y∥ = ϱ(x, y).

4) Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû ïîëó÷àåì
ϱ(x, z) = ∥x− z∥ = ∥(x− y) + (y − z)∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = ϱ(x, y) +
+ ϱ(y, z).

Èç ëåììû 2 � 3 è ëåììû 1 òåêóùåãî ïàðàãðàôà ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ ëåììó.

Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ ìåòðèêîé

ϱ(x, y) =
√
(x1−y1)2+. . .+(xn−yn)2 ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

∀y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.
(1)

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà âëîæåííîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâ.

137



ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâàRn

åâêëèäîâû

ïðîñòðàíñòâà

íîðìèðîâàííûå

ïðîñòðàíñòâà

ìåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè-
êîé ϱ, ïóñòü ε > 0. Òîãäà ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

Uε(x0) = {x ∈ X : ϱ(x, x0) < ε}.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X è ýëåìåíò x0 ∈ X. Áóäåì ïèñàòü
lim
n→∞

xn = x0 èëè xn → x0 ïðè n→∞, åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ xn ∈ Uε(x0),

ò.å. lim
n→∞

ϱ(xn, x0) = 0.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé
ϱX , Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ϱY . Ïóñòü çàäàíû
ôóíêöèÿ f : X → Y è ýëåìåíòû x0 ∈ X, y0 ∈ Y . Áóäåì ïèñàòü
lim

x→x0

f(x) = y0 èëè f(x)→ y0 ïðè x→ x0, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(y0),
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ãäå
o

Uδ(x0) = {x ∈ X : 0 < ϱX(x, x0) < δ},

Uε(y0) = {y ∈ Y : ϱY (y, y0) < ε}.

Òàêæå êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå-
ìó îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå:
lim

x→x0

f(x) = y0, åñëè äëÿ ëþáîé {xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ãåéíå â òî÷êå x0 ∈ X ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå lim
n→∞

f(xn) = y0.

Êàê è ðàíüøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ Ãåéíå â òî÷êå x0, åñëè lim

n→∞
xn = x0 è xn ̸= x0 ïðè âñåõ n ∈ N.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→x0

f(x) = y0 ⇔ lim
x→x0

ϱY (f(x), y0) = 0. (2)

Îïpåäåëåíèå. ÏóñòüX è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ôóíê-
öèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè
lim

x→x0

f(x) = f(x0).

� 5. Ïðåäåë è ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè

Îïpåäåëåíèå. n-ìåðíîé âåêòîð-ôóíêöèåé a(t), çàäàííîé íà
ìíîæåñòâå T ⊂ R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) a : T → Rn,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ÷èñëó t ∈ T åäèíñòâåííûé âåêòîð
a(t) = (a1(t), . . . , an(t)) ∈ Rn.

Çàäàíèå n-ìåðíîé âåêòîð-ôóíêöèè a(t) = (a1(t), . . . , an(t))
íà ìíîæåñòâå T ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé
a1(t), . . . , an(t) íà ìíîæåñòâå T .

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàí âåêòîð a0 = (a01, . . . , a
0
n) è â íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ∈ R çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) =
= (a1(t), . . . , an(t)) ∈ Rn. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) lim
t→t0

a(t) = a0;

á) lim
t→t0

ϱ(a(t), a0) = 0;

â) lim
t→t0
|a(t)− a0| = 0;
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ã) ∀i ∈ {1, . . . , n} ↪→ lim
t→t0

ai(t) = a0i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (à) ⇔ (á) ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû (2) � 4. Ýêâèâàëåíòíîñòü (á) ⇔ (â) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1)
� 4 è ôîðìóëû (1) � 3.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1) � 3 (îïðåäåëåíèå íîðìû â Rn), ïîëó÷àåì

(â) ⇐⇒ lim
t→t0
|a(t)− a0| = 0 ⇐⇒ lim

t→t0
|a(t)− a0|2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ lim
t→t0

(
|a1(t)− a01|2 + . . .+ |an(t)− a0n|2

)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n} ↪→ lim
t→t0
|ai(t)− a0i |2 = 0 ⇐⇒ (ã).

Ëåììà 2. Åñëè lim
t→t0

a(t) = a0, òî lim
t→t0
|a(t)| = |a0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà∣∣∣|a(t)| − |a0|∣∣∣ ≤ |a(t)− a0| → 0 ïðè t→ t0.

Ëåììà 3. Åñëè lim
t→t0

a(t) = a0, lim
t→t0

φ(t) = φ0, òî ∃ lim
t→t0

φ(t)a(t) =

= φ0a
0.

Äîêàçàòåëüñòâî. |φ(t)a(t)−φ0a
0| = |φ(t)a(t)−φ(t)a0+φ(t)a0−

− φ0a
0| ≤ |φ(t)| |a(t)− a0|+ |φ(t)− φ0| |a0| → |φ0| · 0 + 0 · |a0| = 0 ïðè

t→ t0.
Ëåììà 4. Åñëè lim

t→t0
a(t) = A, lim

t→t0
b(t) = B, òî

1) ∃ lim
t→t0

(a(t) + b(t)) = A+B,

2) ∃ lim
t→t0

(a(t), b(t)) = (A,B),

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) |a(t) + b(t)− (A+B)| ≤ |a(t)−A|+ |b(t)−
−B| → 0 ïðè t→ t0.

2) |(a(t), b(t))−(A,B)| = |(a(t), b(t))−(A, b(t))+(A, b(t))−(A,B)| ≤
≤ |a(t)−A| |b(t)|+ |A| |b(t)−B| → 0 · |B|+ |A| · 0 = 0 ïðè t→ t0.

Îïpåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a =
= (a1, a2, a3) è b = (b1, b2, b3) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

[a, b] =

(∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣) =

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).
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Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ñëó÷àå ïðàâî-
ãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, äàííîìó â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

1) ∀a, b ∈ R3 ↪→ [a, b] = −[b, a];
2) ∀α1, α2 ∈ R ∀a1, a2, b ∈ R3 ↪→ [α1a1 + α2a2, b] = α1[a1, b] +

+ α2[a2, b];
3) ∀a, b ∈ R3 ↪→ |[a, b]| ≤ |a| |b|.

Ëåììà 5. Åñëè lim
t→t0

a(t) = A ∈ R3, lim
t→t0

b(t) = B ∈ R3, òî

∃ lim
t→t0

[a(t), b(t)] = [A,B].

Äîêàçàòåëüñòâî. |[a(t), b(t)]−[A,B]| ≤ |[a(t)−A, b(t)]|+|[A, b(t)−
−B]| ≤ |a(t)−A| |b(t)|+ |A| |b(t)−B| → 0.

Îïpåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå t0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Uδ(t0) è lim

t→t0
a(t) = a(t0).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) îïðåäåëåíà â íåêîòî-
ðîé Uδ(t0). Ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè a(t) â òî÷êå t0 íàçûâàåòñÿ

a′(t0) = lim
∆t→0

a(t0 +∆t)− a(t0)
∆t

.

Åñëè óêàçàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ïðîèçâîäíàÿ a′(t0) íå ñó-
ùåñòâóåò.

Ëåììà 6. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè a(t) =
= (a1(t), . . . , an(t)) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ êîíå÷íûõ ïðîèç-
âîäíûõ âñåõ åå êîìïîíåíò ai(t), ïðè÷åì a′(t) = (a′1(t), . . . , a

′
n(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ëåììû 1.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ âåêòîð-ôóíêöèè a(t) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî èíäóêöèè: a(1)(t) = a′(t), a(n+1)(t) = (a(n)(t))′.

Ëåììà 7. (Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.) Ïóñòü âåêòîð-
ôóíêöèè a(t), b(t) è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) èìåþò ïðîèçâîäíûå
â òî÷êå t0. Òîãäà â òî÷êå t0 ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé a+ b,
φa, (a, b), [a, b], ïðè÷åì
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(a+ b)′ = a′ + b
′
, (φa)′ = φ′a+ φa′,

(a, b)′ = (a′, b) + (a, b
′
), [a, b]′ = [a′, b] + [a, b

′
].

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Îáîçíà÷èì ∆a =
= a(t0 +∆t)− a(t0), ∆b = b(t0 +∆t)− b(t0). Òîãäà

[a, b]′(t0) = lim
∆t→0

[a(t0 +∆t), b(t0 +∆t)]− [a(t0), b(t0)]

∆t
=

= lim
∆t→0

[a(t0) + ∆a, b(t0) + ∆b]− [a(t0), b(t0)]

∆t
=

= lim
∆t→0

[∆a, b(t0)] + [a(t0),∆b] + [∆a,∆b]

∆t
=

=

[
lim

∆t→0

∆a

∆t
, b(t0)

]
+

[
a(t0), lim

∆t→0

∆b

∆t

]
+

+

[
lim

∆t→0

∆a

∆t
, lim
∆t→0

∆b

]
= [a′, b](t0) + [a, b

′
](t0).

Ëåììà 8. (Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè s0 çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ t(s), à â îêðåñòíîñòè òî÷êè
t0 = t(s0) çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t). Ïóñòü ∃t′(s0) ∈ R, ∃a′(t0) ∈
∈ Rn. Òîãäà â òî÷êå s0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

b(s) = a(t(s)): b
′
(s0) = a′(t0) · t′(s0).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ëåììû 6 è òåîðåìû î
ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü â
o

Uδ(t0) çàäàíû âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) è

ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(t), ïðè÷åì ∀t ∈
o

Uδ(t0) ↪→ φ(t) ̸= 0. Òîãäà
ôóíêöèÿ a(t) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
φ(t):

a(t) = o(φ(t)) ïðè t→ t0, åñëè lim
t→t0

a(t)

φ(t)
= 0.

Ëåììà 9. Ïóñòü â
o

Uδ(t0) çàäàíû âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) =
= (a1(t), . . . , an(t)) è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(t). Òîãäà ïðè t→ t0 :
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a(t) = o(φ(t)) ⇔
(
a1(t) = o(φ(t)), . . . , an(t) = o(φ(t))

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Îïpåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) ∈ Rn, îïðåäåëåííàÿ â íåêî-
òîðîé Uδ(t0), íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå t0, åñëè ∃A ∈
∈ Rn:

∆a = a(t0 +∆t)− a(t0) = A∆t+ o(∆t) ïðè ∆t→ 0.

Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ A∆t íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèà-
ëîì âåêòîð-ôóíêöèè a(t) â òî÷êå t0:

da(t0) = A∆t = Adt, ∆a = da(t0) + o(∆t) ïðè ∆t→ 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñâÿçè ïðîèçâîäíîé è äèô-
ôåðåíöèàëà äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

Ëåììà 10. ∃da(t0) ⇐⇒ ∃a′(t0).
Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè: da(t0) = a′(t0) dt.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ñðåäíåì äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé íåïîñðåäñòâåííî íå îáîáùàåòñÿ íà âåêòîð-ôóíêöèè. Íàïðè-
ìåð, äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè a(t) = (cos t, sin t) íå ñóùåñòâóåò ξ ∈
∈ (0, 2π): a(2π) − a(0) = a′(ξ) · 2π. Äåéñòâèòåëüíî, a(2π) − a(0) =
= (1, 0) − (1, 0) = (0, 0), íî a′(ξ) = (− sin ξ, cos ξ) è ∀ξ ∈ (0, 2π) ↪→
↪→ |a′(ξ)| =

√
sin2 ξ + cos2 ξ = 1 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, a(2π) − a(0) =

= (0, 0) ̸= a′(ξ) · 2π.

Òåîpåìà 1. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ñðåäíåì äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè.)
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) íåïðåðûâíà íà [t0, t1] è äèôôåðåíöèðóå-
ìà íà (t0, t1). Òîãäà

∃ξ ∈ (t0, t1) : |a(t1)− a(t0)| ≤ |a′(ξ)|(t1 − t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ φ(t) =
= (a(t), a(t1)−a(t0)). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì äëÿ ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè φ(t) ∃ξ ∈ (t0, t1) : φ(t1)− φ(t0) = φ′(ξ)(t1 − t0), ò. å.

(a(t1), a(t1)−a(t0))−(a(t0), a(t1)−a(t0)) = (a′(ξ), a(t1)−a(t0)) (t1−t0),
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ñëåäîâàòåëüíî,

|a(t1)− a(t0)|2 ≤ |a′(ξ)| |a(t1)− a(t0)| (t1 − t0).

Åñëè a(t1) = a(t0), òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ àâ-
òîìàòè÷åñêè ∀ξ ∈ (t0, t1). Åñëè a(t1) ̸= a(t0), òî, ñîêðàùàÿ ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî íà |a(t1)− a(t0)|, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîpåìà 2. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ïåàíî.) Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) îïðåäåëåíà â Uδ(t0) è ∃a(n)(t0).
Òîãäà

a(t) =

n∑
k=0

a(k)(t0)

k!
(t− t0)k + o((t− t0)n) ïðè t→ t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòà-
òî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîð-
ôóíêöèè a(t). Ïîñêîëüêó îñòàòî÷íûå ÷ëåíû äëÿ êàæäîé êîìïîíåí-
òû ÿâëÿþòñÿ o((t − t0)

n), òî â ñèëó ëåììû 9 ñîñòàâëåííûé èç íèõ
âåêòîð ÿâëÿåòñÿ o((t− t0)n).

� 6. Êðèâûå

Îïpåäåëåíèå. Ãîäîãðàôîì âåêòîð-ôóíêöèè r : T → Rn íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê r(t), ãäå ïàðàìåòp t ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî T .

Îïpåäåëåíèå. Êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ ãîäîãðàô íåïðåðûâíîé
âåêòîð-ôóíêöèè r : [a, b]→ Rn:

Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}.

Îïpåäåëåíèå. Åñëè êîíöû êðèâîé Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} ñîâïà-
äàþò, ò. å. r(a) = r(b), òî êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà r0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
êðèâîé Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}, åñëè ∃t1, t2 ∈ [a, b]: t1 ̸= t2 è r0 =
= r(t1) = r(t2).

Îïpåäåëåíèå. Åñëè äëÿ êðèâîé Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} íå ñóùå-
ñòâóåò ÷èñåë t1, t2 òàêèõ, ÷òî a ≤ t1 < t2 ≤ b è r(t1) = r(t2) êðîìå,
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áûòü ìîæåò, t1 = a, t2 = b (èíà÷å ãîâîðÿ, íåò äðóãèõ òî÷åê ñàìîïå-
ðåñå÷åíèÿ, êðîìå êîíöîâ êðèâîé), òî êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé
êðèâîé.

Îïpåäåëåíèå. (Îðèåíòàöèÿ ïðîñòîé íåçàìêíóòîé êðèâîé.)
Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà r2 ∈ Γ ñëåäóåò çà òî÷êîé r1 ∈ Γ èëè
òî÷êà r1 ïðåäøåñòâóåò òî÷êå r2, åñëè r1 = r(t1), r2 = r(t2), t1 < t2.
Ïðè ýòîì êðèâóþ Γ íàçûâàþò îðèåíòèðîâàííîé ïî âîçðàñòàíèþ ïà-
ðàìåòðà t.

r(a)

r(b)

r(t1)

r(t2)

a < t1 < t2 < b r(a)

r(b)

r(t1) = r(t2)

Îïpåäåëåíèå. Ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé
íàáîð òî÷åê T = {t0, t1, ..., tI} òàêèõ, ÷òî a = t0 < t1 < ... < tI = b.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} è
ðàçáèåíèå T = {t0, t1, ..., tI} îòðåçêà [a, b]. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
êðèâàÿ Γ ðàçáèòà íà êðèâûå Γi = {r(t) : t ∈ [ti−1, ti]}, i = 1, . . . , I.

Îïpåäåëåíèå. (Îðèåíòàöèÿ êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ïðîñòûõ íåçàìêíóòûõ êðèâûõ.) Ïóñòü êðèâàÿ Γ ðàçáèòà íà
ïðîñòûå íåçàìêíóòûå êðèâûå Γi, îðèåíòèðîâàíûå ïî âîçðàñòàíèþ
ïàðàìåòðà t. Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t ñîâî-
êóïíîñòü Γ1,Γ2, ...,ΓI íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé Γ: Γ =
= Γ1Γ2...ΓI .

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå. Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü "êðèâàÿ íî âñåãäà ïîäðàçóìåâàòü îðèåí-
òèðîâàííóþ êðèâóþ.

Çàìå÷àíèå. Ðàçíûå âåêòîð-ôóíêöèè ìîãóò çàäàâàòü îäíó è òó
æå êðèâóþ. Íàïðèìåð, êðèâàÿ Γ = {(cosφ, sinφ) : φ ∈ [−π, 0]}, çàäà-
âàåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r(φ) = (cosφ, sinφ), φ ∈ [−π, 0], ìîæåò áûòü
çàäàíà äðóãîé âåêòîð-ôóíêöèåé ϱ(x) = (x,−

√
1− x2), x ∈ [−1, 1]:

Γ = {(x,−
√
1− x2) : x ∈ [−1, 1]}.
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y

x−1 1x

φ

r(φ) = ϱ(x)

Îïpåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ϱ(s), s ∈ [s1, s2] íàçûâàåòñÿ äî-
ïóñòèìîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé Γ = {r(t) : t ∈ [t1, t2]}, åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ t(s) òàêàÿ,
÷òî t(s1) = t1, t(s2) = t2 è ∀s ∈ [s1, s2] ↪→ ϱ(s) = r(t(s)).

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð ôóíêöèè r(t) è ϱ(s) ïàðàìåòðè-
çóþò (çàäàþò) îäíó è òó æå êðèâóþ Γ.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðè äîïóñòèìîé çàìåíå ïàðàìåòðà ñòàpûé
ïàðàìåòp ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íîâîãî ïàðàìåò-
ðà, òî îðèåíòàöèÿ êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ.

� 7. Äëèíà êðèâîé

Îïpåäåëåíèå. Îòðåçêîì [r1, r2] â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê {r1 + t(r2 − r1) : t ∈ [0, 1]}.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} è
ðàçáèåíèå T = {t0, t1, ..., tI} îòðåçêà [a, b]. Ëîìàíîé P, âïèñàííîé â
êðèâóþ Γ, íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t
íàáîð îòðåçêîâ [r(ti−1), r(ti)]:

P = ([r(t0), r(t1)], [r(t1), r(t2)], ..., [r(tI−1), r(tI)]) .

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ðàçáèåíèå T ïîðîæäàåò ëîìàíóþ P. Îò-
ðåçêè [r(ti−1), r(ti)] íàçûâàþòñÿ çâåíüÿìè ëîìàíîé P.

Äëèíîé ëîìàíîé P íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí åå çâåíüåâ:

|P| =
I∑

i=1

|r(ti)− r(ti−1)|.
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a b

t0 ti−1 ti tI r(a)

r(b)

r(ti−1)

r(ti)

Îïpåäåëåíèå. Äëèíîé êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü äëèí ëîìàííûõ, âïèñàííûõ â Γ:

|Γ| = sup
P
|P| = sup

T

I∑
i=1

|r(ti)− r(ti−1)|.

Åñëè |Γ| < +∞, òî êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé.

Ëåììà 1. Åñëè ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ ðàçáèòà íà êðèâûå Γ1 è
Γ2, òî êðèâûå Γ1 è Γ2 ñïðÿìëÿåìû, ïðè÷åì |Γ| = |Γ1|+ |Γ2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî êðèâûå Γ1 è Γ2 ñïðÿìëÿåìû
è |Γ1|+ |Γ2| ≤ |Γ|.

Ïóñòü P1 � ëîìàííàÿ, âïèñàííàÿ â Γ1, P2 � ëîìàííàÿ, âïèñàííàÿ
â Γ2, òîãäà P = P1P2 � ëîìàííàÿ, âïèñàííàÿ â Γ. Òàê êàê |P1| +
+ |P2| = |P| ≤ |Γ|, òî sup

P1

|P1| < +∞, sup
P2

|P2| < +∞ è |Γ1| + |Γ2| =

= sup
P1

|P1|+ sup
P2

|P2| ≤ |Γ|.

2) Ïîêàæåì, ÷òî |Γ| ≤ |Γ1|+ |Γ2|.
Ïóñòü êðèâàÿ Γ ïàðàìåòðèçîâàíà âåêòîð-ôóíêöèåé r(t): Γ =

= {r(t) : t ∈ [a, b]}. Ïóñòü òî÷êà c ∈ (a, b) ðàçáèâàåò Γ íà Γ1 è
Γ2: Γ1 = {r(t) : t ∈ [a, c]}, Γ2 = {r(t) : t ∈ [c, b]}. Ïóñòü P �
ïðîèçâîëüíàÿ ëîìàííàÿ, âïèñàííàÿ â êðèâóþ Γ, T = {t0, t1, ..., tI}
� ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], ïîðîæäàþùåå ëîìàíóþ P. Îïðåäåëèì j
èç óñëîâèÿ tj−1 < c ≤ tj . Ëîìàííóþ, âïèñàííóþ â êðèâóþ Γ1 è
ïîðîæäåííóþ ðàçáèåíèåì T1 = {t0, t1, ..., tj−1, c}, îáîçíà÷èì ÷åðåç

P1. Ëîìàííóþ, âïèñàííóþ â êðèâóþ Γ2 è ïîðîæäåííóþ ðàçáèåíèåì

T2 = {c, tj , tj+1, ..., tI}, îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 (åñëè c = tj , òî T2 =
= {tj , tj+1, ..., tI}). Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè |P1| ≤ |Γ1|, |P2| ≤
≤ |Γ2|.

Äëèíû ëîìàíûõ P, P1 è P2 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
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|P| =
I∑

i=1

|r(ti)− r(ti−1)| =

=

j−1∑
i=1

|r(ti)− r(ti−1)|+ |r(tj)− r(tj−1)|+
I∑

i=j+1

|r(ti)− r(ti−1)|,

|P1| =
j−1∑
i=1

|r(ti)− r(ti−1)|+ |r(c)− r(tj−1)|,

|P2| = |r(tj)− r(c)|+
I∑

i=j+1

|r(ti)− r(ti−1)|.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà |r(tj)− r(tj−1)| ≤ |r(c)− r(tj−1)|+
+ |r(tj) − r(c)|, ñëåäîâàòåëüíî, |P| ≤ |P1| + |P2| ≤ |Γ1| + |Γ2|. Èòàê,
|Γ| = sup

P
|P| ≤ |Γ1|+ |Γ2| ≤ |Γ|, ò. å. |Γ1|+ |Γ2| = |Γ|.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé , åñëè

1) ∀t ∈ [a, b] ∃f ′(t), ãäå ïðè t = a ïîä f ′(t) ïîíèìàåòñÿ ïðàâàÿ, à
ïðè t = b � ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ è

2) ôóíêöèÿ f ′(t) íåïðåðûâíà íà [a, b].
Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòîð-ôóíêöèè r : [a, b] →

→ Rn îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîpåìà 1. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðÿìëÿåìîñòè êðèâîé.)
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b]→ Rn, ïàðàìåòðèçóþùàÿ êðèâóþ Γ =
= {r(t) : t ∈ [a, b]}, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà Γ ñïðÿì-
ëÿåìà è

|Γ| ≤ (b− a) max
t∈[a,b]

|r′(t)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ |r′(t)| íåïðåðûâ-
íà íà [a, b], òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé
∃ max

t∈[a,b]
|r′(t)| =M .

Ïóñòü P � ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â êðèâóþ Γ, ïîðîæäåííàÿ íåêîòî-
ðûì ðàçáèåíèåì T = {t0, t1, ..., tI} îòðåçêà [a, b]. Ïî òåîðåìå Ëàãðàí-
æà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé ∀i ∈ {1, 2, ..., I} ∃ξi ∈ (ti−1, ti):

|r(ti)− r(ti−1)| ≤ |r′(ξi)| (ti − ti−1) ≤M (ti − ti−1),
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ñëåäîâàòåëüíî,

|P| =
I∑

i=1

|r(ti)− r(ti−1)| ≤M
I∑

i=1

(ti − ti−1) =M (b− a).

Ïîýòîìó |Γ| = sup
P
|P| ≤ max

t∈[a,b]
|r′(t)| (b− a).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} ñïðÿìëÿåìà.
Îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ äóãó Γt = {r(u) : u ∈ [a, t]}. Ôóíêöèþ
s(t) = |Γt| íàçûâàþò ïåðåìåííîé äëèíîé äóãè êðèâîé Γ.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b]→ Rn, ïàðàìåòðèçó-
þùàÿ êðèâóþ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Òîãäà ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè s(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
∀t0 ∈ [a, b] ↪→ s′(t0) = |r′(t0)| (çäåñü ïðè t0 = a è ïðè t0 = b èìåþòñÿ
â âèäó îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t0 ∈ [a, b), ∆t ∈ (0, b − t0). Îáîçíà÷èì
∆s = s(t0 +∆t)− s(t0), ∆r = r(t0 +∆t)− r(t0).

Â ñèëó ëåììû 1 äëèíà êðèâîé ∆Γ = {r(t) : t ∈ [t0, t0+∆t]} ðàâíà
|∆Γ| = ∆s. Òàê êàê äëèíà îòðåçêà [r(t0), r(t0 + ∆t)] íå ïðåâîñõîäèò
äëèíû äóãè ∆Γ, òî

|∆r| ≤ |∆Γ|. (1)

Ïî òåîðåìå 1 |∆Γ| ≤ max
t∈[t0,t0+∆t]

|r′(t)| |∆t|. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñè-

ìóìà ∃ξ ∈ [t0, t0 + ∆t] : max
t∈[t0,t0+∆t]

|r′(t)| = |r′(ξ)|, ñëåäîâàòåëüíî,

|∆Γ| ≤ |r′(ξ)| |∆t|, îòêóäà â ñèëó (1) ïîëó÷àåì |∆r|
|∆t| ≤

|∆Γ|
|∆t| ≤ |r

′(ξ)|.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∆r∆t

∣∣∣∣ ≤ ∆s

∆t
≤ |r′(ξ)|. (2)

Òàê êàê |t0−ξ| ≤ |∆t|, òî ïðè ∆t→ +0 âûïîëíÿåòñÿ ξ → t0+0 è â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè r′(t) ∃ lim

∆t→+0
|r′(ξ)| = |r′(t0)|. Êðîìå

òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ∃ lim
∆t→+0

∆r
∆t = r′(t0), ñëåäîâà-

òåëüíî, ∃ lim
∆t→+0

∣∣∆r
∆t

∣∣ = |r′(t0)|. Ïîýòîìó èç (2) ïî òåîðåìå î òðåõ

ôóíêöèÿõ ñëåäóåò, ÷òî ∃ lim
∆t→+0

∆s
∆t = |r′(t0)|, ò. å. ∃s′+(t0) = |r′(t0)|.

Àíàëîãè÷íî ∀t0 ∈ (a, b] ∃s′−(t0) = |r′(t0)|.
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Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
ϱ[0, |Γ|] → Rn ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé
Γ = {ϱ(t) : t ∈ [0, |Γ|]}, åñëè ïàðàìåòp t ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé äëè-
íîé äóãè, ò. å. ∀t ∈ [0, |Γ|]→ s(t) = t.

Îïpåäåëåíèå. Êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè
1) âîçìîæíà íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé Γ : Γ =

= {ϱ(s) : s ∈ [0, |Γ|]} è
2) âåêòîð-ôóíêöèÿ ϱ[0, |Γ|] → Rn, çàäàþùàÿ íàòóðàëüíóþ ïàðà-

ìåòðèçàöèþ êðèâîé Γ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, |Γ|].

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b] → Rn, ïàðàìåò-
ðèçóþùàÿ êðèâóþ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}, äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b].
Òî÷êà t0 ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïàðàìåòðèçàöèè r, åñëè
r′(t0) = 0.

Òåîpåìà 3. (Î ñóùåñòâîâàíèè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.)
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b] → Rn, ïàðàìåòðèçóþùàÿ êðèâóþ
Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è íå èìååò
îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà

1) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ϱ : [0, |Γ|] → Rn êðèâîé Γ ÿâëÿ-
åòñÿ äîïóñòèìîé;

2) ∀t ∈ [a, b] ∃ ϱ′(s)|s=s(t) =
r′(t)
|r′(t)| ;

3) êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî òåîðåìå 2 ∀t ∈ [a, b] ∃s′(t) = |r′(t)|.

Òàê êàê r′(t) ̸= 0, òî s′(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ äëèíà äó-
ãè s(t) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ t(s), êîòîðàÿ òàêæå ñòðî-
ãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà. Ïî îïðåäåëåíèþ äîïóñòèìîé ïàðàìåò-
ðèçàöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ϱ(s) = r(t(s)), ãäå s ∈ [0, |Γ|],
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

2) Òàê êàê ∃s′(t) = |r′(t)| ̸= 0, òî ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îá-
ðàòíîé ôóíêöèè ∃t′(s) = 1

s′(t) = 1
|r′(t)| . Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé

ñëîæíîé ôóíêöèè ∃ ϱ′(s) = r′(t) t′(s) = r′(t)
|r′(t)| .

3) Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ r(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà

è r′(t) ̸= 0, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ϱ′(s) = r′(t(s))
|r′(t(s))| íåïðåðûâíà, ñëåäîâà-

òåëüíî, âåêòîð-ôóíêöèÿ ϱ(s) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è êðè-
âàÿ Γ � ãëàäêàÿ.
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Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì äëÿ ãëàäêîñòè êðèâîé. Íàïðèìåð, êðèâàÿ Γ = {(t3, |t|3) :
t ∈ [−1, 1]} çàäàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-
ôóíêöèåé r(t) = (t3, |t|3), òàê êàê åå ïðîèçâîäíàÿ r′(t) =
= (3t2, 3t2 sign t) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Îäíàêî Γ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé, òàê êàê â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè Γ = {ϱ(s) : s ∈
∈ [0, 2

√
2]} çàäàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé ϱ(s) = ( s√

2
− 1, | s√

2
− 1|), íå

ÿâëÿþùåéñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå s =
√
2.

� 8. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êðèâîé
(êàñàòåëüíàÿ)

Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} çàäàíà â íàòóðàëüíîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè. Ïóñòü s0, s0 + ∆s ∈ [0, |Γ|], ∆s ̸= 0. Îáîçíà÷èì r0 =
= r(s0), ∆r = r(s0+∆s)− r0. Óðàâíåíèå ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè r0 è r(s0 + ∆s), èìååò âèä r = r0 + ∆r

∆su (ãäå u ∈ R �
ïàðàìåòp ïðÿìîé).

Îïpåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ r = rKAC(u) = r0 + τu íàçûâàåòñÿ êà-
ñàòåëüíîé ê êðèâîé Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} â òî÷êå r0, åñëè ýòà
ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ñåêóùåé:

∀u ∈ R ↪→ lim
∆s→0

(
r0 +

∆r

∆s
u

)
= rKAC(u) = r0 + τu.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} çàäàíà â íàòó-
ðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå êàñàòåëüíîé ê êðè-
âîé Γ â òî÷êå r(s0) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïðîèçâîäíîé dr

ds â

òî÷êå s0. Ïðè ýòîì âåêòîð τ = dr
ds ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì êà-

ñàòåëüíîé, íàïðàâëåííûì ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà s.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé ñëåäóåò, ÷òî

ïðÿìàÿ r = r(s0) + τu ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà τ = lim

∆s→0

∆r
∆s , ò. å. ∃

dr
ds = r′(s0) = τ . Èç òåîðåìû 2 � 7 ñëåäóåò,

÷òî |r′(s)| = s′(s) = 1, ò. å. |τ | = 1. Òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆s
âåêòîð ∆r íàïðàâëåí â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà s, òî âåêòîð
τ = lim

∆s→+0

∆r
∆s íàïðàâëåí â òó æå ñòîðîíó.
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Òåîpåìà 2. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} çàäàíà â íàòó-
ðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè è ïóñòü ∃r′(s0). Òîãäà

r(s) = rKAC(s− s0) + o(s− s0) ïðè s→ s0,

ò. å. â îêðåñòíîñòè òî÷êè r(s0) êðèâàÿ Γ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîâ-
ïàäàåò ñî ñâîåé êàñàòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì âåêòîð-ôóíêöèþ r(s) ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà: r(s) = r(s0) + r′(s0) (s − s0) + o(s − s0) ïðè s → s0. Òàê
êàê ïî òåîðåìå 1 èìååì r′(s0) = τ , òî r(s) = r(s0) + τ (s− s0) + o(s−
− s0) = rKAC(s− s0) + o(s− s0) ïðè s→ s0.

Òåîpåìà 3. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b]→ Rn, ïàðàìåòðèçó-
þùàÿ êðèâóþ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
íå èìååò îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà â ëþáîé òî÷êå r0 = r(t0) ∈ Γ ñóùåñòâó-
åò êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé Γ: r = rKAC(u) = r0 + τu, ãäå åäèíè÷íûé
âåêòîð êàñàòåëüíîé, óêàçûâàþùèé îðèåíòàöèþ êðèâîé Γ ïî âîçðàñ-
òàíèþ ïàðàìåòðà t èìååò âèä

τ =
r′(t0)

|r′(t0)|
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3 � 7 êðèâóþ Γ ìîæíî çàäàòü
â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè: ϱ(s) = r(t(s)), ãäå t(s) � ôóíêöèÿ,
îáðàòíàÿ ê ïåðåìåííîé äëèíå äóãè. Ïî òåîðåìå 1 âåêòîð τ = dr

ds ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé, íàïðàâëåííûì ïî âîçðàñ-
òàíèþ ïàðàìåòðà s (à çíà÷èò, è ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t). Â ñèëó

ïóíêòà 2 òåîðåìû 3 � 7 τ = dr
ds = r′(t0)

|r′(t0)| .

� 9. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå êðèâîé

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} çàäàíà â
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [0, |Γ|] →
→ Rn äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, |Γ|]. Ïóñòü τ(s) = dr(s)

ds �

åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé. Òîãäà ÷èñëî k = k(s0) =
∣∣dτ
ds (s0)

∣∣
íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé Γ â òî÷êå r0 = r(s0).

Åñëè â òî÷êå r0 êðèâèçíà k(s0) ̸= 0, òî
1) ÷èñëî R = R(s0) =

1
k(s0)

íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû,

2) åäèíè÷íûé âåêòîð ν = ν(s0) =
1

k(s0)
dτ
ds (s0) � âåêòîðîì ãëàâíîé

íîðìàëè,
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3) ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ν, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
r0, � ãëàâíîé íîðìàëüþ,

4) ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êàñàòåëüíóþ è ãëàâíóþ íîð-
ìàëü, � ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ,

5) òî÷êà rc = rc(s0) = r0 +R(s0) ν(s0) � öåíòðîì êðèâèçíû,
6) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå rc, ðàäèóñîì R, ëåæàùàÿ â ñî-

ïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíî-
ñòüþ êðèâîé Γ â òî÷êå r0.

rc

r0

ν

τ Γ

Ëåììà 1. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé Γ îïðåäåëåíû âåêòîð
êàñàòåëüíîé τ è âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè ν, òî τ ⊥ ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (τ(s), τ(s)) = |τ(s)|2 = 1 ∀s ∈ [0, |Γ|],
òî (τ(s), τ(s))′ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, (τ ′(s), τ(s)) = 0, ò. å. (ν(s), τ(s)) =
= 0.

Íàïèøåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòè
êðèâîé Γ â òî÷êå r0.

Ïóñòü ñíà÷àëà â ïëîñêîñòè xy çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êî-
îðäèíàò ñ åäèíè÷íûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè i, j. Îêðóæíîñòü ðà-
äèóñà R ñ öåíòðîì â 0, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ i, j, ìîæåò
áûòü çàäàíà ôîðìóëàìè

x = −R cosφ, y = R sinφ, φ ∈ [0, 2π]

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå: r = x i+y j = −R cosφ i+R sinφ j. Åñëè â
Rn çàäàíû äâà îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà τ è ν è òî÷êà rc,
òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ
τ , ν è ñ öåíòðîì â òî÷êå rc, èìååò âèä r = rîêð(φ) = rc−R cosφν+
+ R sinφ τ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû
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rc = r0+R(s0) ν(s0), ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü êðèâîé Γ â òî÷êå
r0 = r(s0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

r = rîêð(φ) = r0 +R sinφ τ +R (1− cosφ) ν. (1)

Òåîpåìà 1. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(s) : s ∈ [0, |Γ|]} çàäàíà â
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [0, |Γ|] →
→ Rn äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà

1) åñëè r′′(s0) ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè r0 = r(s0) êðèâàÿ Γ âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòüþ:

r(s) = rîêð

(
s− s0
R

)
+ o((s− s0)2) ïðè s→ s0;

2) åñëè r′′(s0) = 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè r(s0) êðèâàÿ Γ âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé:

r(s) = rKAC(s− s0) + o((s− s0)2) ïðè s→ s0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèÿìè cosφ = 1− 1
2φ

2+
+ o(φ2), sinφ = φ + o(φ2) ïðè φ → 0, èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì
ïðè s→ s0:

rîêð

(
s− s0
R

)
= r(s0) + τ (s− s0) +

ν

2R
(s− s0)2 + o((s− s0)2).

Òàê êàê τ = r′(s0),
ν
R = k ν = r′′(s0), òî ïðè s→ s0:

rîêð

(
s− s0
R

)
= r(s0)+ r′(s0) (s− s0)+

r′′(s0)

2
(s− s0)2 + o((s− s0)2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ôîðìóëû Òåéëîðà ïðè s→ s0

r(s) = r(s0) + r′(s0) (s− s0) +
r′′(s0)

2
(s− s0)2 + o((s− s0)2).

Ñðàâíèâàÿ ðàçëîæåíèÿ r(s) è rîêð
(
s−s0
R

)
, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

ïóíêòà (1).
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû

2 � 8.
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Òåîpåìà 2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [a, b]→ R3, ïàðàìåòðèçó-
þùàÿ êðèâóþ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} ⊂ R3, äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìà è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê (ò. å. r′(t) ̸= 0) íà [a, b]. Òîãäà

1)
[
τ , dτds

]
= [r′(t),r′′(t)]

|r′(t)|3 ;

2) êðèâèçíà êðèâîé Γ â êàæäîé òî÷êå r(t) ∈ Γ ñóùåñòâóåò è âû-
ðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

k =
|[r′(t), r′′(t)]|
|r′(t)|3

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî òåîðåìå 3 � 8 èìååì τ = r′(t)
|r′(t)| . Òàê êàê

r(t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî ∃dτdt = r′′(t)
|r′(t)| + r′(t)

(
1

|r′(t)|

)′
.

Òàê êàê ïî òåîðåìå 2 � 7 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ds
dt = |r′(t)|, òî

∃ dτ

ds
=
dτ

dt

dt

ds
=

1

|r′(t)|
dτ

dt
=

r′′(t)

|r′(t)|2
+

r′(t)

|r′(t)|

(
1

|r′(t)|

)′

.

Åùå ðàç èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî τ = r′(t)
|r′(t)| , ïîëó÷àåì[

τ ,
dτ

ds

]
=

1

|r′(t)|

[
r′(t),

dτ

ds

]
=

[r′(t), r′′(t)]

|r′(t)|3
.

2) Èç ñóùåñòâîâàíèÿ dτ
ds ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êðèâèçíû k =

=
∣∣dτ
ds

∣∣. Â ñèëó ëåììû 1, âåêòîðû τ è dτ
ds âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,

êðîìå òîãî, |τ | = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

k =

∣∣∣∣[τ , dτds
]∣∣∣∣ = |[r′(t), r′′(t)]||r′(t)|3

.

Ñëåäñòâèÿ
1) Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû, çàïèñàííàÿ ÷åðåç êîîðäè-

íàòû âåêòîð-ôóíêöèè r(t) = (x(t), y(t), z(t)), ïðèíèìàåò âèä

k =

√
(y′z′′ − y′′z′)2 + (z′x′′ − z′′x′)2 + (x′y′′ − x′′y′)2

((x′)2 + (y′)2 + (z′)2)3/2
.

2) Åñëè Γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, ò. å. z(t) = 0, òî

k =
|x′y′′ − x′′y′|

((x′)2 + (y′)2)3/2
.
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3) Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ Γ çàäàíà êàê ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x),
òî x′ = 1, x′′ = 0, y′ = f ′, y′′ = f ′′ è, ñëåäîâàòåëüíî,

k =
|f ′′|

(1 + (f ′)2)3/2
.

� 10. Ñîïðîâîæäàþùèé òðåõãðàííèê êðèâîé

Â äàííîì ïàðàãðàôå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðèâàÿ Γ =
= {r(t) : t ∈ [a, b]} ⊂ R3

1) ïàðàìåòðèçîâàíà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-
ôóíêöèåé r : [a, b]→ R3,

2) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê (ò. å. ∀t ∈ [a, b] r′(t) ̸= 0) è
3) êðèâèçíà íå îáðàùàåòñÿ â 0 (ò. å. ñîãëàñíî òåîðåìå 2 � 6 ∀t ∈

∈ [a, b] [r′(t), r′′(t)] ̸= 0).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü τ � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé, ν �
åäèíè÷íûé âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé Γ â òî÷êå r0. Òîãäà âåê-
òîð β = [τ , ν] íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì áèíîðìàëè â òî÷êå r0. Ïðÿìàÿ ñ
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì β, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó r0, íàçûâàåòñÿ
áèíîðìàëüþ êðèâîé Γ â òî÷êå r0.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó âåêòîðû τ è ν � åäèíè÷íûå è âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
òðîéêà âåêòîðîâ τ , ν, β îáðàçóåò ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
à êàñàòåëüíàÿ, ãëàâíàÿ íîðìàëü è áèíîðìàëü â äàííîé òî÷êå � ýòî
òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå.

Îïpåäåëåíèå. Îòëîæèì âåêòîðû τ , ν è β, âû÷èñëåííûå äëÿ
òî÷êè r0 êðèâîé Γ, îò òî÷êè r0. Îáðàçîâàâøèéñÿ òðåõãðàííèê íàçû-
âàåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì òðåõãðàííèêîì Ôðåíå êðèâîé Γ.

Òðåõãðàííèê Ôðåíå â òî÷êå r0 çàäàåò ñëåäóþùèå òðè âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó r0:

ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé, íàçûâàåòñÿ íîðìàëü-
íîé ïëîñêîñòüþ,

ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áèíîðìàëè, íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñà-
þùåéñÿ ïëîñêîñòüþ,

ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãëàâíîé íîðìàëè, íàçûâàåòñÿ
ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòüþ.
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τ

ν

β

Γ

r0

ñïðÿìëÿþùàÿ

ïëîñêîñòü

íîðìàëüíàÿ

ïëîñêîñòü

ñîïðèêàñàþùàÿñÿ

ïëîñêîñòü

Çàìå÷àíèå. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîïðèêàñàþùåéñÿ è ñïðÿì-
ëÿþùåé ïëîñêîñòåé.)

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 � 6, êðèâàÿ Γ ñ òî÷íîñòüþ äî o((s−s0)2)
ñîâïàäàåò ñ ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòüþ:

r = rîêð(φ) = r0 +R sinφ τ +R (1− cosφ) ν.

Òàê êàê ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü ëåæèò â ñîïðèêàñàþùåéñÿ
ïëîñêîñòè, òî êðèâàÿ Γ ñ òî÷íîñòüþ äî o((s−s0)2) ïðè s→ s0 ëåæèò
â ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè. Òàê êàê ïðîåêöèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ
îêðóæíîñòè íà ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü ïðèíàäëåæèò êàñàòåëüíîé
ê êðèâîé Γ, òî ñ òî÷íîñòüþ äî o((s−s0)2) ïðè s→ s0 ïðîåêöèÿ êðèâîé
Γ íà ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Ýòèì îáúÿñíÿþòñÿ
íàçâàíèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ è ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòåé.

Íàïèøåì óðàâíåíèÿ íîðìàëüíîé, ñîïðèêàñàþùåéñÿ è ñïðÿìëÿþ-
ùåé ïëîñêîñòåé â òî÷êå r0 = r(t0). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ýòè óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
Íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü: (r − r0, τ) = 0.
Ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: (r − r0, ν) = 0.
Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü: (r − r0, β) = 0.

Íàïèøåì áîëåå ÿâíûå óðàâíåíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé.
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Òàê êàê τ = r′(t)
|r′(t)| , òî íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(r − r0, r′(t0)) = 0.

Ïîñêîëüêó ν = 1
k

dτ
ds = 1

k
d2r
ds2 , òî ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì (
r − r0,

d2r

ds2
(t0)

)
= 0.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî β = [τ , ν], çàïèøåì óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþ-
ùåéñÿ ïëîñêîñòè ÷åðåç ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå: (r − r0, τ , ν) = 0. Â
ñèëó ïóíêòà (1) òåîðåìû 2 � 6 è îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ãëàâíîé íîðìà-

ëè ν = 1
k

dτ
ds ïîëó÷àåì [τ , ν] = [r′(t),r′′(t)]

k |r′(t)|3 . Ïîýòîìó ñîïðèêàñàþùàÿñÿ
ïëîñêîñòü â òî÷êå r0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(r − r0, r′(t0), r′′(t0)) = 0.

� 11. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn

Íàïîìíèì, ÷òî ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 = (x10, . . . , x
n
0 ) ∈ Rn íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Uε(x0) = {x ∈ Rn : ϱ(x, x0) < ε} =

= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
√
(x1 − x10)2 + . . .+ (xn − xn0 )2 < ε}.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, åñëè

∃ε > 0 : Uε(x0) ⊂ X.

Âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ intX � ìíîæåñòâî âñåõ
âíóòðåííèõ òî÷åê X. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå
òî÷êè X ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè, ò. å. X ⊂ intX . Ïóñòîå ìíîæåñòâî
∅ ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâå-
íèÿ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, åñëè

∀ε > 0 ↪→ Uε(x0)
∩
X ̸= ∅.
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Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ X � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ïðèêîñíîâåíèÿ X. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè âñå
òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ëåæàò â X, ò. å. X ⊂ X. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅
ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòûì.

Ëåììà 1. ∀X ⊂ Rn ↪→ intX ⊂ X ⊂ X.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè x0 ∈ intX, òî ∃ε > 0 : Uε(x0) ⊂ X,

ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ X.
2) Åñëè x0 ∈ X, òî ∀ε > 0 ↪→ x0 ∈ Uε(x0)

∩
X, ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ↪→ Uε(x0)
∩
X ̸= ∅, à çíà÷èò, x0 ∈ X.

Ñëåäñòâèå. 1) Ìíîæåñòâî X îòêðûòî ⇔ X = intX.
2) Ìíîæåñòâî X çàìêíóòî ⇔ X = X.

Ëåììà 2. Åñëè X ⊂ Y ⊂ Rn, òî intX ⊂ intY , X ⊂ Y .
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 3. ∀ε > 0 ∀x0 ∈ Rn ↪→ ìíîæåñòâî Uε(x0) îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Uε(x0). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

x ∈ intUε(x0). Îïðåäåëèì δ = ε − |x0 − x|. Òàê êàê |x − x0| < ε, òî
δ > 0.

x1

x2

x0

εx

δ

Ïîêàæåì, ÷òî Uδ(x) ⊂ Uε(x0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ Uδ(x), òî |x−
− y| < δ è ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà |y− x0| ≤ |y− x|+ |x− x0| <
< δ + |x − x0| = ε, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Uε(x0). Èòàê, Uδ(x) ⊂ Uε(x0).
Ïîýòîìó x ∈ intUε(x0).

Òåîpåìà 1. ∀X ⊂ Rn âûïîëíÿåòñÿ:
1) intX ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì;
2) X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îáîçíà÷èì Y = intX. Ïóñòü x0 ∈ Y . Òðå-
áóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî x0 ∈ intY . Òàê êàê x0 ∈ Y = intX, òî ∃ε >
> 0 : Uε(x0) ⊂ X. Ïî ëåììå 2 intUε(x0) ⊂ intX. Â ñèëó ëåììû
3 intUε(x0) = Uε(x0), ñëåäîâàòåëüíî, Uε(x0) ⊂ intX = Y . Ïîýòîìó
x0 ∈ intY .

2) Îáîçíà÷èì Y = X. Ïóñòü x0 ∈ Y . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
x0 ∈ Y . Òàê êàê x0 ∈ Y , òî ∀ε > 0 ↪→ Uε/2(x0)

∩
Y ̸= ∅, ò. å. ∀ε >

> 0 ∃x1(ε) ∈ Uε/2(x0)
∩
Y . Òàê êàê x1(ε) ∈ Y = X, òî ∃x2(ε) ∈

∈ Uε/2(x1(ε))
∩
X. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà |x0 − x2(ε)| ≤

≤ |x0−x1(ε)|+ |x1(ε)−x2(ε)| < ε/2+ε/2 = ε. Èòàê, ∀ε > 0 ∃x2(ε) ∈
∈ X

∩
Uε(x0), ò. å. ∀ε > 0 ↪→ X

∩
Uε(x0) ̸= ∅, à çíà÷èò, x0 ∈ X =

= Y .

Ëåììà 4. Ïóñòü X ⊂ Rn. Òîãäà
1) Rn \ intX = Rn \X;
2) Rn \X = int (Rn \X).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) x0 ∈ Rn \ intX ⇔ ¬(x0 ∈ intX) ⇔

⇔ ¬(∃ε > 0 : Uε(x0) ⊂ X) ⇔ ∀ε > 0 ↪→ Uε(x0) ̸⊂ X ⇔

⇔ ∀ε > 0 ↪→ Uε(x0)
∩

(Rn \X) ̸= ∅ ⇔ x0 ∈ Rn \X.

2) Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîpåìà 2. X çàìêíóòî ⇐⇒ Rn \X îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. X çàìêíóòî ⇔ X = X ⇔ Rn \ X =

= Rn \X Ë.4⇐⇒ Rn \X = int (Rn \X) ⇔ Rn \X îòêðûòî.

Îïpåäåëåíèå. Ãðàíèöåé ìíîæåñòâà X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ∂X = X \ intX. Òî÷êè ìíîæåñòâà ∂X íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè ìíîæåñòâà X.

Ëåììà 5. x0 ∈ ∂X ⇔ ∀ε > 0 ∃x1 ∈ Uε(x0)∩X, ∃x2 ∈ Uε(x0)\X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ X èìååì x0 ∈ X ⇔

⇔ ∀ε > 0 ∃x1 ∈ Uε(x0) ∩X.
Ïî îïðåäåëåíèþ intX èìååì x0 ̸∈ intX ⇔ ¬(∃ε > 0 : Uε(x0) ⊂

⊂ X) ⇔ ∀ε > 0 ↪→ Uε(x0) ̸⊂ X ⇔ ∀ε > 0 ∃x2 ∈ Uε(x0) \X.
Ïîýòîìó x0 ∈ X \ intX ⇔ ∀ε > 0 ∃x1, x2 ∈ Uε(x0) : x1 ∈

∈ X, x2 ̸∈ X.
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Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà intX = X \ ∂X, X = X ∪ ∂X.

Çàäà÷à 2. Íàéòè intX, X, ∂X. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæå-
ñòâî X îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì.

à) ïîëóïëîñêîñòü X = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 ∈ R};
á) èíòåðâàë X = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 = 0, x2 ∈ (−1, 1)}.

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X1, X2 ⊂ Rn

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ:
1) int (X1 ∪X2) ⊂ intX1 ∪ intX2;
2) int (X1 ∪X2) ⊃ intX1 ∪ intX2;
3) X1 ∪X2 ⊂ X1 ∪X2;
4) X1 ∪X2 ⊃ X1 ∪X2;
5) ∂(X1 ∪X2) ⊂ ∂X1 ∪ ∂X2;
6) ∂(X1 ∪X2) ⊃ ∂X1 ∪ ∂X2?

� 12. Ñõîäèìîñòü â Rn

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ Rn ñõîäèòñÿ
ê òî÷êå x0 ∈ Rn, åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀k ≥ N ↪→ xk ∈ Uε(x0),

ò. å. ∀ε > 0 ∃N : ∀k ≥ N ↪→ ϱ(xk, x0) < ε, ò. å. lim
k→∞

ϱ(xk, x0) = 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ Rn, xk =
= (x1k, x

2
k, ..., x

n
k ) è òî÷êà x0 = (x10, x

2
0, ..., x

n
0 ) ∈ Rn. Òîãäà

lim
k→∞

xk = x0 ⇐⇒ ∀i ∈ {1, ..., n} ↪→ lim
k→∞

xik = xi0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü lim
k→∞

xk = x0. Òîãäà ∀i ∈ {1, ..., n} ↪→
↪→ (xik − xi0)2 ≤ ϱ(xk, x0)2 → 0 ïðè k → ∞, ñëåäîâàòåëüíî, xik → xi0
ïðè k →∞.

2) Ïóñòü ∀i ∈ {1, ..., n} ↪→ lim
k→∞

xik = xi0. Òîãäà ïî òåîðåìå î

ïðåäåëå ñóììû ϱ(xk, x0)
2 = (x1k − x10)

2 + ... + (xnk − xn0 )
2 → 0 ïðè

k →∞, ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞

xk = x0.
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Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.)

x0 ∈ X ⇐⇒ ∃{xk} ⊂ X : lim
k→∞

xk = x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ∃{xk} ⊂ X : lim
k→∞

xk = x0. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà èìååì ∀ε > 0 ∃N : ∀k ≥ N ↪→ xk ∈ Uε(x0).
Ïîñêîëüêó xk ∈ X, òî ∀ε > 0 ↪→ Uε(x0)

∩
X ̸= ∅, ò. å. x0 ∈ X.

2) Ïóñòü x0 ∈ X. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ X èìååì ∀ε > 0 ↪→
↪→ X

∩
Uε(x0) ̸= ∅, ñëåäîâàòåëüíî, ∀k ∈ N ∃xk ∈ X

∩
U1/k(x0). Òàê

êàê ϱ(xk, x0) < 1/k → 0 ïðè k →∞, òî lim
k→∞

xk = x0.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,
åñëè ∃C ∈ R : ∀x ∈ X ↪→ |x| ≤ C. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk} ∈ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃C ∈ R : ∀k ∈ N ↪→ |xk| ≤
≤ C.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yj}∞j=1 íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {kj}: ∀j ∈
∈ N ↪→ yj = xkj

.

Òåîpåìà 2. (Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà â Rn.)
Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂ Rn ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà Rn. Ïðè n = 1 äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü
äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè n = n0. Äîêàæåì òîãäà, ÷òî
äàííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè n = n0 + 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xk}∞k=1 îãðàíè÷åíà, xk = (x1k, x

2
k, ..., x

n0

k , xn0+1
k ) ∈ Rn0+1. Ðàñ-

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=1, ãäå yk = (x1k, x
2
k, ..., x

n0

k ) ∈ Rn0 .
Ïîñêîëüêó |yk| ≤ |xk|, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} òàêæå îãðàíè÷åíà.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=1 ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ykm}∞m=1. Ðàññìîò-
ðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkm

}∞m=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1.
Òàê êàê {ykm

}∞m=1 ñõîäèòñÿ, òî ïåðâûå n0 êîîðäèíàò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xkm

}∞m=1 ñõîäÿòñÿ. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn0+1

km
}∞m=1, ñîñòàâëåííóþ èç n0 + 1-é êîîðäèíàòû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xkm}∞m=1 . Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ
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îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn0+1
km
}∞m=1, âûäåëèì èç

íåå ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn0+1
kmj
}∞j=1 . Òîãäà âñå êîîð-

äèíàòû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xkmj
}∞j=1 ñõîäÿòñÿ è ïî ëåììå 1 ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkmj
}∞j=1 ñõîäèòñÿ. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî èç ïðî-

èçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂ Rn0+1 ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkmj

}∞j=1, ò. å. äàí-
íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè n = n0 + 1, ÷òî ïî èíäóêöèè äîêàçû-
âàåò òåîðåìó ïðè ëþáîì n ∈ N.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñ-
ëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂ X ìîæíî âûäåëèòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà
X.

Òåîpåìà 3. (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà.) Ìíîæåñòâî
X ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X îãðàíè-
÷åíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü X ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî X � êîìïàêò. Ïóñòü {xk} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàX. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xk} îãðàíè÷åíà, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ìîæ-
íî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj}, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðî-
ìó x0 ∈ Rn. Ïîñêîëüêó {xkj

} ⊂ X è x0 = lim
j→∞

xkj
, òî ïî òåîðåìå 1

x0 ∈ X. Â ñèëó çàìêíóòîñòè X x0 ∈ X.
Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂

⊂ Rn ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj
}, ñõîäÿùóþñÿ ê

íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x0 ìíîæåñòâà X, ò. å. X � êîìïàêò.

2) Ïóñòü X � êîìïàêò. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî X
îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà ∀k ∈
∈ N ∃xk ∈ X : |xk| > k. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xkj} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} âûïîëíÿåòñÿ lim

j→∞
|xkj | = +∞,

òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} íåëüçÿ âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî.
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á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X íåçàìêíóòî. Òîãäà ∃x0 ∈
∈ X \X. Òàê êàê x0 ∈ X, òî ïî òåîðåìå 1 ∃{xk} ⊂ X : lim

k→∞
xk =

= x0. Òàê êàê ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj} ñõîäèòñÿ ê x0 ̸∈ X,
òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} íåëüçÿ âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî.

Îïpåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃N : ∀k ≥ N ∀m ≥ N ↪→ |xk − xm| < ε.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü êðèòåðèé Êîøè â Rn: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk} ⊂ Rn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

� 13. Ëåììà Ãåéíå-Áîðåëÿ

Îïpåäåëåíèå. Îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåò-
ñÿ ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Vα}α∈A òàêèõ, ÷òî X ⊂

∪
α∈A

Vα.

Åñëè ìíîæåñòâî A′ ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå èíäåêñîâ A (ò.å. A′ ⊂
⊂ A) è X ⊂

∪
α∈A′

Vα, òî {Vα}α∈A′ íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèåì ìíîæå-

ñòâà X. Åñëè ìíîæåñòâî A′ êîíå÷íî, òî ýòî ïîäïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì.

Ëåììà 1. Èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà ìîæíî âû-
äåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ýòîãî îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: {Vα}α∈A � îòêðû-
òîå ïîêðûòèå îòðåçêà [a, b], èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷-
íîå ïîäïîêðûòèå. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåç-
êîâ [ak, bk] ⊂ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

P[ak, bk] :
{
èç ïîêðûòèÿ {Vα}α∈A íåëüçÿ âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå îòðåçêà [ak, bk].

Ïîëîæèì [a1, b1] = [a, b]. Òîãäà óñëîâèå P[a1, b1] âûïîëíåíî. Ïóñòü
çàäàí îòðåçîê [ak, bk] ⊂ [a, b], îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P[ak, bk]. Ðàç-
äåëèì îòðåçîê [ak, bk] ïîïîëàì òî÷êîé ck = ak+bk

2 . Çàìåòèì, ÷òî õî-
òÿ áû îäíî èç óñëîâèé P[ak, ck] èëè P[ck, bk] âûïîëíåíî. Èíà÷å èç

164



ïîêðûòèÿ {Vα}α∈A ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå îòðåçêà
[ak, ck] è îòðåçêà [ck, bk], îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ïîêðûòèåì îòðåçêà [ak, bk], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ P[ak, bk].

Îïðåäåëèì

[ak+1, bk+1] =

{
[ak, ck], óñëîâèå P[ak, ck] âûïîëíåíî,
[ck, bk], óñëîâèå P[ak, ck] íå âûïîëíåíî.

Òàê êàê îäíî èç óñëîâèé P[ak, ck] èëè P[ck, bk] âûïîëíåíî, òî âûïîë-
íåíî óñëîâèå P[ak+1, bk+1]. Ïîýòîìó äàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîë-
æàòü áåñêîíåí÷íî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñòÿãèâàþùóþñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [ak, bk], êàæäûé èç êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ P[ak, bk].

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà x ∈
∩
k∈N

[ak, bk]. Ïî-

ñêîëüêó x ∈ [a, b] ⊂
∪

α∈A

Vα, òî íàéäåòñÿ èíäåêñ α0 ∈ A òàêîé, ÷òî

x ∈ Vα0
. Òàê êàê ìíîæåñòâî Vα0

îòêðûòî, òî íàéäåòñÿ ÷èñëî ε > 0
òàêîå, ÷òî Uε(x) ⊂ Vα0

. Ïîñêîëüêó bk−ak → 0, òî íàéäåòñÿ èíäåêñ k0
òàêîé, ÷òî bk0−ak0 < ε. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ x ∈ [ak0 , bk0 ] ïîëó÷àåì,
÷òî [ak0 , bk0 ] ⊂ Uε(x) ⊂ Vα0 . Òàêèì îáðàçîì, èç ïîêðûòèÿ {Vα}α∈A

ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå îòðåçêà [ak0
, bk0

], ñîñòîÿùåå
èç îäíîãî ìíîæåñòâà Vα0

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ P[ak0
, bk0

].

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå èíòåðâàëà, èç
êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Íàïðèìåð, òà-
êèì ïîêðûòèåì èíòåðâàëà (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ{(

1
k , 1
)}

k≥2
.

Îïpåäåëåíèå. Êëåòêîé â ïðîñòðàíñòâå Rn áóäåì íàçûâàòü äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ Π = [a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [an, bn],
ò.å. çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

Π = {x = (x1, . . . , xn) : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, n}.

Ëåììà 2. Èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êëåòêè â Rn ìîæíî
âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ýòîé êëåòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò êëåòêà
Π ⊂ Rn è îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα}α∈A ýòîé êëåòêè, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
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P(Π) :

{
èç ïîêðûòèÿ {Vα}α∈A íåëüçÿ âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå êëåòêè Π.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ êëåòîê Πk, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ P(Πk). Ïîëîæèì Π1 = Π. Ïóñòü çàäàíà êëåòêà Πk.
Ðàçîáüåì ïîïîëàì êàæäûé îòðåçîê, äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ êëåòêà Πk. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå êëåòêè Πk íà 2n êëå-
òîê îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ. Ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ êëåòêà Πk+1, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ P(Πk+1). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ áåñêîíå÷íî,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ êëåòîê Πk. Ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìååò îáùóþ òî÷êó x ∈ Rn. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåä-
íåãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ
ê ïðîåêöèÿì êëåòîê Πk íà i-óþ êîîðäèíàòíóþ îñü. Ýòè ïðîåêöèè
èìåþò îáùóþ äëÿ âñåõ k òî÷êó xi, à òî÷êà x = (x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ
îáùåé òî÷êîé êëåòîê Πk. Äàëåå àíàëîãè÷íî ëåììå 1 íàéäåòñÿ α0 ∈ A
è ε > 0 òàêèå, ÷òî Uε(x) ⊂ Vα0

è íàéäåòñÿ êëåòêà Πk0
⊂ Uε(x) ⊂ Vα0

.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ P(Πk0

).

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Òî-
ãäà èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ X ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì, òî íàéäåòñÿ êëåòêà Π ⊂ Rn òàêàÿ, ÷òî X ⊂ Π. Ïóñòü
V = {Vα}α∈A � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X. Ïîñêîëüêó êîì-
ïàêò X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, òî åãî äîïîëíåíèå V 0 =
= Rn \X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó V ′ = V ∪ {V 0} � îòêðûòîå
ïîêðûòèå Rn, à çíà÷èò, � îòêðûòîå ïîêðûòèå êëåòêè Π. Â ñèëó ëåì-
ìû 2 èç ïîêðûòèÿ V ′ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå V ′

êîí
êëåòêè Π. Òàê êàê X ⊂ Π, òî V ′

êîí ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà
X.

Ïîñêîëüêó X ∩ V 0 = ∅, òî Vêîí := V ′
êîí \ {V 0} òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X. Èòàê, èç ïîêðûòèÿ V ìû âûäåëèëè êîíå÷-
íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà X.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 1: åñëè èç
ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X, òî X � êîìïàêò.
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Ãëàâà 6

ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅPÅÌÅÍÍÛÕ

� 1. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî X ⊂ Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî
íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ f(x) =
= f(x1, x2, ..., xn) è ïèøóò f : X → R, åñëè êàæäîé òî÷êå x =
= (x1, ..., xn) ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå ÷èñëî
f(x), ÿâëÿþùååñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå x.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ Rn íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

o

Uε(x0) = Uε(x0) \ {x0} = {x ∈ Rn : 0 < |x− x0| < ε}.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
o

Uδ0(x0) ⊂ Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ôóíêöèè f(x) ïðè x → x0 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) è ïèøóò
lim

x→x0

f(x) = A èëè lim
x1→x1

0
. . .

xn→xn
0

f(x1, ..., xn) = A, åñëè

(îïðåäåëåíèå Êîøè):

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A);

(îïðåäåëåíèå Ãåéíå):

∀ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéíå {xk} ⊂
o

U δ0(x0) (ò. å. òàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ÷òî lim

k→∞
xk = x0 è xk ̸= x0 ∀k ∈ N) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
k→∞

f(xk) = A.

Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ, à òàêæå î ïðåäåëàõ ñóììû,
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ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì
äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïpåäåëåíèå. Íàïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ
ëþáîé âåêòîð ℓ ∈ Rn åäèíè÷íîé äëèíû (|ℓ| = 1).

Îïpåäåëåíèå. Ýëåìåíò A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ ℓ ∈ Rn (|ℓ| = 1), åñëè lim

t→+0
f(x0 +

+ tℓ) = A, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀t ∈ (0, δ) ↪→ f(x0 + tℓ) ∈ Uε(A). (1)

Òåîpåìà 1. 1) Åñëè A = lim
x→x0

f(x), òî ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ

ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí A.
2) Îáðàòíîå íåâåðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü A = lim

x→x0

f(x), òîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈
o

Uδ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A). (2)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå ℓ ∈ Rn, |ℓ| = 1. Òîãäà ∀t ∈
∈ (0, δ) ïðè x = x0 + tℓ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ |x − x0| = t|ℓ| =
= t < δ, ò. å. x ∈

o

Uδ(x0). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2), ïîëó÷àåì (1), ò. å.
lim

t→+0
f(x0 + tℓ) = A.

x1

x2 ℓ

x0

x0 + tℓδ

Uδ(x0)

2) Ïóñòü Rn = R2, x = (u, v), f(u, v) = u v2

u2+v4 . Ïîêàæåì, ÷òî
â òî÷êå x0 = (0, 0) ïðåäåë ôóíêöèè f ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ℓ =
= (cosφ, sinφ), ãäå φ ∈ [0, 2π), ñóùåñòâóåò è ðàâåí 0, îäíàêî ïðåäåëà
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ lim

u→0
v→0

f(u, v) íå ñóùåñòâóåò.
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a) Ïîñêîëüêó f(x0 + tℓ) = f(t cosφ, t sinφ) = t3 cosφ sin2 φ
t2 cos2 φ+t4 sin4 φ

=

= t cosφ sin2 φ
cos2 φ+t2 sin4 φ

, òî ïðè cosφ ̸= 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f(t cosφ, t sinφ)| ≤
∣∣∣ t cosφ sin2 φ

cos2 φ

∣∣∣→ 0 (t→ +0), à ïðè cosφ = 0 èìååì

sinφ ̸= 0, è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(t cosφ, t sinφ) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ℓ ∈ R2 : |ℓ| = 1 ∃ lim

t→+0
f(x0 + tℓ) = 0.

u

v

f(tα
, tβ)
→ 0 (t→

+0)

f(v2, v) = 1
2

u = v2

á) Çàìåòèì, ÷òî ïðè u = v2 ̸= 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(u, v) =

= v4

2v4 = 1
2 , à ïðè u = 0, v ̸= 0 � ðàâåíñòâî f(u, v) = 0. Ðàññìîò-

ðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {(uk, vk)} = {( 1
k2 ,

1
k )} è {(ũk, ṽk)} =

= {(0, 1k )}. Ýòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè Ãåéíå, ñõîäÿùèìèñÿ ê òî÷êå (0, 0). Òàê êàê lim

k→∞
f(uk, vk) =

= 1
2 ̸= 0 = lim

k→∞
f(ũk, ṽk), òî ïðåäåëà ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) ïî ñî-

âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñóùåñòâóåò.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ,
îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (äëÿ ôóíêöèè òðåõ è
áîëåå ïåðåìåííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäîáíûé ìåòîä, îñíîâàííûé
íà ââåäåíèè ñôåðè÷åñêèõ èëè îáîáùåííûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò).
Ïóñòü òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü

lim
x→x0
y→y0

f(x, y). (3)

Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0):
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x = x0 + ϱ cosφ,
y = y0 + ϱ sinφ.

Øàã 1. Äëÿ ëþáîãî φ ∈ [0, 2π] ðàññìîòðèì ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ
ℓ = (cosφ, sinφ):

lim
ϱ→+0

f(x0 + ϱ cosφ, y0 + ϱ sinφ) = A(φ). (4)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì φ ∈ [0, 2π] ïðåäåë (4) íå ñóùåñòâóåò èëè ýòîò
ïðåäåë A(φ) çàâèñèò îò φ, ò.å. îò íàïðàâëåíèÿ, òî ñîãëàñíî ïóíêòó
(1) òåîðåìû 1 ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (3) íå ñóùåñòâóåò
è èññëåäîâàíèå çàêîí÷åíî.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òåïåðü, ÷òî ÷òî äëÿ ëþáîãî φ ∈ [0, 2π] ïðåäåë
(4) ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò φ: A(φ) = A0. Ñîãëàñíî ïóíêòó (2)
òåîðåìû 1 óêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(ϱ) → 0 ïðè
ϱ → +0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ϱ0 > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà∣∣∣f(x0 + ϱ cosφ, y0 + ϱ sinφ)−A0

∣∣∣ ≤ g(ϱ) ∀ϱ ∈ (0, ϱ0) ∀φ ∈ [0, 2π].

(5)
Ýòà îöåíêà íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé (ïî φ) ïîòîìó, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò φ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë (3) ñóùåñòâóåò
è ðàâåí A0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê g(ϱ) → 0 ïðè ϱ → +0, òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ ∈ (0, ϱ0] òàêîå, ÷òî ïðè ϱ ∈ (0, δ)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî g(ϱ) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

∀(x, y) ∈
o

U δ(x0, y0) ↪→ |f(x, y)−A0| ≤ g(ϱ) < ε,

ãäå ϱ =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå

èññëåäîâàíèå ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè çàêîí÷åíî.
Øàã 3. Èíà÷å ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xk, yk)}

òàêóþ, ÷òî

(xk, yk)→ (x0, y0), f(xk, yk) ̸→ A0 ïðè k →∞. (6)

Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå A0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-
öèè f â òî÷êå x0 ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Îäíàêî â ñèëó ïóíê-
òà 1 òåîðåìû 1 ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè, åñëè îí ñóùåñòâóåò, îáÿçàí
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ñîâïàäàòü ñ A0 � ïðåäåëîì ïî íàïðàâëåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðåäåë (3) íå ñóùåñòâóåò è èññëåäîâàíèå çàêîí÷åíî.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîé îöåíêè (5) òàêîé,
÷òî g(ϱ)→ 0 ïðè ϱ→ +0, òî âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {(xk, yk)}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (6). Îïðåäåëèì

ĝ(ϱ) = sup
φ∈[0,2π]

∣∣∣f(x0 + ϱ cosφ, y0 + ϱ sinφ)−A0

∣∣∣.
Òîãäà ĝ(ϱ) ̸→ 0 ïðè ϱ → +0, ò.ê. äëÿ ôóíêöèè g(ϱ) = ĝ(ϱ) ñïðàâåä-
ëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà (5). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ñóïðåìóìà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φk} ⊂ [0, 2π] è ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {ϱk} òàêèå, ÷òî
f(x0 + ϱk cosφk, y0 + ϱk sinφk)−A0 ̸→ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {(xk, yk)} = {(x0+ϱk cosφk, y0+ϱk sinφk)} óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (6).

Ïðèìåðû. Èññëåäîâàòü ïðåäåëû

à) lim
x→0
y→0

sh (xy)

x2 + y2
; á) lim

x→0
y→0

sh (x2y)

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû x = ϱ cosφ, y = ϱ sinφ.

à) Äëÿ ôóíêöèè f1(x, y) =
sh (xy)
x2+y2 ðàññìîòðèì ïðåäåë ïî íàïðàâ-

ëåíèþ:

lim
ϱ→+0

f1(ϱ cosφ, ϱ sinφ) = lim
ϱ→+0

sh (ϱ2 cosφ sinφ)

ϱ2
= cosφ sinφ.

Ïîñêîëüêó ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, ïðåäåëà
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ñóùåñòâóåò.

á) Äëÿ ôóíêöèè f2(x, y) =
sh (x2y)
x2+y2 ðàññìîòðèì ïðåäåë ïî íàïðàâ-

ëåíèþ:

lim
ϱ→+0

f2(ϱ cosφ, ϱ sinφ) = lim
ϱ→+0

sh (ϱ3 cos2 φ sinφ)

ϱ2
= 0.

Ïðîâåäåì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó:

|f2(ϱ cosφ, ϱ sinφ)| ≤
sh (ϱ3)

ϱ2
→ 0 ïðè ϱ→ +0.
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Çäåñü âàæíî, ÷òî âåëè÷èíà sh (ϱ3)
ϱ2 íå çàâèñèò îò φ, ò.å. îöåíêà ðàâ-

íîìåðíàÿ ïî φ. Òàêèì îáðàçîì ïðåäåë ôóíêöèè f2 â òî÷êå (0, 0) ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ðàâåí 0.

Ïîâòîðíûé ïðåäåë

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y)
è òî÷êà (x0, y0) ∈ R2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà y ïðåäåë
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé lim

x→x0

f(x, y) (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îáîçíà-

÷èì ÷åðåç φ(y). Òîãäà

lim
y→y0

φ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0). Ïðåäåë
lim

x→x0

lim
y→y0

f(x, y) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f

â òî÷êå (x0, y0). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâòîðíûå ïðåäåëû
ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâòîðíîãî ïðåäåëà íå ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ

ôóíêöèè f(u, v) = u v2

u2+v4 ïîâòîðíûå ïðåäåëû â òî÷êå (0, 0) ðàâíû
íóëþ, à ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà. Íàïðèìåð,
äëÿ ôóíêöèè

f(u, v) =

{
(u+ v) sin 1

u sin 1
v , uv ̸= 0,

0, uv = 0

ïðåäåë ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â òî÷êå (0, 0) ðàâåí 0, à ïîâòîð-
íûå ïðåäåëû íå ñóùåñòâóþò.

Ïðåäåë ïî ìíîæåñòâó

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, åñëè ñóùåñòâóåò {xn} ⊂ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ãåéíå â òî÷êå x0.
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Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâàX ⊂
⊂ Rn, åñëè x0 ∈ X è ∃δ > 0 :

o

U δ(x0) ∩X = ∅.
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ

ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, åñëè ∀δ > 0 ↪→ Uδ(x0) ∩X ̸= ∅.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn è ëþáîé òî÷êè x0 ∈
∈ Rn ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X;
(2) x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X è x0 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå n = 1 (ñì.

ëåììó 1 � 4 ãëàâû 2).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂
⊂ Rn. Ýëåìåíò A ∈ R áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì ôóíêöèè f : X → R
â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó X è ïèñàòü lim

x→x0
x∈X

f(x) = A, åñëè

(îïðåäåëåíèå Êîøè):

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X ∩
o

U δ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A);
(îïðåäåëåíèå Ãåéíå):

∀{xn} ⊂ X � ïîñë. Ãåéíå â òî÷êå x0 ↪→ lim
n→∞

f(xn) = A.

Çàìå÷àíèå 3. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè

∃δ0 > 0 :
o

Uδ0(x0) ⊂ X, òî ïðåäåë ôóíêöèè f : X → R ïî ìíîæåñòâó
lim
x→x0
x∈X

f(x) � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è ïðåäåë lim
x→x0

f(x) (ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ, áåç óêàçàíèÿ ìíîæåñòâà).

Îïpåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X ⊂ Rn çàäàíà
âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm, åñëè êàæäîìó âåêòîðó x ∈ X ïî-
ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé âåêòîð f(x) ∈ Rm.

Çàìå÷àíèå 4. Çàäàíèå âåêòîð-ôóíêöèè f : X → Rm ýêâèâàëåíò-
íî çàäàíèþ m ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé fi : X → R, ÿâëÿþùèõñÿ êîìïî-
íåíòàìè âåêòîð-ôóíêöèè f : f(x) = (f1(x), ..., fm(x)).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàX ⊂ Rn.
Âåêòîð A ∈ Rm áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì âåêòîð-ôóíêöèè f : X →
→ Rm â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó X è ïèñàòü lim

x→x0
x∈X

f(x) = A, åñëè
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(îïðåäåëåíèå Êîøè):

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X ∩
o

U δ(x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(A);
(îïðåäåëåíèå Ãåéíå):

∀{xn} ⊂ X � ïîñë. Ãåéíå â òî÷êå x0 ↪→ lim
n→∞

f(xn) = A.

Çàìå÷àíèå 5. Âåêòîð A = (A1, ..., Am) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
âåêòîð-ôóíêöèè f(x) = (f1(x), ..., fm(x)) â òî÷êå x0 ∈ Rn ïî ìíî-
æåñòâó X ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

x→x0
x∈X

fi(x) = Ai äëÿ êàæ-

äîé êîìïîíåíòû i ∈ {1, . . . ,m}. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
è â ñëó÷àå n = 1 (ñì. ëåììó 1 � 2 ãëàâû 5).

� 2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå

Îïpåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ X ïî ìíîæåñòâó X ⊂ Rn, åñëè

(a) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X è
lim
x→x0
x∈X

f(x) = f(x0) ëèáî

(b) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂
⊂ Rn (ò. å. ∃δ0 > 0 : Uδ0(x0) ⊂ X). Âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ),
åñëè lim

x→x0

f(x) = f(x0), ò. å.

(îïðåäåëåíèå Êîøè):

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, δ0] : ∀x ∈ Rn : |x− x0| < δ ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε;

(îïðåäåëåíèå Ãåéíå):

∀{xk} ⊂ Uδ0(x0) : lim
k→∞

xk = x0 ↪→ lim
k→∞

f(xk) = f(x0).

Çäåñü â îïðåäåëåíèè Êîøè íå òðåáóåòñÿ, ÷òî x ̸= x0, à â îïðåäåëå-
íèè Ãåéíå íå òðåáóåòñÿ, ÷òî xk ̸= x0, òàê êàê ïðè x = x0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(x) = f(x0).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè x0 ∈ intX, òî íåïðåðûâíîñòü âåêòîð-
ôóíêöèè f : X → Rm â òî÷êå x0 ïî ìíîæåñòâó X ýêâèâàëåíòíà
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íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x0 (áåç óêàçàíèÿ ìíîæåñòâà). Ýòî
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) = (f1(x), ..., fm(x)) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 ∈ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîîðäè-
íàòà fi(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Ýòî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 5 ïàðà-
ãðàôà � 1.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå x0 = (x10, ..., x

n
0 ) ïî ïåðåìåííîé xi, åñëè ôóíêöèÿ

φ(xi) = f(x10, ..., x
i−1
0 , xi, xi+1

0 , ..., xn0 ) íåïðåðûâíà â òî÷êå x
i
0.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) íåïðåðûâíà ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ â òî÷êå x0, òî îíà íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïå-
ðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Çàìå÷àíèå 4. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ïî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü f ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(u, v) =

{
uv2

u2+v4 , u2 + v2 ̸= 0,

0, u2 + v2 = 0

íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè, íî
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

� 3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâå

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå X ⊂ Rn. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X ïî
ìíîæåñòâó X.

Òåîpåìà 1. (Î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü çàäà-
íû ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm è âåêòîð-ôóíêöèè f : X → Rm,
g : Y → Rp, íåïðåðûâíûå íà ñâîèõ ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü
f(X) ⊂ Y . Òîãäà ñëîæíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(x) = g(f(x)) íåïðåðûâ-
íà íà ìíîæåñòâå X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
Y , òî

∀y0 ∈ Y ∀ε > 0 ∃σ > 0 : ∀y ∈ Y : |y − y0| < σ ↪→ |g(y)− g(y0)| < ε.
(1)

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X ñëåäóåò, ÷òî

∀x0 ∈ X ∀σ > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X : |x− x0| < δ ↪→ |f(x)− f(x0)| < σ.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ óñëîâèå (1) äëÿ y = f(x), y0 = f(x0), ïîëó÷àåì

∀x0∈X ∀ε>0 ∃δ>0 : ∀x ∈ X : |x−x0|<δ ↪→ |g(f(x))−g(f(x0))|<ε,

ò. å. âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(x) = g(f(x)) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm íåïðåðûâíà íà
êîìïàêòå X ⊂ Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f(X) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 � 7 ãëà-
âû 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå
X ⊂ Rn, òî îíà îãðàíè÷åíà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 ìíîæåñòâî f(X) � êîìïàêò,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ýòî è îçíà÷àåò
îãðàíè÷åííîñòü âåêòîð-ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X.

Òåîpåìà 3. (Âåéåðøòðàññ.) Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f : X →
→ R íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå X ⊂ Rn. Òîãäà

∃min
x∈X

f(x) ∈ R, ∃max
x∈X

f(x) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà (òåîðåìû 2 � 7 ãëàâû 2) äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî-ñâ�ÿç-
íûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè x1 è x2 ìíîæåñòâà X ìîæíî ñîåäèíèòü
êðèâîé Γ, ëåæàùåé âX, ò. å. ∀x1, x2 ∈ X ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ
r(t), íåïðåðûâíàÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå [t1, t2] è òàêàÿ, ÷òî r(t1) =
= x1, r(t2) = x2 è ∀t ∈ [t1, t2] ↪→ r(t) ∈ X.
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X

x1 = r(t1) x2 = r(t2)

r(t)

Òåîpåìà 4. (Î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.) Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ëèíåéíî-ñâÿçíîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn

è ïðèíèìàåò íà X çíà÷åíèÿ y1 è y2. Òîãäà f(x) ïðèíèìàåò íà X âñå
çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå ìåæäó y1 è y2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ y1
è y2 â òî÷êàõ x1, x2 ∈ X: f(x1) = y1, f(x2) = y2. Â ñèëó ëèíåéíî-
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [t1, t2]
âåêòîð-ôóíêöèÿ r : [t1, t2]→ X òàêàÿ, ÷òî r(t1) = x1, r(t2) = x2. Òàê
êàê ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) = f(r(t)) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [t1, t2], òî
ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y0, ëåæàùåãî ìåæäó y1 è y2,
ñóùåñòâóåò t0 ∈ [t1, t2]: φ(t0) = y0. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 = r(t0) ∈ X è
f(x0) = y0.

Îïpåäåëåíèå. Îòêðûòîå ëèíåéíî-ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåò-
ñÿ îáëàñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ìîæåò íå ÿâ-
ëÿòüñÿ îáëàñòüþ. Ïîýòîìó ëó÷øå ãîâîðèòü íå "îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè à "ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè".

Çàäà÷à 1. ßâëÿþòñÿ ëè îáëàñòÿìè â Rn ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
à) Uε(x0), ãäå ε > 0, x0 ∈ Rn;
á) {x ∈ Rn : |x− x0| > ε}, ãäå ε > 0, x0 ∈ Rn;
â) Uε1(a)

∪
Uε2(b), ãäå ε1, ε2 > 0, a, b ∈ Rn, |b− a| > ε1 + ε2?

Óêàçàíèÿ: 1) îòêðûòîñòü ε-îêðåñòíîñòè â Rn äîêàçàíà â ãëàâå 5;
2) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ëèíåéíî-ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

(â) ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f(x) = |x− a|.
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� 4. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
íà ìíîæåñòâå

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
X ⊂ Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x, x′ ∈ X : |x− x′| < δ ↪→ |f(x)− f(x′)| < ε. (1)

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíî-
æåñòâå X, òî îíà íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæå-
ñòâå X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∀x∈X ∀ε>0 ∃δ>0 : ∀x′∈X : |x−x′|<δ ↪→ |f(x)−f(x′)|<ε. (2)

Ôîðìàëüíî óñëîâèÿ (1) è (2) îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì êâàíòîðîâ; ôàê-
òè÷åñêîå îòëè÷èå ýòèõ óñëîâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â óñëîâèè (1) ÷èñ-
ëî δ � åäèíîå äëÿ âñåõ x, ò. å. íå çàâèñèò îò x, à â óñëîâèè (2) ÷èñëî
δ � ñâîå äëÿ êàæäîãî x. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò óñëîâèå (2).

Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ (2) íå ñëåäóåò óñëîâèå (1). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ f(x) = x2 íà ìíîæåñòâå X = R. Ïîñêîëüêó f(x) = x2 �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å.

∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃x, x′ ∈ X : |x− x′| < δ è |f(x)− f(x′)| ≥ ε.

x

f(x)

x1 x′1 x2 x′2

f(x1)

f(x′1)

f(x2)

f(x′2)

|f(x′1)− f(x1)|

|f(x′2)− f(x2)|

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ε = 1, òîãäà ∀δ > 0 ∃x= 1
δ , x

′ = 1
δ +

δ
2 :

|x − x′| = δ/2 < δ è |f(x) − f(x′)| =
∣∣∣( 1δ + δ

2

)2 − 1
δ2

∣∣∣ = 1 + δ2

4 >

> ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà R.
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Òåîpåìà 1. (Òåîðåìà Êàíòîðà.) Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
êîìïàêòå X ⊂ Rn, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì êîìïàêòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òàê
êàê ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
íàéäåòñÿ ÷èñëî δ(x) > 0 òàêîå, ÷òî

∀x′ ∈ X : |x′ − x| < δ(x) ↪→ |f(x′)− f(x)| < ε. (3)

Ïîñêîëüêó X � êîìïàêò, òî â ñèëó òåîðåìû 1 � 13 ãëàâû 5 èç îòêðû-
òîãî ïîêðûòèÿ {Uδ(x)/2(x)}x∈X ìíîæåñòâàX ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷-
íîå ïîäïîêðûòèå, ò.å. íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð x1, . . . , xN ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X òàêîé, ÷òî

X ⊂
∪

k∈1,N

Uδ(xk)/2(xk). (4)

Îáîçíà÷èì δ = min
k∈1,N

δ(xk)
2 . Òîãäà δ > 0. Ïóñòü x, x′ ∈ X, |x − x′| <

< δ. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (4) íàéäåòñÿ èíäåêñ k ∈ 1, N òàêîé, ÷òî

x ∈ Uδ(xk)/2(xk). Òàê êàê |x − x′| < δ ≤ δ(xk)
2 , òî x′ ∈ Uδ(xk)(xk).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3) èìååì |f(x′) − f(xk)| < ε
è |f(x)− f(xk)| < ε. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì
|f(x)− f(x′)| < 2ε. Èòàê,

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x, x′ ∈ X : |x− x′| < δ ↪→ |f(x)− f(x′)| < 2ε.

Ýòî îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå
X.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ω(δ) = sup
x,x′∈X

|x−x′|<δ

|f(x) − f(x′)| íàçûâà-

åòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
X ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

δ→+0
ω(δ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðåðûâ-
íà íà ìíîæåñòâå X, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ0 > 0 : ∀x, x′ ∈ X : |x− x′| < δ0 ↪→ |f(x)− f(x′)| < ε. (5)

179



Òîãäà ïðè δ ∈ (0, δ0], x, x
′ ∈ X, |x− x′| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(x′)| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ω(δ) ≤ ε ïðè δ ∈ (0, δ0]. Èòàê,

∀ε > 0 ∃δ0 > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0] ↪→ ω(δ) ≤ ε.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà ω(δ) ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî lim
δ→+0

ω(δ) = 0.

á) Ïóñòü lim
δ→+0

ω(δ) = 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

∀ε > 0 ∃δ0 > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0] ↪→ ω(δ) < ε.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X òàêèõ, ÷òî |x − x′| < δ0 âûáåðåì ÷èñëî
δ èç óñëîâèÿ |x − x′| < δ < δ0 è ïîëó÷èì |f(x) − f(x′)| ≤ ω(δ) < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5), ò. å. ôóíêöèÿ f ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X.

Çàäà÷à 1. Íàéòè ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) =
√
x íà

ìíîæåñòâå X = [0,+∞). ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà ìíîæåñòâå X?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b). Êàê ñâÿçàíû óñëîâèÿ

à) ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a, b);
á) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f îãðàíè÷åíà íà (a, b)?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b).
Êàê ñâÿçàíû óñëîâèÿ

à) ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b);
á) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→b−0
f(x)?

� 5. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ãðàäèåíòà è äèôôåðåíöèàëà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà
â Uδ(x

0) ⊂ Rn. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-
êå x0 = (x01, . . . , x

0
n), åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð A = (A1, ..., An) ∈ Rn

òàêîé, ÷òî

f(x)− f(x0) = (A, x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0,
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ãäå (A, x−x0) = A1(x1−x01)+ ...+An(xn−x0n) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ A è x−x0; o(|x−x0|) � ýòî òàêàÿ ôóíêöèÿ φ(x),
÷òî lim

x→x0

φ(x)
|x−x0| = 0.

Ïðè ýòîì âåêòîð A íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå
x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç grad f(x0).

Èòàê, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò
âåêòîð grad f(x0) ∈ Rn òàêîé, ÷òî

f(x)− f(x0) = (grad f(x0), x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0.

Îïpåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâà-
åòñÿ ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
xi − x0i ôóíêöèÿ df(x0) = (grad f(x0), x− x0).

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

f(x)− f(x0) = ∆f = df(x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà è äèôôåðåíöèàëà.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
f(x, y), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå G ⊂ R2.

Îïpåäåëåíèå. Ãðàôèêîì ôóíêöèè f : G → R íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

{(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ G, z = f(x, y)}.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x0, y0) ∈ intG. ×åðåç òî÷êó ãðàôèêà
(x0, y0, f(x0, y0)) ïðîâåäåì ïëîñêîñòü α ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì n =
= (nx, ny, nz). Óðàâíåíèå ýòîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

nx(x− x0) + ny(y − y0) + nz(z − f(x0, y0)) = 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëîñêîñòü α íåâåðòèêàëüíà, ò. å. nz ̸= 0.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè α ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå z =
= f(x0, y0) − nx

nz
(x − x0) − ny

nz
(y − y0). Îáîçíà÷èâ Nx = −nx

nz
, Ny =

= −ny

nz
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè α â ñëåäóþùåì âèäå:

z = zα(x, y) = f(x0, y0) +Nx(x− x0) +Ny(y − y0). (1)
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Âåêòîð (Nx, Ny,−1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè α.

Îïpåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå (x0, y0, f(x0, y0)), åñ-
ëè îíà ïðèáëèæàåò ãðàôèê ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî o(ϱ) ïðè (x, y)→
→ (x0, y0), ãäå ϱ =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2, ò. å.

f(x, y)− zα(x, y) = o(ϱ) ïðè (x, y)→ (x0, y0). (2)

Òåîpåìà 1. (Î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ãðàäèåíòà è äèôôå-
ðåíöèàëà.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (x0, y0). Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå
(x0, y0, f(x0, y0)) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0). Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè âåêòîð (grad f(x0, y0),−1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì êà-
ñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, à äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàâåí ïðèðàùåíèþ
àïïëèêàòû êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

df(x0, y0) = zα(x, y)− zα(x0, y0).

z

x

y

f(x0, y0)

(x0, y0)

(Nx, Ny,−1)

z = f(x, y)

z = zα(x, y)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóë (1), (2) ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü α ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùå-
ñòâóþò ÷èñëà Nx, Ny òàêèå, ÷òî

f(x, y)−f(x0, y0)−Nx(x−x0)−Ny(y−y0)=o(ϱ) ïðè (x, y)→ (x0, y0).
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Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷-
êå (x0, y0), ïðè÷åì â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè grad f(x0, y0) =
= (Nx, Ny). Íîðìàëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè α ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå (Nx, Ny,−1) = (grad f(x0, y0),−1).

Èç óñëîâèÿ grad f(x0, y0) = (Nx, Ny) è ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì

df(x0, y0) = Nx(x− x0) +Ny(y − y0) = zα(x, y)− zα(x0, y0).

� 6. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ
è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Òåîpåìà 1. (Ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè.) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèô-
ôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f
â òî÷êå x0

f(x)− f(x0) = (A, x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0

ñëåäóåò, ÷òî lim
x→x0

(f(x) − f(x0)) = 0, ò. å. ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0.

Îïpåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî âåêòîðó
ℓ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ

∂f

∂ℓ
(x0) = lim

t→+0

f(x0 + tℓ)− f(x0)
t

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ℓ � åäèíè÷íûé âåêòîð (ò.å. ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíè-
åì), òî ∂f

∂ℓ (x
0) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ.

Òåîpåìà 2. (Âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè.) Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn, òî ïðîèç-
âîäíàÿ ïî ëþáîìó âåêòîðó ℓ ∈ Rn ñóùåñòâóåò è ðàâíà ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ ãðàäèåíòà íà âåêòîð ℓ:
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∂f

∂ℓ
(x0) = (grad f(x0), ℓ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x0 ∈ Rn, ò. å.

f(x)− f(x0) = (grad f(x0), x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0.

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ℓ ∈ Rn è ïîäñòàâèâ x = x0 +
+ tℓ â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì

f(x0 + tℓ)− f(x0) = (grad f(x0), tℓ) + o(t) ïðè t→ +0,

ñëåäîâàòåëüíî,

∂f

∂ℓ
(x0) = (grad f(x0), ℓ)+ lim

t→+0

o(t)

t
= (grad f(x0), ℓ).

Ëåììà 1. (Âòîðîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà.) Åñëè
ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è grad f(x0) ̸= 0, òî íà-
ïðàâëåíèå grad f(x0) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèáîëåå áûñòðîãî âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x0, à íàïðàâëåíèå −grad f(x0) ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåíèåì íàèáîëåå áûñòðîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Èíûìè ñëîâàìè,

1) max
ℓ∈Rn: |ℓ|=1

∂f
∂ℓ (x

0) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå ℓmax = grad f(x0)
|grad f(x0)| ;

2) min
ℓ∈Rn: |ℓ|=1

∂f
∂ℓ (x

0) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå ℓmin = − grad f(x0)
|grad f(x0)| .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ∀ℓ ∈ Rn:
|ℓ| = 1 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ∂f

∂ℓ (x
0) = (grad f(x0), ℓ) ≤

≤ |grad f(x0)| |ℓ| = |grad f(x0)| = (grad f(x0), ℓmax) =
∂f

∂ℓmax
(x0). Ñëå-

äîâàòåëüíî, max
ℓ: |ℓ|=1

∂f
∂ℓ (x

0) äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå ℓmax.

Ïóíêò (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì íàïðàâ-
ëåíèÿì (è ïî âñåì âåêòîðàì) ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íå ñëåäóåò äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =

{
1, åñëè x = y2 ̸= 0,
0, åñëè x ̸= y2 èëè (x, y) = (0, 0).

(1)
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Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ℓ = (ℓ1, ℓ2) ∈ R2 ∃δ > 0 : ∀t ∈ (0, δ) ↪→
→ f(δℓ1, δℓ2) = 0, òî ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂ℓ (0, 0) ïî ëþáîìó âåêòîðó ℓ ∈ R2

ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0, îäíàêî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîé è äàæå íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0).

Îïpåäåëåíèå. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) =
= f(x1, ..., xn) ïî ïåðåìåííîé xi â òî÷êå x0 = (x01, ..., x

0
n) íà-

çûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé φ(xi) =
= f(x01, ..., x

0
i−1, xi, x

0
i+1, ..., x

0
n) â òî÷êå x

0
i :

∂f

∂xi
(x0) = f ′xi

(x0) = φ′(x0i ) =

= lim
xi→x0

i

f(x01, ..., x
0
i−1, xi, x

0
i+1, ..., x

0
n)− f(x01, ..., x0n)

xi − x0i
.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé xi, íóæíî çàôèêñèðîâàòü âñå îñòàëüíûå
ïåðåìåííûå (ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé xi), à
çàòåì � âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé.

Ëåììà 2. (Î ñâÿçè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðîèçâîäíûõ ïî íà-
ïðàâëåíèþ.) ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ íàïðàâëåíèé ℓ+i = (0, ..., 0,+1, 0, ..., 0) è ℓ−i =
= (0, ..., 0,−1, 0, ..., 0) (ãäå ±1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå) ïðîèçâîäíûå ïî íà-
ïðàâëåíèþ ∂f

∂ℓ+i
(x0) è ∂f

∂ℓ−i
(x0) ñóùåñòâóþò è ∂f

∂ℓ+i
(x0) = − ∂f

∂ℓ−i
(x0). Ïðè

ýòîì ∂f
∂xi

(x0) = ∂f

∂ℓ+i
(x0) = − ∂f

∂ℓ−i
(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé
φ(t) = f(x01, ..., x

0
i−1, x

0
i + t, x

0
i+1, ..., x

0
n) = f(x0+ tℓ+i ). Èç îïðåäåëåíèé

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ñëåäóåò, ÷òî

∂f
∂xi

(x0) = φ′(0), ∂f

∂ℓ+i
(x0) = lim

t→+0

φ(t)−φ(0)
t = φ′

+(0),

∂f

∂ℓ−i
(x0) = lim

t→+0

φ(−t)−φ(0)
t = − lim

t→−0

φ(t)−φ(0)
t = −φ′

−(0).
(2)

Êàê áûëî äîêàçàíî â ãëàâå 3, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé φ′(0) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâàÿ è ëåâàÿ ïðî-
èçâîäíûå φ′

+(0) è φ
′
−(0) ñóùåñòâóþò è ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ïðè ýòîì
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φ′(0) = φ′
+(0) = φ′

−(0). Îòñþäà è èç ôîðìóë (2) ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå ëåììû.

Òåîpåìà 3. (Òðåòüå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè.) Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn, òî â ýòîé
òî÷êå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ãðàäèåíòà:

grad f(x0) =

(
∂f

∂x1
(x0), ...,

∂f

∂xn
(x0)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì
êîîðäèíàòíûõ îñåé ℓ+i = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå)

ñóùåñòâóþò è ∂f

∂ℓ+i
(x0) = (grad f(x0), ℓ+i ), ò. å. ðàâíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì êîîðäèíàòàì âåêòîðà ãðàäèåíòà. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíûå ïî
ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèÿì ∂f

∂ℓ−i
(x0) (ãäå ℓ−i = −ℓ+i ) ñóùåñòâó-

þò è ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì âåêòîðà ãðàäèåíòà ñ îá-
ðàòíûì çíàêîì. Îòñþäà è èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ∂f

∂xi
(x0) ñóùåñòâóþò è ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì

âåêòîðà ãðàäèåíòà.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì
ïåðåìåííûì íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü, à çíà÷èò, íå ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè. Íàïðèìåð, âñå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè (1) â òî÷êå (0, 0) ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ, îäíàêî
ýòà ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0).

Òåîpåìà 4. (Î ñâÿçè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëà
ôóíêöèè.) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x0 = (x01, ..., x

0
n), òî äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f â òî÷êå x0

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

df(x0) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0) dxi, ãäå dxi = xi − x0i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà df(x0) =
= (grad f(x0), x − x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3 df(x0) =

=
n∑

i=1

∂f
∂xi

(x0) (xi − x0i ).

186



� 7. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Òåîpåìà 1. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂xi

, i = 1, ..., n

îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn è íåïðåðûâíû â òî÷êå x0,
òî ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
f(x, y), ãäå x, y ∈ R. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f

∂x (x, y) è
∂f
∂y (x, y)

íåïðåðûâíû â òî÷êå (x0, y0).
Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f êàê ñóììó ïðèðàùåíèé ïî

êàæäîé ïåðåìåííîé:

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y) + f(x0, y)− f(x0, y0). (1)

Çàôèêñèðîâàâ y è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ê ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé φ(x) = f(x, y), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ξ,
ëåæàùåå ìåæäó x è x0, òàêîå, ÷òî φ(x) − φ(x0) = φ′(ξ) · (x − x0).
Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈ (0, 1), çàâèñÿùåå îò x è y,
òàêîå, ÷òî

φ(x)− φ(x0) = φ′(x0 + θ(x− x0)) · (x− x0),

òî åñòü

f(x, y)− f(x0, y) =
∂f

∂x
(x0 + θ(x− x0), y) · (x− x0).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ε(x, y) = ∂f
∂x (x0 + θ(x − x0), y) − ∂f

∂x (x0, y0).
Òîãäà

f(x, y)− f(x0, y) =
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) + ε(x, y) · (x− x0). (2)

Òàê êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂x (x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå (x0, y0) è

θ ∈ (0, 1), òî lim
x→x0
y→y0

∂f
∂x (x0+ θ(x−x0), y) =

∂f
∂x (x0, y0), è, ñëåäîâàòåëü-

íî, lim
x→x0
y→y0

ε(x, y) = 0. Îáîçíà÷àÿ ϱ =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2, ïîëó÷àåì

|ε(x, y) · (x− x0)|
ϱ

≤ |ε(x, y)| (x,y)→(x0,y0)−→ 0,
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ò. å. ε(x, y) · (x − x0) = o(ϱ) ïðè (x, y) → (x0, y0). Îòñþäà è èç (2)
ïîëó÷àåì ïðè (x, y)→ (x0, y0)

f(x, y)− f(x0, y) =
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) + o(ϱ).

Àíàëîãè÷íî, ïðè (x, y)→ (x0, y0)

f(x0, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) + o(ϱ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì ïðè (x, y)→ (x0, y0)

f(x, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) + o(ϱ),

÷òî äîêàçûâàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå
(x0, y0). Ñëó÷àé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ (n ≥ 3) ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

� 8. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé
âåêòîð-ôóíêöèè

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) = (f1(x), ..., fm(x))
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, åñëè âñå
åå êîîðäèíàòû fk(x) (k = 1, ...,m) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0.
Äèôôåðåíöèàëîì âåêòîð-ôóíêöèÿ f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà dx = x− x0, êîìïîíåíòû êî-
òîðîé ðàâíû äèôôåðåíöèàëàì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîð-
ôóíêöèÿ f :

df(x0) =

 df1(x
0)

· · ·
dfm(x0)

 .

Ìàòðèöåé ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

D f(x0) =

 ∂f1
∂x1

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)

. . . . . . . . .
∂fm
∂x1

(x0) . . . ∂fm
∂xn

(x0)

 .
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Çàìåòèì, ÷òî â k-é ñòðîêå ìàòðèöû ßêîáè ñòîÿò êîîðäèíàòû ãðàäè-
åíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè fk(x).

Ëåììà 1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x0 ∈ intX ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàò-
ðèöà A ðàçìåðà m× n, òàêàÿ, ÷òî

f(x)− f(x0) = A (x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0, (1)

ãäå f(x) =

 f1(x)
· · ·

fm(x)

, x =

 x1
· · ·
xn

, o(|x− x0|) =

o(|x− x0|)· · ·
o(|x− x0|)

 �

ñòîëáöû âûñîòûm, n èm ñîîòâåòñòâåííî, à A (x−x0) � ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèöû A íà ñòîëáåö x− x0.

Ïðè÷åì åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), òî ìàòðèöà A ñîâïàäàåò ñ
ìàòðèöåé ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñêà-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ fk(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x

0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð ak = (ak1, ..., akn) ∈ Rn òàêîé, ÷òî

fk(x)− fk(x0) =
n∑

i=1

aki(xi − x0i ) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0. (2)

Òàê êàê íàáîð óñëîâèé (2) ïðè k = 1, ...,m ìîæíî çàïèñàòü â ìàò-

ðè÷íîì âèäå (1), ãäå A =

 a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn

, òî óñëîâèå (1) ýêâè-
âàëåíòíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Â ñèëó òðåòüåãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè
(òåîðåìà 3 � 6) èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî aki = ∂fk

∂xi
(x0), ïîýòîìó

èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî A = D f(x0).

Ëåììà 2. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) =

 f1(x)
· · ·

fm(x)

 äèôôåðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn, òî

df(x0) = D f(x0) dx. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4 � 6
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dfk(x
0) =

n∑
i=1

∂fk
∂xi

(x0) dxi, k ∈ {1, . . . ,m}.

Çàïèñûâàÿ ýòè óðàâíåíåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(3).

Òåîpåìà 1. (Î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü
çàäàíû ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm è âåêòîð-ôóíêöèè f : X → Y è
g : Y → Rp. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóìà â òî÷êå x0 ∈
∈ intX, à âåêòîð-ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0) ∈
∈ intY . Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = g(f(x)) äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x0, à ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèè φ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö
ßêîáè ôóíêöèé g è f :

Dφ(x0) = D g(y0) · D f(x0),

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

∂φi

∂xj
(x0) =

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(y0)
∂fk
∂xj

(x0)

(i = 1, ..., p, j = 1, ..., n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé f(x)
è g(y), ïîëó÷àåì

f(x)− f(x0) = D f(x0) (x− x0) + o(|x− x0|) ïðè x→ x0,

g(y)− g(y0) = D g(y0) (y − y0) + o(|y − y0|) ïðè y → y0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó y = f(x), y0 = f(x0), ïîëó÷àåì

g(f(x))− g(f(x0)) =

= D g(y0)
(
D f(x0) (x− x0) + o(|x− x0|)

)
+ o(|f(x)− f(x0)|)

ïðè x→ x0. Ïîñêîëüêó

D g(y0) o(|x− x0|) = o(|x− x0|),

o(|f(x)− f(x0)|) = o(|x− x0|) ïðè x→ x0,

è φ(x) = g(f(x)), òî ïðè x→ x0
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φ(x)− φ(x0) = D g(y0) · D f(x0) (x− x0) + o(|x− x0|).

Îòñþäà ïî ëåììå 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå x0 è Dφ(x0) = D g(y0) · D f(x0).

Òåîpåìà 2. (Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.)
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn,
à âåêòîð-ôóíêöèÿ z = g(y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0) ∈
∈ Rm. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè z =
= φ(x) = g(f(x)) è ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïðîñòîé ôóíêöèè
z = g(y) èìåþò îäèí è òîò æå âèä:

dz = D g(y0) dy, (4)

ãäå â ñëó÷àå ïðîñòîé ôóíêöèè dy � ýòî ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé âåê-
òîðíîé ïåðåìåííîé y, à â ñëó÷àå ñëîæíîé ôóíêöèè dy � ýòî äèôôå-
ðåíöèàë ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè ôîðìóëà (4) ñëåäóåò èç
ëåììû 2. Ïîëüçóÿñü ýòîé æå ëåììîé äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé z = φ(x)
è y = f(x), ïîëó÷àåì dz = dφ(x0) = Dφ(x0) dx, dy = df(x0) =
= D f(x0) dx.

Â ñèëó òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè
Dφ(x0) = D g(y0) ·D f(x0), ñëåäîâàòåëüíî, dz = D g(y0) ·D f(x0) dx =
= D g(y0) dy, ò. å. ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4) äëÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèè.

� 9. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû
âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
(x) ôóíêöèè f(x) = f(x1, ..., xn). ×àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ∂f
∂xi

(x) ïî ïåðåìåííîé xj â òî÷êå x
0 íàçûâàåò-

ñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç ∂2f
∂xj∂xi

(x0) èëè f ′′xi xj
(x0). ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k

îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî k:

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
=

∂

∂xi1

(
∂k−1f

∂xi2 · · · ∂xik

)
.
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Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ÷åòûðå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà: ∂2f
∂x2 ,

∂2f
∂x ∂y ,

∂2f
∂y ∂x ,

∂2f
∂y2 .

Ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x ∂y è ∂2f

∂y ∂x íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè.

Çàìå÷àíèå. Ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ìîãóò çàâèñåòü îò ïîðÿä-
êà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f ′′xy(0, 0) ̸= f ′′yx(0, 0).

Òåîpåìà 1. Ïóñòü îáå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y (x, y) è

∂2f
∂y∂x (x, y) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) è íåïðåðûâíû â

ýòîé òî÷êå. Òîãäà ∂2f
∂x∂y (x0, y0) =

∂2f
∂y∂x (x0, y0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå îïðåäå-
ëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), òî ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ñìåøàííûå
ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû â êâàäðàòå

{(x, y) : |x− x0| < δ, |y − y0| < δ}.

Ïðè t ∈ (−δ, δ) îïðåäåëèì ôóíêöèþ

w(t) = f(x0 + t, y0 + t)− f(x0 + t, y0)− f(x0, y0 + t) + f(x0, y0).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ (−δ, δ) è ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàí-
æà î ñðåäíåì äëÿ ôóíêöèè φ(x) = f(x, y0 + t) − f(x, y0). Ïîëó÷èì,
÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ1 ∈ (0, 1), çàâèñÿùåå îò t è òàêîå, ÷òî φ(x0 +
+ t)− φ(x0) = φ′(x0 + θ1t) t, ò. å. ïîñêîëüêó w(t) = φ(x0 + t)− φ(x0),
φ′(x) = ∂f

∂x (x, y0 + t)− ∂f
∂x (x, y0), ïîëó÷àåì

w(t) =

(
∂f

∂x
(x0 + θ1t, y0 + t)− ∂f

∂x
(x0 + θ1t, y0)

)
t.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà î ñðåäíåì äëÿ ôóíêöèè ψ(y) = ∂f
∂x (x0+

+ θ1t, y), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ2 ∈ (0, 1), çàâèñÿùåå îò t
è òàêîå, ÷òî ψ(y0 + t)− ψ(y0) = ψ′(y0 + θ2t) t, ò. å.

w(t) =
∂2f

∂y∂x
(x0 + θ1t, y0 + θ2t) t

2. (1)
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂2f
∂y∂x (x, y) â òî÷êå

(x0, y0) è óñëîâèé θ1 ∈ (0, 1), θ2 ∈ (0, 1), ïîëó÷àåì

lim
t→0

∂2f

∂y∂x
(x0 + θ1t, y0 + θ2t) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0),

îòêóäà è èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→0

w(t)

t2
=

∂2f

∂y∂x
(x0, y0).

Ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x íà y, à y íà x è çàìåíå ôóíêöèè
f(x, y) íà ôóíêöèþ f(y, x), ôóíêöèÿ w(t) íå èçìåíèòñÿ, íî ïîìåíÿ-

åòñÿ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ∂2f
∂y∂x ,

òî

lim
t→0

w(t)

t2
=

∂2f

∂x∂y
(x0, y0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∂2f
∂x∂y (x0, y0) =

∂2f
∂y∂x (x0, y0).

Çàìå÷àíèå. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñ-
ëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå k-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x1, ..., xn) îïðåäå-
ëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn è íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî â
ýòîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå k-ãî ïîðÿäêà íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ k ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ Rn, åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà (k − 1) ôóíêöèè f îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0. Äèôôåðåíöèàë k-ãî ïîðÿäêà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

dkf(x0) = d(dk−1f)(x0).

Ïðè âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëà âûðàæåíèÿ dk−1f äèôôåðåíöèàëû
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dxi, âõîäÿùèå â dk−1f , ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííûìè.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ k ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ Rn. Òîãäà
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dkf(x0) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
(x0) dxik · · · dxi1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4 � 6 èìååì

d2f(x0)=d(df)(x0) = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x) dxi

)∣∣∣∣∣
x=x0

=

n∑
i=1

d

(
∂f

∂xi

)
(x0) dxi.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

d

(
∂f

∂xi

)
(x0) =

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(x0) dxj =

n∑
j=1

∂2f

∂xj ∂xi
(x0) dxj ,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

d2f(x0)=

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xj ∂xi
(x0) dxj dxi=

n∑
i1=1

n∑
i2=1

∂2f

∂xi2 ∂xi1
(x0) dxi2 dxi1 .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, èíäóêöèåé ïî k ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìóþ
ôîðìóëó.

� 10. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 5 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà êàê ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèÿ ñëîæå-
íèÿ ýëåìåíòîâ è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà ÷èñëî, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå îïðåäåëåííûì àêñèîìàì.

Ïpèìåp. Ïóñòü X ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç F 0

X ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : X → R, à ÷åðåç F k
X , ãäå k ∈ N, �

ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : X → R, äèôôåðåíöèðóåìûõ k ðàç â êàæäîé
òî÷êå x ∈ X. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà F k

X (k = 0, 1, ..) ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ÷èñëî.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü F è G � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðà-
æåíèå Â : F → G íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì
èç F â G, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ f1, f2 ∈ F è ëþáûõ ÷èñåë λ1, λ2
âûïîëíÿåòñÿ Â(λ1f1 + λ2f2) = λ1Âf1 + λ2Âf2.
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Ïpèìåp. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂xi

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòî-

ðîì Â = ∂
∂xi

, äåéñòâóþùèì èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà F k
X â ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî F k−1
X . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé k ðàç äèôôåðåí-

öèðóåìîé ôóíêöèè f ∈ F k
X ôóíêöèÿ (Âf)(x) = ∂f

∂xi
(x) ÿâëÿåòñÿ k − 1

ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé, ò. å. Âf ∈ F k−1
X . Èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé

ñëåäóåò ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà Â = ∂
∂xi

: ∀f1, f2 ∈ F k
X , ∀λ1, λ2 ∈ R:

∂

∂xi
(λ1f1(x) + λ2f2(x)) = λ1

∂f1
∂xi

(x) + λ2
∂f2
∂xi

(x).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü Â1, ..., Ân � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâó-
þùèå èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà F â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî G,
λ1, ..., λn � ÷èñëà. ×åðåç λ1Â1 + · · ·+ λnÂn áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåé-
íûé îïåðàòîð, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ êîòîðîãî íà ýëåìåíò f ∈ F îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå(

λ1Â1 + · · ·+ λnÂn

)
f = λ1Â1f + · · ·+ λnÂnf.

Ïpèìåp. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë λ1, ..., λn è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
X ⊂ Rn ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Â = λ1

∂
∂x1

+ · · · + λn
∂

∂xn
,

äåéñòâóþùèé èç F k
X â F k−1

X . Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïå-

ðàòîðà Â ê ôóíêöèè f ∈ F k
X ðàâåí Âf = λ1

∂f
∂x1

+ · · · + λn
∂f
∂xn

,
ò. å. ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ℓ = (λ1, ..., λn) ∈ Rn

íà âåêòîð-ôóíêöèþ grad f(x) =
(

∂f
∂x1

(x), · · · , ∂f
∂xn

(x)
)
: (Âf)(x) =

= (grad f(x), ℓ), òî â ñèëó ôîðìóëû (grad f(x), ℓ) = ∂f
∂ℓ (x) ïîëó÷àåì

(Âf)(x) = ∂f
∂ℓ (x), ò. å. îïåðàòîð Â ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì âçÿòèÿ ïðî-

èçâîäíîé ïî âåêòîðó ℓ: Â = ∂
∂ℓ .

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü F ,G,H � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà; Â : F →
→ G, B̂ : G → H � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïðîèçâåäåíèåì èëè ñóïåðïî-
çèöèåé îïåðàòîðîâ Â è B̂ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð B̂ Â : F →
→ H, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå

∀f ∈ F (B̂ Â)f = B̂(Âf).
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Ïpèìåp. Ïóñòü Âi = ∂
∂xi

� îïåðàòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâåäåíèÿìè îïåðàòîðîâ Âi ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íàïðèìåð, Âi Âj = ∂2

∂xi ∂xj
, Â2

i =

= Âi Âi =
∂2

∂x2
i
� ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç F k

X â F k−2
X .

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî: Â B̂ ̸= B̂ Â. Â � 9 áûë ïðèâåäåí ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y), äëÿ
êîòîðîé ∂

∂x
∂
∂y f ̸=

∂
∂y

∂
∂x f .

Èç òåîðåìû 1 � 9 ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, èìåþ-
ùèõ íåïðåðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå, îïåðàòîðû ∂

∂x è ∂
∂y êîì-

ìóòàòèâíû.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ k ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ Rn. Òîãäà â ýòîé òî÷êå

dkf =

((
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k

f

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî k ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî((
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k

f

)
=

=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
dxik · · · dxi1 .

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 1 � 9 ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå k-ãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè f(x, y) íåïðåðûâíû â òî÷êå (x0, y0). Òîãäà â ýòîé òî÷êå

dkf =

k∑
i=0

Ci
k

∂kf

∂xk−i ∂yi
dxk−i dyi, ãäå Ci

k =
k!

(k − i)! i!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 � 9 ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà k ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0) íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â âûðàæåíèè

((
dx ∂

∂x + dy ∂
∂y

)k
f

)
(x0, y0)

îïåðàòîðû ∂
∂x è

∂
∂y êîììóòèðóþò, ò. å. âåäóò ñåáÿ êàê îáû÷íûå ÷èñëà.
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ áèíîìà Íüþòîíà, â òî÷êå (x0, y0) ïîëó÷àåì((
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)k

f

)
=

k∑
i=0

Ci
k

∂kf

∂xk−i ∂yi
dxk−i dyi.

Îòñþäà è èç ëåììû 1 ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.

� 11. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ m +
+ 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 =
= (x01, . . . , x

0
n). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Uδ(x

0) ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

f(x) = f(x0) +

m∑
k=1

1

k!
dkf(x0) +

1

(m+ 1)!
dm+1f(x0 + θ∆x),

ãäå θ = θ(x) ∈ (0, 1), ∆x = dx = x− x0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈

∈ Uδ(x
0). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ(t) = f(x0 + t∆x) è îïåðàòîð

Â = ∆x1
∂

∂x1
+ · · ·+∆xn

∂

∂xn
, (1)

ãäå ∆xi = xi−x0i . Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíê-
öèè

∀t ∈ (0, 1) ∃φ′(t) =
∂f

∂x1
(x0 + t∆x) · ∆x1 + · · ·+

+
∂f

∂xn
(x0 + t∆x) · ∆xn = (Âf)(x0 + t∆x).

Äèôôåðåíöèðóÿ ñëîæíóþ ôóíêöèþ φ(t) = f(x0 + t∆x) k ðàç, ïî-
ëó÷àåì φ(k)(t) = (Âkf)(x0+t∆x). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé φ(t), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈
∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

φ(1) = φ(0) +

m∑
k=1

1

k!
φ(k)(0) +

1

(m+ 1)!
φ(m+1)(θ),

òî åñòü
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f(x) = f(x0) +

m∑
k=1

1

k!
(Âkf)(x0) +

1

(m+ 1)!
(Âm+1f)(x0 + θ∆x).

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 1 � 10 è ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå
ðàâåíñòâî.

Îïpåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí

Pm(dx) = Pm(dx1, . . . , dxn) = f(x0) +

m∑
k=1

1

k!
dkf(x0)

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà m ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà Pm(dx1, . . . , dxn) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè íå âûøå m îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ dx1, . . . , dxn.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f äî
ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

f(x) = Pm(∆x) + o(|∆x|m) ïðè ∆x = x− x0 → 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ m ðàç äèô-
ôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 1 â ýòîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷-
íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

f(x) = f(x0) +

m−1∑
k=1

1

k!
dkf(x0) +

1

m!
dmf(x0 + θ∆x), (3)

ãäå θ = θ(x) ∈ (0, 1). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè x→ x0

dmf(x0 + θ∆x)− dmf(x0) = o(|∆x|m). (4)

Ñîãëàñíî ëåììå 1 � 9 â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

dmf =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

∂mf

∂xim · · · ∂xi1
dxim · · · dxi1 .

Òàê êàê |dxi| = |∆xi| ≤
√
|∆x1|2 + . . .+ |∆xn|2 = |∆x|, òî
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|dmf(x0 + θ∆x)− dmf(x0)|
|∆x|m

≤

≤
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

∣∣∣∣ ∂mf

∂xim · · · ∂xi1
(x0 + θ∆x)− ∂mf

∂xim · · · ∂xi1
(x0)

∣∣∣∣ .
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m íåïðåðûâíû è θ ∈ (0, 1), òî äëÿ
ëþáûõ i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n} ïðè x→ x0∣∣∣∣ ∂mf

∂xim · · · ∂xi1
(x0 + θ∆x)− ∂mf

∂xim · · · ∂xi1
(x0)

∣∣∣∣→ 0 ïðè x→ x0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|dmf(x0 + θ∆x)− dmf(x0)|
|∆x|m

→ 0 ïðè x→ x0.

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (4), êîòîðàÿ âìåñòå ñ ôîðìóëîé (3) äàåò
(2).

Çàìå÷àíèå. Òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, äî-
êàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ (2). À èìåííî, åñëè âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâ-
íû â òî÷êå x0 è ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (2), ãäå Pm(∆x) � íåêîòî-
ðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ∆x =
= (∆x1, . . . ,∆xn), òî Pm(∆x) � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷-
êå x0.
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Ãëàâà 7

ÈÍÒÅÃPÀË ÐÈÌÀÍÀ

� 1. Ìåðà Æîðäàíà

Îïpåäåëåíèå. Êëåòêîé â ïðîñòðàíñòâå Rn áóäåì íàçûâàòü çà-
ìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

Π = {x = (x1, . . . , xn) : ak ≤ xk ≤ bk, k = 1, . . . , n},

ãäå ÷èñëà ak, bk (ak ≤ bk), k = 1, . . . , n, çàäàþò êëåòêó Π ⊂ Rn. Ìåðîé
µ(Π) êëåòêè Π íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ(Π) = (b1 − a1) · · · (bn − an).

Îïpåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì ìíî-
æåñòâîì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî íà-
áîðà êëåòîê Πi ⊂ Rn, i = 1, . . . , I, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê:

A =

I∪
i=1

Πi, (intΠi)
∩

(intΠs) = ∅ ïðè i ̸= s.

Ìåðîé êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ñóììà ìåð ñîñòàâëÿþ-

ùèõ åãî êëåòîê: µ(A) =
I∑

i=1

µ(Πi).

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü êëåòî÷íûì, à
ìåðó ïóñòîãî ìíîæåñòâà � ðàâíîé íóëþ.

Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà êëå-
òî÷íûõ ìíîæåñòâ. (Ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ýòè ñâîéñòâà â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.)

Ñâîéñòâî 1. Ìåðà êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò ñïîñîáà
ðàçáèåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà êëåòêè. (Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò
êîððåêòîñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà).

Ñâîéñòâî 2. Åñëè A, B � êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà, òî ìíîæåñòâà
A
∪
B, A

∩
B, A \ (intB) ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè. (Ìíîæåñòâî A \ B,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì.)
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Ñâîéñòâî 3. (Àääèòèâíîñòü.) Åñëè A, B � êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà,
íå èìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî µ(A

∪
B) = µ(A) + µ(B).

Åñëè ñóùåñòâóåò îáùàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ A è
B, òî µ(A

∪
B) < µ(A) + µ(B).

Ñâîéñòâî 4. (Ìîíîòîííîñòü.) Åñëè A, B � êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà
è A ⊂ B, òî µ(A) ≤ µ(B).

Îïpåäåëåíèå. Íèæíåé
ìåðîé Æîðäàíà µ∗(E) ìíîæå-
ñòâà E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷-
íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìåð êëåòî÷-
íûõ ìíîæåñòâ A, ñîäåðæàùèõ-
ñÿ â E. Âåðõíåé ìåðîé Æîð-
äàíà µ∗(E) ìíîæåñòâà E ⊂
⊂ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü ìåð êëåòî÷íûõ ìíî-
æåñòâ B, ñîäåðæàùèõ E:

µ∗(E) = sup
A− êëåò., A⊂E

µ(A),

µ∗(E) = inf
B− êëåò., B⊃E

µ(B).

A

E

B
x1

xn

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè
µ∗(E) = µ∗(E) ∈ R. ×èñëî µ(E) = µ∗(E) = µ∗(E) íàçûâàåòñÿ ìåðîé
ìíîæåñòâà E.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íåîãðàíè÷åííî, òî íå ñó-
ùåñòâóåò êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà B (ò. å. ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç
êîíå÷íîãî íàáîðà êëåòîê), òàêîãî, ÷òî E ⊂ B. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ìå-
ðà µ∗(E) ðàâíà +∞ è ìíîæåñòâî E íåèçìåðèìî.

Ïîñêîëüêó äëÿ êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ A,B òàêèõ, ÷òî A ⊂ E ⊂ B,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî µ(A) ≤ µ(B), òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà E

µ∗(E) ≤ µ∗(E).

Ïîýòîìó îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E íåèçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà µ∗(E) < µ∗(E).

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
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G = {x ∈ [0, 1] : x− ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî}

íåèçìåðèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ G íå
ìîæåò ñîäåðæàòü êëåòêè íåíóëåâîé ìåðû, ïîýòîìó µ(A) = 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, µ∗(G) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî
B ⊃ G ñîäåðæèò îòðåçîê [0, 1]. Ïîýòîìó µ(B) ≥ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
µ∗(G) ≥ 1. Èòàê, µ∗(G) < µ∗(G), à çíà÷èò, ìíîæåñòâî G íåèçìåðèìî
ïî Æîðäàíó.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rn òàêèõ, ÷òî A ⊂
⊂ B, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà µ∗(A) ≤ µ∗(B), µ∗(A) ≤ µ∗(B). Ýòî
ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 4 ìåðû êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn èçìåðèìî ïî Æîðäàíó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ êëåòî÷íûå
ìíîæåñòâà Aε è Bε òàêèå, ÷òî Aε ⊂ E ⊂ Bε è µ(Bε)− µ(Aε) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü E � èçìåðèìî, ò. å. µ∗(E) = µ∗(E).
Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè µ∗(E) = sup

A− êëåò., A⊂E
µ(A),

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Aε ⊂ E
òàêîå, ÷òî µ∗(E)−µ(Aε) < ε/2. Àíàëîãè÷íî, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè, íàéäåòñÿ êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Bε ⊃ E òàêîå, ÷òî
µ(Bε)− µ∗(E) < ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(Bε)− µ(Aε) < ε.

2) Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà
Aε è Bε òàêèå, ÷òî Aε ⊂ E ⊂ Bε è µ(Bε) − µ(Aε) < ε. Ïîñêîëüêó
µ∗(E) = sup

A− êëåò., A⊂E
µ(A) ≥ µ(Aε) è, àíàëîãè÷íî, µ

∗(E) ≤ µ(Bε), òî

µ∗(E) − µ∗(E) ≤ µ(Bε) − µ(Aε) < ε. Òàê êàê ÷èñëî µ∗(E) − µ∗(E)
íå çàâèñèò îò âûáîðà ε > 0, òî µ∗(E) − µ∗(E) ≤ 0, ò. å. µ∗(E) ≤
≤ µ∗(E). Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî µ∗(E) ≥ µ∗(E) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà,
òî µ∗(E) = µ∗(E).

×åðåç Uδ(E) îáîçíà÷èì δ � îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà E:

Uδ(E) = {x ∈ Rn : ϱ(x;E) < δ},

ãäå ϱ(x;E) = inf
y∈E
|x− y| � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà E.

Ëåììà 2. Ïóñòü E ⊂ Rn � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

µ∗(Uδ(E))→ µ(E) ïðè δ → 0. (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óñëîâèå (1) âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ëþáîé êëåòêè Π = {x ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi, i =
= 1, . . . , n}: µ∗(Uδ(Π))→ µ(Π) ïðè δ → 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëü-
êó Π ⊂ Uδ(Π) ⊂ {x ∈ Rn : ai − δ ≤ xi ≤ bi + δ, i = 1, . . . , n}, òî
µ(Π) ≤ µ∗(Uδ(Π)) ≤ (b1−a1+2δ) · · · (bn−an+2δ)

δ→0−→ (b1−a1) · · · (bn−
− an) = µ(Π), òî óñëîâèå (1) äëÿ ìíîæåñòâà E = Π âûïîëíÿåòñÿ.

á) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî êëå-

òî÷íîãî ìíîæåñòâà A. Ïóñòü A =
I∪

i=1

Πi, ãäå êëåòêè Πi íå èìåþò îá-

ùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà Uδ(A) =
I∪

i=1

Uδ(Πi), ñëåäîâàòåëüíî, èñ-

ïîëüçóÿ ïóíêò (à), ïîëó÷àåì, ÷òî

µ(A) ≤ µ∗(Uδ(A)) ≤
I∑

i=1

µ∗(Uδ(Πi))
δ→0−→

I∑
i=1

µ(Πi) = µ(A).

Îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå (1) äëÿ ìíîæåñòâà E = A.
â) Äîêàæåì, íàêîíåö, óñëîâèå (1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî

ìíîæåñòâà E ⊂ Rn. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïî îïðå-
äåëåíèþ âåðõíåé ìåðû µ∗(E) = µ(E), ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå ìíîæå-
ñòâî A òàêîå, ÷òî E ⊂ A è µ(A) < µ(E) + ε/2. Îòñþäà è èç ïóíêòà
(á) ïîëó÷àåì, ÷òî ∃δ0 > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0) µ∗(Uδ(A)) ≤ µ(A) + ε/2.
Ïîñêîëüêó Uδ(E) ⊂ Uδ(A), òî

µ(E) ≤ µ∗(Uδ(E)) ≤ µ∗(Uδ(A)) ≤ µ(A) + ε/2 ≤ µ(E) + ε.

Èòàê,

∀ε > 0 ∃δ0 > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0) ↪→ µ(E) ≤ µ∗(Uδ(E)) ≤ µ(E) + ε,

÷òî äîêàçûâàåò óñëîâèå (1).

Ñëåäñòâèå. Åñëè E � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â Rn, òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Cε ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
µ(Cε) < ε è E ⊂ intCε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî µ∗(Uδ(E)) < ε/2. Îòñþäà è èç îïðå-
äåëåíèÿ âåðõíåé ìåðû Æîðäàíà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êëåòî÷íîãî
ìíîæåñòâà Cε òàêîãî, ÷òî Uδ(E) ⊂ Cε è µ(Cε) < µ(Uδ(E)) + ε/2 < ε.
Èç óñëîâèÿ Uδ(E) ⊂ Cε ñëåäóåò, ÷òî E ⊂ intCε.

203



Ëåììà 3. Ïóñòü êëåòêà Π ⊂ Rn ñîäåðæèò êàê òî÷êó èç ìíîæå-
ñòâà E, òàê è òî÷êó, íå ëåæàùóþ âî ìíîæåñòâå E. Òîãäà êëåòêà Π
èìååò îáùóþ òî÷êó ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Π
∩
E, y ∈

∈ Π \ E. Òîãäà îòðåçîê [x, y] ⊂ Π îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îäèí èç åãî êîíöîâ ëå-
æèò â E, à äðóãîé � âíå E. Ïðèìåíÿÿ ê ýòî-
ìó îòðåçêó ïðîöåññ äåëåíèÿ ïîïîëàì è îò-
áèðàÿ êàæäûé ðàç òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ îá-
ëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ïîëó÷èì ñòÿ-
ãèâàþùóþñÿ ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

x

y
z

Π

E

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ýòà ñèñòåìà îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó z.
Âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè z ñîäåðæèò êàê òî÷êè èç E, òàê è íå èç
E. Ïîýòîìó z ∈ ∂E.

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé èçìåðèìîñòè.) Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn èç-
ìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è åãî ãðàíèöà
èìååò ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâî E èçìåðèìî. Êàê áûëî
çàìå÷åíî ðàíåå, âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî. Ïîêàæåì,
÷òî µ(∂E) = 0.

Â ñèëó ëåììû 1 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ êëåòî÷íûå ìíî-
æåñòâà Aε è Bε òàêèå, ÷òî Aε ⊂ E ⊂ Bε è µ(Bε) − µ(Aε) < ε.
Èç ñâîéñòâà 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Cε = Bε\(intAε) ÿâëÿåòñÿ êëå-
òî÷íûì. Ïîñêîëüêó êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà Aε è Cε íå èìåþò îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê, òî â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ìåðû êëåòî÷íûõ
ìíîæåñòâ µ(Aε) + µ(Cε) = µ(Aε

∪
Cε) = µ(Bε). Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(Cε) = µ(Bε)− µ(Aε) < ε. (2)

Ïîñêîëüêó E ⊂ Bε, òî E ⊂ Bε = Bε. Òàê êàê Aε ⊂ E, òî intAε ⊂
⊂ intE, ïîýòîìó ∂E = E \ (intE) ⊂ Bε \ (intAε) = Cε. Îòñþäà è
èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî µ∗(∂E) ≤ µ(Cε) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì µ∗(∂E) = 0. Ïîñêîëüêó
íåðàâåíñòâà 0 ≤ µ∗(∂E) ≤ µ∗(∂E) âûïîëíåíû âñåãäà, òî µ∗(∂E) =
= µ∗(∂E) = 0, ò. å. µ(∂E) = 0.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî è µ(∂E) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî E èçìåðèìî. Çàôèêñèðóåì ïðèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Â
ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 2 ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Cε òà-
êîå, ÷òî ∂E ⊂ intCε è µ(Cε) < ε. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ
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E è Cε ñóùåñòâóåò êëåòêà Π0, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâà E è Cε. Èç
ñâîéñòâà 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Dε = Π0 \ intCε ÿâëÿåòñÿ êëå-
òî÷íûì, ò. å. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå êëåòîê Πε

i ,
i = 1, . . . , I, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.

Îïðåäåëèì êëåòî÷íîå ìíî-
æåñòâî Aε êàê îáúåäèíåíèå
âñåõ êëåòîê Πε

i , i = 1, . . . , I, êî-
òîðûå öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ âî
ìíîæåñòâå E: Aε =

∪
Πε

i⊂E

Πε
i .

Ïîñêîëüêó êëåòêè Πε
i íå èìå-

þò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà E, òî, êàê ñëåäó-
åò èç ëåììû 3, ëèáî êëåòêà
Πε

i öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â E,
ëèáî íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ
ìíîæåñòâîì E. Ïîýòîìó E ⊂
⊂ Aε

∪
Cε.

Cε

Aε

Π0 E

Îïðåäåëèâ êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Bε = Aε

∪
Cε, ïîëó÷èì Aε ⊂

⊂ E ⊂ Bε. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Cε è Dε íå èìåþò îáùèõ âíóòðåí-
íèõ òî÷åê, òî ìíîæåñòâà Cε è Aε ⊂ Dε îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì.
Îòñþäà ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè ìåðû êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ ñëå-
äóåò, ÷òî µ(Bε) = µ(Aε

∪
Cε) = µ(Aε) + µ(Cε) < µ(Aε) + ε. Ïîýòîìó

µ(Bε) − µ(Aε) < ε. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì èçìåðèìîñòü ìíî-
æåñòâà E.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ E,F ⊂ Rn ñïðàâåäëèâû âêëþ-
÷åíèÿ

à) ∂(E
∪
F ) ⊂ ∂E

∪
∂F ,

á) ∂(E
∩
F ) ⊂ ∂E

∪
∂F ,

â) ∂(E \ F ) ⊂ ∂E
∪
∂F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå (à). Âêëþ÷åíèÿ (á), (â)
äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü x ∈ ∂(E

∪
F ). Òîãäà x ∈ E

∪
F =

= E
∪
F . Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ E èëè x ∈ F . Òàê êàê intE

∪
intF ⊂

⊂ int (E
∪
F ) è x ̸∈ int (E

∪
F ), òî x ̸∈ intE

∪
intF . Ïîýòîìó x ∈

∈ E \ intE = ∂E èëè x ∈ F \ intF = ∂F . Â ëþáîì ñëó÷àå x ∈
∈ ∂E

∪
∂F .

Ñëåäñòâèå. Åñëè ìíîæåñòâà E è F èçìåðèìû, òî ìíîæåñòâà E,
intE, E

∪
F , E

∩
F , E \ F èçìåðèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ E è intE ñëåäóåò èç
êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè è âêëþ÷åíèé ∂E ⊂ ∂E, ∂(intE) ⊂ ∂E.

Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ E
∪
F , E

∩
F , E \F ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ

èçìåðèìîñòè è ëåììû 4.

Òåîpåìà 2. (Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ìåðûÆîðäàíà.) Åñëè ìíî-
æåñòâà E1 è E2 èçìåðèìû ïî Æîðäàíó è íå èìåþò îáùèõ âíóòðåí-
íèõ òî÷åê, òî µ(E1

∪
E2) = µ(E1) + µ(E2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû Æîðäàíà äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà Aε

i , B
ε
i (i = 1, 2) òàêèå,

÷òî Aε
i ⊂ Ei ⊂ Bε

i è µ(Aε
i ) ≥ µ(Ei) − ε/2, µ(Bε

i ) ≤ µ(Ei) + ε/2, (i =
= 1, 2). Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(Aε
1) + µ(Aε

2) ≥ µ(E1) + µ(E2)− ε,
µ(Bε

1) + µ(Bε
2) ≤ µ(E1) + µ(E2) + ε.

(3)

Ïîñêîëüêó Aε
1

∪
Aε

2 ⊂ E1

∪
E2 ⊂ Bε

1

∪
Bε

2 è êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà A
ε
1

è Aε
2 íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî

µ(Aε
1) + µ(Aε

2) = µ(Aε
1

∪
Aε

2) ≤

≤ µ(E1

∪
E2) ≤ µ(Bε

1

∪
Bε

2) ≤ µ(Bε
1) + µ(Bε

2).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (3) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

µ(E1) + µ(E2)− ε ≤ µ(E1

∪
E2) ≤ µ(E1) + µ(E2) + ε,

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 äàåò ðàâåíñòâî µ(E1

∪
E2) =

= µ(E1) + µ(E2).

Òåîpåìà 3. Ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ = {r⃗(t) : t ∈ [a, b]} ⊂ Rn

ïðè n ≥ 2 èìååò ìåðó íóëü â Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k òî÷-

êè P k
0 , . . . , P

k
k ëåæàò íà êðèâîé Γ è ðàçáèâàþò åå íà k äóã äëèíû

|Γ|/k êàæäàÿ. Ïîñòðîèì êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Bk, ÿâëÿþùååñÿ îáú-
åäèíåíèåì êóáîâ Qk

0 , . . . , Q
k
k ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ P k

0 , . . . , P
k
k ñîîò-

âåòñòâåííî è ðåáðàìè äëèíîé |Γ|/k, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.
Òîãäà µ(Qk

i ) = (|Γ|/k)n, Γ ⊂ Bk è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(Bk) ≤ (k +
+1) (|Γ|/k)n = |Γ|n k+1

kn → 0 ïðè k →∞. Ïîýòîìó µ∗(Γ) = 0, à çíà÷èò,
µ(Γ) = 0.
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x1

xn

P k
0

P k
k

Qk
0

Qk
k

P k
i
Qk

i

Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ (êðèâàÿ Ïåàíî) â R2, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè êâàäðàòà [0, 1] × [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, åå
ìåðà íå ðàâíà íóëþ.

Òåîpåìà 4. Åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ Rn èçìåðèìî, òî öèëèíäð
G = E × [a, b] ⊂ Rn+1 ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì è
µ(G) = (b− a)µ(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E èçìåðèìî, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
ε > 0 íàéäóòñÿ êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà Aε, Bε ⊂ Rn òàêèå, ÷òî

Aε ⊂ E ⊂ Bε, µ(E)− µ(Aε) < ε, µ(Bε)− µ(E) < ε.

Ðàññìîòðèì êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà Ãε = Aε × [a, b], B̃ε = Bε × [a, b].
Òîãäà Ãε ⊂ G ⊂ B̃ε. Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(G) ≥ µ(Ãε) = (b− a)µ(Aε) >
> (b − a)(µ(E) − ε). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0 ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî µ∗(G) ≥ (b− a)µ(E). Àíàëîãè÷íî, µ∗(G) ≤ µ(B̃ε) = (b−
− a)µ(Bε) < (b− a)(µ(E) + ε). Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(G) ≤ (b− a)µ(E) ≤
≤ µ∗(G). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò µ(G) = (b− a)µ(E).

� 2. Ñóììû Äàpáó

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå îïåðàöèè ñ +∞ è −∞:
+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞;
åñëè λ ∈ R, òî ±∞+ λ = ±∞;
åñëè λ ∈ R, λ > 0, òî λ · (±∞) = ±∞;
åñëè λ ∈ R, λ < 0, òî λ · (±∞) = ∓∞.
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Íàïîìíèì, ÷òî ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé
íàáîð òî÷åê T = {xi}Ii=0, òàêèõ, ÷òî a = x0 < x1 < . . . < xI = b.
Îòðåçêè [xi−1, xi] íàçûâàþòñÿ îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ T.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà [a, b] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x) è çàäàíî
ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Îïðåäåëèì

mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) , Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),

s(f ; T) =
∑

i=1,...,I

(xi − xi−1)mi ,

S(f ; T) =
∑

i=1,...,I

(xi − xi−1)Mi.

Ñóììà s(f ; T) íàçûâàåòñÿ íèæíåé ñóììîé Äàpáó, à S(f ; T) � âåðõíåé
ñóììîé Äàpáó äëÿ ôóíêöèè f è ðàçáèåíèÿ T.

Ëåììà 1. 1) Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñíèçó íà [a, b], òî
s(f ; T) ∈ R äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T. Åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà
ñíèçó íà [a, b], òî s(f ; T) = −∞ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T.

2) Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà [a, b], òî S(f ; T) ∈ R äëÿ
ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T. Åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó íà [a, b],
òî S(f ; T) = +∞ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü T = {xi}Ii=0 � ðàçáèåíèå îòðåç-
êà [a, b]. Åñëè f îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ∀i ∈ {1, ..., I} ↪→ mi =
= inf

x∈[xi−1,xi]
f(x) ∈ R, ñëåäîâàòåëüíî, s(f ; T) ∈ R. Åñëè f íåîãðàíè÷å-

íà ñíèçó, òî îíà íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà íåêîòîðîì îòðåçêå [xj−1, xj ],
ñëåäîâàòåëüíî, mj = −∞ è s(f ; T) = −∞.

Ïóíêò (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïpåäåëåíèå. Ìåëêîñòüþ ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

ℓ(T) = max
i=1,...,I

(xi − xi−1).

Îïpåäåëåíèå. ×èñëî J íàçûâàåòñÿ (îïðåäåëåííûì) èíòåãðà-

ëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f íà [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ J =
b∫
a

f(x) dx, åñëè
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lim
ℓ(T)→0

s(f ; T) = lim
ℓ(T)→0

S(f ; T) = J , ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→ |s(f ; T)− J | ≤ ε è |S(f ; T)− J | ≤ ε.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà [a, b], åñëè ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà ôóíêöèè f íà [a, b].

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íåîòðè-

öàòåëüíîé ôóíêöèè f èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè G, à

â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ðàâåí ïëîùàäè ìíîæå-

ñòâà G.

Ëåììà 2. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè.) Åñëè ôóíê-
öèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî f îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåç-
êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà [a, b],
òî â ñèëó ëåììû 1 lim

ℓ(T)→0
s(f ; T) = −∞, à çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîãî ïðåäåëà s(f ; T) ïðè ℓ(T) → 0, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f
íåèíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Àíàëîãè÷íî, åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà
ñâåðõó, òî îíà òàêæå íåèíòåãðèðóåìà.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè íà [a, b] íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè íà [a, b]. Íàïðèìåð,
äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå

f(x) =

{
0, åñëè x èpðàöèîíàëüíîå,
1, åñëè x ðàöèîíàëüíîå

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà s(f ; T) = 0,
S(f ; T) = b− a, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèé íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ ñóììû Äàpáó áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì, à
çíà÷èò, ôóíêöèÿ Äèðèõëå íåèíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå T′ îòðåçêà [a, b]
ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b], åñëè ðàçáèåíèå

T′ ñîäåðæèò âñå òî÷êè ðàçáèåíèÿ T: T ⊂ T′.
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Ëåììà 3. Åñëè ðàçáèåíèå T′ îòðåçêà [a, b] ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíè-
åì ðàçáèåíèÿ T, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : [a, b] → R èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

s(f ; T
′) ≥ s(f ; T), S(f ; T

′) ≤ S(f ; T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçáèåíèå T′ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 äîáàâëåíèåì îäíîé òî÷êè x′ ∈
∈ (xj−1, xj). Òîãäà

s(f ; T
′)− s(f ; T) = (xj − x′) inf

x∈[x′,xj ]
f(x) +

+ (x′ − xj−1) inf
x∈[xj−1,x′]

f(x) − (xj − xj−1) inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x) =

= (xj − x′)
(

inf
x∈[x′,xj ]

f(x)− inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x)

)
+

+ (x′ − xj−1)

(
inf

x∈[xj−1,x′]
f(x)− inf

x∈[xj−1,xj ]
f(x)

)
≥ 0,

òàê êàê inf
x∈[x′,xj ]

f(x) ≥ inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x) è inf
x∈[xj−1,x′]

f(x) ≥

≥ inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x).

Íåðàâåíñòâî S(f ; T′) ≤ S(f ; T) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè
ðàçáèåíèå T′ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçáèåíèÿ T äîáàâëåíèåì íåñêîëüêèõ
òî÷åê, òî, äîáàâëÿÿ íà êàæäîì øàãå ïî îäíîé òî÷êå, ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé T1 è T2 îòðåçêà [a, b] è
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : [a, b]→ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

s(f ; T1) ≤ S(f ; T2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå T = T1

∪
T2, ñîñòîÿ-

ùåå èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ T1 è òî÷åê ðàçáèåíèÿ T2. Ïîñêîëüêó ðàçáè-
åíèå T ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì êàæäîãî èç ðàçáèåíèé T1 è T2, òî ïî
ëåììå 3 s(f ; T1) ≤ s(f ; T) è S(f ; T) ≤ S(f ; T2).

Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

s(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1) inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) ≤
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≤
I∑

i=1

(xi − xi−1) sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) = S(f ; T),

òî s(f ; T1) ≤ s(f ; T) ≤ S(f ; T) ≤ S(f ; T2).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà ôóíêöèÿ f . Îïðåäåëèì

J∗ = sup
T
s(f ;T ), J∗ = inf

T
S(f ;T ),

ãäå ñóïðåìóì è èíôèìóì áåðóòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì T
îòðåçêà [a, b]. Âåëè÷èíû J∗ è J

∗ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì
è âåðõíèì èíòåãðàëàìè Äàpáó.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [a, b] è ëþáîé ôóíê-
öèè f : [a, b]→ R ñïðàâåëèâû íåðàâåíñòâà

s(f ; T) ≤ J∗ ≤ J∗ ≤ S(f ; T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4 äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T2 ïîëó-
÷àåì J∗ = sup

T1

s(f ; T1) ≤ S(f ; T2), ñëåäîâàòåëüíî, J∗ ≤ inf
T2

S(f ; T2) =

= J∗. Ïîýòîìó

s(f ; T) ≤ sup
T
s(f ; T) = J∗ ≤ J∗ = inf

T
S(f ; T) ≤ S(f ; T).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà ôóíêöèÿ f è îïðåäåëåíî
ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà îò-
ðåçêå [xi−1, xi] íàçûâàåòñÿ

ωi(f) = sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

|f(x′)− f(x′′)|.

Ðàçíîñòü âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàpáó äëÿ ôóíêöèè f è ðàçáè-
åíèÿ T áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(f ; T):

∆(f ; T) = S(f ; T)− s(f ; T).

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : [a, b] → R è äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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∆(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

ωi(f) = sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

(f(x′)− f(x′′)) =

= sup
x′∈[xi−1,xi]

f(x′) + sup
x′′∈[xi−1,xi]

(−f(x′′)) =

= sup
x′∈[xi−1,xi]

f(x′) − inf
x′′∈[xi−1,xi]

f(x′′) =Mi −mi,

ãäå mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(f ; T) = S(f ; T)− s(f ; T) =

=

I∑
i=1

(xi−xi−1)(Mi−mi) =

I∑
i=1

(xi−xi−1)ωi(f).

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.) Ôóíêöèÿ f èíòåãðè-
ðóåìà íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

ℓ(T)→0
∆(f ; T) = 0, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→ ∆(f ; T) ≤ ε. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî
ïî îïðåäåëåíèþ

∃J ∈ R : ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→

↪→
(
|s(f ; T)− J | ≤

ε

2
è |S(f ; T)− J | ≤

ε

2

)
.

Ïîýòîìó ïðè ℓ(T) ≤ δ

∆(f ; T) = S(f ; T)− s(f ; T) ≤ |S(f ; T)− J |+ |s(f ; T)− J | ≤ ε,

ò. å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1).
2) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1). Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà, òàê êàê èíà÷å ëèáî S(f ; T) = +∞, ëèáî
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s(f ; T) = −∞ è â ëþáîì ñëó÷àå ∆(f ; T) = S(f ; T) − s(f ; T) = +∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1). Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíà, òî äëÿ ëþ-
áîãî ðàçáèåíèÿ T ñóììû Äàpáó s(f ; T) è S(f ; T) êîíå÷íû. Îòñþäà è
èç íåðàâåíñòâà s(f ; T) ≤ J∗ ≤ J∗ ≤ S(f ; T) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû
Äàpáó J∗ è J

∗ òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè.
Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃T : S(f ; T) − s(f ; T) =

= ∆(f ; T) ≤ ε. Îòñþäà è èç ëåììû 5 ïîëó÷àåì ∀ε > 0 ↪→ J∗ −
− J∗ ≤ S(f ; T)− s(f ; T) ≤ ε, ñëåäîâàòåëüíî, J∗ − J∗ ≤ 0. Ïîñêîëüêó
J∗ ≤ J∗, òî J∗ = J∗.

Îïðåäåëèì ÷èñëî J = J∗ = J∗. Èç íåðàâåíñòâà s(f ; T) ≤ J ≤
≤ S(f ; T) è óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→ |s(f ; T)−J | ≤ ε è |S(f ; T)−J | ≤ ε,

ò. å. ∃
b∫
a

f(x) dx = J .

� 3. Èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà
[a, b]. Âûáîðêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ T, íàçûâàåòñÿ íàáîð
òî÷åê ξT = {ξi}Ii=1 òàêèõ, ÷òî ξi ∈ [xi−1, xi]. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé
(Ðèìàíà) äëÿ ôóíêöèè f , ðàçáèåíèÿ T è âûáîðêè ξT íàçûâàåòñÿ

σ(f ; T; ξT) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)f(ξi).
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a = x0 xi−1 xi xI = bξ1 ξi ξI−1

f(x)

x

Ëåììà 1. Ïóñòü íà [a, b] îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x) è çàäàíî ðàç-
áèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Òîãäà

s(f ; T) = inf
ξT
σ(f ; T; ξT), S(f ; T) = sup

ξT

σ(f ; T; ξT),

ãäå ñóïðåìóì è èíôèìóì áåðóòñÿ ïî âñåì âûáîðêàì ξT, ñîîòâåòñòâó-
þùèì ðàçáèåíèþ T.

Äîêàçàòåëüñòâî

s(f ; T) =
∑

i=1,...,I

(xi − xi−1) inf
ξi∈[xi−1,xi]

f(ξi) =

= inf
ξ1∈[x0,x1]

· · · inf
ξI∈[xI−1,xI ]

∑
i=1,...,I

(xi − xi−1)f(ξi) = inf
ξT
σ(f ; T; ξT).

Àíàëîãè÷íî, S(f ; T) = sup
ξT

σ(f ; T; ξT).

Òåîpåìà 1. (Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóì-

ìû Ðèìàíà.) ×èñëî J ðàâíî
b∫
a

f(x) dx òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
ℓ(T)→0

σ(f ; T; ξT) = J , ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ∀ξT ↪→ |σ(f ; T; ξT)− J | ≤ ε. (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî óñëîâèå:

∀ξT ↪→ |σ(f ; T; ξT)− J | ≤ ε.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∀ξT ↪→ J − ε ≤ σ(f ; T; ξT) ≤ J + ε. (2)

Óñëîâèå ∀ξT ↪→ σ(f ; T; ξT) ≤ J + ε îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî J + ε ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîé âåðõíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé σ(f ; T; ξT) ïî âûáîðêàì
ξT. Â ñèëó ñâîéñòâ âåðõíèõ ãðàíåé ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâó sup

ξT

σ(f ; T; ξT) ≤ J + ε. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå S(f ; T) ≤ J + ε. Àíàëîãè÷íî,
óñëîâèå ∀ξT ↪→ J − ε ≤ σ(f ; T; ξT) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó J−ε ≤
≤ s(f ; T).

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî s(f ; T) ≤ S(f ; T) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, òî

(2) ⇐⇒ J − ε ≤ s(f ; T) ≤ S(f ; T) ≤ J + ε ⇐⇒

⇐⇒ |s(f ; T)− J | ≤ ε è |S(f ; T)− J | ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→ |s(f ; T)− J | ≤ ε è |S(f ; T)− J | ≤ ε,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò J =
b∫
a

f(x) dx.

� 4. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Òåîpåìà 1. (Ëèíåéíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.) Åñëè ôóíê-
öèè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b], à α è β � íåêîòîðûå ÷èñëà, òî ôóíê-
öèÿ φ(x) = αf(x) + βg(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è

b∫
a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

b∫
a

f(x) dx+ β

b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè:

∀T = {xi}Ii=0 ∀ξT = {ξi}Ii=1 ↪→ σ(αf + βg; T; ξT) =
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=

I∑
i=1

(xi − xi−1)(αf(ξi) + βg(ξi)) = ασ(f ; T; ξT) + βσ(g; T; ξT).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóììû (òåîðåìà
1 � 3) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
ℓ(T)→0

σ(f ; T; ξT ) =

b∫
a

f(x) dx, lim
ℓ(T)→0

σ(g; T; ξT ) =

b∫
a

g(x) dx,

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ℓ(T)→0

σ(αf + βg; T; ξT ) = α

b∫
a

f(x) dx+ β

b∫
a

g(x) dx.

Åùå ðàç ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 � 3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, à îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî ÷èñåë R.

Òåîpåìà 2. (Èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ.) Åñëè ôóíêöèè f è g

èíòåãðèðóåìû íà [a, b] è ∀x ∈ [a, b] ↪→ f(x) ≤ g(x), òî
b∫
a

f(x) dx ≤

≤
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì èìååò ìå-
ñòî íåðàâåíñòâî

σ(f ; T; ξT) ≤ σ(g; T; ξT) ∀T ∀ξT,

òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ℓ(T) → 0, ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà
÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóììû (òåîðåìà 1 � 3) ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x) dx = lim
ℓ(T)→0

σ(f ; T; ξT ) ≤ lim
ℓ(T)→0

σ(g; T; ξT ) =

b∫
a

g(x) dx.
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Òåîpåìà 3. (Èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ.) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èí-
òåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ |f(x)| òàêæå èíòåãðèðóåìà
íà ýòîì îòðåçêå è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èìååò ìå-
ñòî íåðàâåíñòâî | |f(x′)|− |f(x′′)| | ≤ |f(x′)−f(x′′)|. Ïîýòîìó äëÿ ëþ-
áîãî ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b] êîëåáàíèÿ ôóíêöèé f è |f |
ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì

ωi(|f |) = sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

| |f(x′)| − |f(x′′)| | ≤

≤ sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

|f(x′)− f(x′′)| = ωi(f).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè (òåîðåìà 1 � 2), ïî-
ëó÷àåì

0 ≤ ∆(|f |; T) =
I∑

i=1

(xi − xi−1)ωi(|f |) ≤

≤
I∑

i=1

(xi − xi−1)ωi(f) = ∆(f ; T)→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ∆(|f |; T) → 0 ïðè ℓ(T) → 0, ÷òî, îïÿòü ïî êðèòåðèþ
èíòåãðèðóåìîñòè, îçíà÷àåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè |f | íà [a, b].

Ïîñêîëüêó äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

σ(f ; T; ξT) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)f(ξi) ≤

≤
I∑

i=1

(xi − xi−1)|f(ξi)| = σ(|f |; T; ξT),

òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ℓ(T)→ 0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1).
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Òåîpåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà íà [a, b], à ôóíêöèÿ
f ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé g, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê

{ck}Kk=1 ⊂ [a, b], òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è
b∫
a

f(x) dx =

=
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(x) = g(x) − f(x).
Îïðåäåëèì ÷èñëî M = max{|h(c1)|, . . . , |h(cK)|}. Òàê êàê h(x) =
= 0 ∀x ∈ [a, b] \ {c1, . . . , cK}, òî |h(x)| ≤M ∀x ∈ [a, b].

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå h(x) îòëè÷íî îò 0 ëèøü â K òî÷êàõ, òî äëÿ
ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T = {xi}Ii=0 è ëþáîé âûáîðêè ξT = {ξi}Ii=1 èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|σ(h; T; ξT)|=

∣∣∣∣∣
I∑

i=1

h(ξi)(xi − xi−1)

∣∣∣∣∣ ≤ 2KM ℓ(T)→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è
b∫
a

h(x) dx = 0.

Îòñþäà è èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ïîëó÷àåì èíòåãðèðóå-
ìîñòü ôóíêöèè f(x) = g(x)− h(x) è ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

g(x) dx−
b∫

a

h(x) dx =

b∫
a

g(x) dx.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî f
èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàí îòðåçîê [α, β] ⊂ [a, b]. Äëÿ ëþ-
áîãî ðàçáèåíèÿ T îòðåçêà [α, β] ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T′ îòðåçêà
[a, b], êîòîðîå íà îòðåçêå [α, β] ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì T è èìå-
åò ìåëêîñòü, ðàâíóþ ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ T: ℓ(T′) = ℓ(T). Ïî-
ñêîëüêó 0 ≤ ∆(f ; T) ≤ ∆(f ; T′) è â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìî-
ñòè lim

ℓ(T′)→0
∆(f ; T′) = 0, òî lim

ℓ(T)→0
∆(f ; T) = 0, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà íà [α, β].

Òåîpåìà 5. (Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî îòðåçêîâ
èíòåãðèðîâàíèÿ.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêàõ [a, b]
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è [b, c]. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, c] è

c∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îò-
ðåçêàõ [a, b] è [b, c], òî f îãðàíè÷åíà íà ýòèõ îòðåçêàõ, ñëåäîâàòåëü-
íî, ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, c], ò. å.

∃M ∈ R : ∀x ∈ [a, c] ↪→ |f(x)| ≤M.

Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, c] è ïóñòü b ∈
∈ [xj−1, xj ]. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå T1 = {x0, x1, . . . , xj−1, b} îòðåçêà
[a, b] è ðàçáèåíèå T2 = {b, xj , . . . , xI} îòðåçêà [b, c].

Äëÿ âåðõíèõ ñóìì Äàpáó

S(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1) sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),

S(f ; T1) =

j−1∑
i=1

(xi − xi−1) sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) + (b− xj−1) sup
x∈[xj−1,b]

f(x),

S(f ; T2) = (xj − b) sup
x∈[b,xj ]

f(x) +

I∑
i=j

(xi − xi−1) sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|S(f ; T)− S(f ; T1)− S(f ; T2)| =

∣∣∣∣∣(xj − xj−1) sup
x∈[xj−1,xj ]

f(x) −

− (b− xj−1) sup
x∈[xj−1,b]

f(x) − (xj − b) sup
x∈[b,xj ]

f(x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤M((xj − xj−1) + (b− xj−1) + (xj − b)) = 2M (xj − xj−1) ≤

≤ 2M ℓ(T)→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0.

Ïîñêîëüêó ℓ(T1) ≤ ℓ(T) è ℓ(T2) ≤ ℓ(T), lim
ℓ(T1)→0

S(f ; T1) =

= J1 =
b∫
a

f(x) dx è lim
ℓ(T2)→0

S(f ; T2) = J2 =
c∫
b

f(x) dx, òî
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lim
ℓ(T)→0

S(f ; T) = J1 + J2. Àíàëîãè÷íî, lim
ℓ(T)→0

s(f ; T) = J1 + J2. Ïî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Îïpåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

a∫
a

f(x) dx = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî îïðåäåëèì

a∫
b

f(x) dx = −
b∫

a

f(x) dx.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, ñîäåð-
æàùåì òî÷êè a, b è c, òî ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè ýòèõ òî÷åê ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

c∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a < c < b. Èç ëåììû 1
ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f íà îòðåçêàõ [a, c] è [c, b]. Ïîýòî-
ìó â ñèëó òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì

c∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx−
b∫

c

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

� 5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

Òåîpåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà èíòå-
ãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], òîãäà
ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(δ) = sup

x,x′∈[a,b]

|x−x′|<δ

|f(x) − f(x′)|

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0.
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Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Ïîñêîëüêó |xi−
− xi−1| ≤ ℓ(T) < 2ℓ(T), òî êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [xi−1, xi]

ωi(f) = sup
x,x′∈[xi−1,xi]

|f(x)− f(x′)| ≤ ω(2ℓ(T)).

Ïîýòîìó ðàçíîñòü ñóìì Äàpáó

∆(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(f) ≤ ω(2ℓ(T))
I∑

i=1

(xi − xi−1) =

= ω(2ℓ(T)) (b− a)→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0.

Îòñþäà è èç êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü
ôóíêöèè f .

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè
{ck}Nk=1: a = c0 < c1 < . . . < cN = b òàêîå, ÷òî ∀k ∈ {1, . . . , N}
íà èíòåðâàëàõ (ck−1, ck) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(ck−1 + 0), f(ck − 0).

Òåîpåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî
îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè
{ck}Nk=1 òàêîå, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (ck−1, ck) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà,
à â êîíöàõ èíòåðâàëîâ (ck−1, ck) ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íûå îäíîñòî-
ðîííèå ïðåäåëû.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [ck−1, ck] è ðàññìîòðèì
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

g(x) =

 f(x), åñëè x ∈ (ck−1, ck),
f(ck−1 + 0), åñëè x = ck−1,
f(ck − 0), åñëè x = ck.

Â ñèëó òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [ck−1, ck]. Ïî-
ñêîëüêó íà îòðåçêå [ck−1, ck] ôóíêöèÿ f ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ôóíê-
öèè g íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ, òî ïî òåîðåìå 4 � 4 ôóíêöèÿ f èí-
òåãðèðóåìà íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [ck−1, ck]. Îòñþäà ïî òåîðåìå 5
� 4 ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f íà âñåì îòðåçêå [a, b].

221



Òåîpåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ ìîíîòîííà íà îòðåçêå, òî îíà èíòå-
ãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå óáûâàåò íà îòðåçêå [a, b]
è ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Òîãäà

ωi(f) = sup
x,x′∈[xi−1,xi]

|f(x)− f(x′)| = f(xi)− f(xi−1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(f) ≤

≤ ℓ(T)
I∑

i=1

ωi(f) = ℓ(T)

I∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) =

= ℓ(T) (f(b)− f(a))→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0.

Â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Çàìå÷àíèå. Èç íåïðåðûâíîñòè èëè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà
èíòåðâàëå (a, b) íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé ôóíêöèè íà [a, b].
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = 1

x íåïðåðûâíà è óáûâàåò íà (0, 1), îäíàêî
îíà íåîãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåèíòåãðèðóåìà íà [0, 1].

Òåîpåìà 4. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå
[a, b], òî èõ ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà îòðåç-
êå [a, b] ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà
[a, b], òî îíè îãðàíè÷åíû, ò. å.

Mf = sup
x∈[a,b]

|f(x)| ∈ R, Mg = sup
x∈[a,b]

|g(x)| ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî,
|f(x)g(x)− f(x′)g(x′)| =

= |f(x)g(x)− f(x′)g(x) + f(x′)g(x)− f(x′)g(x′)| ≤

≤ |f(x)g(x)− f(x′)g(x)|+ |f(x′)g(x)− f(x′)g(x′)| ≤

≤Mg |f(x)− f(x′)|+Mf |g(x)− g(x′)|.

222



Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Òîãäà

ωi(fg) = sup
x∈[xi−1,xi]

|f(x)g(x)− f(x′)g(x′)| ≤

≤Mg sup
x∈[xi−1,xi]

|f(x)− f(x′)|+Mf sup
x∈[xi−1,xi]

|g(x)− g(x′)| =

=Mg ωi(f) +Mf ωi(g).

Ïîýòîìó ðàçíîñòü ñóìì Äàpáó ôóíêöèè f(x)g(x)

∆(fg; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(fg) ≤Mg ∆(f ; T) +Mf ∆(g; T).

Â ñèëó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé
f è g ñëåäóåò, ÷òî ∆(f ; T) → 0, ∆(g; T) → 0 ïðè ℓ(T) → 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ∆(fg; T) → 0 ïðè ℓ(T) → 0, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x)g(x)
èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

� 6. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë êàê ôóíêöèÿ
âåðõíåãî ïðåäåëà

Òåîpåìà 1. (Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà êàê ôóíêöèè âåðõíåãî
ïðåäåëà.) Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó

ôóíêöèÿ f(x). Òîãäà ôóíêöèÿ F (x) =
x∫
a

f(t) dt íåïðåðûâíà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìî-
ñòè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà [a, b], ò. å.

∃C ∈ R : ∀x ∈ [a, b] ↪→ |f(x)| ≤ C.

Ïóñòü x1, x2 ∈ [a, b]. Â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà

îòíîñèòåëüíî îòðåçêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ F (x2)− F (x1) =
x2∫
x1

f(t) dt.

Ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ è òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè
íåðàâåíñòâ

|F (x2)− F (x1)| =

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

|f(t)| dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

C dt

∣∣∣∣∣∣ = C |x2 − x1|.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∀x0 ∈ [a, b] ∀ε > 0 ∃δ = ε

C
∀x ∈ [a, b] : |x−x0|<δ ↪→ |F (x)−F (x0)|<ε,

ò. å. ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà íà [a, b].

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f(x) íà [a, b], åñëè ∀x ∈ (a, b) ↪→ F ′(x) = f(x), à íà êîíöàõ îò-
ðåçêà [a, b] çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ðàâíû îäíîñòîðîííèì ïðîèçâîäíûì

ôóíêöèè F : f(a) = F ′
+(a) = lim

x→a+0

F (x)−F (a)
x−a , f(b) = F ′

−(b) =

= lim
x→b−0

F (x)−F (b)
x−b .

Òåîpåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ôóíêöèÿ

F (x) =
x∫
a

f(t) dt ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, x0 ∈ [a, b], x ̸= x0.

Òîãäà F (x) − F (x0) =
x∫

x0

f(t) dt = (x − x0) f(x0) +
x∫

x0

(f(t) −

− f(x0)) dt. Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣F (x)− F (x0)x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1

x− x0

x∫
x0

(f(t)− f(x0)) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

|x− x0|

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t)− f(x0)| dt

∣∣∣∣∣∣ .
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà [a, b]

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t ∈ [a, b] : |t− x0| ≤ δ ↪→ |f(t)− f(x0)| ≤ ε,

ïîýòîìó

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ [a, b] : |x−x0| ≤ δ ↪→

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(t)− f(x0)| dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ |x−x0| ε.
Ñëåäîâàòåëüíî,
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∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ [a, b] : |x− x0| ≤ δ ↪→
∣∣∣∣F (x)−F (x0)x− x0

− f(x0)
∣∣∣∣ ≤ ε,

òî åñòü ∀x0 ∈ [a, b] ↪→ lim
x→x0

F (x)−F (x0)
x−x0

= f(x0), ãäå ïðè x0 = a èìååò-

ñÿ â âèäó ïðåäåë ñïðàâà, à ïðè x0 = b � ïðåäåë ñëåâà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî F ′

+(a) = f(a), F ′
−(b) = f(b), ∀x0 ∈ (a, b) ↪→ F ′(x0) = f(x0).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà
[a, b].

Èç òåîðåìû 2 è òåîðåìû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ïåðâîîáðàçíûõ
(òåîðåìà 1 � 1 ãëàâû 4) ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíê-
öèè f èìååò âèä

F (x) =

x∫
a

f(t) dt+ C,

ãäå C ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ñëåäñòâèå 2. (Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.) Åñëè F � ïåðâî-
îáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíêöèè f , òî

b∫
a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

ïî îïðåä.
= F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 1 è çàìåòèì, ÷òî

F (a) =
a∫
a

f(t) dt + C = C, F (b) =
b∫
a

f(t) dt + C =
b∫
a

f(t) dt + F (a).

Ñëåäîâàòåëüíî,
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Òåîpåìà 3. (Çàìåíà ïåðåìåííîé.) Ïóñòü ôóíêöèÿ x = φ(t) èìååò
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [a, b], à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå φ([a, b]). Òîãäà

b∫
a

f(φ(t)) dφ(t) =

φ(b)∫
φ(a)

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
φ([a, b]), òî ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F äëÿ ôóíêöèè
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f : ∀x ∈ φ([a, b]) ↪→ F ′(x) = f(x). Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà
φ(b)∫
φ(a)

f(x) dx = F (φ(b))− F (φ(a)).

Ïîñêîëüêó d
dtF (φ(t)) = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t), òî ôóíê-

öèÿ F (φ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(φ(t))φ′(t). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

b∫
a

f(φ(t)) dφ(t) =

b∫
a

f(φ(t))φ′(t) dt =

=

b∫
a

dF (φ(t)) = F (φ(b))− F (φ(a)) =
φ(b)∫

φ(a)

f(x) dx.

Òåîpåìà 4. (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.) Åñëè ôóíêöèè u(x) è
v(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b], òî

b∫
a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

v(x) du(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ èíòåãðàëà è ôîðìó-
ëîé Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì

b∫
a

u(x) dv(x) +

b∫
a

v(x) du(x) =

b∫
a

(u(x) v′(x) + v(x)u′(x)) dx =

=

b∫
a

(u(x)v(x))′ dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

.

Òåîpåìà 5. (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì.) Åñëè ôóíêöèè
f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà [a, b] è ∀x ∈ [a, b] g(x) ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x) g(x) dx = f(ξ)

b∫
a

g(x) dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû, òî ïî
òåîðåìå 2 ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûå íà [a, b] ôóíêöèè Φ(x) è
G(x): Φ′(x) = f(x) g(x), G′(x) = g(x) ∀x ∈ [a, b].

Ïî òåîðåìå Êîøè î ñðåäíåì ∃ξ ∈ (a, b):

Φ(b)− Φ(a)

G(b)−G(a)
=

Φ′(ξ)

G′(ξ)
=
f(ξ) g(ξ)

g(ξ)
= f(ξ).

Òàê êàê ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà Φ(b) − Φ(a) =

=
b∫
a

f(x) g(x) dx, G(b) − G(a) =
b∫
a

g(x) dx, òî
b∫
a

f(x) g(x) dx =

= f(ξ)
b∫
a

g(x) dx.

� 7. Ôîðìóëû Âàëëèñà è Ñòèðëèíãà

Òåîpåìà 1. (Ôîðìóëà Âàëëèñà.)

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

,

ãäå äëÿ ëþáîãî k ∈ N ÷åðåç k!! îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë îäèíàêîâîé ñ k ÷åòíîñòè è íå ïðåâîñõîäÿùèõ k, 0!! = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî k ∈ N∪{0} ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Ik =
π/2∫
0

sink x dx. Çàìåòèì, ÷òî I0 = π
2 , I1 = 1 è äëÿ ëþáîãî k ≥ 2

Ik = −
π/2∫
0

sink−1 x d cosx =

= − sink−1 x cosx

∣∣∣∣π/2
0

+

π/2∫
0

(k − 1) sink−2 x cos2 x dx =

= (k − 1)

π/2∫
0

sink−2 x (1− sin2 x) dx = (k − 1)Ik−2 − (k − 1)Ik.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ik = k−1
k Ik−2. Ïîýòîìó
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I2n =
2n− 1

2n
I2n−2 =

(2n− 1)(2n− 3)

(2n)(2n− 2)
I2n−4 = . . . =

=
(2n− 1)!!

(2n)!!
I0 =

(2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2
,

I2n+1 =
2n

2n+ 1
I2n−1 = . . . =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
I1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Òàê êàê

sin2n+1 x ≤ sin2n x ≤ sin2n−1 x ∀x ∈
[
0,
π

2

]
,

òî
I2n+1 ≤ I2n ≤ I2n−1.

Ïîýòîìó
(2n)!!

(2n+ 1)!!
≤ (2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2
≤ (2n− 2)!!

(2n− 1)!!
.

Ñëåäîâàòåëüíî,(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

· 1

2n+ 1
≤ π

2
≤
(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

· 1

2n
.

Îáîçíà÷àÿ An = 1
2n+1

(
(2n)!!

(2n−1)!!

)2
, ïîëó÷àåì An ≤ π

2 ≤ An
2n+1
2n , òî

åñòü
π

2
· 2n

2n+ 1
≤ An ≤

π

2
.

Òàê êàê 2n
2n+1 → 1, òî ïî òåîðåìå î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ An →

→ π
2 .

Òåîpåìà 2. (Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.)

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
, n→∞,

òî åñòü

lim
n→∞

n! en

nn+
1
2

=
√
2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì xn = n! en

nn+1
2
. Òàê êàê
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xn−1

xn
=

nn+
1
2

ne(n− 1)n−
1
2

=

(
n− 1

n

) 1
2−n

· 1
e
,

òî

ln
xn−1

xn
=

(
1

2
− n

)
ln
n− 1

n
− 1 =

= −n
(
1− 1

2n

)
ln

(
1− 1

n

)
− 1 =

= −n
(
1− 1

2n

)(
− 1

n
− 1

2n2
− 1

3n3
+ o

(
1

n3

))
− 1 =

=

(
1− 1

2n

)(
1 +

1

2n
+

1

3n2
+ o

(
1

n2

))
− 1 =

=
1

12n2
+ o

(
1

n2

)
=

1

n2

(
1

12
+ εn

)
,

ãäå εn → 0. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî |εn| < 1
12 äëÿ

ëþáîãî n ≥ N . Èòàê, äëÿ ëþáîãî n ≥ N

0 < ln
xn−1

xn
<

1

6n2
. (1)

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî xn−1

xn
> 1 äëÿ ëþáîãî n ≥

≥ N , ò.å. íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N − 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óáûâàåò.
Ïîñêîëüêó xn > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a ≥ 0.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (1), ïîëó÷èì, ÷òî a > 0.
Çàòåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Âàëëèñà ïîêàæåì, ÷òî a =

√
2π è òåì

ñàìûì çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî.
Âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (1) äàåò ïðè k ≥ N

lnxk−1 − lnxk = ln
xk−1

xk
<

1

6k2
<

1

k2
<

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
.

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k îò N äî n, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî n >
> N

lnxN−1 − lnxn <
1

N − 1
− 1

n
<

1

N − 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, xn > C := xN−1e
− 1

N−1 > 0 ïðè âñåõ n > N . Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì a ≥ C > 0. Òàêèì îáðàçîì,
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xn =
n! en

nn+
1
2

n→∞−→ a > 0. (2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ a ïðèìåíèì ôîðìóëó Âàëëèñà

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

. (3)

Çàìå÷àÿ, ÷òî (2n− 1)!! · (2n)!! = (2n)!, ïîëó÷àåì

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

((2n)!!)2

(2n)!
=

22n(n!)2

(2n)!
.

Èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî n! = xnn
n+1

2

en . Ïîýòîìó

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

22n · x2n · n2n+1 · e2n

e2n · x2n · (2n)2n+
1
2

=
x2n · n

1
2

x2n · 2
1
2

.

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (3) âûòåêàåò

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1
· x

4
n · n

x22n · 2
=

a4

4a2
=
a2

4
.

Ïîñêîëüêó a > 0, òî a =
√
2π.

� 8. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] → R èíòåãðèðóåìà è íåîò-
ðèöàòåëüíà íà [a, b]. Òîãäà êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ

E = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì è µE =
b∫
a

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T =
= {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Ðàññìîòðèì êëåòêè

qi = {(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, 0 ≤ y ≤ mi} ,
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Qi = {(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, 0 ≤ y ≤Mi},

ãäå mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x). Çàìåòèì, ÷òî êëåòî÷-

íûå ìíîæåñòâà AT =
I∪

i=1

qi è BT =
I∪

i=1

Qi óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíè-

ÿì AT ⊂ E ⊂ BT. Ïîñêîëüêó int qi ∩ int qj = ∅ è intQi ∩ intQj = ∅
ïðè i ̸= j, òî

µ(AT) =

I∑
i=1

µ(qi) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)mi = s(f ; T),

µ(BT) =

I∑
i=1

µ(Qi) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)Mi = S(f ; T).

Ïîñêîëüêó AT ⊂ E ⊂ BT, òî

µ(AT) = µ∗(AT) ≤ µ∗(E) ≤ µ∗(E) ≤ µ∗(BT) = µ(BT).

Ñëåäîâàòåëüíî,

s(f ; T) ≤ µ∗(E) ≤ µ∗(E) ≤ S(f ; T). (1)

Îáîçíà÷èì J =
b∫
a

f(x) dx. Òàê êàê lim
ℓ(T)→0

s(f ; T) = lim
ℓ(T)→0

S(f ; T) =

= J , òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ (1) ïðè ℓ(T) → 0, ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâà J ≤ µ∗(E) ≤ µ∗(E) ≤ J . Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(E) =
= µ∗(E) = J .
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a = x0 xi−1 xi xI = b

qi

Qi

f(x)

x

Ëåììà 1. Êðóã C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ r2} èçìåðèì è
èìååò ìåðó (ïëîùàäü) πr2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîëóêðóã C+ = {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 ≤ r2, y ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé: C+ =
= {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1], 0 ≤ y ≤

√
r2 − x2}. Ïîýòîìó ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 1 ïîëóêðóã C+ èçìåðèì è µ(C+) =
∫ 1

−1

√
r2 − x2. Ïðîèç-

âîäÿ çàìåíó x = r sinφ, ïîëó÷àåì µ(C+) = r2
∫ π/2

−π/2
cos2 φdφ = πr2

2 .

Â ñèëó ñèììåòðèè íèæíèé ïîëóêðóã C− = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤
≤ r2, y ≥ 0} èìååò òó æå ìåðó: µ(C−) =

πr2

2 . Ïîñêîëüêó ýòè äâà ïî-
ëóêðóãà íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî µ(C) = µ(C−

∪
C+) =

= µ(C−) + µ(C+) = πr2.

Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x).
Ìíîæåñòâî

G =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [a, b],

√
y2 + z2 ≤ f(x)

}
(2)

íàçûâàåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Ox.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] → R èíòåãðèðóåìà è íåîò-
ðèöàòåëüíà íà [a, b]. Òîãäà òåëî âðàùåíèÿ (2) èçìåðèìî è
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µ(G) = π

b∫
a

f2(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T =
= {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. Ðàññìîòðèì öèëèíäpû:

qi = {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [xi−1, xi],
√
y2 + z2 ≤ mi},

Qi = {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [xi−1, xi],
√
y2 + z2 ≤Mi},

ãäå mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x).

Â ñèëó òåîðåìû 4 � 1 è ëåììû 1 � 7 ýòè öèëèíäðû èçìåðèìû è

µ(qi) = (xi − xi−1)πm
2
i , µ(Qi) = (xi − xi−1)πM

2
i .

Ïîñêîëüêó int qi ∩ int qj = ∅ ïðè i ̸= j, òî ìåðà ìíîæåñòâà AT =

=
I∪

i=1

qi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå µ(AT) =
∑I

i=1 µ(qi). Îáîçíà÷àÿ

φ(x) = πf2(x), ïîëó÷àåì

µ(AT) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)πm
2
i =

I∑
i=1

(xi − xi−1) inf
x∈[xi−1,xi]

φ(x) = s(φ; T).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìíîæåñòâà BT =
I∪

i=1

Qi

µ(BT) = S(φ; T).

Ïîñêîëüêó AT ⊂ G ⊂ BT, òî

µ(AT) = µ∗(AT) ≤ µ∗(G) ≤ µ∗(G) ≤ µ∗(BT) = µ(BT).

Ñëåäîâàòåëüíî,

s(φ; T) ≤ µ∗(G) ≤ µ∗(G) ≤ S(φ; T). (3)

Îáîçíà÷èì J =
b∫
a

φ(x) dx. Òàê êàê lim
ℓ(T)→0

s(φ; T) = lim
ℓ(T)→0

S(φ; T) =

= J , òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ (3) ïðè ℓ(T) → 0, ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâà J ≤ µ∗(E) ≤ µ∗(E) ≤ J . Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(E) =

= µ∗(E) = J = π
b∫
a

f2(x) dx.
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a xi−1 xi b

y

x

z

f
(x
)

AT

G

BT

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x). Ìíîæåñòâî

Q =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [a, b],

√
y2 + z2 = f(x)

}
íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f âîêðóã îñè
Ox.
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a xi−1 xi b

y

x

z

f (
x)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ êðèâóþ, ñîâïàäàþùóþ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè
f : Γ = {r(x) : x ∈ [a, b]}, ãäå r(x) = (x, f(x), 0).

Ïóñòü PT � ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â êðèâóþ Γ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàçáèåíèþ T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b]. ×åðåç QT îáîçíà÷èì ïîâåðõ-
íîñòü, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ëîìàíîé PT âîêðóã îñè Ox. Ïîâåðõ-
íîñòü QT ñîñòîèò èç I áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé óñå÷åííûõ êîíóñîâ qi =
= {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [xi−1, xi],

√
y2 + z2 = fi(x)}, ãäå ôóíêöèÿ

fi(x) çàäàåò i-é îòðåçîê ëîìàíîé PT.
Êàê èçâåñòíî èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ïëîùàäü áîêîâîé ïî-

âåðõíîñòè óñå÷åííîãî êîíóñà qi ðàâíà S(qi) =
bi(ℓi−1+ℓi)

2 , ãäå bi � äëè-
íà i-ãî çâåíà ëîìàíîé PT, ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçóþùåé óñå÷åííîãî êî-
íóñà qi, à ℓi−1, ℓi � äëèíû îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà
qi. Ïîñêîëüêó ℓi = 2πf(xi), bi =

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2,

òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî êîíóñà qi ðàâíà

S(qi) = π
√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 (f(xi−1) + f(xi)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè QT, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì
ëîìàíîé PT âîêðóã îñè Ox, ðàâíà
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S(QT) =

I∑
i=1

S(qi) =

= π

I∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 (f(xi−1) + f(xi)).

Îïpåäåëåíèå. ×èñëî S íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè âðà-
ùåíèÿ Q, åñëè S = lim

ℓ(T)→0
S(QT).

Òåîpåìà 2. Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x). Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðà-
ùåíèÿ Q ñóùåñòâóåò è ðàâíà

S = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå T = {xi}Ii=0 îòðåç-
êà [a, b]. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ∃ξi ∈ [xi−1, xi]: f(xi) −
− f(xi−1) = f ′(ξi) (xi − xi−1). Ñëåäîâàòåëüíî,

S(qi) = π
√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2(f(xi−1) + f(xi)) =

= π (xi − xi−1)
√
1 + (f ′(ξi))2 (f(xi−1) + f(xi)).

(4)
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà îãðàíè-
÷åíà íà [a, b]: ∃C ∈ R : ∀x ∈ [a, b] |f ′(x)| ≤ C. Ñëåäîâàòåëüíî,
∀x′, x′′ ∈ [a, b] |f(x′)− f(x′′)| ≤ C |x′ − x′′|. Â ÷àñòíîñòè,

|f(xi)− f(ξi)| ≤ C |xi − ξi| ≤ C ℓ(T),

|f(xi−1)− f(ξi)| ≤ C |xi−1 − ξi| ≤ C ℓ(T),

ñëåäîâàòåëüíî,

|f(xi−1) + f(xi)− 2f(ξi)| ≤

≤ |f(xi−1)− f(ξi)|+ |f(xi)− f(ξi)| ≤ 2C ℓ(T).
(5)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x) = 2π f(x)
√
1 + (f ′(x))2. Èç ôîðìóë

(4), (5) ñëåäóåò, ÷òî

236



|S(qi)− (xi − xi−1)φ(ξi)| =
∣∣∣∣π (xi − xi−1)

√
1 + (f ′(ξi))2 ×

× (f(xi−1) + f(xi)− 2f(ξi))

∣∣∣∣ ≤ π (xi − xi−1)
√

1 + C2 2Cℓ(T).

Èç òî÷åê ξi ∈ [xi−1, xi] ñîñòàâèì âûáîðêó ξT = {ξi}Ii=1. Èç ïðåäû-
äóùåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó áëèçîñòè ïëîùàäè

ïîâåðõíîñòè QT è ñóììû Ðèìàíà σ(φ; T; ξT) =
I∑

i=1

(xi − xi−1)φ(ξi):

|S(QT)− σ(φ; T; ξT)| =
I∑

i=1

(S(qi)− (xi − xi−1)φ(ξi)) ≤

≤ 2π
√

1 + C2 C ℓ(T)

I∑
i=1

(xi − xi−1) = 2π
√

1 + C2 C ℓ(T) (b− a),

ñëåäîâàòåëüíî,

S(QT)− σ(φ; T; ξT)→ 0 ïðè ℓ(T)→ 0. (6)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(x) íåïðåðûâíà, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà

[a, b], è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim
ℓ(T)→0

σ(φ; T; ξT) =
b∫
a

φ(x) dx.

Îòñþäà è èç (6) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
ℓ(T)→0

S(QT) =
b∫
a

φ(x) dx,

ò. å. ñóùåñòâóåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Q:

S(Q) =

b∫
a

φ(x) dx = 2π

b∫
a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx.

Äëèíà äóãè

Ïóñòü êðèâàÿ Γ çàäàíà íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t): Γ =
= {r(t) : t ∈ [a, b]}. Íàïîìíèì, ÷òî ëîìàíîé PT, âïèñàííîé â êðè-
âóþ Γ è ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ T = {ti}Ii=0, íàçûâàåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð îòðåçêîâ

PT = {[r(t0), r(t1)], . . . , [r(tI−1), r(tI)]} .
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Äëèíà ëîìàíîé PT ðàâíà |PT| =
I∑

i=1

|r(ti) − r(ti−1)|, à äëèíîé êðè-

âîé Γ íàçûâàåòñÿ |Γ| = sup
T
|PT| � ñóïðåìóì äëèí ëîìàíûõ ïî âñåì

ðàçáèåíèÿì T îòðåçêà [a, b].

Òåîpåìà 3. Åñëè êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} çàäàíà íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t) (ò. å. ïðîèçâîäíàÿ
r′(t) íåïðåðûâíà íà [a, b]), òî

|Γ| =
b∫

a

|r′(t)| dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåìåííóþ äëèíó äóãè s(t) =
= |Γt|, ãäå Γt = {r(ξ) : ξ ∈ [a, t]}. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå
5, s′(t) = |r′(t)| ∀t ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�

Ëåéáíèöà |Γ| = s(b) = s(b)− s(a) =
b∫
a

s′(t) dt =
b∫
a

|r′(t)| dt.

� 9. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ r(t) èìååò
êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [a, b], åñëè ïðîèçâîä-
íàÿ ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ
îòðåçêà [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ r′(t)
èìååò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} ⊂ Rn çà-
äàíà íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t), èìåþùåé íà [a, b] êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Γ çàäàíà íåïðåðûâ-
íàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(r). Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî
ðîäà ôóíêöèè f(r) ïî êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
ôóíêöèè φ(t) = f(r(t))|r′(t)| ïî îòðåçêó [a, b]:∫

Γ

f(r) ds =

b∫
a

f(r(t)) |r′(t)| dt. (1)

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ(t) = f(r(t))|r′(t)| êóñî÷íî-
íåïðåðûâíà íà [a, b], òî èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè êðèâàÿ Γ çàäàíà â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçà-
öèè r(s), òî |r′(s)| = 1, è ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

∫
Γ

f(r) ds =

|Γ|∫
0

f(r(s)) ds.

Òåîpåìà 1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò
îò ïàðàìåòðèçàöèè.

Òî÷íåå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè r(t) è ϱ(τ) íåïðåðûâíû è èìåþò
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà îòðåçêàõ [t1, t2] è [τ1, τ2] ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïóñòü ýòè âåêòîð-ôóíêöèè çàäàþò îäíó è òó æå êðèâóþ

Γ = {r(t) : t ∈ [t1, t2]} = {ϱ(τ) : τ ∈ [τ1, τ2]},

ò. å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ τ(t), íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
íà [t1, t2] è òàêàÿ, ÷òî τ(t1) = τ1, τ(t2) = τ2 è r(t) = ϱ(τ(t)) ∀t ∈
∈ [t1, t2]. Áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ τ(t)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [t1, t2]. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Γ çà-
äàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(r). Òîãäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∫
Γ

f(r) ds, âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè r(t), ñîâïàäàåò ñ

êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
∫
Γ

f(r) ds, âû÷èñëåííûì ñ ïîìîùüþ ïà-

ðàìåòðèçàöèè ϱ(τ), ò. å.

t2∫
t1

f(r(t)) |r′(t)| dt =
τ2∫

τ1

f(ϱ(τ)) |ϱ′(τ)| dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè
r′(t) = ϱ′(τ(t)) · τ ′(t). Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà τ ′(t) ≥ 0 ïîëó÷àåì
|r′(t)| = |ϱ′(τ(t))| · τ ′(t). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå î çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå,

τ2∫
τ1

f(ϱ(τ)) |ϱ′(τ)| dτ =
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=

t2∫
t1

f(ϱ(τ(t))) |ϱ′(τ(t))| τ ′(t) dt =
t2∫

t1

f(r(t)) |r′(t)| dt.

Ëåììà 1. Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå èçìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} çàäàíà
íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t), èìåþùåé êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ. Ââåäåì ïàðàìåòp τ = −t. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ
ϱ(τ) = r(−τ) çàäàåò êðèâóþ Γ− = {ϱ(τ) : τ ∈ [−b,−a]}, ïîëó-
÷åííóþ èç êðèâîé Γ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
òî÷êà r1 ∈ Γ ñëåäóåò çà òî÷êîé r2 ∈ Γ â ñìûñëå îðèåíòàöèè êðèâîé
Γ, òî r1 = r(t1), r2 = r(t2), t1 > t2. Ïîýòîìó r1 = ϱ(−t1), r2 = ϱ(−t2),
−t1 < −t2, ò. å. òî÷êà r1 ïðåäøåñòâóåò òî÷êå r2 â ñìûñëå îðèåíòàöèè
êðèâîé Γ−.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(r) ïî êðèâûì Γ è Γ− ñîâïàäàþò. Ïðîèçâîäÿ
çàìåíó ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì∫
Γ−

f(r) ds =

−a∫
−b

f(ϱ(τ)) |ϱ′(τ)| dτ t=−τ
=

=

a∫
b

f(ϱ(−t)) |ϱ′(−t)| (−dt) =
b∫

a

f(r(t)) |r′(t)| dt =
∫
Γ

f(r) ds.

Çàìå÷àíèå. (Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà ïåðâîãî ðîäà.) Åñëè f(r) = 1 ∀r ∈ Γ, òî êðèâîëèíåéíûé èí-
òåãðàë

∫
Γ

f(r) ds ðàâåí äëèíå êðèâîé Γ. Åñëè f(r) ≥ 0, òî êðèâîëè-

íåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàññó
êðèâîé Γ ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ f(r).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} ⊂ Rn çàäà-
íà íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t), èìåþùåé íà [a, b] êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Γ çàäàíà íåïðå-
ðûâíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F (r). Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðà-
ëîì âòîðîãî ðîäà âåêòîð-ôóíêöèè F ïî êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ îïðå-

äåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè φ(t) =
(
F (r(t)), r′(t)

)
ïî îòðåçêó [a, b]:
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∫
Γ

(
F (r), dr

)
=

b∫
a

(
F (r(t)), r′(t)

)
dt. (2)

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ(t) =
(
F (r(t)), r′(t)

)
êóñî÷íî-

íåïðåðûâíà íà [a, b], òî èíòåãðàë (2) ñóùåñòâóåò.

Òåîpåìà 2. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íå çàâèñèò
îò ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ïîýòî-
ìó ïðèâåäåì åãî â ñîêðàùåííîì âèäå. Ïóñòü êðèâàÿ Γ çàäàíà â äâóõ
ïàðàìåòðèçàöèÿõ:

Γ = {r(t) : t ∈ [t1, t2]} = {ϱ(τ) : τ ∈ [τ1, τ2]}.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì

τ2∫
τ1

(
F (ϱ(τ)), ϱ′(τ)

)
dτ =

=

t2∫
t1

(
F (ϱ(τ(t))), ϱ′(τ(t))

)
τ ′(t)dt =

t2∫
t1

(
F (r(t)), r′(t)

)
dt.

Ëåììà 2. Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ìåíÿåò çíàê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]}
çàäàíà íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé r(t), èìåþùåé êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Èçìåíèâ îðèåíòàöèþ êðèâîé Γ, ïîëó÷à-
åì êðèâóþ Γ− = {ϱ(τ) : τ ∈ [−b,−a]}, çàäàííóþ âåêòîð-ôóíêöèåé
ϱ(τ) = r(−τ). Â ñèëó òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííûõ â îïðåäåëåííîì
èíòåãðàëå èìååì

∫
Γ−

(
F (r), dr

)
=

−a∫
−b

(
F (ϱ(τ)), ϱ′(τ)

)
dτ

t=−τ
=
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=

a∫
b

(
F (r(t)), −r′(t)

)
(−dt) =

a∫
b

(
F (r(t)), r′(t)

)
dt =

= −
b∫

a

(
F (r(t)), r′(t)

)
dt = −

∫
Γ

(
F (r), dr

)
.

Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ Γ ⊂ R3 çàäàíà

âåêòîð-ôóíêöèåé r(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
, t ∈ [a, b], à ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ èìååò âèä F (r) = F (x, y, z) =

=
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-

ðîãî ðîäà çàïèñûâàþò â âèäå∫
Γ

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

b∫
a

(
P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t)) y′(t) +

+R(x(t), y(t), z(t)) z′(t)
)
dt.

Çàìå÷àíèå. (Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíòåãðàëà âòîðîãî ðî-
äà.) Ïóñòü çàäàíû êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ = {r(t) ∈ R3 : t ∈
∈ [a, b]}, íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F : Γ → R3 è ðàçáèåíèå T =
= {ti}Ii=0 îòðåçêà [a, b] ñ ìåëêîñòüþ ℓ(T). Çàìåòèì, ÷òî

lim
ℓ(T)→0

I∑
i=1

(
F (r(ti)), r(ti)− r(ti−1)

)
=

= lim
ℓ(T)→0

I∑
i=1

(
F (r(ti)), r

′(ti)
)
(ti − ti−1) =

=

b∫
a

(
F (r(t)), r′(t)

)
dt =

∫
Γ

(
F (r), dr

)
.

242



Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(
F (r(ti)), r(ti)−r(ti−1)

)
ðàâ-

íî ðàáîòå ñèëû F (r(ti)) âäîëü îòðåçêà [r(ti−1), r(ti)], òî êðèâîëèíåé-

íûé èíòåãðàë
∫
Γ

(
F (r), dr

)
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàáîòó ñè-

ëû F (r) âäîëü êðèâîé Γ.

243



Ãëàâà 8

ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃPÀË

� 1. Îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ëó÷å [a,+∞)
è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > a ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
+∞∫
a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

x

f(x)

a b

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ, èíà÷å � ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà, êîòîðûé ìû èçó÷àëè äî ñèõ ïîð,
áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫

−∞
f(x) dx

äëÿ ôóíêöèè f(x), èíòåãðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì
îòðåçêå èç ëó÷à (−∞, b]:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx.
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Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàë
+∞∫
1

dx
xα

ñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðè α ̸= 1 èìååì
b∫
1

dx
xα = 1

1−α
1

xα−1

∣∣∣∣b
1

= 1
1−α

(
1

bα−1 − 1
)
.

Ïîýòîìó lim
b→+∞

b∫
1

dx
xα =

{
1

α−1 ïðè α > 1

+∞ ïðè α < 1
.

Ïðè α = 1 ïîëó÷àåì
b∫
1

dx
xα = ln b→ +∞ (b→ +∞). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè α > 1 èíòåãðàë
+∞∫
1

dx
xα ñõîäèòñÿ, à ïðè α ≤ 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïîëóèíòåð-
âàëå [a, b) è èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåç-

êå [a, b′] ⊂ [a, b). Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
b∫
a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ

lim
b′→b−0

b′∫
a

f(x) dx.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx äëÿ

ôóíêöèè f(x), èíòåãðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îò-
ðåçêå [a′, b] ⊂ (a, b]:

b∫
a

f(x) dx = lim
a′→a+0

b∫
a′

f(x) dx.

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx, òî

íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû lim
b′→b−0

b′∫
a

f(x) dx è lim
a′→a+0

b∫
a′
f(x) dx ñóùå-

ñòâóþò è ðàâíû ñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóå-

ìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà, ò. å.

∃M ∈ R : ∀x ∈ [a, b] ↪→ |f(x)| ≤ M . Ïîýòîìó

∣∣∣∣∣ b∫b′ f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

≤M |b− b′| → 0 ïðè b′ → b− 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, lim
b′→b−0

b′∫
a

f(x) dx =
b∫
a

f(x) dx − lim
b′→b−0

b∫
b′
f(x) dx =

=
b∫
a

f(x) dx. Àíàëîãè÷íî, lim
a′→a+0

b∫
a′
f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà
îòðåçêå [a, b], à íà ëþáîì îòðåçêå [a, b′] ⊂ [a, b) ôóíêöèÿ f(x) èíòå-

ãðèðóåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b], òî
∃M ∈ R : ∀x ∈ [a, b] ↪→ |f(x)| ≤ M . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-
ëî ε > 0 è îïðåäåëèì b′ ∈ [a, b) òàê, ÷òîáû b− b′ < ε

8M . Ëþáîìó ðàç-
áèåíèþ T = {xi}Ii=0 îòðåçêà [a, b] ñîïîñòàâèì ðàçáèåíèå T′ îòðåçêà
[a, b′], ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ T, ïîïàâøèõ íà îòðåçîê [a, b′]
è òî÷êè b′: T′ = {x0, x1, . . . , xj−1, b

′}, ãäå j îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ
xj−1 < b′ ≤ xj .

Ðàçîáüåì ðàçíîñòü ñóìì Äàpáó ∆(f ; T) íà äâà ñëàãàåìûõ:

∆(f ; T) =

I∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(f) = ∆[a,xj−1] +∆[xj−1,b],

ãäå

∆[a,xj−1] =

j−1∑
i=1

(xi − xi−1)ωi(f), ∆[xj−1,b] =

I∑
i=j

(xi − xi−1)ωi(f).

Çàìåòèì, ÷òî ∆[a,xj−1] ≤ ∆(f ; T′). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ωi(f) ≤
≤ 2M , òî ∆[xj−1,b] ≤ 2M (b−xj−1) = 2M (b− b′+ b′−xj−1) ≤ 2M (b−
− b′ + ℓ(T)) < 2M ( ε

8M + ℓ(T)) = ε
4 + 2M ℓ(T). Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(f ; T) ≤ ∆(f ; T
′) +

ε

4
+ 2M ℓ(T).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b′], òî â ñèëó êðèòåðèÿ
èíòåãðèðóåìîñòè

∃δ0 > 0 ∀T′ : ℓ(T
′) ≤ δ0 ↪→ ∆(f ; T

′) ≤ ε

4
.

Îïðåäåëèâ δ = min{δ0, ε
8M }, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ

T îòðåçêà [a, b] òàêîãî, ÷òî ℓ(T) ≤ δ, âûïîëíÿåòñÿ ℓ(T′) ≤ ℓ(T) ≤ δ ≤
≤ δ0, ñëåäîâàòåëüíî, ∆(f ; T′) ≤ ε

4 . Ïîýòîìó
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∆(f ; T) ≤
ε

4
+
ε

4
+ 2M ℓ(T) ≤

ε

2
+ 2M

ε

8M
=
ε

2
+
ε

4
< ε.

Èòàê, ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀T : ℓ(T) ≤ δ ↪→ ∆(f ; T) ≤ ε. Îòñþäà

ïî êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå
b∫
a

f(x) dx â

ñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè îãðàíè÷åí-
íàÿ íà (a, b] ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a′, b] ⊂ (a, b],
òî ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
sin 1

x , x ∈ (0, 1],
0, x = 0

èíòåãðèðóåìà (â ñîáñòâåííîì
ñìûñëå) íà [0, 1].

sin(1/x)

x

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] è
íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî-
÷åê, òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå èç
òåîðåìû 1 è èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ðàçðûâà ìîæåò
íå èìåòü ïðåäåëà, à çíà÷èò, íå áûòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé.

Îïpåäåëåíèå. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íåñîáñòâåí-

íîãî èíòåãðàëà
c∫
b

f(x) dx, åñëè b ≤ a ≤ c è ôóíêöèÿ f íåîãðàíè-

÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
c∫

−∞
f(x) dx,

+∞∫
b

f(x) dx ñèìâîëû ±∞ âñåãäà ñ÷èòàþòñÿ îñîáûìè òî÷-

êàìè.
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Ñëåäñòâèå. Èç ëåììû 1 è òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî íåñîáñòâåí-

íûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx áåç îñîáûõ òî÷åê âñåãäà ñõîäèòñÿ. Áîëåå òî-

ãî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx, ðàâ-

íûé íåñîáñòâåííîìó. Ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü íåñîá-
ñòâåííûå èíòåãðàëû áåç îñîáûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàë
1∫
0

dx
xα

ñõîäèòñÿ.
Ðåøåíèå. Ïðè α ≤ 0 ôóíêöèÿ 1

xα îãðàíè÷åíà íà (0, 1), è, ñëåäî-
âàòåëüíî, äàííûé èíòåãðàë íå èìååò îñîáåííîñòåé. Ïðè α > 0 äàí-

íûé èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå x = 0, ïîýòîìó
1∫
0

dx
xα =

= lim
b→+0

1∫
b

dx
xα .

Ïðè α ̸= 1, b ∈ (0, 1) èìååì
1∫
b

dx
xα = 1

1−α
1

xα−1

∣∣∣∣1
b

= 1
1−α

(
1− 1

bα−1

)
.

Ïîýòîìó lim
b→+0

1∫
b

dx
xα =

{
+∞ ïðè α > 1
1

1−α ïðè α < 1
.

Ïðè α = 1
1∫
b

dx
xα = − ln b → +∞ (b → +0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

α < 1 èíòåãðàë
1∫
0

dx
xα ñõîäèòñÿ, à ïðè α ≥ 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Ëåììà 2. (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè.) Ïóñòü çàäàíû a, a1 ∈ R è
b ∈ R

∪
{+∞}, a < a1 < b. Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a, b) îïðåäåëå-

íà ôóíêöèÿ f(x), èíòåãðèðóåìàÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì

îòðåçêå [a, b′] ⊂ [a, b). Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
b∫
a

f(x) dx è

b∫
a1

f(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, à â ñëó÷àå èõ ñõî-

äèìîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b∫
a

f(x) dx =

a1∫
a

f(x) dx+

b∫
a1

f(x) dx. (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè b′ ∈ [a, b) èìååò ìåñòî
b′∫
a

f(x) dx =
a1∫
a

f(x) dx +
b′∫
a1

f(x) dx, òî êîíå÷íûå ïðåäåëû
b∫
a

f(x) dx =

= lim
b′→b−0

b′∫
a

f(x) dx è
b∫

a1

f(x) dx = lim
b′→b−0

b′∫
a1

f(x) dx ñóùåñòâóþò èëè

íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî, è â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà (1).

Çàìå÷àíèå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñõîäè-
ìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè ëèøü â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Â ëåììå 2
ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
ñ îñîáåííîñòüþ íà ïðàâîì êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Àíà-
ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
ñ îñîáåííîñòüþ íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ îäíîé
îñîáåííîñòüþ. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáåííîñòåé.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
(a, b) çàäàíà ôóíêöèÿ f(x), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê xi (i = 0, ..., I):
a = x0 < x1 < ... < xI = b. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà â ñîá-
ñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (a, b), íå ñîäåðæàùåì òî-
÷åê xi. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êè ξi ∈ (xi−1, xi) (i =

= 1, ..., I). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ, åñëè âñå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ îäíîé îñîáåííîñòüþ
ξi∫

xi−1

f(x) dx è
xi∫
ξi

f(x) dx ñõîäÿòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ. Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ, òî åãî çíà÷åíèå îïðåäåëèì êàê ñóììó íåñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëîâ ñ îäíîé îñîáåííîñòüþ:

b∫
a

f(x) dx =

I∑
i=1

 ξi∫
xi−1

f(x) dx+

xi∫
ξi

f(x) dx

 .
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Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü è çíà÷åíèå èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê ξi.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû ñ îñîáåííî-
ñòüþ íà ïðàâîì êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðàëû ñ
îñîáåííîñòüþ íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Èíòåãðàëû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáåííîñòåé
ñâîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåãðàëîâ ñ îäíîé îñîáåííîñòüþ.

Òåîpåìà 2. (Ëèíåéíîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.) Åñëè ôóíê-
öèè f è g èíòåãðèðóåìû â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îò-

ðåçêå èç ïðîìåæóòêà [a, b) è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
b∫
a

f(x) dx,

b∫
a

g(x) dx ñõîäÿòñÿ, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

(
αf(x) + βg(x)

)
dx ñõîäèòñÿ è ðàâåí α

b∫
a

f(x) dx+ β
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
äëÿ ëþáîãî b′ ∈ [a, b) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b′∫
a

(
αf(x) + βg(x)

)
dx = α

b′∫
a

f(x) dx+ β

b′∫
a

g(x) dx.

Ïîñêîëüêó ïðè b′ → b − 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë âûðàæåíèÿ,
ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè b′ →
→ b− 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ, à èíòåãðàë

b∫
a

g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë
b∫
a

(f(x) + g(x)) dx ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû èíòåãðàë
b∫
a

(f(x)+ g(x)) dx ñõîäèëñÿ,
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òî ïîñêîëüêó f(x) = (f(x)+ g(x))− g(x) ïî òåîðåìå 2 ìû áû ïîëó÷è-

ëè ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïî óñëîâèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
b∫
a

(f(x) + g(x)) dx ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè èíòåãðàëû
b∫
a

f(x) dx è
b∫
a

g(x) dx ðàñõîäÿòñÿ,

òî èíòåãðàë
b∫
a

(f(x) + g(x)) dx ìîæåò áûòü êàê ñõîäÿùèìñÿ, òàê è

ðàñõîäÿùèìñÿ.

Òåîpåìà 3. (Çàìåíà ïåðåìåííîé.) Ïóñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ x(t) ïåðåâîäèò ïðîìåæó-
òîê [t0, β) â ïðîìåæóòîê [x0, b). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
ïðîìåæóòêå [x0, b). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b∫
x0

f(x) dx =

β∫
t0

f(x(t))x′(t) dt, (2)

îçíà÷àþùàÿ, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç óêàçàííûõ èíòåãðàëîâ ñõî-
äèòñÿ, òî äðóãîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è èõ çíà÷åíèÿ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå îá îäíîñòîðîííåì ïðåäåëå âîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèè

lim
t→β−0

x(t) = sup
t∈(t0,β)

x(t) = sup [x0, b) = b.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåé íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ t(x), ïðè÷åì

lim
x→b−0

t(x) = sup
x∈(x0,b)

t(x) = sup [t0, β) = β.

Â ñèëó òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé â ñîáñòâåííîì èíòåãðàëå

b′∫
x0

f(x) dx =

β′∫
t0

f(x(t))x′(t) dt,
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ãäå b′ = x(β′) ∈ (x0, b), β′ = t(b′) ∈ (t0, β).

Åñëè èíòåãðàë
b∫

x0

f(x) dx ñõîäèòñÿ, òî

lim
β′→β−0

β′∫
t0

f(x(t))x′(t) dt = lim
β′→β−0

x(β′)∫
x0

f(x) dx =

= lim
b′→b−0

b′∫
x0

f(x) dx =

b∫
x0

f(x) dx,

ò. å. íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
β∫
t0

f(x(t))x′(t) dt ñõîäèòñÿ è âû-

ïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (2). Àíàëîãè÷íî, åñëè íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë
β∫
t0

f(x(t))x′(t) dt ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
x0

f(x) dx è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2).

Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàë
+∞∫
e

dx
x lnα x ñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðìåííîé x = et, ïîëó÷àåì
+∞∫
e

dx
x lnα x =

+∞∫
1

dt
tα . Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ïðèìåðà 1, ïîëó÷àåì,

÷òî èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤
≤ 1.

� 2. Íåñîáñòâåííûå èíòåðàëû
îò çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû îò ôóíêöèé,
ïðèíèìàþùèõ ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(x)
ïðèíèìàåò ëèøü íåïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f(x) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñõî-
äèìîñòü èíòåãðàëà îò ôóíêöèè −f(x), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ëèøü
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò
íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà â ñîá-
ñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå èç ïðîìåæóòêà [a, b) è f(x) ≥ 0

∀x ∈ [a, b). Òîãäà ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx ýêâèâàëåíòíà óñëî-

âèþ sup
b′∈[a,b)

b′∫
a

f(x) dx < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(x) ≥ 0, òî ôóíêöèÿ F (b′) =

=
b′∫
a

f(x) dx íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b). Ïî òåîðåìå îá îäíîñòîðîí-

íåì ïðåäåëå ìîíîòîííîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêî-
íå÷íûé ïðåäåë lim

b′→b−0
F (b′) = sup

b′∈[a,b)

F (b′). Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë lim
b′→b−0

F (b′), ò. å. êîãäà sup
b′∈[a,b)

F (b′) < +∞.

Òåîpåìà 2. (Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü ôóíêöèè f è
g èíòåãðèðóåìû â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå èç ïðîìå-
æóòêà [a, b) è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0 ≤
≤ f(x) ≤ g(x). Òîãäà

à) èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
b∫
a

g(x) dx ñëåäóåò ñõî-

äèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx;

á) èç ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx ñëåäóåò

ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà f(x) ≤ g(x) ñëåäóåò, ÷òî

sup
b′∈[a,b)

b′∫
a

f(x) dx ≤ sup
b′∈[a,b)

b′∫
a

g(x) dx. Åñëè
b∫
a

g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî

sup
b′∈[a,b)

b′∫
a

g(x) dx < +∞, ñëåäîâàòåëüíî, sup
b′∈[a,b)

b′∫
a

f(x) dx < +∞ è ïî
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òåîðåìå 1 èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ. Ïóíêò (à) äîêàçàí. Ïóíêò (á)

ñëåäóåò èç ïóíêòà (à).

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè
f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ ïðè x→
→ b−0 è ïèñàòü f(x)

ñõ.∼ g(x) ïðè x→ b−0, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà
m > 0, M > 0, b1 < b òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [b1, b) âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

mg(x) ≤ f(x) ≤M g(x).

Çàìåòèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè f è g ýêâèâàëåíòíû â
ñìûñëå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî-
âðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f(x) = O(g(x)) è g(x) = O(f(x)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→b−0

f(x)
g(x) = C ̸= 0,

òî f(x)
ñõ.∼ g(x) ïðè x→ b− 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a, b) çàäàíû íåîòðèöàòåëüíûå
ôóíêöèè fi(x), gi(x), i = 1, 2, 3, ïðè÷åì ∀x ∈ [a, b) ↪→ f3(x) >
> 0, g3(x) > 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ

fi(x)
ñõ.∼ gi(x) ïðè x→ b− 0, i = 1, 2, 3

ñëåäóåò óñëîâèå

f1(x) f2(x)

f3(x)

ñõ.∼ g1(x) g2(x)

g3(x)
ïðè x→ b− 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé â
ñìûñëå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, 3

∃bi ∈ [a, b), mi>0, Mi>0 : ∀x ∈ [bi, b) ↪→ mi fi(x) ≤ gi(x) ≤Mi fi(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò b′ = max{b1, b2, b3} òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ [b′, b) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

m1m2

M3

f1(x) f2(x)

f3(x)
≤ g1(x) g2(x)

g3(x)
≤ M1M2

m3

f1(x) f2(x)

f3(x)
.
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Òåîpåìà 3. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü íåîòðèöàòåëü-
íûå ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì
îòðåçêå èç ïðîìåæóòêà [a, b) è ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëîâ ïðè x→ b− 0. Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
b∫
a

f(x) dx

è
b∫
a

g(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(x)
ñõ.∼ g(x) ïðè x→ b− 0, òî

∃m,M > 0, ∃b1 ∈ [a, b) : ∀x ∈ [b1, b) ↪→ mg(x) ≤ f(x) ≤M g(x).

Â ñèëó ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè (ëåììà 2 � 1) ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäè-

ìîñòü èíòåãðàëîâ
b∫
a

f(x) dx è
b∫
a

g(x) dx íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïðîìåæó-

òîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b) çàìåíèòü íà ïðîìåæóòîê [b1, b). Ïóñòü èí-

òåãðàë
b∫
a

g(x) dx ñõîäèòñÿ, òîãäà ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
b∫

b1

g(x) dx, è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
b∫

b1

M g(x) dx. Îòñþäà â ñèëó ïðèçíà-

êà ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫

b1

f(x) dx, à çíà÷èò, è

èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx. Àíàëîãè÷íî, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

g(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé f(x) è g(x)
â òåîðåìå 3 ñóùåñòâåííî. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî èíòåãðàë
+∞∫
1

sin x√
x
dx ñõîäèòñÿ, à èíòåãðàë

+∞∫
1

sin x√
x

(
1 + sin x√

x

)
dx

ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ 1 + sin x√
x

ñõ.∼ 1 ïðè x→ +∞.

Ïpèìåp. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü

+∞∫
1

arctg x sin
(
2+cos x

x2

)
(ex + 1)α

dx.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè x → +∞ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â ñìûñëå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ:

lim
x→+∞

arctg x =
π

2
⇒ arctg x

ñõ.∼ 1;

sin t
ñõ.∼ t ïðè t =

2+cosx

x2
→ 0 ⇒ sin

(
2+cosx

x2

)
ñõ.∼ 2+cosx

x2
;

1 ≤ 2 + cosx ≤ 3 ⇒ sin

(
2 + cosx

x2

)
ñõ.∼ 2 + cosx

x2
ñõ.∼ 1

x2
;

lim
x→+∞

(ex + 1)α

eαx
= 1 ⇒ (ex + 1)α

ñõ.∼ eαx.

Îòñþäà è èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì

arctg x sin 1
x2

(ex + 1)α
ñõ.∼ 1

x2 eαx
ïðè x→ +∞.

Ïðè α ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ 1
x2 eαx ≤ 1

x2 ∀x ≥ 1. Ïîñêîëüêó
+∞∫
1

dx
x2

ñõîäèòñÿ, òî ïðè α ≥ 0 èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â ñèëó ïðèçíàêà
ñðàâíåíèÿ.

Ïðè α < 0 âûïîëíÿåòñÿ 1
x2 eαx → +∞ (x → +∞), ñëåäîâàòåëüíî,

∃x0 ≥ 1 : ∀x ≥ x0 ↪→ 1
x2 eαx ≥ 1. Ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

dx ðàñõî-

äèòñÿ, òî â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ïðè α < 0 èñõîäíûé èíòåãðàë
ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [1,+∞) → (0,+∞) íåñòðîãî óáû-

âàåò. Êàê ñâÿçàíî óñëîâèå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
+∞∫
1

f(x) dx c óñëî-

âèåì f(x) = o
(
1
x

)
ïðè x→ +∞, ò. å. lim

x→+∞
x f(x) = 0 ?

� 3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé Êîøè.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà
â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå èç ïðîìåæóòêà [a, b). Íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè:
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∀ε > 0 ∃ξ ∈ (a, b) : ∀b1, b2 ∈ (ξ, b) ↪→

∣∣∣∣∣∣
b2∫

b1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (t) =
t∫
a

f(x) dx.

Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
t→b−0

F (t). Èç êðèòåðèÿ Êîøè

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êî-
íå÷íîãî ïðåäåëà lim

t→b−0
F (t) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü (ξ, b) òî÷êè b òàêàÿ, ÷òî
∀b1, b2 ∈ (ξ, b) ↪→ |F (b2)− F (b1)| < ε. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî F (b2) −

− F (b1) =
b2∫
b1

f(x) dx, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå. Êðèòåðèé Êîøè ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò çíàêîïå-
ðåìåííûõ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå ê óñëîâèþ Êîøè ñõîäè-
ìîñòè ýòîãî èíòåãðàëà, ò. å.

∃ε > 0 : ∀ξ ∈ (a, b) ∃b1, b2 ∈ (ξ, b) :

∣∣∣∣∣∣
b2∫

b1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ ε.
Îïpåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)| dx.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñ-
ëå íà ëþáîì îòðåçêå èç ïðîìåæóòêà [a, b). Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èíòåãðàë
b∫
a

|f(x)| dx ñõîäèòñÿ, òî âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè åãî ñõîäèìîñòè:

∀ε > 0 ∃ξ ∈ (a, b) : ∀b1, b2 ∈ (ξ, b) ↪→

∣∣∣∣∣∣
b2∫

b1

|f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ïîñêîëüêó

∣∣∣∣∣b2∫b1 f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣b2∫b1 |f(x)| dx
∣∣∣∣∣, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Êîøè ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx. Îòñþäà ïî êðèòåðèþ Êîøè

ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ èç èíòåãðèðóåìîñòè
ìîäóëÿ ôóíêöèè íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ñàìîé ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
1, åñëè x èpðàöèîíàëüíîå,
−1, åñëè x ðàöèîíàëüíîå

íåèíòåãðèðóåìà, à åå ìîäóëü |f(x)| = 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, èíòåãðè-
ðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ëþáîì îòðåçêå.

Îïpåäåëåíèå. Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, íî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Òåîpåìà 3. (Ïðèçíàê Äèðèõëå.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâ-
íà, à ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå
[a, b), b ∈ R ∪ {+∞}. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f îãðàíè÷åíà íà [a, b);
2) lim

x→b−0
g(x) = 0;

3) ôóíêöèÿ g íåñòðîãî óáûâàåò íà [a, b), ò. å. g′(x) ≤ 0 ∀x ∈ [a, b).

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g(x) dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) ôóíêöèè
f(x) îãðàíè÷åíà, ò. å.
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∃C ∈ R : ∀x ∈ [a, b) ↪→ |F (x)| ≤ C. (1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b′ ∈ (a, b) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

b′∫
a

f(x) g(x) dx =

b′∫
a

g(x) dF (x) = g(x)F (x)

∣∣∣∣b′
a

−
b′∫

a

F (x) g′(x) dx. (2)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

lim
b′→b−0

b′∫
a

g′(x) dx = lim
b′→b−0

g(b′) − g(a) = −g(a), ñëåäîâàòåëüíî,

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

g′(x) dx ñõîäèòñÿ. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà

|g′(x)| = −g′(x) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

|g′(x)| dx, à çíà÷èò,

è èíòåãðàëà
b∫
a

C |g′(x)| dx. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (1), â ñèëó ïðèçíàêà

ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

|F (x) g′(x)| dx. Îòñþäà

ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

F (x) g′(x) dx. Èíûìè

ñëîâàìè,

∃ lim
b′→b−0

b′∫
a

F (x) g′(x) dx ∈ R. (3)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (x) îãðàíè÷åíà è lim
x→b−0

g(x) = 0,

òî lim
x→b−0

g(x)F (x) = 0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
b′→b−0

g(x)F (x)

∣∣∣∣b′
a

= −g(a)F (a). Îòñþäà è èç óñëîâèé (2), (3) ïî-

ëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà lim
b′→b−0

b′∫
a

f(x) g(x) dx, ò. å.

ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) g(x) dx.

Èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåðàëîâ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ (îáîñíîâàíèå ñõîäè-
ìîñòè, ðàñõîäèìîñòè, àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè è îòñóòñòâèÿ àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà).
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Ïpèìåp. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

èíòåãðàë
+∞∫
1

sin x dx
xα .

Ðåøåíèå. 1) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α > 0 äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ
ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ sinx èìååò îãðàíè-
÷åííóþ ïåðâîîáðàçíóþ − cosx, à ôóíêöèÿ 1

xα ïðè α > 0 óáûâàåò íà
[1,+∞) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè sinx
è 1

xα íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [1,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
α > 0 âñå óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äèðèõëå âûïîëíåíû è äàííûé èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ.

2) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α ≤ 0 äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ â ñèëó
êðèòåðèÿ Êîøè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α ≤ 0, n ∈ N èìååì
2πn+π∫
2πn

sin x dx
xα ≥

2πn+π∫
2πn

sin x dx
(2πn)α = 1

(2πn)α

2πn+π∫
2πn

sinx dx = 2
(2πn)α ≥ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∃ε0 = 1 : ∀ξ ∃b1 = 2πn > ξ, b2 = 2πn+ π > ξ :

∣∣∣∣∣b2∫b1 sin x dx
xα

∣∣∣∣∣ > ε0,

ò. å. âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî
èíòåãðàëà.

3) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α > 1 äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïîñêîëüêó
∣∣ sin x

xα

∣∣ ≤ 1
xα , à èíòåãðàë

+∞∫
1

dx
xα ñõîäèòñÿ ïðè α > 1, òî ïðè

ýòèõ α èíòåãðàë
+∞∫
1

∣∣ sin x
xα

∣∣ dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ.

4) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α ∈ (0, 1] äàííûé èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ. Ïîñêîëüêó 0 ≤ | sinx| ≤ 1, òî | sinx| ≥

≥ sin2 x = 1−cos 2x
2 . Ïðè α ∈ (0, 1] èíòåãðàë

+∞∫
1

dx
xα ðàñõîäèòñÿ, à èí-

òåãðàë
+∞∫
1

cos 2x dx
xα ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå (òàê êàê ôóíêöèÿ

cos 2x èìååò îãðàíè÷åííóþ ïåðâîîáðàçíóþ, à ôóíêöèÿ 1
xα ìîíîòîí-

íî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Îòñþäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ñâîéñòâà ëèíåé-
íîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
+∞∫
1

1−cos 2x
2 xα dx, ò. å. èíòåãðàëà

+∞∫
1

sin2 x
xα dx.
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Îòñþäà è èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü èíòåãðà-

ëà
+∞∫
1

∣∣ sin x
xα

∣∣ dx ïðè α ∈ (0, 1]. Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî íà ïåðâîì

ýòàïå, ïðè α > 0 èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî ïðè α ∈ (0, 1] ýòîò
èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Îòâåò: ïðè α > 1 äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïðè α ∈
∈ (0, 1] ñõîäèòñÿ óñëîâíî, ïðè α ≤ 0 � ðàñõîäèòñÿ.

Ïpèìåp. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
+∞∫
1

sin x√
x

(
1 + sin x√

x

)
dx.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå:
sin x√

x

(
1 + sin x√

x

)
= sin x√

x
+ sin2 x

x = sin x√
x

+ 1
2x −

cos 2x
2x . Ïîñêîëüêó

èíòåãðàëû
+∞∫
1

sin x√
x
dx,

+∞∫
1

cos 2x
2x dx ñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå,

à èíòåãðàë
+∞∫
1

1
x dx ðàñõîäèòñÿ, òî èñõîäíûé èíòåãðàë ðàñõîäèò-

ñÿ.
Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíê-

öèé ïðè çàìåíå ôóíêöèè íà ýêâèâàëåíòíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, 1 + sin x√
x

ñõ.∼ 1 ïðè x → +∞, îä-

íàêî èíòåãðàë
+∞∫
1

sin x√
x
dx ñõîäèòñÿ, à èíòåãðàë

+∞∫
1

sin x√
x

(
1 + sin x√

x

)
dx

ðàñõîäèòñÿ.

Òåîpåìà 3. (Ïðèçíàê Àáåëÿ.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
à ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå [a, b),
b ∈ R ∪ {+∞}. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ;

2) ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà íà [a, b);
3) ôóíêöèÿ g íåñòðîãî óáûâàåò íà [a, b), ò. å. g′(x) ≤ 0 ∀x ∈ [a, b).

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g(x) dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ g íåñòðîãî óáûâàåò è îãðà-
íè÷åíà íà [a, b), òî ñóùåñòâóåò lim

x→b−0
g(x) = g0 ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ g̃(x) = g(x)− g0 íåñòðîãî óáûâàåò íà [a, b) è lim
x→b−0

g̃(x) = 0.
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Ïîýòîìó â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g̃(x) dx ñõîäèòñÿ.

Ïîñêîëüêó f(x) g(x) = f(x) g̃(x)+ f(x) g0, ïðè÷åì èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ òåîðåìû, òî ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g(x) dx ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ g(x)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå [a, b), b ∈ R ∪ {+∞}.
Ïóñòü ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b) è lim

x→b−0
g(x) = g0 ∈ R, g0 ̸=

̸= 0. Òîãäà èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g(x) dx èìååò òîò æå òèï ñõîäèìîñòè è

àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, ÷òî è èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàëû
b∫
a

|f(x) g(x)| dx è
b∫
a

|f(x)| dx ñõî-

äÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, òàê êàê |f(x) g(x)| ñõ.∼ |f(x)| ïðè

x→ b− 0. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èíòåãðàëû
b∫
a

f(x) g(x) dx è
b∫
a

f(x) dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñõî-

äèòñÿ, òî èíòåãðàë
b∫
a

f(x) g(x) dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ. Ïîêà-

æåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) g(x) dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx. Òàê êàê lim
x→b−0

g(x) = g0 ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñ-

ëî a1 ∈ [a, b) òàêîå, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [a1, b) ôóíêöèÿ g(x) íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g1(x) = 1

g(x) íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà íà [a1, b). Ïîñêîëüêó f(x) = f(x) g(x) g1(x),

òî â ñèëó ïðèçíàêà Àáåëÿ èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
b∫

a1

f(x) g(x) dx

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
b∫

a1

f(x) dx. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ëîêà-

ëèçàöèè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Ïpèìåp. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü

èíòåãðàë
+∞∫
1

xα ln
(
1 + 1

x

)
sinx2 dx.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ln
(
1 + 1

x

)
∼ 1

x ïðè x → +∞. Ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè g(x) = x ln
(
1 + 1

x

)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
x→+∞

g(x) = 1. Êðîìå òîãî,

g′(x) = ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x
=

1

x
− 1

2x2
− 1

x

(
1− 1

x

)
+ o

(
1

x2

)
=

=
1

2x2
+ o

(
1

x2

)
=

1

2x2
(1 + o(1)), x→ +∞.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî x0 > 1 òàêîå, ÷òî g′(x) > 0 äëÿ ëþáîãî
x > x0. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðèçíàêà Àáåëÿ è ïðèíöè-
ïó ëîêàëèçàöèè èñõîäíûé èíòåãðàë èìååò òîò æå òèï ñõîäèìîñòè è
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, ÷òî è èíòåãðàë

+∞∫
1

xα−1 sinx2 dx =

/ t = x2,

x =
√
t,

dx = dt
2
√
t

/
=

1

2

+∞∫
1

1

t1−α/2
sin t dt.

Èñïîëüçóÿ ïðèìåð, ðàññìîòðåííûé ðàíåå, ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíûé
èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè 1− α

2 > 1, ò. å. ïðè α < 0; ñõîäèòñÿ
óñëîâíî ïðè 1 − α

2 ∈ (0, 1], ò. å. ïðè α ∈ [0; 2) è ðàñõîäèòñÿ ïðè 1 −
− α

2 ≤ 0 ò. å. ïðè α ≥ 2.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà ëó÷å [1,+∞),

èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à èíòåãðàë
+∞∫
1

g(x) dx ñõî-

äÿòñÿ óñëîâíî. Ìîæåò ëè èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) g(x) dx

à) ñõîäèòüñÿ óñëîâíî,
á) ðàñõîäèòüñÿ ?
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Ãëàâà 9

×ÈÑËÎÂÛÅ PßÄÛ

� 1. Îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðÿäîâ

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ak}∞k=1. ×èñëî Sn =
n∑

k=1

ak íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿ-

äà
∞∑
k=1

ak. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè

ýòîãî ðÿäà. Ñóììîé ðÿäà
∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì:

∞∑
k=1

ak = lim
n→∞

n∑
k=1

ak.

Ðÿä
∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.

Òåîpåìà 1. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.) Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî lim
k→∞

ak = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

Sn = S ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

Sn−1 = S è lim
n→∞

(Sn−Sn−1) =

= S − S = 0. Ïîñêîëüêó an = Sn − Sn−1, òî lim
n→∞

an = 0.

Ïpèìåp. Ïðè êàêèõ q ñõîäèòñÿ ðÿä èç ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè
∞∑
k=1

qk?

Ðåøåíèå. Ïðè |q| ≥ 1 èìååì qk ̸→ 0 (k → ∞), ò. å. íå âûïîë-
íÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.

Ïóñòü |q| < 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè (êîòîðóþ ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè), ïîëó÷àåì
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Sn =
n∑

k=1

qk = q 1−qn

1−q

n→∞−→ q
1−q . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |q| < 1 ðÿä

∞∑
k=1

qk

ñõîäèòñÿ.

Ëåììà 1. (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè.) Äëÿ ëþáîãî k0 ∈ N ðÿäû
∞∑
k=1

ak è
∞∑

k=k0

ak ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > k0 ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî

n∑
k=1

ak =

k0−1∑
k=1

ak +

n∑
k=k0

ak.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. (Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè.) Åñëè ðÿäû
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk ñõî-

äÿòñÿ, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α è β ðÿä
∞∑
k=1

(αak + βbk) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
k=1

bk ðàñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∞∑
k=1

(ak + bk) ðàñõîäèòñÿ.

� 2. Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

÷ëåíàìè.) Åñëè ak ≥ 0 ∀k ∈ N, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak ýêâèâà-

ëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì: sup
n∈N

Sn < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì íåñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé

ïðåäåë lim
n→∞

Sn = sup
n∈N

Sn. Ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò. å. êîãäà
sup
n∈N

Sn < +∞.
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Òåîpåìà 2. (Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Åñëè 0 ≤ ak ≤ bk ∀k ∈
∈ N, òî

à) èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

bk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak;

á) èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Èç íåðàâåíñòâà ak ≤ bk ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî

sup
n∈N

n∑
k=1

ak ≤ sup
n∈N

n∑
k=1

bk.

Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

bk ñõîäèòñÿ, òî sup
n∈N

n∑
k=1

bk < +∞, ïîýòîìó

sup
n∈N

n∑
k=1

ak < +∞ è â ñèëó òåîðåìû 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

á) Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî ïóíêòó (à) ðÿä
∞∑
k=1

bk

íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè {ak} è {bk} ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå ñõî-

äèìîñòè ðÿäîâ è ïèñàòü ak
ñõ.∼ bk, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà m > 0,

M > 0 è k0 ∈ N òàêèå, ÷òî

mbk ≤ ak ≤M bk ∀k ≥ k0.

Òåîpåìà 3. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü ∃k0 : ∀k≥k0 ↪→
↪→ ak ≥ 0, bk ≥ 0 è ak

ñõ.∼ bk. Òîãäà ðÿäû
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïåðâîãî ïðèçíàêà ñðàâ-

íåíèÿ è ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè.

Òåîpåìà 4. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê.) Ïóñòü íà ëó÷å [1,+∞)

çàäàíà ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f(x). Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

f(k) è èíòåãðàë

+∞∫
1

f(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ìîíîòîííîñòè f ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

ïðåäåëà A = lim
x→+∞

f(x). Åñëè A ̸= 0, òî ðÿä
∞∑
k=1

f(k) ðàñõîäèòñÿ â

ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà, à èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx

ðàñõîäèòñÿ â ñèëó âòîðîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå
A ̸= 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü òåïåðü A = 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ôóíêöèÿ f íåñòðîãî óáûâàåò. Òîãäà f(x) ≥ 0 ∀x ≥ 1. Ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ íåðàâåíñòâà f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) ∀x ∈ [k, k + 1] ïî îò-

ðåçêó [k, k + 1], ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà f(k + 1) ≤
k+1∫
k

f(x) dx ≤ f(k).

Ïðîñóììèðîâàâ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n, ïîëó÷àåì

Sn+1 − f(1) ≤ F (n+ 1) ≤ Sn, (1)

ãäå Sn =
n∑

k=1

f(k), F (t) =
t∫
1

f(x) dx.

Ïîñêîëüêó f(x) ≥ 0, òî ôóíêöèÿ F (t) íåñòðîãî âîçðàñòàåò, ñëå-
äîâàòåëüíî, F (n) ≤ F (x) ≤ F (n + 1) ∀x ∈ [n, n + 1], ÷òî âìåñòå ñ
íåðàâåíñòâàìè (1) äàåò íåðàâåíñòâà

Sn − f(1) ≤ F (n) ≤ F (x) ≤ F (n+ 1) ≤ Sn ∀x ∈ [n, n+ 1],

ñëåäîâàòåëüíî, sup
n∈N

Sn−f(1) ≤ sup
x∈[1,+∞)

F (x) ≤ sup
n∈N

Sn, à çíà÷èò, óñëî-

âèÿ sup
n∈N

Sn < +∞ è sup
x∈[1,+∞)

F (x) < +∞ ýêâèâàëåíòíû.

Â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíà-

ìè óñëîâèå sup
n∈N

Sn < +∞ ýêâèâàëåíòíî ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

f(k), à

â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé, óñëîâèå sup

x∈[1,+∞)

F (x) < +∞ ýêâèâàëåíòíî ñõîäèìîñòè èíòåãðà-

ëà
+∞∫
1

f(x) dx. Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
k=1

f(k) è èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ïpèìåp. Ïðè êàêèõ α ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

1
kα ?
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = 1
xα ìîíîòîííà. Ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

dx
xα ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

1
kα

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü íà ëó÷å [1,+∞) çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

f(x). Âåðíî ëè, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

f(k) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà
+∞∫
1

f(x) dx? Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Òåîpåìà 5. (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà.) Ïóñòü ak > 0 ∀k ∈ N. Òîãäà
à) åñëè ñóùåñòâóþò k0 ∈ N è q ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

ak+1

ak
≤

≤ q ∀k ≥ k0, òî ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

á) åñëè ∃k0 : ∀k ≥ k0 ↪→ ak+1

ak
≥ 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ak ≤
≤ ak0 q

k−k0 ∀k ≥ k0. Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå èç � 1,

ðÿä
∞∑
k=1

qk ñõîäèòñÿ ïðè q ∈ (0, 1), òî ðÿä
∞∑

k=k0

ak0
qk−k0 òàêæå ñõîäèò-

ñÿ è ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=k0

ak. À çíà÷èò, â ñèëó

ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

ak.

á) Åñëè
ak+1

ak
≥ 1 ïðè k ≥ k0, òî ak ≥ ak0 ïðè k ≥ k0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ak ̸→ 0 (k →∞), ò. å. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè ðÿäà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå. (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå.) Ïóñòü
ak > 0 ∀k ∈ N è lim

k→∞
ak+1

ak
= q, òîãäà

à) ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

á) ïðè q > 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ;

â) ïðè q = 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à ìîæåò è ðàñõîäèòüñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. à) Îïðåäåëèì q′ = q+1
2 . Ïîñêîëüêó q < 1, òî

q < q′ < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃k0 : ∀k > k0 ↪→ ak+1

ak
≤ q′.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 5(à) ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

á) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃k0 : ∀k > k0 ↪→ ak+1

ak
≥ 1. Â ñèëó

òåîðåìû 5(á) ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

â) Ïóñòü ak = 1
kα . Òîãäà lim

k→∞
ak+1

ak
= lim

k→∞

(
k

k+1

)α
= 1 ∀α ∈ R.

Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ïðè α > 1 äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè
α ≤ 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Òåîpåìà 6. (Ïðèçíàê Êîøè.) Ïóñòü ak > 0 ∀k ∈ N. Òîãäà
à) åñëè ñóùåñòâóþò k0 ∈ N è q ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî k

√
ak ≤

≤ q ∀k ≥ k0, òî ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

á) åñëè ∃k0 : ∀k ≥ k0 ↪→ k
√
ak ≥ 1, òî ðÿä

∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Åñëè k
√
ak ≤ q ∀k ≥ k0, òî ak ≤ qk ∀k ≥

≥ k0. Â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ è ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè èç ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

qk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak.

á) Åñëè k
√
ak ≥ 1 ïðè k ≥ k0, òî ak ≥ 1 ïðè k ≥ k0, à çíà÷èò, íå

âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå. (Ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå.) Ïóñòü ak > 0
∀k ∈ N è lim

k→∞
k
√
ak = q, òîãäà

à) ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

á) ïðè q > 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

â) ïðè q = 1 ðÿä
∞∑
k=1

ak ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à ìîæåò è ðàñõîäèòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðèçíàêà Äàëàìáåðà
â ïðåäåëüíîé ôîðìå.
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� 3. Ðÿäû ñî çíàêîïåðåìåííûìè ÷ëåíàìè

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé Êîøè.) Ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =
n∑

k=1

ak. Â ñè-

ëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {Sn} ýêâèâàëåíòíà åå ôóíäàìåíòàëüíîñòè: ∀ε > 0 ∃N ∈
∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ↪→ |Sn+p − Sn| ≤ ε. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà

Sn+p − Sn =
n+p∑

k=n+1

ak ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Îïpåäåëåíèå. Ðÿä
∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,

åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|ak|. Ðÿä
∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèì-

ñÿ, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîpåìà 2. Åñëè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî îí ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

|ak|:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

|ak|

∣∣∣∣∣ ≤ ε,
ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ ε,
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ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak, à çíà÷èò,

ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ëåììà 1. Åñëè ðÿäû
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ, òî äëÿ

ëþáûõ ÷èñåë α è β ðÿä
∞∑
k=1

(αak + βbk) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè èç ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ
∞∑
k=1

|ak|,
∞∑
k=1

|bk| ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

(|α| |ak|+ |β| |bk|).

Ïîñêîëüêó |αak + βbk| ≤ |α| |ak|+ |β| |bk|, òî â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíå-
íèÿ ðÿä

∞∑
k=1

|αak + βbk| ñõîäèòñÿ.

Òåîpåìà 3. (Ïðèçíàê Äèðèõëå.) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
k=1

ak îãðàíè÷åíà:

∃C ∈ R : ∀n ∈ N ↪→

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ C,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak bk ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} íåñòðîãî óáûâàåò: bk+1 ≤ bk ∀k ∈ N. Îáî-

çíà÷èì An =
n∑

k=1

ak (n ∈ N), A0 = 0. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Àáå-

ëÿ:

n∑
k=1

ak bk =

n∑
k=1

(Ak −Ak−1)bk =

n∑
k=1

Ak bk −
n∑

k=1

Ak−1 bk =

=

n∑
k=1

Ak bk −
n−1∑
k=0

Ak bk+1
ò.ê. A0 = 0

=

n∑
k=1

Ak bk −
n−1∑
k=1

Ak bk+1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
k=1

ak bk = An bn +

n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1). (1)
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Çàìåòèì, ÷òî

n∑
k=1

(bk − bk+1) = b1 − bn+1
n→∞−→ b1,

ò. å. ðÿä
∞∑
k=1

(bk − bk+1) ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

C (bk − bk+1). Ïîñêîëüêó bk − bk+1 ≥ 0 è |Ak| ≤ C, òî |Ak (bk −

− bk+1)| ≤ C|bk − bk+1| = C (bk − bk+1). Îòñþäà â ñèëó ïðèçíàêà

ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

Ak (bk− bk+1).

Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 2 ðÿä
∞∑
k=1

Ak (bk − bk+1) ñõîäèòñÿ.

Ïîñêîëüêó {An} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à {bn} � áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî lim

n→∞
An bn = 0. Îòñþäà èç

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

Ak (bk − bk+1) è èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
n→∞

n∑
k=1

ak bk = lim
n→∞

An bn+ lim
n→∞

n−1∑
k=1

Ak(bk−bk+1) =

∞∑
k=1

Ak(bk−bk+1),

ò. å. ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak bk.

Òåîpåìà 4. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà.) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}
ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ðÿä Ëåéáíèöà

∞∑
k=1

(−1)k bk ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ðÿäà
∞∑
k=1

(−1)k îãðàíè÷åíà:
2m∑
k=1

(−1)k = 0,
2m+1∑
k=1

(−1)k =

= −1 ∀m ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣ n∑
k=1

(−1)k
∣∣∣∣ ≤ 1 ∀n ∈ N. Â ñè-

ëó ïðèçíàêà Äèðèõëå ðÿä
∞∑
k=1

(−1)k bk ñõîäèòñÿ.
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Òåîpåìà 5. (Ïðèçíàê Àáåëÿ.) Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {bk} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà. Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak bk ñõî-

äèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} ìîíîòîííà

è îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò lim
k→∞

bk = b0 ∈ R. Ïîýòîìó ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {bk−b0} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ýòîãî ðÿäà. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äèðèõëå ðÿä
∞∑
k=1

ak(bk − b0)

ñõîäèòñÿ. Îòñþäà è èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak âûòåêàåò ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∞∑
k=1

ak bk.

� 4. Ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ â ðÿäàõ
è ïåðåìíîæåíèå ðÿäîâ

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë {kj}∞j=1 çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñëè äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé íîìåð j ∈ N òàêîé, ÷òî k = kj .

Ëåììà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kj} çàäàåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà N è ïóñòü

Mn = max
j≤n

kj , mn = min
j>n

kj .

Òîãäà lim
j→∞

kj = +∞, lim
n→∞

mn = +∞, lim
n→∞

Mn = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kj} çàäàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå N → N, òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {jk}∞k=1, çàäàþùàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå N → N,
ò. å.

∀k ∈ N ∀j ∈ N ↪→ kj = k ⇐⇒ jk = j.

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N îïðåäåëèì Jm = max{j1, . . . , jm}. Òîãäà
ïðè j > Jm ïîëó÷àåì, ÷òî j ̸= jk ∀k ∈ {1, . . . ,m}, ñëåäîâàòåëüíî,
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kj ̸∈ {1, . . . ,m}, ò. å. kj > m. Èòàê,

∀m ∈ N ∃Jm ∈ N : ∀j > Jm ↪→ kj > m. (1)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
j→∞

kj = +∞. Êðîìå òîãî, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

∀m ∈ N ∃Jm ∈ N : ∀n > Jm ↪→ mn = min
j>n

kj > m.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

mn = +∞. Ïîñêîëüêó Mn ≥ kn → +∞, òî

Mn → +∞ ïðè n→∞.

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä
∞∑
j=1

ãj ïîëó÷åí ïåðåñòà-

íîâêîé ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

ak, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë {kj}∞j=1, çàäàþùàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ìíîæåñòâà N, è òàêàÿ, ÷òî ∀j ∈ N ↪→ ãj = akj .

Òåîpåìà 1. Åñëè ðÿä
∞∑
j=1

ãj ïîëó÷åí ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ àá-

ñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
k=1

ak, òî ðÿä
∞∑
j=1

ãj àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ

è åãî ñóììà ðàâíà ñóììå ðÿäà
∞∑
k=1

ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kj} çàäàåò ïå-

ðåñòàíîâêó
∞∑
j=1

ãj ðÿäà
∞∑
k=1

ak, ò. å.

∀j ∈ N ↪→ ãj = akj è

∀k ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé j ∈ N : kj = k.

Ïîñêîëüêó
n∑

j=1

|ãj | =
n∑

j=1

|akj
| ≤

Mn∑
k=1

|ak|, ãäå Mn = max
j≤n

kj , òî èç ñõî-

äèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

|ak| ñëåäóåò, ÷òî sup
n∈N

n∑
j=1

|ãj | ≤ sup
M∈N

M∑
k=1

|ak| < +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè ÷ëåíàìè ðÿä
∞∑
j=1

|ãj | ñõîäèòñÿ, ò. å. ðÿä
∞∑
j=1

ãj ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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á) Îáîçíà÷èì S̃n =
n∑

j=1

ãj , Sm =
m∑

k=1

ak, σm =
m∑

k=1

|ak|, S̃ =

= lim
n→∞

S̃n, S = lim
m→∞

Sm, σ = lim
m→∞

σm (èç óñëîâèé òåîðåìû è

äîêàçàííîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
j=1

ãj ñëåäóåò, ÷òî äàííûå ïðåäåëû ñó-

ùåñòâóþò è êîíå÷íû). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî S̃ = S.

Çàìåòèì, ÷òî SMn
− S̃n =

Mn∑
k=1

ak −
n∑

j=1

ãj =
Mn∑
k=1

ak −
n∑

j=1

akj
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà Mn = max
j≤n

kj â ñóììå
Mn∑
k=1

ak ñîäåðæàòñÿ

âñå ñëàãàåìûå ñóììû
n∑

j=1

akj , ïîýòîìó

|SMn−S̃n| =
∣∣∣∣ ∑

k ∈ {1, . . . ,Mn}
k ̸∈ {k1, . . . , kn}

ak

∣∣∣∣ ≤
∑

k ∈ {1, . . . ,Mn}
k ̸∈ {k1, . . . , kn}

|ak|.

Èç óñëîâèÿ k ̸∈ {k1, . . . , kn} ñëåäóåò, ÷òî k = kj , ãäå j > n, à
çíà÷èò, k ≥ min

j>n
kj = mn. Ïîýòîìó

|SMn
− S̃n| ≤

Mn∑
k=mn

|ak| = σMn
− σmn−1.

Ñîãëàñíî ëåììå 1, mn → +∞, Mn → +∞ ïðè n → ∞, ñëåäîâà-
òåëüíî, lim

n→∞
(σMn

− σmn−1) = σ − σ = 0, à çíà÷èò, lim
n→∞

|SMn
− S̃n| =

= 0. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ lim
n→∞

SMn
= S ïîëó÷àåì, ÷òî lim

n→∞
S̃n =

= lim
n→∞

SMn = S, ò. å. ñóììà ðÿäà
∞∑
j=1

ãj ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ðÿäà

∞∑
k=1

ak.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
ñóììà ðÿäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîpåìà 2. (Òåîðåìà Ðèìàíà.) Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ óñëîâ-

íî, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=1

ak,

÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä
∞∑
j=1

ãj áóäåò èìåòü ñóììó, ðàâíóþ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ñîñòàâèì ðÿä
∞∑
k=1

bk, ÷ëåíàìè êîòîðî-

ãî ÿâëÿþòñÿ âñå íåîòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=1

ak, âçÿòûå ñ ñîõðà-

íåíèåì ïîðÿäêà (åñëè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

ak êîíå÷íîå

÷èñëî, òî âìåñòî ðÿäà
∞∑
k=1

bk ïîëó÷èòñÿ êîíå÷íàÿ ñóììà). Ñîñòàâèì

ðÿä (èëè êîíå÷íóþ ñóììó)
∞∑
k=1

ck, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå

îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=1

ak, âçÿòûå ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà.

Çàìåòèì, ÷òî

n∑
k=1

|ak| =
n1∑
k=1

bk +

n2∑
k=1

(−ck); (2)

n∑
k=1

ak =

n1∑
k=1

bk +

n2∑
k=1

ck. (3)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿäû
∞∑
k=1

bk è
∞∑
k=1

ck ðàñõîäÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,

íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí èç ýòèõ ðÿäîâ
ñõîäèòñÿ.

Ñëó÷àé (à). Ðÿäû
∞∑
k=1

bk è
∞∑
k=1

ck ñõîäÿòñÿ. Òîãäà èõ ÷àñòè÷íûå

ñóììû îãðàíè÷åíû, è èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû

ðÿäà
∞∑
k=1

|ak| îãðàíè÷åíû, à çíà÷èò, â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
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Ñëó÷àé (á). Ðÿä
∞∑
k=1

bk ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
k=1

ck ñõîäèòñÿ. Òîãäà

÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
k=1

bk ñòðåìÿòñÿ ê +∞, à ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû ðÿäà
∞∑
k=1

ck îãðàíè÷åíû. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî

n∑
k=1

ak
n→∞−→ +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=1

ak.

Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àé (â), êîãäà ðÿä
∞∑
k=1

bk ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
k=1

ck

ðàñõîäèòñÿ, òàêæå ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû
∞∑
k=1

bk è
∞∑
k=1

ck ðàñõîäÿòñÿ, òàê êàê äðóãèå

ñëó÷àè ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèÿì òåîðåìû.

Øàã 2. Îïðåäåëèì ðÿä
∞∑
j=1

ãj .

Îïðåäåëèì ã1 =

{
b1, åñëè x ≥ 0,
c1, åñëè x < 0.

Ïóñòü îïðåäåëåíû ïåðâûå n ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
j=1

ãj : ã1, . . . , ãn, êîòî-

ðûå ñîñòîÿò èç ïåðâûõ p = p(n) ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

bk è ïåðâûõ n−p(n)

÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

ck. Ïóñòü S̃n =
n∑

j=1

ãj .

Îïðåäåëèì ãn+1 =

{
bp(n)+1, åñëè x ≥ S̃n,

cn−p(n)+1, åñëè x < S̃n.

Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî p(n)
n→∞−→ +∞.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: p(n) ̸→ +∞ ïðè n→∞. Òîãäà ïîñêîëü-
êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p(n)}∞n=1 íåñòðîãî âîçðàñòàåò, òî îíà îãðà-
íè÷åíà ñâåðõó, ò. å. ∃p0 : ∀n ∈ N ↪→ p(n) ≤ p0. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ðÿäå

∞∑
j=1

ãj ïðèñóòñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

bk,

ò. å. ñóùåñòâóåò j1 òàêîå, ÷òî

∀j > j1 ↪→ ãj ∈ {ck}∞k=1. (4)
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Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
k=1

ck ñòðåìÿòñÿ ê −∞, òî

lim
n→∞

S̃n = −∞, è, ñëåäîâàòåëüíî, ∃j2 ≥ j1 : ∀j > j2 ↪→ S̃j < x.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ðÿäà
∞∑
j=1

ãj ïîëó÷àåì ãj2+1 ∈ {bk}∞k=1, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò óñëîâèþ (4). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî

p(n)
n→∞−→ +∞. Àíàëîãè÷íî, n− p(n) n→∞−→ +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ÷ëåí ðÿäà
∞∑
k=1

bk è ðÿäà
∞∑
k=1

ck áóäåò ïðè-

ñóòñòâîâàòü â ðÿäå
∞∑
j=1

ãj . Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
j=1

ãj ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâ-

êîé ÷ëåíîâ ðÿäà
∞∑
k=1

ak.

Øàã 4. Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

n∑
j=1

ãj = x.

Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðÿäà
∞∑
j=1

ãj ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n, à èìåííî, ïðè òàêèõ, ÷òî p(n) > 0 è n − p(n) > 0,
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

|S̃n − x| ≤ max{bp(n),−cn−p(n)}.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî ak
k→∞−→ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

bp(n) → 0, cn−p(n) → 0 ïðè n → ∞, à çíà÷èò, |S̃n − x| → 0 ïðè

n→∞, ò. å. lim
n→∞

n∑
j=1

ãj = x. Òàêèì îáðàçîì,
∞∑
j=1

ãj = x.

Îïpåäåëåíèå. ×åðåç N2 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîç-
ìîæíûõ ïàp íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïàp íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {(mj , nj)}∞j=1 çàäàåò âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå N → N2, åñëè äëÿ ëþáîé ïàpû íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë (m,n) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîìåð j ∈ N òàêîé, ÷òî
(mj , nj) = (m,n).

Òåîpåìà 3. (Î ïåðåìíîæåíèè ðÿäîâ.) Ïóñòü ðÿäû
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk
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àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(mj , nj)}∞j=1 çàäàåò âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå N → N2. Òîãäà ðÿä
∞∑
j=1

amj bnj àáñî-

ëþòíî ñõîäèòñÿ, à åãî ñóììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ðÿäîâ
∞∑
k=1

ak

è
∞∑
k=1

bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà J
îïðåäåëèì MJ = max{m1, . . . ,mJ}, NJ = max{n1, . . . , nJ}. Òî-
ãäà

J∑
j=1

|amj
bnj
| ≤

(
MJ∑
m=1

|am|

) (
NJ∑
n=1

|bn|

)
.

Îòñþäà â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
k=1

ak è
∞∑
k=1

bk ïîëó÷àåì

sup
J∈N

J∑
j=1

|amj bnj | ≤

(
sup
M∈N

M∑
m=1

|am|

) (
sup
N∈N

N∑
n=1

|bn|

)
< +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè ÷ëåíàìè ðÿä
∞∑
j=1

|amj
bnj
| ñõîäèòñÿ, ò. å. ðÿä

∞∑
j=1

amj
bnj

ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî.
á) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî S = AB, ãäå

S =

∞∑
j=1

amj
bnj

, A =

∞∑
k=1

ak, B =

∞∑
k=1

bk.

Â ñèëó òåîðåìû 1 ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
j=1

amj bnj

íå èçìåíèòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïîýòîìó âìåñòî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {(mj , nj)} ìîæíî âçÿòü ñïåöèàëüíî âûáðàííóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {(m∗

j , n
∗
j )}, çàäàþùóþ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå N→ N2.
Çàíóìåðóåì âñå ïàpû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n) ∈ N2 ïî "ìåòîäó

êâàäðàòîâ ò. å. â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé:
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n∗j
�m∗

j
1 2 3 4 · · ·

1 j=1
a1b1

j=2
a2b1

j=5
a3b1

j=10
a4b1

· · ·
2 j=4

a1b2

j=3
a2b2

j=6
a3b2

j=11
a4b2

· · ·
3 j=9

a1b3

j=8
a2b3

j=7
a3b3

j=12
a4b3

· · ·
4 j=16

a1b4

j=15
a2b4

j=14
a3b4

j=13
a4b4

· · ·
...

...
...

...
...

...

Äàííàÿ òàáëèöà çàäàåò àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó êàæäîìó íîìåðó j
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n) = (m∗

j , n
∗
j ),

ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(m∗
j , n

∗
j )}∞j=1 çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå N→ N2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðÿä

∞∑
j=1

am∗
j
bn∗

j
= a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2) +

+ (a3b1 + a3b2 + a3b3 + a2b3 + a1b3) + . . .

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
j=1

am∗
j
bn∗

j
ïîëó÷åí ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑
j=1

amj
bnj

, òî ïî òåîðåìå 1:
∞∑
j=1

am∗
j
bn∗

j
=

∞∑
j=1

amj
bnj

= S.

Ïóñòü Sn =
n∑

j=1

am∗
j
bn∗

j
, An =

n∑
k=1

ak, Bn =
n∑

k=1

bk. Òîãäà ÷à-

ñòè÷íàÿ ñóììà ýëåìåíòîâ ðÿäà
∞∑
j=1

am∗
j
bn∗

j
, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðà-

òó ñî ñòîðîíîé N , ëåæàùåìó â ëåâîì âåðõíåì óãëó òàáëèöû, ðàâíà

SN2 =
∑

m=1,...,N
n=1,...,N

ambn =

(
N∑

m=1

am

) (
N∑

n=1

bn

)
= AN BN .

Òàê êàê AN → A, BN → B ïðè N →∞, òî SN2 → AB ïðè N →
→∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó {SN2} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, èìåþùåé ïðåäåë S, òî S = lim

N→∞
SN2 =

= AB.
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Ãëàâà 10

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ È PßÄÛ

� 1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíû ôóíêöèè fn(x),
(n = 1, 2, . . .). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)}∞n=1 ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå
X è ïèñàòü fn(x)−→

X
f(x) ïðè n→∞, åñëè ∀x ∈ X ↪→ lim

n→∞
fn(x) =

= f(x), ò. å.

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ↪→ |fn(x)− f(x)| ≤ ε. (1)

Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé {fn(x)}∞n=1 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå

X è ïèñàòü fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n→∞, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)− f(x)| ≤ ε. (2)

Îòëè÷èå óñëîâèé (1) è (2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â óñëîâèè (1) ÷èñëî
N ñâîå äëÿ êàæäîãî x, à â óñëîâèè (2) ÷èñëî N íå çàâèñèò îò x. Ïî-
ýòîìó èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè fn(x)−→
X

f(x) ïðè n → ∞ è fn(x) −̸→−→
X

f(x)

ïðè n→∞, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ðàâ-
íîìåðíî è íè ê êàêîé äðóãîé ôóíêöèè g(x), òàê êàê èç óñëîâèÿ

fn(x) −→−→
X

g(x) ïðè n → ∞ ñëåäîâàëî áû, ÷òî g(x) = lim
n→∞

fn(x) =

= f(x). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.)

fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n→∞ ⇐⇒
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⇐⇒ sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| → 0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó óñëîâèå ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)−f(x)| ≤
≤ ε ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ sup

x∈X
|fn(x) − f(x)| ≤ ε, òî óñëîâèå (2)

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ↪→ sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| ≤ ε,

ò. å. sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| → 0 ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
f(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}:

∀x ∈ X ∀n ∈ N ↪→ |fn(x)− f(x)| ≤ an è lim
n→∞

an = 0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Òî-
ãäà ∀n ∈ N ↪→ 0 ≤ sup

x∈X
|fn(x)− f(x)| ≤ an. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ

lim
n→∞

an = 0 ïî òåîðåìå î òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïîëó÷àåì

sup
x∈X
|fn(x)−f(x)| → 0 ïðè n→∞, ÷òî â ñèëó êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè îçíà÷àåò fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n→∞.

2) Ïóñòü fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n → ∞. Îïðåäåëèâ an =

= sup
x∈X
|fn(x)− f(x)|, èç êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì

óñëîâèå (3).

Ñëåäñòâèå 2. fn(x) −̸→−→
X

f(x) ïðè n→∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

∃{xn} ⊂ X : fn(xn)− f(xn) ̸→ 0 ïðè n→∞. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4). Òîãäà
sup
x∈X
|fn(x) − f(x)| ≥ |fn(xn)− f(xn)| ̸→ 0 ïðè n → ∞, ñëåäîâàòåëü-

íî, sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| ̸→ 0 è ïî êðèòåðèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

fn(x) −̸→−→
X

f(x) ïðè n→∞.
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2) Ïóñòü fn(x) −̸→−→
X

f(x) ïðè n → ∞. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáî-

çíà÷èì Mn = sup
x∈X
|fn(x) − f(x)|. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ∀n ∈

∈ N ∃xn ∈ X :

|fn(xn)− f(xn)| >

{
Mn − 1

n , Mn ∈ R,

1, Mn = +∞.
(5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fn(xn) − f(xn) → 0 ïðè n → ∞. Òîãäà íàéäåòñÿ
íîìåð N òàêîé, ÷òî ∀n ≥ N ↪→ |fn(xn)− f(xn)| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (5) èìååì ∀n ≥ N ↪→ Mn ∈ R. Îòñþäà è èç

íåðàâåíñòâà (5) ïîëó÷àåì, ÷òî Mn

n≥N

≤ |fn(xn)− f(xn)|+ 1
n → 0 ïðè

n→∞. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ñèëó êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ fn(x) −̸→−→
X

f(x) ïðè n → ∞. Ïîýòîìó

ïðåäïîëîæåíèå fn(xn) − f(xn) → 0 ïðè n → ∞ íåâåðíî, à çíà÷èò,
âûïîëíåíî óñëîâèå (4).

Ñëåäñòâèå 1 óäîáíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè,
à ñëåäñòâèå 2 � äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∃C ∈ R : ∀n ∈ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)| ≤ C.

Ëåììà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åíà íà ìíîæåñòâå X è gn(x) −→−→
X

0 ïðè n → ∞, òî

fn(x) gn(x) −→−→
X

0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíà, òî

∃C ∈ R : ∀n ∈ N ↪→ sup
x∈X
|fn(x)| ≤ C.

Ïîñêîëüêó gn(x) −→−→
X

0 ïðè n → ∞, òî sup
x∈X
|gn(x)| → 0 ïðè n →

→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
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sup
x∈X
|fn(x) gn(x)| ≤ C · sup

x∈X
|gn(x)| → 0 ïðè n→∞,

ò. å. fn(x) gn(x) −→−→
X

0 ïðè n→∞.

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèè ëåììû 1 ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} íåëüçÿ çàìåíèòü íà îãðàíè÷åííîñòü ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x.

Ïóñòü, íàïðèìåð, X = (0, 1), fn(x) = f(x) = 1
x , gn(x) =

sin(nx)
n .

Ïîñêîëüêó |gn(x)| ≤ 1
n → 0 ïðè n → ∞, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1

èìååì gn(x) −→−→
(0,1)

0. Îäíàêî f(x) gn(x) =
sin(nx)

nx
−̸→−→
(0,1)

0 ïðè n → ∞,

÷òî ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 2, ïîñêîëüêó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê {xn} = { 1n} ⊂ (0, 1) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå f(xn) gn(xn) =
= sin 1 ̸→ 0 ïðè n→∞.

Çàìåòèì, ÷òî ∀x ∈ (0, 1) ↪→
∣∣∣ sin(nx)nx

∣∣∣ ≤ 1
nx → 0 ïðè n → ∞,

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(x) gn(x)} = { sin(nx)nx } ñõîäèòñÿ ê 0 íà
èíòåðâàëå (0, 1), íî íåðàâíîìåðíî.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n → ∞ è

lim
n→∞

gn(x)
fn(x)

= 1 ∀x ∈ X íå ñëåäóåò, ÷òî gn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n →
→∞.

Ïóñòü, íàïðèìåð, X = (0, 1), fn(x) = 1
n , gn(x) = 1

n + 1
n2x .

Òîãäà ∀x ∈ (0, 1) ↪→ lim
n→∞

gn(x)
fn(x)

= lim
n→∞

(
1 + 1

nx

)
= 1, fn(x) −→−→

(0,1)
0

ïðè n→∞, íî gn(x) −̸→−→
(0,1)

0 ïðè n→∞, òàê êàê gn
(

1
n2

)
= 1

n + 1 ̸→ 0

ïðè n→∞.

Òåîpåìà 2. (Êðèòåðèé Êîøè.) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)−fn+p(x)| ≤ ε. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü fn(x) −→−→
X

f(x) ïðè n → ∞, òîãäà

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x) − f(x)| ≤ ε
2 . Ïîñêîëüêó
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∀p ∈ N ↪→ n + p > n ≥ N , òî ∀x ∈ X ↪→ |fn+p(x) − f(x)| ≤
≤ ε

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)− fn+p(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+
+ |fn+p(x)− f(x)| ≤ ε

2 + ε
2 ≤ ε, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6).

2) Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6). Ñëåäîâàòåëüíî,

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ↪→ |fn(x)− fn+p(x)| ≤ ε,

ò. å. äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êî-
øè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}. Â ñèëó êðè-
òåðèÿ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ∀x ∈ X ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì f(x) = lim

n→∞
fn(x).

Ïåðåïèøåì óñëîâèå (6) â âèäå

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀x ∈ X ∀p ∈ N ↪→ |fn(x)− fn+p(x)| ≤ ε

è ðàññìîòðèì îòäåëüíî óñëîâèå ∀p ∈ N ↪→ |fn(x) − fn+p(x)| ≤ ε.
Ïîñêîëüêó lim

p→∞
|fn(x) − fn+p(x)| = |fn(x) − f(x)|, òî ïî òåîðåìå î

ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ |fn(x) − f(x)| ≤ ε. Èòàê, èç
óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x)−
− f(x)| ≤ ε, ò. å. fn(x) −→−→

X
f(x) ïðè n→∞.

� 2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk(x)}∞k=1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) íà-

çûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå X, åñëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà ìíîæåñòâå X ê ñóììå S(x) ýòîãî ðÿäà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Ïîñêîëüêó èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëå-
äóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà.

Îïpåäåëåíèå. Îñòàòêîì ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
k=1

uk(x) íàçûâàåòñÿ
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rn(x) = S(x)− Sn(x) =

∞∑
k=n+1

uk(x).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà è
êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñëåäóåò

Òåîpåìà 1. (Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.) Ïîòî÷å÷-

íî ñõîäÿùèéñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rn(x) −→−→
X

0 ïðè n→∞,

ò. å. sup
x∈X
|rn(x)| → 0 ïðè n→∞.

Òåîpåìà 2. (Êðèòåðèé Êîøè.) Ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà.

Ñëåäñòâèå. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿ-

äà.) Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, òî

un(x) −→−→
X

0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè èç ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò óñëîâèå Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
(1). Ïîëàãàÿ â óñëîâèè (1) p = 1, ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀x ∈ X ↪→ |un+1(x)| ≤ ε,
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ò. å. un(x) −→−→
X

0 ïðè n→∞.

Çàìå÷àíèå. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà è ñëåäñòâèÿ 2 � 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ∃{xk} ⊂ X : uk(xk) ̸→ 0

ïðè k →∞, òî ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà

ìíîæåñòâå X.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 ⊂ X

òàêîé, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

uk(xk) ðàñõîäèòñÿ, íå äîêàçûâàåò îòñóò-

ñòâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

uk(x) íà ìíîæåñòâå X.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð,

uk(x) =

{
1
k , x ∈

[
1
2k
, 2
2k

)
,

0, èíà÷å.

Îñòàòîê ðÿäà
∞∑
k=1

uk(x) èìååò âèä

rn(x) =

∞∑
k=n+1

uk(x) =

{
1
k , x ∈

[
1
2k
, 2
2k

)
, k ≥ n+ 1,

0, èíà÷å.

Ïîñêîëüêó |rn(x)| ≤ 1
n+1

n→∞−→ 0, òî rn(x) −→−→
(0,1)

0 ïðè n → ∞, è

ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 1). Òåì íå ìåíåå

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

uk
(

1
2k

)
=

∞∑
k=1

1
k ðàñõîäèòñÿ.

Òåîpåìà 3. (Îáîáùåííûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü ∀k ∈
∈ N ∀x ∈ X ↪→ |uk(x)| ≤ vk(x) è ðÿä

∞∑
k=1

vk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà ìíîæåñòâå X. Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè
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∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

vk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

vk(x)

∣∣∣∣∣, èìååì
∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N ∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

|uk(x)| ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæå-

ñòâå X, òî
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.

Òåîpåìà 4. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.) Åñëè ∀k ∈ N ∀x ∈
∈ X |uk(x)| ≤ ak è ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
k=1

uk(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îáîáùåííîãî ïðèçíàêà

ñðàâíåíèÿ äëÿ vk(x) = ak.

Òåîpåìà 5. (Ïðèçíàê Äèðèõëå.) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíû
äâå ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)}∞k=1 è {bk(x)}∞k=1,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì An(x) =
n∑

k=1

ak(x) ðÿäà

∞∑
k=1

ak(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ò. å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî C, íå çàâè-

ñÿùåå îò x è îò n:

∀n ∈ N ∀x ∈ X ↪→ |An(x)| ≤ C;

2) bk(x) −→−→
X

0 ïðè k →∞;

3) ∀x ∈ X ∀k ∈ N ↪→ bk+1(x) ≤ bk(x).
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Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak(x) bk(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ:

n∑
k=1

ak(x) bk(x) =

n∑
k=1

(Ak(x)−Ak−1(x))bk(x) =

=

n∑
k=1

Ak(x) bk(x)−
n−1∑
k=0

Ak(x) bk+1(x)
A0(x)=0

=

= An(x) bn(x) +

n−1∑
k=1

Ak(x)(bk(x)− bk+1(x)). (2)

Çàìåòèì, ÷òî
n∑

k=1

(bk(x)−bk+1(x)) = b1(x)−bn+1(x) −→−→
X

b1(x) ïðè

n → ∞, ò. å. ðÿä
∞∑
k=1

(bk(x) − bk+1(x)) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

C (bk(x)− bk+1(x)). Ïîñêîëü-

êó |Ak(x)| ≤ C, bk(x) − bk+1(x) ≥ 0, òî |Ak(x) (bk(x) − bk+1(x))| ≤
≤ C (bk(x)− bk+1(x)), è â ñèëó îáîáùåííîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ïî-

ëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

Ak(x) (bk(x)−bk+1(x)), ò. å.

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ S(x):

n−1∑
k=1

Ak(x) (bk(x)− bk+1(x)) −→−→
X

S(x) ïðè n→∞. (3)

Â ñèëó ëåììû 1 � 1 èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {bn(x)} ê 0 è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{An(x)} ñëåäóåò, ÷òî An(x) bn(x) −→−→
X

0 ïðè n → ∞. Îòñþäà è èç

ñîîòíîøåíèé (2), (3) ñëåäóåò, ÷òî

n∑
k=1

ak(x) bk(x) −→−→
X

S(x) ïðè n→∞,

ò. å. ðÿä
∞∑
k=1

ak(x) bk(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X.
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Çàäà÷à 1. Îñòàíåòñÿ ëè ñïðàâåäëèâûì ïðèçíàê Äèðèõëå, åñëè
â íåì óñëîâèå 3) çàìåíèòü

à) óñëîâèåì ∀x ∈ X ∃N : ∀k ≥ N ↪→ bk+1(x) ≤ bk(x);
á) óñëîâèåì ∃N : ∀x ∈ X ∀k ≥ N ↪→ bk+1(x) ≤ bk(x) ?

Òåîpåìà 6. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà.) Ïóñòü ∀k ∈ N ∀x ∈ X ↪→
↪→ bk+1(x) ≤ bk(x) è bk(x) −→−→

X
0 ïðè k → ∞. Òîãäà ðÿä Ëåéáíè-

öà
∞∑
k=1

(−1)kbk(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ak(x) = (−1)k. Òîãäà
∣∣∣∣ n∑
k=1

ak(x)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ n∑
k=1

(−1)k
∣∣∣∣ ≤ 1. Â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå ðÿä Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ.

Òåîpåìà 7. (Ïðèçíàê Àáåëÿ.) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíû
äâå ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)}∞k=1 è {bk(x)}∞k=1,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) ðÿä
∞∑
k=1

ak(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk(x)} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ò. å.

∃C ∈ R : ∀k ∈ N ∀x ∈ X ↪→ |bk(x)| ≤ C; (4)

3) ∀x ∈ X ∀k ∈ N ↪→ bk+1(x) ≤ bk(x).

Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak(x) bk(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáûõ n ∈ N, x ∈ X îïðåäåëèì Rn(x) =
∞∑

k=n+1

ak(x). Òàê

êàê Rn−1(x)−Rn(x) = an(x), òî

n+p∑
k=n+1

ak(x)bk(x) =

n+p∑
k=n+1

(Rk−1(x)−Rk(x))bk(x) =

=

n+p∑
k=n+1

Rk−1(x)bk(x)−
n+p∑

k=n+1

Rk(x)bk(x) =

290



=

n+p−1∑
k=n

Rk(x)bk+1(x)−
n+p∑

k=n+1

Rk(x)bk(x) =

= Rn(x)bn+1(x)−Rn+p(x)bn+p+1(x)+

+

n+p∑
k=n+1

Rk(x)(bk+1(x)− bk(x)). (6)

Äëÿ ëþáîãî n ∈ N îáîçíà÷èì Mn = sup
k≥n

sup
x∈X
|Rk(x)|. Òàê êàê ðÿä

∞∑
k=1

ak(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìîæåñòâå X, òî sup
x∈X
|Rk(x)| → 0

ïðè k →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, Mn → 0 ïðè n→∞.
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî p ∈ N ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

Rk(x)(bk(x)− bk+1(x))

∣∣∣∣∣ ≤Mn

n+p∑
k=n+1

|bk(x)− bk+1(x)| =

=Mn

n+p∑
k=n+1

(bk(x)− bk+1(x)) =Mn(bn+1(x)− bn+p+1(x))
(4)

≤ 2CMn,

òî èç ðàâåíñòâà (6) äëÿ ëþáûõ n ∈ N, x ∈ X èìååì∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 4CMn.

Òàê êàê Mn → 0 ïðè n→∞, òî ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ↪→ 4CMn ≤ ε.
Ïîýòîìó

∀ε ∃N : ∀n ≥ N ∀p ∈ N∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè (òåîðåìó 2), ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõî-

äèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak(x) bk(x) íà ìíîæåñòâå X.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèçíàêà Àáåëÿ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, ïîçâîëÿþùåå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óïðîùàòü ôóíêöèîíàëü-
íûé ðÿä ïðè èññëåäîâàíèè åãî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâåX çàäàíû äâå ôóíêöèîíàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)}∞k=1 è {bk(x)}∞k=1, ïðè÷åì

∃m > 0 ∃M > 0 : ∀k ∈ N ∀x ∈ X ↪→ m ≤ bk(x) ≤M

è ∀x ∈ X ∀k ∈ N ↪→ bk+1(x) ≤ bk(x). Òîãäà íà ìíîæåñòâå X ðàâ-

íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

ak(x) bk(x) ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak(x).

Èññëåäîâàíèå ðÿäà
∞∑
k=1

uk(x) íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíî-

æåñòâå X ìîæíî ïðîâîäèòü ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó:

1) Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå x0 ∈ X, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x0)

ðàñõîäèòñÿ, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî

(à çíà÷èò, è ðàâíîìåðíî) ñõîäÿùèìñÿ íà X.
2) Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xk}∞k=1 ⊂ X òà-

êàÿ, ÷òî uk(xk) ̸→ 0 ïðè k → ∞, òî íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä íå ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî.

3) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà, òî ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

4) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà, òî ðÿä ñõîäèò-
ñÿ ðàâíîìåðíî.

5) Åñëè ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ èç ïðèçíàêà Àáåëÿ âîçìîæíî ñâåñòè
èññëåäîâàíèå èñõîäíîãî ðÿäà ê èññëåäîâàíèþ áîëåå ïðîñòîãî ðÿäà,
ñäåëàòü ýòî.

6) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äèðèõëå, òî ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî.

7) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå ê óñëîâèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà

∃ε > 0 : ∀N ∈ N ∃n ≥ N ∃p ∈ N ∃x ∈ X :

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ > ε,

òî ðÿä íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. (Âàæíî, ÷òî â îòðèöàíèè óñëîâèÿ
Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà òî÷êà x ìîæåò çàâèñåòü îò N ,
íî íå äîëæíà çàâèñåòü îò èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k.)
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Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è íóæíî íàéòè òîò èç ïóíêòîâ
1)�7), óñëîâèÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ, çàòåì ýòî íóæíî îáîñíîâàòü
è òåì ñàìûì çàâåðøèòü èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïpèìåp. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ðÿä
∞∑
k=1

sin(kx)
kα íà îòðåçêàõ [0, π] è [δ, π], ãäå δ ∈ (0, π).

Ðåøåíèå. 1) Ïðè α ≤ 0 ÷ëåíû ðÿäà sin(kx)
kα íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè k → ∞ (ò.ê., íàïðèìåð, ïðè x = π
2 , k = 1 + 4n, n ∈ N èìååì

sin(kx)
kα = 1

kα ̸→ 0 ïðè k →∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α ≤ 0 äàííûé ðÿä
íå ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèìñÿ íà îòðåçêàõ [0, π] è [δ, π].

2) Ïðè α > 1 ðÿä
∞∑
k=1

sin(kx)
kα ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, π]

(à çíà÷èò, è íà îòðåçêå [δ, π]). Ýòî ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà,

ïîñêîëüêó
∣∣∣ sin(kx)kα

∣∣∣ ≤ 1
kα , è ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=1

1
kα ñõîäèòñÿ ïðè α > 1.

3) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α > 0 äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà
îòðåçêå [0, π].

Ïóñòü x ∈ (0, π]. Ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
k=1

sin(kx)

îãðàíè÷åíû. Äåéñòâèòåëüíî,

n∑
k=1

sin(kx) =
1

sin(x/2)

n∑
k=1

sin(kx) sin(x/2) =

= − 1

2 sin(x/2)

n∑
k=1

(
cos
(
(k + 1

2 )x
)
− cos

(
(k − 1

2 )x
))

=

= − 1

2 sin(x/2)

(
cos
(
(n+ 1

2 )x
)
− cos

(
x
2

))
,

ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(kx)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin(x/2)
∀x ∈ (0, π] ∀n ∈ N. (5)

Òàê êàê ïðè α > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
kα

}
ìîíîòîííî ñòðåìèò-

ñÿ ê íóëþ, òî â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ∀x ∈
∈ (0, π] ðÿä

∞∑
k=1

sin(kx)
kα ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó â òî÷êå x = 0: sin(kx)

kα =

= 0, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è â òî÷êå x = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè α > 0
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ðÿä
∞∑
k=1

sin(kx)
kα ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà îòðåçêå [0, π] (ñëåäîâàòåëüíî, è

íà îòðåçêå [δ, π]).
4) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α > 0 äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

[δ, π]. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(kx)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin(δ/2)
∀x ∈ [δ, π] ∀n ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
k=1

sin(kx) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû íà [δ, π]. Òàê êàê ïðè α > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
kα

}
ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ðÿäîâ äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [δ, π] ïðè α >
> 0.

5) Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α ≤ 1 ðÿä
∞∑
k=1

sin(kx)
kα íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùèìñÿ íà [0, π], òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà:

∃ε > 0 : ∀N ∈ N ∃n ≥ N ∃p ∈ N ∃x ∈ [0, π] :

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

sin(kx)

kα

∣∣∣∣∣ ≥ ε.
Ïîëîæèì p = n = N , x = π

4N , òîãäà äëÿ ëþáîãî
k ∈ {n+ 1, n+ 2, . . . , n+ p} = {N + 1, . . . , 2N} âûïîëíÿåòñÿ kx ∈
∈
[
π
4 ,

π
2

]
è, ñëåäîâàòåëüíî, sin(kx) ≥ sin(π/4) = 1√

2
. Ïîýòîìó

n+p∑
k=n+1

sin(kx)

kα
=

2N∑
k=N+1

sin(kx)

kα
≥ 1√

2

2N∑
k=N+1

1

kα
≥

≥ 1√
2

2N∑
k=N+1

1

k
≥ 1√

2

1

2N
N =

1

2
√
2
.

Èòàê,

∃ε = 1

2
√
2
: ∀N ∈ N ∃n = N ∃p = N ∃x =

π

4N
:

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

sin(kx)

kα

∣∣∣∣∣ ≥ ε.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ðÿä
∞∑
k=1

sin(kx)
kα íå ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà [0, π] ïðè α ≤ 1. Îòñþäà è èç ïóíêòà (3)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè α ∈ (0, 1] äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà
[0, π].

Îòâåò. Äàííûé ðÿä íà îòðåçêå [0, π]: ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 0,
ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî ïðè α ∈ (0, 1], ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè α >
> 1; íà îòðåçêå [δ, π]: ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 0, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
ïðè α > 0.

� 3. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ

Òåîpåìà 1. (Î íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.) Åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå X ôóíê-
öèé ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, òî ôóíê-
öèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå x0 ∈ X è ε > 0.
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà δ > 0 òàêîãî, ÷òî

∀x ∈ X ∩ Uδ(x0) ↪→ |f(x)− f(x0)| < ε. (1)

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ∈ N,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ∀n ≥ N ∀x ∈ X ↪→ |fn(x) − f(x)| ≤ ε

4 .
Â ÷àñòíîñòè:

∀x ∈ X ↪→ |fN (x)− f(x)| ≤ ε

4
. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fN (x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ X ∩ Uδ(x0) ↪→ |fN (x)− fN (x0)| <
ε

2
. (3)

Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ïîëó÷àåì

∀x ∈ X ∩ Uδ(x0) ↪→ |f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN (x)|+

+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)| <
ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1).
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Çàìå÷àíèå. Èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé {fn(x)}∞n=1 ê ôóíêöèè f(x) íå ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè f(x).

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn(x) =
= xn ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [0, 1]
ê ðàçðûâíîé ôóíêöèè f(x) =

=

{
0, åñëè x ∈ [0, 1),
1, åñëè x = 1.

fn(x)

0 1

1

x

Òåîpåìà 2. (Î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà.) Åñëè ôóíêöèîíàëü-

íûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X è âñå ôóíê-

öèè uk(x) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå X, òî ñóììà ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû 1 ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
k=1

uk(x).

Òåîpåìà 3. (Îá èíòåãðèðîâàíèè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.) Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíê-
öèé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] ê ôóíêöèè f(x). Òîãäà

lim
n→∞

 b∫
a

fn(x) dx

 =

b∫
a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], à çíà÷èò, èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
ýòîì îòðåçêå. Ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè íåðàâåíñòâ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

fn(x) dx−
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
b∫

a

|fn(x)− f(x)| dx ≤ (b− a) sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)|.
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Òàê êàê fn(x) −→−→
[a,b]

f(x) ïðè n → ∞, òî sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)| → 0

ïðè n→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
b∫
a

fn(x) dx
n→∞−→

b∫
a

f(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè fn(x)−→
[a,b]

f(x) ïðè n →

→∞ íå ñëåäóåò, ÷òî
b∫
a

fn(x) dx
n→∞−→

b∫
a

f(x) dx.

Ïóñòü, íàïðèìåð,

fn(x) =


n2x, x ∈

[
0, 1

n

]
,

2n− n2x, x ∈
[
1
n ,

2
n

]
,

0, x ∈
[
2
n , 1
]
.

Òîãäà fn(x)−→
[0,1]

0 ïðè n → ∞, íî

1∫
0

fn(x) dx = 1 ̸→ 0 ïðè n→∞.

fn(x)

n

0 1/n 2/n 1
x

Òåîpåìà 4. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà.) Åñëè ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b]

è âñå ôóíêöèè uk(x) íåïðåðûâíû íà [a, b], òî ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

(
b∫
a

uk(x) dx

)
ñõîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò ñóììû ðÿäà

∞∑
k=1

uk(x),

ò. å. ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäà:

b∫
a

( ∞∑
k=1

uk(x)

)
dx =

∞∑
k=1

 b∫
a

uk(x) dx

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíÿÿ òåîðåìó 3 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x), ïîëó÷àåì

∞∑
k=1

 b∫
a

uk(x) dx

 = lim
n→∞

n∑
k=1

 b∫
a

uk(x) dx

 = lim
n→∞

 b∫
a

Sn(x) dx

 Ò. 3
=
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Ò. 3
=

b∫
a

(
lim
n→∞

Sn(x)
)
dx =

b∫
a

( ∞∑
k=1

uk(x)

)
dx.

Òåîpåìà 5. (Î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.)
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈
∈ [a, b], à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ {f ′n(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà [a, b]. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà [a, b] ê íåêîòîðîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè f(x), ïðè÷åì(

lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x) ∀x ∈ [a, b]. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φ(x):

f ′n(x) −→−→
[a,b]

φ(x) ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f ′n(x) íåïðåðûâ-

íû, òî â ñèëó òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ φ(x) íåïðåðûâíà. Èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

n→∞
fn(x0) = A ∈ R. Îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ f(x) = A+
x∫

x0

φ(t) dt. Çàìåòèì, ÷òî fn(x) = fn(x0) +

+
x∫

x0

f ′n(t) dt, ñëåäîâàòåëüíî, |fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x0)−A|+
x∫

x0

|f ′n(t)−

− φ(t)| dt. Ïîýòîìó

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x0)−A|+ (b− a) sup
t∈[a,b]

|f ′n(t)− φ(t)|.

Ïîñêîëüêó f ′n(x) −→−→
[a,b]

φ(x) ïðè n→∞, òî sup
t∈[a,b]

|f ′n(t)−φ(t)| → 0

ïðè n→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| ≤

≤ |fn(x0)−A|+ (b− a) sup
t∈[a,b]

|f ′n(t)− φ(t)|
n→∞−→ 0,

ò. å. fn(x) −→−→
[a,b]

f(x) ïðè n → ∞. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x)

ñëåäóåò, ÷òî f ′(x) = φ(x) = lim
n→∞

f ′n(x).
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Çàìå÷àíèå. Èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íå ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (4).

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) =
arctgnx

n ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè f(x) = 0 ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1], îäíàêî â òî÷êå x =

= 0 èìååì
(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= f ′(x) = 0 ̸= 1 = lim
n→∞

f ′n(x).

Òåîpåìà 6. (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà.) Ïóñòü

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈

∈ [a, b], âñå ôóíêöèè uk(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b], è

ðÿä
∞∑
k=1

u′k(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b]. Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïî÷ëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà( ∞∑

k=1

uk(x)

)′

=

∞∑
k=1

u′k(x) ∀x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíÿÿ òåîðåìó 5 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b] è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà( ∞∑

k=1

uk(x)

)′

=
(
lim
n→∞

Sn(x)
)′

= lim
n→∞

S′
n(x) =

∞∑
k=1

u′k(x).
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Ãëàâà 11

ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ PßÄÛ

� 1. Îáîáùåííûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè
÷èñëîâîãî ðÿäà

Íàïîìíèì, ÷òî âåðõíèì ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ (êîíå÷íûõ
è áåñêîíå÷íûõ) ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} :

lim
k→∞

xk =

= sup

{
A ∈ R : ∃ ïîäïîñëåä. {xkj}∞j=1 : A = lim

j→∞
xkj

}
.

Ëåììà 1. Åñëè A > lim
k→∞

xk, òî

∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0 ↪→ xk ≤ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∀k0 ∈ N ∃k ≥
≥ k0 : xk > A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkj}∞j=1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 òàêàÿ, ÷òî

∀j ∈ N ↪→ xkj > A. (1)

Â ñèëó òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ëþáàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë.
Ïóñòü B ∈ R � íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xkj
}∞j=1. Èç óñëîâèÿ (1) â ñèëó òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â

íåðàâåíñòâàõ ñëåäóåò, ÷òî B ≥ A. Ïîñêîëüêó B ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì
ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìó-
ìà lim

k→∞
xk ≥ B ≥ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Òåîpåìà 1. (Îáîáùåííûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâî-

ãî ðÿäà.) Ïóñòü âñå ÷ëåíû ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ak íåîòðèöàòåëüíû è

ïóñòü q = lim
k→∞

k
√
ak. Òîãäà
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à) åñëè q < 1, òî ðÿä
∞∑
k=0

ak ñõîäèòñÿ;

á) åñëè q > 1, òî ak ̸→ 0 ïðè k →∞, è ðÿä
∞∑
k=0

ak ðàñõîäèòñÿ;

â) åñëè q = 1, òî ðÿä
∞∑
k=0

ak ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à ìîæåò è ðàñõî-

äèòüñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü q < 1. Îïðåäåëèì íåêîòîðîå q′ èç

óñëîâèÿ q < q′ < 1. Ïîñêîëüêó q′ > q = lim
k→∞

k
√
ak, òî â ñèëó ëåììû 1

èìååì ∃k0 ∈ N : ∀k > k0 ↪→ k
√
ak ≤ q′. Îòñþäà â ñèëó ïðèçíàêà Êîøè

â äîïðåäåëüíîé ôîðìå (òåîðåìà 5 � 2 ãëàâû 9) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∞∑
k=0

ak.

á) Ïóñòü q > 1. Ïîñêîëüêó q = lim
k→∞

k
√
ak ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì

ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

k
√
ak
}
, òî â ñè-

ëó îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà èç íåðàâåíñòâà q > 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò q′ > 1 � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
k
√
ak
}
. Ýòî

îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

kj
√
akj

}
òàêîé, ÷òî

lim
j→∞

kj
√
akj

= q′ > 1. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîëó÷àåì ∃j0 ∈

∈ N : ∀j > j0 ↪→ kj
√
akj
≥ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∀j > j0 ↪→ akj

≥ 1.
Ïîýòîìó akj

̸→ 0 ïðè j → ∞, à çíà÷èò, ak ̸→ 0 ïðè k → ∞ è ðÿä
∞∑
k=0

ak ðàñõîäèòñÿ.

â) Äëÿ ðÿäà
∞∑
k=0

1
kα èìååì q = lim

k→∞
k
√
ak = lim

k→∞

(
1
k√
k

)α
= 1, à

êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ïðè α > 1 ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè α ≤ 1 �
ðàñõîäèòñÿ.

� 2. Êîìïëåêñíûå ðÿäû

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy (ãäå x =

= Re z, y = Im z) íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî |z| =
√
x2 + y2.

Îïpåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî S íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {Sn}∞n=1

(
S = lim

n→∞
Sn

)
, åñ-

ëè lim
n→∞

|S − Sn| = 0.

Çàìåòèì, ÷òî
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S= lim
n→∞

Sn ⇔
(
ReS= lim

n→∞
ReSn è ImS= lim

n→∞
ImSn

)
. (1)

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ

÷èñåë {ck}∞k=0. Ðÿä
∞∑
k=0

ck íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà.

Êîìïëåêñíûé ðÿä
∞∑
k=0

ck íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ âåùåñòâåííûé ðÿä
∞∑
k=0

|ck|.

Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü êîìïëåêñíîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ck ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè äâóõ âåùåñòâåííûõ ðÿäîâ
∞∑
k=0

Re ck

è
∞∑
k=0

Im ck.

Ëåììà 1. Åñëè êîìïëåêñíûé ðÿä
∞∑
k=0

ck ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî

îí ñõîäèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ak = Re ck, bk = Im ck. Ïîñêîëüêó

|ak| ≤
√
a2k + b2k = |ck|, òî â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ èç ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà
∞∑
k=0

|ck| ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñ-

ëîâîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ak, à çíà÷èò, è åãî ñõîäèìîñòü. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷à-

åì ñõîäèìîñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
k=0

bk. Ñëåäîâàòåëüíî,

êîìïëåêñíûé ðÿä
∞∑
k=0

ck =
∞∑
k=0

(ak + ibk) ñõîäèòñÿ.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë Z ⊂ C çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
{Sn(z)}∞n=1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé {Sn(z)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè S(z) ðàâíîìåð-
íî íà ìíîæåñòâå Z, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé {|Sn(z)− S(z)|}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå
Z.
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Îïpåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñíûé ôóíêöèîíàëü-

íûé ðÿä
∞∑
k=0

uk(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Z, åñëè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(z) =
n∑

k=0

uk(z) ýòîãî ðÿäà ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî ê ñóììå S(z) ýòîãî ðÿäà, ò. å. |Sn(z) − S(z)| −→−→
Z

0

ïðè n→∞.

Òåîpåìà 1. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
êîìïëåêñíîãî ðÿäà.) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Z ⊂ C çàäàí êîìïëåêñíûé

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=0

uk(z). Ïóñòü ∀k ∈ N ∀z ∈ Z ↪→ |uk(z)| ≤

≤ ak è ïóñòü âåùåñòâåííûé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=0

ak ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=0

uk(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûé

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=0

|uk(z)| ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ Z. Îòñþäà â ñèëó

ëåììû 1 ïîëó÷àåì ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
k=0

uk(z) íà ìíîæåñòâå Z, ò. å. ∀z ∈ Z ∃ lim
n→∞

Sn(z) = S(z) ∈ C, ãäå

Sn(z) =
n∑

k=0

uk(z). Çàìåòèì, ÷òî

|Sn(z)− S(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

ak
n→∞−→ 0,

ñëåäîâàòåëüíî, sup
z∈Z
|Sn(z)− S(z)| → 0 ïðè n→∞, ò. å. |Sn(z)−

− S(z)| −→−→
Z

0 ïðè n→∞.

� 3. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë {ck}∞k=0 è êîìïëåêñíîå ÷èñëî w0. Êîìïëåêñíûé ôóíêöèîíàëü-

íûé ðÿä
∞∑
k=0

ck(w − w0)
k ñ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w íàçûâàåòñÿ

ñòåïåííûì ðÿäîì.
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Ââåäåíèå êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = w − w0 ñâîäèò ðÿä
∞∑
k=0

ck(w−w0)
k ê ðÿäó

∞∑
k=0

ckz
k. Èìåÿ â âèäó ýòó çàìåíó ïåðåìåííîé,

â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòåïåííûå ðÿäû âèäà
∞∑
k=0

ckz
k.

Îïpåäåëåíèå. Ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k

íàçûâàåòñÿ Rcx ∈ [0,+∞)
∪
{+∞}, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå Êîøè�

Àäàìàðà:
1

Rcx
= lim

k→∞
k
√
|ck| (1)

(ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 1
0 = +∞, 1

+∞ = 0).
Êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäóñîì Rcx

íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k. Åñëè Rcx =

= +∞, òî êðóãîì ñõîäèìîñòè ñ÷èòàåòñÿ âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
C.

Òåîpåìà 1. (Î êðóãå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.)

Ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k

1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âíóòðè
êðóãà ñõîäèìîñòè
(ò. å. íà ìíîæåñòâå {z ∈ C :
|z| < Rcx}),
2) ðàñõîäèòñÿ âíå êðóãà ñõî-
äèìîñòè (ò. å. íà ìíîæåñòâå
{z ∈ C : |z| > Rcx}),
3) íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìî-
ñòè (ò. å. íà ìíîæåñòâå {z ∈
∈ C : |z| = Rcx}) ìîæåò ñõî-
äèòüñÿ, à ìîæåò è ðàñõîäèòüñÿ.

Re z

Im z

R cx

0

ñõîäèòñÿ

ðàñõîäèòñÿ

(Çäåñü Rcx � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñ-

ëî z ̸= 0 è èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=0

|ckzk| ñ ïîìîùüþ îáîáùåí-

íîãî ïðèçíàêà Êîøè. Îïðåäåëèì

q = lim
k→∞

k

√
|ckzk| = |z| lim

k→∞
k
√
|ck| =

|z|
Rcx
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(ãäå ïðè Rcx = 0, |z| > 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü q = +∞).

1) Ïðè z = 0 ðÿä
∞∑
k=0

|ckzk| ñîñòîèò èç íóëåé, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ.

Åñëè 0 < |z| < Rcx, òî q < 1 è â ñèëó îáîáùåííîãî ïðèçíàêà Êîøè

ðÿä
∞∑
k=0

|ckzk| ñõîäèòñÿ, ò. å. ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

2) Åñëè |z| > Rcx, òî q > 1 è â ñèëó îáîáùåííîãî ïðèçíàêà Êîøè

÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=0

|ckzk| íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ è ÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k, à çíà÷èò, ðÿä

∞∑
k=0

ckz
k ðàñõîäèò-

ñÿ. (Çàìåòèì, ÷òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

|ckzk| íå ñëåäóåò ðàñõî-

äèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k, è ïîýòîìó âàæíî, ÷òî ðÿä

∞∑
k=0

|ckzk| íå òîëüêî

ðàñõîäèòñÿ, íî è åãî ÷ëåíû íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.)

3) Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðÿä
∞∑
k=0

zk

k+1 . Ïî ôîðìóëå Êîøè�

Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè Rcx èìååì 1
Rcx

= lim
k→∞

1
k√k+1

=

= lim
k→∞

1
k√k+1

= lim
k→∞

e− ln(k+1)/k = e0 = 1.

Ïðè z = 1 èñõîäíûé ðÿä èìååò âèä
∞∑
k=0

1
k+1 =

∞∑
k=1

1
k è, êàê ïîêà-

çàíî â � 2 ãëàâû 9, ðàñõîäèòñÿ. Ïðè z = −1 èñõîäíûé ðÿä èìååò âèä
∞∑
k=0

(−1)k

k+1 . Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â ñèëó ïðèçíàêà Ëåéáíèöà (òåîðåìà 4

� 3 ãëàâû 9).

Òåîpåìà 2. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ.) Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ â òî÷êå z = z0. Òîãäà â ëþáîé òî÷êå z = z1 òà-

êîé, ÷òî |z1| < |z0| ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå z =

= z0, òî â ñèëó ïóíêòà 2) òåîðåìû î êðóãå ñõîäèìîñòè ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè ýòîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Rcx ≥ |z0|. Ñëåäî-
âàòåëüíî, |z1| < |z0| ≤ Rcx, è ñîãëàñíî ïóíêòó 1) òåîðåìû î êðóãå
ñõîäèìîñòè â òî÷êå z = z1 ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò àëüòåðíàòèâíûé ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìó-
ëå Êîøè�Àäàìàðà ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà. Ýòîò ñïîñîá óäîáåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êîýôôèöèåíòû
ñòåïåííîãî ðÿäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôàêòîðèàë.

Ëåììà 1. Ïóñòü m,n ∈ N è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ck} ⊂
⊂ C \ {0} ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé lim

k→∞
|ck+1|
|ck| . Òîãäà

äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè Rcx ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
mk+n ñïðàâåä-

ëèâà ôîðìóëà

1

Rcx
= m

√
lim
k→∞

|ck+1|
|ck|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì R1 ∈ [0,+∞)
∪
{+∞} èç óñëî-

âèÿ 1
R1

= m

√
lim
k→∞

|ck+1|
|ck| è èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
k=0

|ckzmk+n| ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå

(ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4 � 2 ãëàâû 9). Îïðåäåëèì

q = lim
k→∞

|ck+1 z
m(k+1)+n|

|ck zmk+n|
=
|z|m

Rm
1

.

Ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä
∞∑
k=0

|ckzmk+n| ñõîäèòñÿ ïðè q <

< 1, ò. å. ïðè |z| < R1, è ðàñõîäèòñÿ ïðè q > 1, ò. å. ïðè |z| > R1.

Ïóñòü Rcx � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
mk+n.

Â ñèëó òåîðåìû 1 ðÿä
∞∑
k=0

|ckzmk+n| ñõîäèòñÿ ïðè |z| < Rcx è ðàñ-

õîäèòñÿ ïðè |z| > Rcx.

Ñëåäîâàòåëüíî, R1 = Rcx è
1

Rcx
= 1

R1
= m

√
lim
k→∞

|ck+1|
|ck| .

Çàìå÷àíèå. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

èëè áåñêîíå÷íûé lim
k→∞

|ck+1|
|ck| , òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
k=0

ckz
2k

è
∞∑
k=0

ckz
2k+1 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ôîðìóëîé 1

Rcx
=

√
lim
k→∞

|ck+1|
|ck| .
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Òåîpåìà 3. (Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.)

Ïóñòü Rcx > 0 � ðàäèóñ ñõîäè-

ìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà r ∈
∈ (0, Rcx) ðÿä

∞∑
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî â êðóãå Z = {z ∈
∈ C : |z| ≤ r}.

Re z

Im z

Rcx

r

0

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∀z ∈ Z ∀k ∈ N ↪→ |ckzk| ≤
≤ |ck| rk. Ïîñêîëüêó |r| = r < Rcx, òî â ñèëó òåîðåìû 1 ÷èñëîâîé

ðÿä
∞∑
k=0

|ckrk| ñõîäèòñÿ. Îòñþäà è èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè êîìïëåêñíîãî ðÿäà (òåîðåìà 1 � 2) ñëåäóåò ðàâ-

íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=0

ckz
k íà ìíîæåñòâå Z.

Çàìå÷àíèå. Â ñàìîì êðóãå ñõîäèìîñòè, ò. å. íà ìíîæåñòâå Z =
= {z ∈ C : |z| < Rcx} ñòåïåííîé ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ íåðàâíîìåðíî.
Íàïðèìåð, ðÿä

∞∑
k=0

zk èìååò ðàäóñ ñõîäèìîñòè Rcx = 1, íî íà ìíîæå-

ñòâå Z = {z ∈ C : |z| < 1} ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî, òàê êàê
íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî,

sup
z∈Z
|zk| = 1 ̸→ 0 ïðè k →∞, ñëåäîâàòåëüíî, zk −̸→−→

Z
0 ïðè k →∞.

Òåîpåìà 4. (Âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ.) Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ â òî÷êå z1 ∈ C. Òîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà îòðåçêå [0, z1] = {tz1 : t ∈ [0, 1]}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè z = tz1 èìååì ckz

k = ckz
k
1 t

k = ak(t)bk(t),

ãäå ak(t) = ak = ckz
k
1 , bk(t) = tk. Ïî óñëîâèþ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=0

ak =

=
∞∑
k=0

ckz
k
1 ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
k=0

ak(t) ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {bk(t)} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [0, 1] è ìîíî-
òîííà ïî k (0 ≤ bk+1(t) ≤ bk(t) ≤ 1 ∀k ∈ N, ∀t ∈ [0, 1]). Â ñèëó

307



ïðèçíàêà Àáåëÿ ðÿäû
∞∑
k=0

(Re ak(t))bk(t) è
∞∑
k=0

(Im ak(t))bk(t) ñõîäÿòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
k=0

ak(t)bk(t) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà [0, 1], à çíà÷èò, ðÿä
∞∑
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå

[0, z1].

Òåîpåìà 5. Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ
∞∑
k=1

ck k z
k−1

è
∞∑
k=0

ck
k+1z

k+1, ïîëó÷åííûõ ôîðìàëüíûì ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöè-

ðîâàíèåì è èíòåãðèðîâàíèåì ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ck z
k, ñîâïàäàþò ñ

ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ck z
k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R1

ðÿäà
∞∑
k=0

ck k z
k ðàâåí ðàäèóñó ñõîäèìîñòè R èñõîäíîãî ðÿäà

∞∑
k=0

ck z
k.

Â ñèëó ôîðìóëû Êîøè�Àäàìàðà èìååì

1

R1
= lim

k→∞
k
√
|ck| k = lim

k→∞
k
√
|ck| lim

k→∞

k
√
k = lim

k→∞
k
√
|ck| =

1

R
.

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî lim
k→∞

k
√
k = lim

k→∞
eln k/k = e0 =

= 1.)
Ñëåäîâàòåëüíî, R1 = R.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

ck k z
k =

∞∑
k=1

ck k z
k è ðÿä

∞∑
k=1

ck k z
k−1 ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïðè z = 0 ýòè

ðÿäû, î÷åâèäíî, ñõîäÿòñÿ. Ïóñòü z ̸= 0. Îáîçíà÷èì Sn =
n∑

k=1

ck k z
k,

S̃n =
n∑

k=1

ck k z
k−1. Åñëè ñóùåñòâóåò lim

n→∞
Sn = S ∈ C, òî ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

S̃n = lim
n→∞

Sn

z = S
z ∈ C. Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò lim

n→∞
S̃n = S̃ ∈

∈ C, òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

Sn = z S̃.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R1 ðÿäà
∞∑
k=1

ck k z
k ðàâåí ðà-

äèóñó ñõîäèìîñòè R2 ðÿäà
∞∑
k=1

ck k z
k−1. Èòàê, R2 = R1 = R, ò. å. ïðè

ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà åãî ðàäèóñ ñõîäè-
ìîñòè íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
k=0

ck z
k ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöè-

ðîâàíèè ðÿäà
∞∑
k=0

ck
k+1z

k+1, òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ òàêæå

ñîâïàäàþò.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííûå ñòåïåííûå ðÿäû

âèäà
∞∑
k=0

ak (x− x0)k, ãäå ak, x, x0 ∈ R. Ïîñêîëüêó âåùåñòâåííûé ñòå-

ïåííîé ðÿä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíûé ñòåïåííîé ðÿä,

òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè Rcx ðÿäà
∞∑
k=0

ak (x−x0)k ìîæíî îïðåäåëÿòü èç

ôîðìóëû Êîøè�Àäàìàðà èëè èç ëåììû 1, â êîòîðûõ ñëåäóåò ïîëî-
æèòü ck = ak. Èíòåðâàë (x0 −Rcx, x0 +Rcx) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

ak (x− x0)k.

Òåîpåìà 6. Ïóñòü âåùåñòâåííûé ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
k=0

ak (x−x0)k =

= f(x) èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè Rcx > 0. Òîãäà
1) äëÿ ëþáîãî x ∈ (x0 − Rcx, x0 + Rcx) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà:

x∫
x0

f(t) dt =

∞∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)k+1;

2) â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè (x0 − Rcx, x0 + Rcx) ôóíêöèÿ f èìååò
ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûå ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöè-

ðîâàíèåì ðÿäà
∞∑
k=0

ak (x− x0)k:

f (n)(x) =

∞∑
k=0

ak ((x− x0)k)(n) ∀x ∈ (x0 −Rcx, x0 +Rcx); (2)
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3) êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ak (x − x0)k = f(x) îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôóíêöèè f(x) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ak =

= f(k)(x0)
k! .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ëþáîãî x ∈ (x0 − Rcx, x0 + Rcx) îïðå-
äåëèì ÷èñëî r ∈ (0, Rcx) èç óñëîâèÿ x ∈ [x0 − r, x0 + r]. Â ñèëó òåî-

ðåìû î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ðÿä
∞∑
k=0

ak (t−x0)k

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [x0 − r, x0 + r]. Îòñþäà ïî òåîðåìå î
ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà (òåîðåìà 4 � 3 ãëàâû 10) ñëåäóåò, ÷òî

x∫
x0

f(t) dt =

∞∑
k=0

ak

x∫
x0

(t− x0)k dt =
∞∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)k+1.

2) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ (x0 − Rcx, x0 + Rcx) ñóùåñòâóåò

êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x), ïðè÷åì f ′(x) =
∞∑
k=1

ak k (x− x0)k−1. Çà-

ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ (x0 −Rcx, x0 +Rcx) è îïðåäåëèì ÷èñëî
r ∈ (0, Rcx) èç óñëîâèÿ x ∈ (x0 − r, x0 + r).

Â ñèëó òåîðåìû 5 ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ak k (t−x0)k−1, ïî-

ëó÷åííîãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà
∞∑
k=0

ak (t−x0)k, ðà-

âåí Rcx. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà r < Rcx è òåîðåìû î ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà îòðåçêå [x0− r, x0 + r]. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå î ïî÷ëåííîì
äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (òåîðåìà 6 � 3 ãëàâû 10)

ðÿä
∞∑
k=0

ak (t − x0)k ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî íà îòðåçêå

[x0 − r, x0 + r]. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò f ′(x) =
∞∑
k=1

ak k (x− x0)k−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n = 1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2).

Ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ðÿäà
∞∑
k=1

ak k (x−x0)k−1 = f ′(x),

ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2) ïðè n = 2 è òàê äàëåå. Ïî èíäóêöèè ôîðìóëà
(2) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ÷òî äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû.

3) Çàìåòèì, ÷òî
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((x− x0)k)(n) =
{
k(k − 1) · · · (k − n+ 1) (x− x0)k−n, k ≥ n,
0, k < n,

ñëåäîâàòåëüíî, ((x− x0)k)(n)|x=x0 =

{
n!, k = n,
0, k ̸= n.

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî f (n)(x0) = an n!, ÷òî äîêà-
çûâàåò óòâåðæäåíèå òðåòüåãî ïóíêòà òåîðåìû.

� 4. Ðÿä Òåéëîðà

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ëþ-
áîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f .

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìà â òî÷êå x0. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå x0,
åñëè îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è ðÿä Òåéëî-
ðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0:

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Çàìå÷àíèå. Èç ïóíêòà (3) òåîðåìû 6 � 3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ñòåïåííîãî ðÿ-

äà
∞∑
k=0

ak (x− x0)k ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè Rcx > 0, òî ýòîò ðÿä ÿâëÿ-

åòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå x0.

Çàìå÷àíèå. Ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x0 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè f(x) ìîæåò ñõîäèòüñÿ íå ê ôóíêöèè f(x), à ê íåêî-
òîðîé äðóãîé ôóíêöèè, íå ñîâïàäàþùåé ñ f(x) â ñêîëü óãîäíî ìàëîé
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îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðíîé â òî÷êå x0.

Ïóñòü

f(x) =

{
e−1/x2

, åñëè x ̸= 0,
0, åñëè x = 0.

(1)

Çàìåòèì, ÷òî ∀k ∈ N ↪→ lim
x→0

1
xk e

−1/x2

= lim
t→+∞

tk/2 e−t = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f ′(x) =


2

x3
e−1/x2

, x ̸= 0,

0, x = 0,

f ′′(x) =


(

4

x6
− 6

x4

)
e−1/x2

, x ̸= 0,

0, x = 0.

Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

f (n)(x) =

{
P3n(1/x) e

−1/x2

, x ̸= 0,
0, x = 0,

ãäå P3n(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3n îò t.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f(x)

â òî÷êå x0 = 0 ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ñóììà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x0 ðàâíà íóëþ è íå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f(x) â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ôóíêöèÿ
(1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷-
êå x0 = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà n ðàç äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ

rn(x) = f(x)− Sn(x), ãäå Sn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Çàìå÷àíèå. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà íå âñåãäà
ñîâïàäàåò ñ îñòàòêîì ðÿäà Òåéëîðà. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè (1)
Sn(x) = 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ R, ïîýòîìó îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà òîæäå-
ñòâåííî ðàâåí íóëþ, à îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà rn(x) =
= f(x) ̸= 0 ∀x ̸= 0.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ lim
n→∞

rn(x) = 0. (2)

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè (1), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåãó-
ëÿðíîñòè ôóíêöèè íåäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè Rcx > 0. Íóæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå (2).

Òåîpåìà 1. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.) Ïóñòü ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìà â Uδ(x0) è

∃M > 0 : ∀n ∈ N ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ |f (n)(x)| ≤M.

Òîãäà ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â òî÷êå x0 è

∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-
íîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ ëþáîãî x ∈ Uδ(x0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ξ,
ëåæàùåå ìåæäó x è x0 (à çíà÷èò, ξ ∈ Uδ(x0)), òàêîå, ÷òî rn(x) =

= f(n+1)(ξ)
(n+1)! (x− x0)n+1. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ |rn(x)| ≤M
δn+1

(n+ 1)!
. (4)

Ïîêàæåì, ÷òî ∀a > 0 ↪→ lim
n→∞

an

n! = 0.

Îïðåäåëèì n0 ∈ N èç óñëîâèÿ n0 > 2a, òîãäà ïðè n > n0 èìååì

an

n!
=
an0

n0!

an−n0

n(n− 1) · · · (n0 + 1)
<
an0

n0!

an−n0

nn−n0
0

<
an0

n0!

(
1

2

)n−n0
n→∞−→ 0.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëó÷àåì

∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ lim
n→∞

rn(x) = 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â òî÷êå x0 è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(3).
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� 5. Ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ïîêàçàòåëüíîé,
ãèïåðáîëè÷åñêèõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Îïpåäåëåíèå. Ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 = 0 íàçû-
âàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà ýòîé ôóíêöèè.

Òåîpåìà 1. Ðÿäû Ìàêëîðåíà ôóíêöèé ex, chx, shx, cosx, sinx
ñõîäÿòñÿ ê ýòèì ôóíêöèÿì íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé: äëÿ ëþáîãî x ∈
∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
, (1)

chx =

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
, shx =

∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
, (2)

cosx =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k, sinx =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0 ïðè x ∈
∈ Uδ(0) = (−δ, δ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ |(ex)(n)| = ex < eδ, òî
âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f(x) = ex â
òî÷êå x0 = 0 è ïî òåîðåìå 1 � 4 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0 ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå (3) èç � 4. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî (1). Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé chx, shx, cosx, sinx íà ëþáîì
èíòåðâàëå (−δ, δ) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 � 4, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (2),
(3).

Òåîpåìà 2. Äëÿ ëþáîãî z ∈ C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ez =

∞∑
k=0

zk

k!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåí-

íîãî ðÿäà
∞∑
k=0

zk

k! ðàâåí +∞. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå î êðóãå ñõî-

äèìîñòè, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî z ∈ C. Îáîçíà÷èì
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f(z) =

∞∑
k=0

zk

k!
∀z ∈ C. (4)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ iy, ãäå x, y ∈
∈ R. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî f(z) = ez. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ýêñïîíåíòû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, äàííîìó â � 2 ãëàâû 4 òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü ðàâåíñòâî

f(z) = ex(cos y + i sin y). (5)

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

f(z1 + z2) = f(z1)f(z2) ∀z1, z2 ∈ C. (6)

Ïî òåîðåìå î ïåðåìíîæåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (òåîðåìà
3 � 4 ãëàâû 9), êîòîðàÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ðÿäîâ äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê è äëÿ âåùåñòâåííûõ, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (4) èìååì

f(z1)f(z2) =

( ∞∑
k=0

zk1
k!

)( ∞∑
n=0

zn2
n!

)
=

∞∑
j=1

z
kj

1

kj !

z
nj

2

nj !
,

ãäå {(kj , nj)}j∈N � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà N0 = N ∪ {0}, çàäàþùàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå N0 → N2

0. Âûáåðåì ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäîì "äèàãîíà-
ëåé ò. å. òàê, ÷òî åå ïåðâûé ÷ëåí � ýòî ïàðà (0, 0), ñóììà ýëåìåí-
òîâ êîòîðîé ðàâíà 0, ñëåäóþùèå äâà ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{(kj , nj)} � ýòî ïàðû ñ ñóììîé ýëåìåíòîâ 1, çàòåì 2 è ò.ä. Òàêèì îá-
ðàçîì,

∞∑
j=1

z
kj

1

kj !

z
nj

2

nj !
=

∞∑
m=0

m∑
k=0

zk1 z
m−k
2

k! (m− k)!
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z1)f(z2) =

∞∑
m=0

1

m!

m∑
k=0

m!

k! (m− k)!
zk1 z

m−k
2 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è ðàâåíñòâî (4), ïîëó÷àåì

f(z1)f(z2) =

∞∑
m=0

1

m!
(z1 + z2)

m = f(z1 + z2).
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Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (6).
Èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî

f(iy) =
∞∑
k=0

(iy)k

k!
=

∑
k−÷åòí.

(iy)k

k!
+

∑
k−íå÷.

(iy)k

k!
=

=

∞∑
n=0

(−1)ny2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)ny2n+1

(2n+ 1)!
.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èìååì f(iy) = cos y + i sin y. Èç òîé æå
òåîðåìû 1 è ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî f(x) = ex ïðè x ∈ R. Ïîýòîìó,
èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (5).

Îïðåäåëèì ãèïåðáîëè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïî ôîðìóëàì

ch z =

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
, sh z =

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
,

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, sin z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äàííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîì âå-
ùåñòâåííîì z. Îòñþäà è èç òåîðåìû î êðóãå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî
ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ýòèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðàâíû
+∞, ò. å. ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîì z ∈ C. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò
òàêæå, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîì z îïðåäåëåííûå çäåñü ôóíêöèè ñîâïà-
äàþò ñ èçâåñòíûìè ðàíåå ãèïåðáîëè÷åñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñïðàâåäëèâû ôîð-
ìóëû Ýéëåðà:

eiz = cos z + i sin z,

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Äîêàçàòåëüñòâî
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eiz =

∞∑
k=0

(iz)k

k!
=

∞∑
n=0

(iz)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(iz)2n+1

(2n+ 1)!
=

=

∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
= cos z + i sin z.

Îñòàëüíûå ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóþò èç ïåðâîé.

� 6. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà
â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Ðÿäû Òåéëîðà
äëÿ ñòåïåííîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé
è äðóãèõ ôóíêöèé

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ðåãóëÿðíîñòü ñòåïåííîé è íåêîòîðûõ
äðóãèõ ôóíêöèé, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
ôîðìóëû Òåéëîðà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Òåîpåìà 1. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå.) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) â îêðåñòíîñòè Uδ(x0) ⊂ R
èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî (n+1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî, òî äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà rn(x) = f(x) −
−

n∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x − x0)

k ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå â èíòåãðàëüíîé

ôîðìå:

rn(x) =
1

n!

x∫
x0

(x− t)n f (n+1)(t) dt ∀x ∈ Uδ(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r0(x) = f(x)− f(x0) =
x∫

x0

f ′(t) dt =

= 1
0!

x∫
x0

(x− t)0f ′(t) dt, òî ïðè n = 0 òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ n = s− 1, ò. å.

rs−1(x) =
1

(s− 1)!

x∫
x0

(x− t)s−1 f (s)(t) dt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
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rs−1(x) =
1

(s− 1)!

x∫
x0

f (s)(t)

(
−1

s

)
d((x− t)s) =

= − 1

s!
f (s)(t) (x− t)s

∣∣∣∣x
x0

+
1

s!

x∫
x0

(x− t)s f (s+1)(t) dt =

=
1

s!
f (s)(x0) (x− x0)s +

1

s!

x∫
x0

(x− t)s f (s+1)(t) dt.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîðÿäêà s:

rs(x) = f(x)−
s∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k =

= rs−1(x)−
1

s!
f (s)(x0) (x− x0)s =

1

s!

x∫
x0

(x− t)s f (s+1)(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ n = s. Ïî èíäóêöèè
ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Òåîpåìà 2. Ðÿä Ìàêëîðåíà ñòåïåííîé ôóíêöèè f(x) = (1 + x)α

ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ïðè x ∈ (−1, 1):

(1 + x)α =

∞∑
k=0

Ck
α x

k ∀x ∈ (−1, 1),

ãäå C0
α = 1, Ck

α = α(α−1)···(α−k+1)
k! , k ∈ N, α ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x ∈ (−1, 1). Çàïèñûâàÿ îñòàòî÷-
íûé ÷ëåí ôîðìóëû Ìàêëîðåíà ôóíêöèè f(x) = (1+x)α â èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f (k)(x) = α(α−1) · · · (α−k+1) (1+x)α−k,
ïîëó÷àåì

rn(x) =
1

n!

x∫
0

(x− t)n f (n+1)(t) dt =

=
α(α− 1) · · · (α− n)

n!

x∫
0

(x− t)n (1 + t)α−n−1 dt
t=τx
=
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t=τx
=

α(α− 1) · · · (α− n)
n!

1∫
0

xn (1− τ)n (1 + τx)α−n−1 x dτ =

= λn

1∫
0

(
1− τ
1 + τx

)n

(1 + τx)α−1 dτ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

λn =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!
xn+1. (1)

Ïîñêîëüêó ∀x ∈ (−1, 1) ∀τ ∈ [0, 1] ↪→ 1+ τx ≥ 1− τ , òî
(

1−τ
1+τx

)n
≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|rn(x)| ≤ |λn|
1∫

0

(1 + τx)α−1 dτ = |λn|C, (2)

ãäå âåëè÷èíà C =
1∫
0

(1 + τx)α−1 dτ íå çàâèñèò îò n. Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

λn = 0. (3)

Åñëè x = 0, òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1) èìååì λn = 0 ïðè âñåõ
n ∈ N. Åñëè α = m ∈ N ∪ {0}, òî èç (1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî λn = 0
ïðè n > m. Ïîýòîìó â ñëó÷àÿõ x = 0 è α ∈ N ∪ {0} ñîîòíîøåíèå (3)
ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü x ̸= 0 è α ̸∈ N ∪ {0}. Òîãäà

λn+1

λn
=
α(α− 1) · · · (α− n− 1) xn+2

(n+ 1)!

n!

α(α− 1) · · · (α− n) xn+1
=

=
α− n− 1

n+ 1
x

n→∞−→ −x ∈ (−1, 1).

Âûáåðåì ÷èñëî q ∈ (|x|, 1). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâó-

åò íîìåð n0 òàêîé, ÷òî |λn+1|
|λn| < q äëÿ ëþáîãî n ≥ n0. Ïîýòîìó ïðè

n ≥ n0 èìååì |λn| ≤ |λn0 |qn−n0 → 0 ïðè n → ∞. Îòñþäà âûòåêàåò
ñîîòíîøåíèå (3), êîòîðîå âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (2) äàåò ðàâåíñòâî
lim
n→∞

rn(x) = 0 ïðè ëþáîì x ∈ (−1, 1).
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = n ∈ N ∪ {0} äëÿ ëþáîãî k ≥ n + 1 èìååò
ìåñòî Ck

α = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè (1 + x)α

ñîâïàäàåò ñ êîíå÷íîé ñóììîé:

(1 + x)n =
∞∑
k=0

Ck
n x

k =

n∑
k=0

Ck
n x

k.

Â ñëó÷àå α ̸∈ N ∪ {0}, èñïîëüçóÿ ëåììó 1 � 3, âû÷èñëèì ðàäèóñ ñõî-

äèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=0

Ck
α x

k:

1

Rcx
= lim

k→∞

|Ck+1
α |
|Ck

α|
= lim

k→∞

|α− k|
k + 1

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Rcx = 1.

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå 2 α = −1 è çàìå÷àÿ, ÷òî Ck
−1 =

= (−1)(−2)···(−k)
k! = (−1)k, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)k xk ∀x ∈ (−1, 1). (4)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì â ôîðìóëå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

n∑
k=0

(−1)k xk =
1− (−x)n+1

1 + x

n→∞−→ 1

1 + x
∀x ∈ (−1, 1).

Èç ôîðìóëû (4) è òåîðåìû î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà (ïóíêò 1 òåîðåìû 5 � 3) ïðè |x| < 1 ïîëó÷àåì

ln(1 + x) =

x∫
0

dt

1 + t
=

∞∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1
.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ n = k + 1, ïîëó÷àåì

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
∀x ∈ (−1, 1). (5)
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Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (5) ñïðàâåäëèâî è ïðè x = 1. Äåéñòâè-

òåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n−1 xn

n ñõîäèòñÿ ïðè x = 1 ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà

(òåîðåìà 4 � 3 ãëàâû 9). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó âòîðîé òåîðåìû Àáå-
ëÿ (òåîðåìà 4 � 3 ãëàâû 11) ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåç-
êå [0, 1]. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (òåîðåìà 2 � 3 ãëàâû 10) ôóíêöèÿ

S(x) =
∞∑

n=1
(−1)n−1 xn

n íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1]. Ïîñêîëüêó ñî-

ãëàñíî ðàâåíñòâó (5) èìååì S(x) = ln(1 + x) äëÿ ëþáîãî x ∈ (−1, 1),
òî S(1) = lim

x→1−0
S(x) = lim

x→1−0
ln(1 + x) = ln 2. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåí-

ñòâî (5) ñïðàâåäëèâî è ïðè x = 1.
Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå (4) äëÿ x = t2, èìååì

1

1 + t2
=

∞∑
k=0

(−1)k t2k ∀t ∈ (−1, 1).

Èíòåãðèðóÿ ýòîò ðÿä âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì

arctg x =

x∫
0

dt

1 + t2
=

∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
∀x ∈ (−1, 1).

Äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì n!! = n · (n− 2) · · · 3 · 1.
Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü (−1)!! = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N

∪
{0}

Ck
−1/2 =

(
− 1

2

) (
− 1

2 − 1
)
· · ·
(
− 1

2 − k + 1
)

k!
=

(−1)k (2k − 1)!!

2k k!
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 äëÿ α = − 1
2 , ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

1√
1 + x

=

∞∑
k=0

(−1)k (2k − 1)!!

2k k!
xk ∀x ∈ (−1, 1).

Ïîäñòàâëÿÿ x = −t2 è èíòåãðèðóÿ ñòåïåííîé ðÿä, ïîëó÷àåì

arcsinx =

x∫
0

dt√
1− t2

=

∞∑
k=0

(2k − 1)!!

2k k!

 x∫
0

t2k dt

 .

Èòàê,

arcsinx =

∞∑
k=0

(2k − 1)!!

2k k!

x2k+1

2k + 1
∀x ∈ (−1, 1).
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Ãëàâà 12

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅßÂÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

� 1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ îäíîãî
óðàâíåíèÿ

Ïóñòü x0 ∈ Rn, y0 ∈ R1 è â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ Rn+1

çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå
y = y(x) óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0. Ïðè ýòîì â ÿâíîì âèäå íàéòè ôóíê-
öèþ y(x) çà÷àñòóþ íå óäàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèÿ y(x) íàçûâà-
åòñÿ íåÿâíîé.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü x0 ∈ Rn, y0 ∈ R1 è ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
F (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(1) F (x0, y0) = 0,
(2) ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà â Uε(x0, y0),
(3) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F ′

y(x, y) ñóùåñòâóåò â Uε(x0, y0) è íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå (x0, y0),

(4) F ′
y(x0, y0) ̸= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ > 0, δ > 0 è íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0
ôóíêöèÿ φ : Uγ(x0) → Uδ(y0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ Uγ(x0)
óðàâíåíèå F (x∗, y) = 0 íà ìíîæåñòâå Uδ(y0) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå y∗ = φ(x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
F ′
y(x0, y0) > 0. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F ′

y(x, y) â òî÷êå
(x0, y0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε1 ∈ (0, ε) òàêîå, ÷òî

F ′
y(x, y) > 0 ∀(x, y) ∈ Uε1(x0, y0). (1)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî δ ∈
(
0, 1√

2
ε1

]
. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

x ∈ Uδ(x0), y ∈ Uδ(y0) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

|(x, y)− (x0, y0)| =
√
|x− x0|2 + |y − y0|2 <

√
δ2 + δ2 ≤ ε1,

ò. å. (x, y) ∈ Uε1(x0, y0). Ïîýòîìó ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (1) äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ Uδ(x0) ôóíêöèÿ F (x, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî y íà îòðåçêå
[y0 − δ, y0 + δ].
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Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà
F (x0, y0) = 0 ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà

F (x0, y0 − δ) < 0,

F (x0, y0 + δ) > 0.

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè F
â Uε(x0, y0) ñóùåñòâóåò
÷èñëî γ ∈ (0, δ] òàêîå,
÷òî

∀x ∈ Uγ(x0) ↪→

↪→ F (x, y0 − δ) < 0,

F (x, y0 + δ) > 0.

x

y

y0

y0 − δ

y0 + δ

x0

Uγ(x0)

Uδ(x0)

F (x, y) < 0

F (x, y) > 0

ε1

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ ôóíêöèè f(y) =
= F (x, y), íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [y0 − δ, y0 + δ], ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ Uγ(x0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî φ(x) ∈ (y0− δ, y0 + δ) òàêîå, ÷òî
F (x, φ(x)) = 0. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ φ : Uγ(x0)→ Uδ(y0).
Èç ñòðîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè F (x, y) ïî y â Uδ(y0) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ Uγ(x0) ÷èñëî y = φ(x) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â
Uδ(y0) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî δ áûëî âûáðàíî êàê ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èí-

òåðâàëà
(
0, 1√

2
ε1

)
, òî ýòè æå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ÷èñëà δ1 ∈ (0, δ]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

∀δ1 ∈ (0, δ] ∃γ1 ∈ (0, γ] : ∀x ∈ Uγ1
(x0) ↪→ φ(x) ∈ Uδ1(y0).

Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè φ â òî÷êå x0.

� 2. Îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû. Òåîðåìà
Ëàãðàíæà î ñðåäíåì

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n. Îïåðàòîðíîé
íîðìîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
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∥A∥ = max
x∈Rn

|x|=1

|Ax|,

ãäå |Ax| � äëèíà âåêòîðà Ax ∈ Rm.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) = Ax íåïðåðûâíà, à ìíîæåñòâî {x ∈

∈ Rn : |x| = 1} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òî â îïðåäåëåíèè íîðìû ìàêñè-
ìóì ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííàÿ íîðìà ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
íîðìû:

(1) ∥A∥ ≥ 0;

(2) åñëè ∥A∥ = 0, òî A =

(
0 ··· 0
··· ··· ···
0 ··· 0

)
� íóëåâàÿ ìàòðèöà;

(3) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥λA∥ = |λ| ∥A∥;
(4) ∥A1 +A2∥ ≤ ∥A1∥+ ∥A2∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ñâîéñòâà (1) � (3) î÷åâèäíû. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

∥A1 +A2∥ = max
x∈Rn

|x|=1

|A1x+A2x| ≤ max
x∈Rn

|x|=1

(|A1x|+ |A2x|) ≤

≤ max
x∈Rn

|x|=1

|A1x|+ max
x∈Rn

|x|=1

|A2x| = ∥A1∥+ ∥A2∥.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû A ñîâ-
ïàäàåò ñ êîðíåì êâàäðàòíûì èç ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
ìàòðèöû ATA (÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû B
ðàçìåðà n× n, åñëè ∃x ∈ Rn \ {0} : Bx = λx).

Ëåììà 1. à) Åñëè A � (m × n)-ìàòðèöà è x ∈ Rn, òî |Ax| ≤
≤ ∥A∥ |x|.

á) Åñëè A � (m×n)-ìàòðèöà, à B � (n×k)-ìàòðèöà, òî ∥AB∥ ≤
≤ ∥A∥ ∥B∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Åñëè x = 0, òî Ax = 0 è íåðàâåíñòâî |Ax| ≤
≤ ∥A∥ |x| âûïîëíåíî. Ïóñòü x ̸= 0. Îáîçíà÷èì x1 = x

|x| . Ïîñêîëüêó

|x1| = 1, òî ∥A∥ ≥ |Ax1| = 1
|x| |Ax|, ñëåäîâàòåëüíî, |Ax| ≤ ∥A∥ |x|.

á) Ïîñêîëüêó â ñèëó ïóíêòà (à)

|ABx| ≤ ∥A∥ |Bx| ≤ ∥A∥ ∥B∥ |x| ∀x ∈ Rk,
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òî ∥AB∥ = max
x∈Rk

|x|=1

|ABx| ≤ ∥A∥ ∥B∥.

Òåîpåìà 1. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.) Ïóñòü â δ-
îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 ∈ Rk çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ g : Uδ(y0) → Rm. Òîãäà äëÿ ëþáûõ y, y′ ∈ Uδ(y0) ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî θ ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî

|g(y′)− g(y)| ≤ ∥D g(y + θ (y′ − y))∥ |y′ − y|. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå y, y′ ∈ Uδ(y0) è
ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî f(t) = g(y +
t(y′−y)). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] èìååì y+t(y′−y) ∈ [y, y′] ⊂
⊂ Uδ(y0), òî ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè
äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò f ′(t) = D g(y + t (y′ − y)) (y′ − y).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì äëÿ âåêòîð-
ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈ (0, 1) òàêîå,
÷òî |f(1)− f(0)| ≤ |f ′(θ)|. Ïîýòîìó

|g(y′)− g(y)| = |f(1)− f(0)| ≤ |f ′(θ)| = |D g(y + θ (y′ − y)) (y′ − y)| ≤

Ë. 1(à)

≤ ∥D g(y + θ (y′ − y))∥ |y′ − y|.

� 3. Ïðèíöèï Áàíàõà ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî Y ⊂ Rm. Âåêòîð-
ôóíêöèÿ g : Y → Rm íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

|g(y)− g(y′)| ≤ µ|y − y′| ∀y, y′ ∈ Y.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü â δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 ∈ Rm çàäàíà âåêòîð-
ôóíêöèÿ g : Uδ(y0)→ Rm òàêàÿ, ÷òî

(à) îòîáðàæåíèå g : Uδ(y0) → Rm ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ñ êîýô-
ôèöèåíòîì µ < 1 è

(á) |g(y0)− y0| < (1− µ)δ.
Òîãäà â Uδ(y0) ñèñòåìà óðàâíåíåíèé y = g(y) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå y∗, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {yk}∞k=0 ⊂ Rm, îïðåäåëÿåìîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé
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yk+1 = g(yk), k = 0, 1, 2, . . . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ∪ {0} ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

|yk+1 − yk| ≤ µk|y1 − y0|. (2)

Ïðè k = 0 íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (2) âûïîë-
íåíî ∀k ∈ {0, . . . , s− 1}, òîãäà

|ys − y0| ≤ |ys − ys−1|+ · · ·+ |y1 − y0| ≤

≤ (µs−1+ · · ·+1)|y1−y0|
(á),(1)
< (µs−1+ · · ·+1)(1−µ)δ = (1−µs)δ < δ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ys ∈ Uδ(y0), ys−1 ∈ Uδ(y0) è â ñèëó óñëîâèÿ (à) äîêà-
çûâàåìîé òåîðåìû

|ys+1 − ys|
(1)
= |g(ys)− g(ys−1)|

(à)

≤ µ|ys − ys−1| ≤ µs|y1 − y0|,

ò. å. íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî ïðè k = s. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì,
÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ∪ {0}.

Èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ N ∪ {0}, n > k

|yn − yk| ≤ |yn − yn−1|+ · · ·+ |yk+1 − yk| ≤

≤ (µn−1 + · · ·+ µk)|y1 − y0| =
(µk − µn)|y1 − y0|

1− µ
≤ µk|y1 − y0|

1− µ
.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , îïðåäå-

ëÿåìîå èç óñëîâèÿ µN |y1−y0|
1−µ < ε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ≥ N , n > k

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |yn − yk| < ε. Ýòî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëü-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=0, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ
Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=0 ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y∗ ∈
∈ Rm. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî |yn − yk| ≤ µk|y1−y0|

1−µ ïðè k = 0, äëÿ

ëþáîãî n ∈ N ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî |yn − y0| ≤ |y1−y0|
1−µ . Ïåðåõîäÿ

â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, èìååì |y∗ − y0| ≤

≤ |y1−y0|
1−µ

(á),(1)
< δ. Ñëåäîâàòåëüíî, y∗ ∈ Uδ(y0). Èç óñëîâèÿ (à) ñëåäóåò

íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g(y). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ôîðìóëå yk+1 =
= g(yk) ïðè k → ∞, ïîëó÷àåì y∗ = g(y∗), ò. å. âåêòîð y∗ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé y = g(y).
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Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé y = g(y) â
Uδ(y0). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò y′ ∈ Uδ(y0) � ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû, y′ ̸= y∗. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (à) èìååì |y∗ − y′| =
= |g(y∗)− g(y′)| ≤ µ|y∗ − y′| < |y∗ − y′|. Ïðîòèâîðå÷èå.

� 4. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé

Ïóñòü x0 ∈ Rn, y0 ∈ Rm è â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ Rn+m

çàäàíà m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

F (x, y) =

 F1(x, y)
· · ·

Fm(x, y)

 =

 F1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)
· · ·

Fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

 .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå y = y(x) ñèñòåìû F (x, y) = 0 èç
m ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé. Êîìïîíåíòû âåêòîðà y íàçûâàþòñÿ íåèç-
âåñòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ íóæíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîð ïàðà-
ìåòðîâ x, èñõîäÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé F (x, y) = 0. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû è ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàþò è
ðàâíû m.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì âåêòîð-ôóíêöèÿ
F ëèíåéíà ïî âåêòîðó íåèçâåñòíûõ: F (x, y) = A(x)y − b(x). Â ýòîì
ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Êðàìåðà, èçâåñòíîå èç ëèíåéíîé àëãåá-
ðû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà F (x, y) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detA(x) ̸= 0. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôîð-
ìóëèðóåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì íåêîòî-
ðîå ðåøåíèå (x0, y0) ∈ Rn+m âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0. Ïî-
ñêîëüêó äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F (x, y) â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x0, y0) "áëèçêà" ê ëèíåéíîé ïî y ôóíêöèè F (x, y0) +
+Dy F (x, y0)(y−y0), òî âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ detDy F (x0, y0) ̸= 0.

Çäåñü Dy F (x0, y0) =

 ∂F1

∂y1
(x0, y0) · · · ∂F1

∂ym
(x0, y0)

· · · · · · · · ·
∂Fm

∂y1
(x0, y0) · · · ∂Fm

∂ym
(x0, y0)

 �

ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèè F (x, y) â òî÷êå (x0, y0) ïî ïåðåìåííûì y =
= (y1, . . . , ym). Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå
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è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðóþòñÿ
ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).

Òåîpåìà 1. Ïóñòü x0 ∈ Rn, y0 ∈ Rm è ïóñòü m-ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ F (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(1) F (x0, y0) = 0,
(2) ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â Uε(x0, y0),
(3) detDy F (x0, y0) ̸= 0.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ > 0, δ > 0 è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ φ : Uγ(x0) → Uδ(y0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x∗ ∈ Uγ(x0) ñèñòåìà óðàâíåíèé F (x∗, y) = 0 íà ìíîæåñòâå Uδ(y0)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y∗ = φ(x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî
Øàã 1. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ßêîáè Dy F (x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå (x0, y0),
òî åå îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé, íåïðåðûâíîé â
ýòîé òî÷êå. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ detDy F (x0, y0) ̸= 0 ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ÷èñëà ε1 ∈ (0, ε] òàêîãî, ÷òî

∀(x, y) ∈ Uε1(x0, y0) ↪→ detDy F (x, y) ̸= 0. (1)

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ

h(x, y) = y − (Dy F (x0, y0))
−1

F (x, y).

Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè

Dy h(x, y) = E − (Dy F (x0, y0))
−1 Dy F (x, y) =

= (Dy F (x0, y0))
−1

(Dy F (x0, y0)−Dy F (x, y)),

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m. Èç íåïðåðûâíîñòè ìàò-
ðèöû ßêîáè D yF (x, y) ñëåäóåò, ÷òî D yF (x, y) → D yF (x0, y0) ïðè
(x, y)→ (x0, y0). Ïîýòîìó ∥D yh(x, y)∥ → 0 ïðè (x, y)→ (x0, y0). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ε2 ∈ (0, ε1] :

∀(x, y) ∈ Uε2(x0, y0) ↪→ ∥Dy h(x, y)∥ ≤
1

2
.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî δ ∈
(
0, 1√

2
ε2

]
. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

x ∈ Uδ(x0), y ∈ Uδ(y0) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
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|(x, y)− (x0, y0)| =
√
|x− x0|2 + |y − y0|2 <

√
δ2 + δ2 ≤ ε2,

ò. å. (x, y) ∈ Uε2(x0, y0). Ïîýòîìó

∀x ∈ Uδ(x0) ∀y ∈ Uδ(y0) ↪→ ∥Dy h(x, y)∥ ≤
1

2
.

Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíûé x ∈ Uδ(x0) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà î
ñðåäíåì ê âåêòîð-ôóíêöèè g(y) = h(x, y), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
y, y′ ∈ Uδ(y0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈ (0, 1):

|h(x, y′)− h(x, y)| ≤ ∥Dy h(x, y + θ (y′ − y))∥ |y′ − y| ≤ 1

2
|y′ − y|.

Èòàê,

∀x ∈ Uδ(x0) ∀y, y′ ∈ Uδ(y0) ↪→ |h(x, y′)− h(x, y)| ≤ 1

2
|y′ − y|. (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x∗ ∈ Uδ(x0) îòîáðà-
æåíèå g(y) = h(x∗, y) â Uδ(y0) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ñ êîýôôèöèåí-
òîì µ = 1

2 .

Çàìåòèì, ÷òî h(x, y0)− y0 = − (Dy F (x0, y0))
−1

F (x, y0). Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x, y0) â òî÷êå x0 èìååì h(x, y0) − y0 →
→ − (Dy F (x0, y0))

−1
F (x0, y0) = 0 ïðè x → x0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

÷èñëî γ ∈ (0, δ] òàêîå, ÷òî

∀x ∈ Uγ(x0) ↪→ |h(x, y0)− y0| <
δ

2
= (1− µ)δ. (3)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x∗ ∈ Uγ(x0). Èç óñëîâèé (2) è
(3) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (à) è (á) ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé äëÿ ôóíêöèè g(y) = h(x∗, y). Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðå-
ìó ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ Uγ(x0) ñèñòåìà óðàâíåíèé y =
= g(y) íà ìíîæåñòâå Uδ(y0) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y∗. Îáî-
çíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç φ(x∗). Ïîñêîëüêó g(y) = h(x∗, y) = y −
− (Dy F (x0, y0))

−1
F (x∗, y), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé y = g(y) ýêâèâà-

ëåíòíà ñèñòåìå F (x∗, y) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x∗ ∈ Uγ(x0) ñèñòåìà óðàâíåíèé F (x∗, y) = 0 íà ìíîæåñòâå
Uδ(y0) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y

∗ = φ(x∗).

Øàã 2. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ â òî÷êå x0.

329



Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî δ áûëî âûáðàíî êàê ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç

ïîëóèíòåðâàëà
(
0, 1√

2
ε2

]
. Ïîýòîìó, ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà δ1 ∈ (0, δ], íàéäåì ÷èñëî γ1 ∈ (0, γ] è ôóíêöèþ
φ1 : Uγ1

(x0)→ Uδ1(y0) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x
∗ ∈ Uγ1

(x0) óðàâíåíèå
F (x∗, y) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = φ1(x

∗). Ñëåäîâàòåëüíî,
∀x ∈ Uγ1

(x0) ↪→ φ1(x) = φ(x) è

∀δ1 ∈ (0, δ] ∃γ1 ∈ (0, γ] : ∀x ∈ Uγ1
(x0) ↪→ φ(x) ∈ Uδ1(y0).

Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè φ â òî÷êå x0.

Øàã 3. Äîêàçàòåëüñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ â òî÷êå x0.
Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè F â òî÷êå (x0, y0) èç ëåì-

ìû 1 � 8 ãëàâû 6 ñëåäóåò, ÷òî

F (x, y)− F (x0, y0) = D F (x0, y0)
(
x− x0
y − y0

)
+ o(|(x, y)− (x0, y0)|) =

= Dx F (x0, y0)(x−x0)+Dy F (x0, y0)(y−y0)+o(
√
|x− x0|2 + |y − y0|2)

ïðè x → x0, y → y0. Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó y =
= φ(x), y0 = φ(x0). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè F (x, φ(x)) = 0,
F (x0, φ(x0)) = 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè φ â òî÷êå
x0 ïîëó÷àåì, ÷òî φ(x)→ φ(x0) ïðè x→ x0. Ïîýòîìó

0 = Dx F (x0, y0) (x− x0) +Dy F (x0, y0) (φ(x)− φ(x0)) +

+ o(
√
|x− x0|2 + |φ(x)− φ(x0)|2) ïðè x→ x0.

Èç óñëîâèÿ detDy F (x0, y0) ̸= 0 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ìàò-
ðèöû ê ìàòðèöå Dy F (x0, y0). Ïîýòîìó

φ(x)− φ(x0) = − (Dy F (x0, y0))
−1

(
Dx F (x0, y0) (x− x0) +

+ o(
√
|x− x0|2 + |φ(x)− φ(x0)|2)

)
ïðè x→ x0.

Îïðåäåëèâ ìàòðèöó M = − (Dy F (x0, y0))
−1Dx F (x0, y0), ïîëó÷àåì

φ(x)−φ(x0) =M (x−x0)+o(
√
|x− x0|2 + |φ(x)− φ(x0)|2), x→ x0.

(4)
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Ïîêàæåì, ÷òî â ôîðìóëå (4) ñëàãàåìîå
o(
√
|x− x0|2 + |φ(x)− φ(x0)|2) ìîæíî çàìåíèòü íà o(|x − x0|).

Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè φ â òî÷êå x0.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ o-ìàëîãî èç ôîðìóëû (4) ïîëó÷àåì

φ(x)− φ(x0) =M (x− x0) + ε(x)
√
|x− x0|2 + |φ(x)− φ(x0)|2, (5)

ãäå lim
x→x0

ε(x) = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî β > 0 òàêîå, ÷òî |ε(x)| <

< 1
2 ∀x ∈ Uβ(x0).

Îáîçíà÷èì ∆φ = |φ(x) − φ(x0)|. Òàê êàê
√
|x− x0|2 + |∆φ|2 ≤

≤ |x− x0|+ |∆φ|, òî èç (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Uβ(x0)

∆φ ≤ ∥M∥ |x−x0|+|ε(x)| (|x−x0|+∆φ) ≤ ∥M∥ |x−x0|+
|x− x0|+∆φ

2
,

à çíà÷èò,

∆φ ≤ (2∥M∥+ 1) |x− x0| ∀x ∈ Uβ(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x ∈ Uβ(x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî√
|x− x0|2 + |∆φ|2 ≤

√
1 + (2∥M∥+ 1)2 |x− x0|.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî

φ(x)− φ(x0) =M (x− x0) + o(|x− x0|), x→ x0.

Â ñèëó ëåììû 1 � 8 ãëàâû 6 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x0 è åå ìàòðèöà ßêîáè ðàâíà

Dφ(x0) =M = −
(
Dy F (x0, y0)

)−1

Dx F (x0, y0).

Øàã 4. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøå-
íèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ Uγ(x0) èìååì φ(x) ∈ Uδ(y0), γ ≤ δ ≤
≤ 1√

2
ε2 ≤ 1√

2
ε1, òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) èìååì

detDy F (x, φ(x)) ̸= 0 ∀x ∈ Uγ(x0). (6)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ Uγ(x0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
F (x, φ(x)) = 0, è íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x, φ(x)), ëåæàùàÿ
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â Uε(x0, y0), ïîýòîìó ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, φ(x)). Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàííîå
íà ïðåäûäóùåì øàãå óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè â
íåì òî÷êó (x0, y0) çàìåíèòü òî÷êîé (x, φ(x)), ãäå x ∈ Uγ(x0). À èìåí-
íî, ôóíêöèÿ φ äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Uγ(x0) è

Dφ(x) = −
(
Dy F (x, φ(x))

)−1

Dx F (x, φ(x)) ∀x ∈ Uγ(x0). (7)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà â Uγ(x0) è, èñïîëüçóÿ íåïðå-
ðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè F â Uε(x0, y0), ïîëó÷àåì
íåïðåðûâíîñòü â Uγ(x0) ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7). Ïîýòîìó ìàòðè-
öà ßêîáè Dφ(x) íåïðåðûâíà â Uγ(x0), ò. å. ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â Uγ(x0).

� 5. Òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : Y → Rm íåïðåðûâíà íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå Y ⊂ Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂
⊂ Rm åãî ïðîîáðàç Y0 = {y ∈ Y : g(y) ∈ G} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Y0.
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî Uδ(y0) ⊂
⊂ Y0. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Y0 ñëåäóåò, ÷òî g(y0) ∈ G. Ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî G îòêðûòî, òî ∃ε > 0 : Uε(g(y0)) ⊂ G. Èç íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè g(y) â òî÷êå y0 îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Y ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî Uδ(y0) ⊂ Y è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
y ∈ Uδ(y0) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå g(y) ∈ Uε(g(y0)). Ñëåäîâàòåëüíî,
∀y ∈ Uδ(y0) ↪→ g(y) ∈ G, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Y0 îçíà÷àåò
Uδ(y0) ⊂ Y0.

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè g(y) ðàçìåðíîñòè
âåêòîðîâ y è g(y) ñîâïàäàþò. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè D g(y)
íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ g è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Jg(y):

Jg(y) = detD g(y).

Îïpåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X, Y . Ñóæåíèåì ôóíê-
öèè f : X → Y íà ìíîæåñòâî X0 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
f |X0

: X0 → Y , îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé ∀x ∈ X0 ↪→ f |X0

(x) =

= f(x).
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Òåîpåìà 1. (Îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.) Ïóñòü çàäàíû îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî Y ⊂ Rn è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæå-
íèå g : Y → Rn ñ íåðàâíûì íóëþ ÿêîáèàíîì:

∀y ∈ Y ↪→ Jg(y) ̸= 0.

Òîãäà îòîáðàæåíèå g : Y → Rn ëîêàëüíî îáðàòèìî, ò. å. äëÿ ëþáîé
òî÷êè y0 ∈ Y ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà X0 è Y0 â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn òàêèå, ÷òî y0 ∈ Y0 ⊂ Y è ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ g|Y0

: Y0 →
→ X0 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà Y0

íà ìíîæåñòâîX0. Ïðè÷åì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

(
g|Y0

)−1

: X0 → Y0

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì îòîáðàæåíèåì ñ íåðàâ-
íûì íóëþ ÿêîáèàíîì.

g

(̃
|Y0

)−1

y0

Y0

Uδ(y0)
Uγ(x0) = X0

Y X

x0

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x0 = g(y0) è ïðèìåíèì òåîðåìó î
íåÿâíîé ôóíêöèè ê ôóíêöèè F (x, y) = g(y)−x. Èç íåïðåðûâíîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè g(y) ñëåäóåò íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü ôóíêöèè F (x, y). Êðîìå òîãî, F (x0, y0) = g(y0) − x0 = 0 è
detDy F (x0, y0) = detD g(y0) = Jg(y0) ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëî-
âèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè âûïîëíåíû, è, ñîãëàñíî ýòîé òåî-
ðåìå, ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ > 0, δ > 0 è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ φ : Uγ(x0) → Uδ(y0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
x ∈ Uγ(x0) ñèñòåìà óðàâíåíèé F (x, y) = 0 (ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå
óðàâíåíèé g(y) = x) íà ìíîæåñòâå Uδ(y0) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå y = φ(x).
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà X0 = Uγ(x0) è Y0 = {y ∈ Uδ(y0) : g(y) ∈
∈ X0}. Ïîñêîëüêó ∀y ∈ Y0 ↪→ g(y) ∈ X0, òî îòîáðàæåíèå g ïåðåâî-
äèò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y0 â ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X0. Îòîáðàæåíèå
g|Y0

: Y0 → X0 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ïîñêîëüêó äëÿ ëþ-

áîãî âåêòîðà x ∈ X0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð y ∈ Y0 òàêîé,
÷òî g(y) = x. Ýòîò âåêòîð y = φ(x) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíè-
åì ñèñòåìû óðàâíåíèé F (x, y) = 0 îòíîñèòåëüíî y. Îòñþäà ñëåäóåò
òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : X0 → Y0 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðà-

æåíèþ g|Y0

: Y0 → X0, ò. å. φ =

(
g|Y0

)−1

.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Y0 ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà X0 = Uγ(x0) ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè g, òî â ñèëó ëåììû
1 ìíîæåñòâî Y0 îòêðûòî.

Â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ

(
g|Y0

)−1

(x) = φ(x)

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷à-
ñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé g(φ(x)) = x, ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâà-
íèè ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ∀x ∈ X0 ↪→ D g(φ(x)) Dφ(x) = E
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, detD g(φ(x)) · detDφ(x) =
= detE = 1. Ïîýòîìó ∀x ∈ X0 ↪→ detDφ(x) ̸= 0.

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 îòîáðàæåíèå g ìîæåò íå
áûòü ãëîáàëüíî îáðàòèìûì, ò. å. îíî ìîæåò ïåðåâîäèòü ðàçëè÷íûå
òî÷êè ìíîæåñòâà Y â îäíó è òó æå òî÷êó. Ïóñòü, íàïðèìåð,

Y = {(r, φ) : r ∈ (1, 3), φ ∈ (−π, 3π)}, g(r, φ) =

(
r cosφ

r sinφ

)
.

Îòîáðàæåíèå g : Y → R2 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî; ìàòðèöà

ßêîáè ýòîãî îòáðàæåíèÿ ðàâíà D g(r, φ) =
(

cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
, à

ÿêîáèàí: Jg(r, φ) = r ̸= 0 ∀(r, φ) ∈ Y . Îäíàêî îòîáðàæåíèå g : Y →
→ R2 íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òàê êàê g(2, 0) = g(2, 2π) =

(
2
0

)
.

Òåîpåìà 2. Îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Y ⊂ Rn ïðè íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè g : Y → Rn ñ íåðàâíûì íóëþ
ÿêîáèàíîì ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç G îáîçíà÷èì îáðàç ìíîæåñòâà Y ïðè
îòîáðàæåíèè g:

G = g(Y ) = {g(y) : y ∈ Y }.
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Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî G îòêðûòî. Ïóñòü g0 ∈ G. Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî

∃δ > 0 : Uδ(g0) ⊂ G.
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà G èç óñëîâèÿ g0 ∈ G ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò âåêòîð y0 ∈ Y òàêîé, ÷òî g(y0) = g0. Â ñèëó òåîðåìû 1
ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà X0 è Y0 òàêèå, ÷òî g(Y0) = X0 è
y0 ∈ Y0 ⊂ Y . Ñëåäîâàòåëüíî, g0 = g(y0) ∈ X0 è â ñèëó îòêðûòî-
ñòè ìíîæåñòâà X0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî Uδ(g0) ⊂ X0.
Ïîñêîëüêó Y0 ⊂ Y , òî X0 = g(Y0) ⊂ g(Y ) = G, è, ñëåäîâàòåëüíî,
Uδ(g0) ⊂ G.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ â
òåîðåìå 2 ñóùåñòâåííî. Íàïðèìåð, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå
îòîáðàæåíèå g(y) = 0 ïåðåâîäèò ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G â ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè 0, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî-ñâ�ÿçíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 ∈ X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [t1, t2] âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) ñî çíà÷åíèÿìè â X è
òàêàÿ, ÷òî x(t1) = x1, x(t2) = x2.

Òåîpåìà 3. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f : X → Rm íåïðåðûâíà
íà ëèíåéíî-ñâÿçíîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
f(X) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè f1, f2 ∈
∈ f(X). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ∃x1, x2 ∈ X: f(x1) =
= f1, f(x2) = f2. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X ëèíåéíî-ñâÿçíî, òî ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x : [t1, t2] → X òàêàÿ, ÷òî
x(t1) = x1, x(t2) = x2. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíê-
öèè âåêòîð-ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé φ(t) = f(x(t)) íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [t1, t2]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè f1, f2 ∈
∈ f(X) ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé Γ = {φ(t) : t ∈ [t1, t2]} ⊂ f(X), ò. å.
ìíîæåñòâî f(X) ëèíåéíî-ñâÿçíî.

Ïîñêîëüêó îòêðûòîå ëèíåéíî-ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îá-
ëàñòüþ, òî èç òåîðåì 2, 3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. (Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè.) Îáðàç îáëàñòè
Y ⊂ Rn ïðè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè g : Y →
→ Rn ñ íåðàâíûì íóëþ ÿêîáèàíîì ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.
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