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1. Ââåäåíèå

Âûâîä íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðèâåäåíèå ê êà-

íîíè÷åñêîìó âèäó â òî÷êå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà îò n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñ ëèíåé-

íîé ñòàðøåé ÷àñòüþ. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå î çàäà÷å Êî-

øè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íà ïëîñêîñòè. Ïîíÿòèå î ìåòîäå õàðàêòå-

ðèñòèê.

2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â R1

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñòàíîâêà è ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè, ôîðìóëà Äàëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Êîððåêòíîñòü çàäà÷è. Ïðèìåð Àäà-

ìàðà íåêîððåêòíîé çàäà÷è (çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà). Ïî-

íÿòèå îá îáîáù¼ííîì (ñèëüíîì) ðåøåíèè êàê ïðåäåëå ãëàäêèõ ðåøåíèé.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû

ñ çàêðåïë¼ííûì êîíöîì. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íîãî

äàííûõ.

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Õîïôà. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è åå

ðåøåíèå. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Ïîíÿòèå î ñëàáîì ðåøåíèè.

3. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â R3 è R2

Ôîðìóëû Ïóàññîíà�Êèðõãîôà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà. Ìåòîä Äþàìåëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3. Îáùàÿ

ôîðìóëà Êèðõãîôà.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R2. Ìåòîä ñïóñêà, ôîðìóëà

Ïóàññîíà. Äèôôóçèÿ âîëí â R2. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè (ìåòîä èíòåãðàëà ýíåðãèè).

4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Ôîðìóëà Ïóàññîíà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â R1 è â Rn, áåñêîíå÷íàÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Ïðèìåíåíèå ìå-

òîäà Äþàìåëÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â

êëàññå Òèõîíîâà.

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà. Ïðåîáðàçîâàíèå Õîïôà�Êîóëà è åãî

ïðèìåíåíèå äëÿ ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

òåïëîïðîâîäíîñòè.

5. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðå Ëàïëàñà è î çàäà÷å íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

Ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ Äè-



ðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà.

Ñèììåòðè÷íîñòü è ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà −∆ ñ îäíîðîäíûìè

óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âåùåñòâåííîñòü è

ïîëîæèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé.

6. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà�Ïóàññîíà â êðóãå

Ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ìåòîäîì Ôóðüå. Áåñ-

êîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ â îáëàñòè, ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ

ïî ãàðìîíè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíàì â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Èíòåãðàë

Ïóàññîíà. Ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå ïðè íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè.
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íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.



ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 20�25 îêòÿáðÿ)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåíèå ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (x, y), íà

êîòîðûõ îí ñîõðàíÿåòñÿ:

à) yuxx + 2uxy + xuyy − uy = 5x;

á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α, β òèï óðàâíåíèÿ

uxx + 2αuxz + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0.

3. 2.1(5); 2.2(7).

II. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ íà ïëîñêîñòè

4. Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

à) uxy = x2 − y2; á) uxy + xuy = 2xy; â) 2.3(6); 2.11(4).

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è óêàçàòü íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøåíèå

îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî:

à) 12.3;

á) yuxx + (x− y)uxy − xuyy − ux + uy = 0,

u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4;

â) uxx + cosx · uxy + (cosx− 1)uyy = sin x
(2−cos x) (ux + uy), (x, y) ∈ R2,

u|x=0 = 3y, ux|x=0
= −2, 1 < y < 3;

ã) x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 16x4,

u|y=1 = 3x4, uy|y=1 = 0, 1 < x < 2;

ä) yuxx + (1 + y)uxy + uyy +
(ux+uy)
(1−y) = 0, y < 1,

u|y=0 = x2 + 2x, uy|y=0 = −2x, 0 < x < 3
2 .

Ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (1, 2) îáëàñòè, â êîòîðîé ðå-

øåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî?

6. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà: 14.43; 14.57(7).

7. Ðåøèòü çàäà÷ó, óêàçàâ íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøåíèå îïðåäå-

ëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

uyy − 4uxx = 0, u|y=0 = 0, uy|y=0 = 8x, −2 < x ≤ 0,

u|y=x = 8x2 + 9x3, 0 ≤ x < 1.

III. Âîëíîâîå óðàâíåíèå

8. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:{
4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2,

u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2, x ∈ R1.



9. 12.41.

10. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû:

à) 21.14; 21.17; 21.21;

á) 9utt = uxx, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 6x, ut|t=0
= 4e−3x + 2, x ≥ 0,

ux|x=0 = −6t+ 6e−t, t ≥ 0;

â) 4utt = uxx − 4te2x, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 2 + e2x, ut|t=0
= 0, x ≥ 0,

(ux + 2u)|x=0 = 8, t ≥ 0;

ã) 2xutt + (1− 2x)uxt − uxx + 2
(2x+1) (ux − ut) = 0, t > 0, x > 0,

u|t=0 = sinx2, ut|t=0
= − cosx2, x ≥ 0,

(u− ux)|x=0 = −t, t > 0;

ä) utt = uxx − 8(x+t)
1+(x+t)2 , t > 0 x > 0,

u|t=0 = 2x ln(1 + x2) + x chx, x ≥ 0,

ut|t=0
= 4x2

1+x2 − x shx− chx, x ≥ 0,

(u− ux)|x=0 = −1− t− 2 ln(1 + t2), t ≥ 0.

Ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå u(t, x) ∈ C2(t > 0, x > 0). Îòâåò îáîñíîâàòü.

Óêàçàíèå. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èñêàòü, ïåðåéäÿ ê õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèì ïåðåìåííûì ξ = x+ t, η = x− t.

11. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:

à) 12.38; 12.43(3,7); 12.44(3,7);

á) utt = a2∆u, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = u0(x) ≡ α(r), ut|t=0 = u1(x) ≡ β(r), x∈R3,

u0(x) ∈ C3(R3), u1(x) ∈ C2(R3), r =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3,

Óêàçàíèå. Èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(t, x) =
v(t, r)

r
;

â) utt = ∆u+ (x
2

2 − y2

4 − z2

4 ) cos t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = (x2 + y2 + z2)(sh
√
x2 + y2 + z2)3,

ut|t=0
= e−(x−y)2 , (x, y, z) ∈ R3;

ã) utt = 3∆u+ 18e3t cos(x− y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = xy2z, ut|t=0
= 3 cos(x− y + z), (x, y, z) ∈ R3;

ä) utt =
1
5∆u+ 2t2 cos(x+ 2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = yz3, ut|t=0
= 1

1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3;

å) utt = ∆u, (x, y, z) ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = e−x2

(y2 − z2), ut|t=0
= 0, (x, y, z) ∈ R3.

12. Íàéòè u(t, 0, 0, 0), t > 0, ãäå u(t, x, y, z) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè:



à) 4utt = ∆u, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = 0, ut|t=0 =

{
ln(1 + x2 + y2 + z2), (x, y, z) ∈ G,

0, (x, y, z) ∈ R3 \G,

ãäå G = {(x, y, z) : y > 0, 0 < x < z};
á) utt = a2∆u, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = 0, ut|t=0 =

{
b = const > 0, (x, y, z) ∈ G,

0, (x, y, z) ∈ R3 \G,

ãäå G = {(x, y, z) : (x− 1)2 + y2 + z2 < R2}, 0 < R < 1.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 8�13 äåêàáðÿ)

I. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàäà÷à Êîøè

1. 13.5(6,8); 13.2; 13.6(2,4); 13.7(4).

2. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:

a) 10ut = ∆u+ 2x cos(x+ y), t > 0, (x, y) ∈ R2,

u|t=0 = (3x+ y)3, (x, y) ∈ R2;

á) ut = ∆u+ (x2 + y2 − 2z2) cos t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = x cos(x+ y), (x, y, z) ∈ R3;

â) ut = ∆u+ 27(t2 − 1) cos(x+ y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = (x− y + z) sin z − (z − 1)3e−
(x−y)2

2 , (x, y, z) ∈ R3.

3. Íàéòè u(t, 0, 0), t > 0, ãäå u(t, x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

4ut = ∆u, (x, y) ∈ R2, t > 0,

u|t=0 =

{
xy(1− x2 − y2), (x, y) ∈ G = {x > 0, y > 0,

√
x2 + y2 < 1},

0, (x, y) ∈ R2 \G.

4. Íàéòè ïðè êàæäîì x ∈ R lim
t→∞

u(t, x), ãäå u(t, x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0; u|t=0 = u0(x), x ∈ R,

u0(x) ∈ C(R), lim
x→−∞

u0(x) = A, lim
x→+∞

u0(x) = B.

II. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êðóãå è êîëü-

öå. Ìåòîä Ôóðüå

5. 16.1(2) (ðåøèòü è âíåøíþþ çàäà÷ó ñ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì).

6. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ α ∈ R èìååò ðåøåíèå çàäà÷à Íåéìàíà:

∆u = y, r =
√
x2 + y2 < 2,



ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

è ðåøèòü çàäà÷ó ïðè òàêèõ α.

7. Ðåøèòü çàäà÷è (r =
√

x2 + y2):

à) ∆u = 12y2 − 2, r < 1, (ur + u)|r=1 = 5y4;

á) ∆u = 3x
r , 1 < r < 2, ur|r=1 = 2xy, u|r=2 = x

(
5
2 + y

)
;

â) ∆u = 15r2 sinφ, 1
2 < r < 1,

ur|r=1/2 = 2 sin2 φ, ur|r=1 = cos2 φ;

ã) ∆u = 0, (x, y) ∈ D = {0 < r < R, 0 < φ < α}, π < α < 2π,

(x = r cosφ, y = r sinφ),

u|φ=0 = u|φ=α = 0, 0 ≤ r ≤ R, u|r=R = f(φ). Íàéòè íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ f(φ) ∈ C1([0, α]), f(0) = f(α) = 0,

îáåñïå÷èâàþùåå îãðàíè÷åííîñòü ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0);

ä) ∆u(r, φ) = − 9
r2 cos 3φ, r > 1, (u+ ur)|r=1 = cos3 φ.

III. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

8. 16.27(3,5); 16.28(1); 16.29(1); 16.30(6); 16.31(1); 16.24.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.È. Çóáîâ


