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1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé îäíèì óðàâíåíèåì. Íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èõ

ÿêîáèàí. Òåîðåìà î ñèñòåìå íåÿâíûõ ôóíêöèé (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ëî-

êàëüíàÿ îáðàòèìîñòü îòîáðàæåíèÿ ñ íåíóëåâûì ÿêîáèàíîì.

2. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: íåîáõîäèìîå óñëîâèå, äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè

íàëè÷èè ñâÿçåé: èññëåäîâàíèå ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

3. Êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ñóììû Ðèìàíà è ñóììû Äàðáó. Êðèòåðèè

èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà èçìåðè-

ìîì êîìïàêòå. Ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé: ëèíåéíîñòü èíòåãðà-

ëà, àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâàì, èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ,

òåîðåìû î ñðåäíåì, íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó. Ñâåäåíèå

êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó.

4. Ôîðìóëà Ãðèíà. Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìî-

ñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

5. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è çíàêà ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ äâóìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà î çàìåíå ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå

(äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ).

6. Ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.

Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè ïðè äîïóñòè-

ìîé çàìåíå ïàðàìåòðîâ. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè. Îðèåíòàöèÿ ïðîñòîé ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà, âûðàæåíèå ÷å-

ðåç ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè. Êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, èõ îðè-

åíòàöèÿ è èíòåãðàëû ïî íèì.

7. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, åå ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ñîëåíîèäàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Ñâÿçü ñîëåíîè-

äàëüíîñòè ñ îáðàùåíèåì â íóëü äèâåðãåíöèè ïîëÿ.

8. Ôîðìóëà Ñòîêñà. Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ, åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïî-

òåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñâÿçü ïîòåíöèàëüíî-

ñòè ñ îáðàùåíèåì â íóëü ðîòîðà ïîëÿ.

9. Îïåðàòîð ¾íàáëà¿ è äåéñòâèÿ ñ íèì. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæà-

ùèå âåêòîð ¾íàáëà¿.
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Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷åðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 21�26 îêòÿáðÿ)

I. Íåÿâíûå ôóíêöèè

Ò.1. Äàíî óðàâíåíèå x2 = y2.

à) Ñêîëüêî ôóíêöèé y : R → R óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ?

á) Ñêîëüêî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y : R → R óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâ-

íåíèþ?

â) Ñêîëüêî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y : R → R óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâ-

íåíèþ è óñëîâèþ y(1) = 1?

ã) Ñêîëüêî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y : [1; 2] → R óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó

óðàâíåíèþ è óñëîâèþ y(1) = 1?



�3: 61(2); 64(2); 69; 75.

�4: 43(5); 46(1).

Ò.2*. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xn + a1x
n−1 + . . . + an = 0. Ïóñòü U ⊂ Rn

� ìíîæåñòâî âñåõ a = (a1, . . . , an) òàêèõ, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò

n ðàçëè÷íûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) êîðíåé x1, . . . , xn. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî U îòêðûòî. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ U íàéä¼òñÿ òàêàÿ

îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé çàâèñèìîñòü xi = xi(a1, . . . , an) îò êîýôôèöèåí-

òîâ ai ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

II. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ, çàìåíà ïåðåìåííûõ

�3: 105.

Ò.3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : R2 → R2, çàäàííîãî êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè

u = ex cos y, v = ex sin y,

ïîêàçàòü, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ âñþäó â R2 îòëè÷åí îò íóëÿ, íî îòîá-

ðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

îòîáðàæåíèÿ f.

Ò.4. Îòîáðàæåíèå f : R2 → R2 çàäàíî êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè

x = r cosφ, y = r sinφ, r > 0.

Âûðàçèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå r è φ ïî ïåðåìåííûì x è y êàê ôóíêöèè

îò r è φ.

�3: 86; 88(1); 91.

�4: 51(2); 52(1).

III. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ò.5. Â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà.

à) Ìîæåò ëè ýòà òî÷êà áûòü òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà?

á) Ìîæåò ëè ýòà òî÷êà áûòü òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà?

â) Ìîæåò ëè ýòà òî÷êà íå áûòü òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (äàæå

íåñòðîãîãî)?

�5: 2(2); 9; 10*; 13(1); 18(1).

�5: 19(1), 21(2); 25(6); 31(3); 36*.



IV. Êðàòíûå èíòåãðàëû

�8: 23; 34.

Ò.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå

P = [a, b]× [c, d].

à) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x, ·) èíòåãðèðóåìà íà [c, d] ïðè âñåõ

x ∈ [a, b], à ôóíêöèÿ I(x) =
d∫
c

f(x, y)dy èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî ôóíê-

öèÿ f èíòåãðèðóåìà íà P?

á) Âåðíî ëè, åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà P , òî ôóíêöèÿ f(x, ·) èíòå-
ãðèðóåìà íà [c, d] ïðè âñåõ x ∈ [a, b]?

�8: 79(1); 83(15); 85(3); 90(1, 8); 133(2); 139(2); 175(2); 176(2).

�8: 106(3); 107(2); 110(3); 124(1, 5); 144(6); 145(1); 146(3); 147; 148(2).

�9: 6(2); 8(6); 10; 13(5); 16(3); 21; 63(4).

(59+3*)

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 9�14 äåêàáðÿ)

I. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû. Ôîðìóëà Ãðèíà

�10: 1(4); 9; 29(4); 85(4); 110(1, 2); 46, 100, 59.

Ò.1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
γ

xdy − ydx

x2 + y2
, ãäå γ � ïðîñòàÿ

çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0; 0), îðèåíòè-

ðîâàííàÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

II. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

�9: 37, 51.



Ò.2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ ïàðàë-

ëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñôåðó, çàäàííóþ óðàâ-

íåíèåì x2 + y2 + z2 = R2, è ïëîñêîñòè z = c, z = c+ h, c, c+ h ∈ [−R,R].

Çàâèñèò ëè îòâåò îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ, êðîìå ðàäèóñà ñôåðû R è

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëîñêîñòÿìè h (ïðè óñëîâèè, ÷òî îáå ïëîñêîñòè ïå-

ðåñåêàþò ñôåðó)?

�11: 1(1), 18(1), 37(1), 38, 42.

III. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ

�3: 44(1); 48(1).

�12: 13; 19; 15(3, 5, 6); 37(2); 39; 40(1); 41(3, 6, 7); 49(3, 5, 6) (ïðîâåðÿòü

âåêòîðíûå ðàâåíñòâà â êîîðäèíàòíîé ôîðìå íå îáÿçàòåëüíî); 50(5); 54(2).

IV. Ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è Ñòîêñà

�11: 45(2, 3); 52(3); 57(2)*; 62; 63(2).

Ò.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë∫∫
S

(2x+ 3y)dydz + (x+ y + z)dzdx+ (x+ 2y + 3z)dxdy,

ãäå S � ÷àñòü âíåøíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà
x2

4
+
y2

25
+z2 = 1,

x ≥ 0.

�12: 68(4); 94(4); 104(1, 2); 112(1) (ñîëåíèîäàëüíîñòü èññëåäîâàòü äëÿ îáëà-

ñòåé r > 0 è z > 0); 115*.

(47+2*)

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., ñò. ïðåï. À.Þ. Ãîëîâêî


