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Ïðîãðàììà (ãîäîâîé êóðñ)

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè è Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ è

íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ êâà-

çèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè. Óðàâíåíèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Òåîðåìà î ïðè-

âåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå (áåç

äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Îòûñêà-

íèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà

íåîäíîðîäíîñòü ïðåäñòàâëåíà êâàçèìíîãî÷ëåíîì (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

4. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè



äëÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîä-

íîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåì. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�

Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ è ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëè-

íåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé n-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà Øòóðìà è ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ. Ñâîéñòâà ðåøåíèé è ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïî-

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Õà-

ðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Òåîðåìà î âûïðÿìëå-

íèè òðàåêòîðèé (äîêàçàòåëüñòâî ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè.

Ïîòîê À.Ì. Áèøàåâà: ãðóïïîâîå ñâîéñòâî àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå ôàçîâîãî îáúåìà. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà Ïóàíêàðå (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èí-

òåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà. Òåîðåìà î

÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè,

çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ ôóíê-

öèé, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïî-

ðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à Ëàãðàí-

æà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
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1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 14�19 îêòÿáðÿ)

I. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ 1�ãî ïîðÿäêà
Ñ. 1: 13.

Ñ. 2: 7; 10; 39∗; 44.



Ô. 55; 62.

C. 2: 59; 73; 80.

Ñ. 3: 25; 59; 68; 94.

Ô. 146; 181∗.

Ñ. 4: 4; 20; 59.

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: y′ =
y2

x4
− 2

y

x
+ 4x2.

II. Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà
C. 7: 1; 5; 28; 46; 65(a).

Ô. 505.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

xy2y′′ + x2y′3 − xyy′2 − 15y2y′ = 0, y(1) = 1, y′(1) = 4.

III. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå
Ô. 225 (à, ã); 228 (â, ã); 229; 230; 231; 233.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå, ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå, óêàçàòü îñîáûå ðå-

øåíèÿ, íàéòè (íåïðîäîëæàåìîå) ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à) y′ = −y2, y(1) = −1;

á) y′ = 3 3
√

y2, y(−4) = −1, y(2) = 1.

Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé. Îáúÿñíèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ïî÷åìó â ñëó÷àå à) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì óñëîâèåì, à â ñëó÷àå á) � íåò.

4.∗ Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = x− y2, y(1) = 0 ìîæíî

ïðîäîëæèòü íà èíòåðâàë (1,+∞).

IV. Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðî-

èçâîäíîé
Ô. 278; 287; 288 (âî âñåõ çàäà÷àõ ðåøèòü óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàòü îñîáûå

ðåøåíèÿ, ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå).

C. 6: 7.

5. Â çàäà÷å Ô. 287 íàéòè ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

à) y(0) = −1, y(5) = 6;

á) y(0) = −1, y(4) = 4.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå (y′)2 = 4y3(1 − y), èññëåäîâàòü îñîáûå ðåøåíèÿ, ïî-

ñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå.



7.∗ Äëÿ óðàâíåíèÿ (2(y′ + α)2 + 2(y′ + α) + 1)e2y
′ − 4y = 0:

à) ïðè ïðîèçâîëüíîì α ∈ R íàéòè äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî;

á) âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ α äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ.

V. (äëÿ ÔÁÌÔ(ÏÌÔ) è ÔÝÔÌ) Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ-

÷èñëåíèÿ

C. 19: 5; 19; 36.

8. Ðåøèòü ïðîñòåéøóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó:

J(y) =
∫ 1

0
((y′)2 − 8xy′y)dx, y(0) = 1, y(1) = ch(2).
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 09�14 äåêàáðÿ)

I. Óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ñ. 8: 3; 7; 12; 23; 31; 35; 47; 56; 107; 131; 153.

Ô. 593; 598; 610∗; 613; 615; 617.

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − ay + 2y = ex cosx, ãäå a ∈ R � äåéñòâèòåëüíûé

ïàðàìåòð.

II. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ñ. 11: 1; 5; 12; 23; 31; 46; 68; 79; 88; 154; 159; 183.

Ô. 824∗.

III. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà

Ñ. 11: 117; 124; 128 (äëÿ êàæäîé ñèñòåìû íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = y(0) = 2).

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè: ˙̄x = Ax̄, x̄(0) = x̄0, ãäå A =

0 0 −a

0 0 a

a a 0

,
a ∈ R, a ̸= 0, è x̄0 ∈ R3 � çàäàííûå ÷èñëî è ñòîëáåö, x̄(t) = (x1(t), x2(t),

x3(t))
T � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.



3. à) Çàïèñàòü (â âåêòîðíîì âèäå) îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ˙̄x = Ax̄, åñëè ìàò-

ðèöà A â áàçèñå h1, h2, h3, h4, h5 èìååò âèä A′ =


2 1 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 3

;
á) Íàéòè ìàòðèöó eA

′
.

4.∗ Äîêàçàòü ôîðìóëó: deteA = etrA.

IV. Îïåðàöèîííûé ìåòîä

Ñ. 8: 172; 182.

Ñ. 11: 189; 194.
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Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò Þ.Ñ. Ðåçíè÷åíêî


