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Ïðîãðàììà (ãîäîâîé êóðñ)

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè è Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ è

íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ êâà-

çèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè. Óðàâíåíèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Òåîðåìà î ïðè-

âåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå (áåç

äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Îòûñêà-

íèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà

íåîäíîðîäíîñòü ïðåäñòàâëåíà êâàçèìíîãî÷ëåíîì (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

4. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè



äëÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîä-

íîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåì. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�

Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ è ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëè-

íåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé n-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà Øòóðìà è ñëåäñòâèÿ èç íåå. Òåîðåìà Êíåçåðà.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ. Ñâîéñòâà ðåøåíèé è ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïî-

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Õà-

ðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Òåîðåìà î âûïðÿìëå-

íèè òðàåêòîðèé (äîêàçàòåëüñòâî ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èí-

òåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà. Òåîðåìà î

÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè,

çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ ôóíê-

öèé, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïî-

ðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à Ëàãðàí-

æà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
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Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.



ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�21 ìàðòà)

I. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 12; 38; 75; 102.

Ñ. �20.1: 2; 9; 14.

Ñ. �20.2: 4.

Ñ. �20.3: 5.

Ñ. �21: 7.

1. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåò-

ðà a:

à) J [y] =
∫ π/2

0
(y′2 − ay2)dx, y(0) = 0, y(π/2) = 0;

á)* J [y] =
∫ π/2

0
(y′2 − ay2)dx, y(0) = 0.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 667; 668; 677.

Ñ. �9: 6; 16; 53; 47*; 73 (íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî).

Ô. �22: 47.

2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

3*. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè y′′ + e
2

x+1 y = 0, y(0) = 1,

y′(0) = 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: |y(x)| ≤ e
x

x+1 ïðè x ≥ 0.

III. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Øòóðìà

Ô.: 723; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ q(x) íåïðåðûâíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè è q(x) ≤ 0.

Äîêàçàòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à y′′ + q(x)y = 0, y(x1) = a, y(x2) = b, ïðè

ëþáûõ a, b, x1 ̸= x2 èìååò ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + 2x2y′ + (2x+ 1)y = 0

èìååò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè íå áîëåå òðåõ íóëåé.



6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + (2 + cos 3x)y = 0

ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [−1; 6] òàêàÿ, ÷òî y′(ξ) = 0.

7. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n → +∞.
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�16 ìàÿ)

I. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ èçîáðàçèòü ôàçîâûå òðàåêòîðèè, äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ

îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 971; 972; 973; 974; 975; 976*.

C. �13: 39; 48; 57.

Ô. �25: 161.

II. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

Ô.: 894; 920; 889*.

III. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 2; 12.

Ô.: 1164.

1. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = y + xz2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé 
ẋ = −x(2xz2 + 2y + 3z),

ẏ = xz3,

ż = z(xz2 + y + z).

Íàéòè âñå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû.



2. Íàéòè âñå ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé. Çàòåì, èñ-

ïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â

ïóíêòå â) íàéòè òàêæå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèñòåìû.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0; â)

{
ẋ = 2xy,

ẏ = x2 + y2 − 1;

Ñ. �16: 6; 26.

3*. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẍ+x5 = 0 îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ, ïåðèîä

T êîòîðûõ çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé: T = T (x(0); ẋ(0)). Íàéòè

îòíîøåíèå T (1, 1)/T (2, 2).

IV. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 4; 16; 45; 79; 85.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2∂u
∂x + 3∂u

∂y = 0. Çàòåì â ïóíêòàõ à), á)

è â) ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó Êîøè. Îáúÿñíèòü ïîëó÷èâøèåñÿ

ðåçóëüòàòû:

à) u = 10 ïðè 3x− 2y = 5;

á) u = ex ïðè 3x− 2y = 5;

â) u = sin y ïðè x = 0.

5*. Íàéòè ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç êðèâóþ y = x, z = 2y + y3 è

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò

îñü Îõ â òî÷êå ñ àáñöèññîé, âäâîå ìåíüøåé àáñöèññû òî÷êè êàñàíèÿ.

V. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåòðà è íà÷àëüíûõ óñëîâèé

Ô.: 1064 1068; 1070*.

VI. Ïîâòîðåíèå
Ñ. �6: 35.

Ñ. �7: 56.

Ñ. �8: 126.

Ñ. �9: 34.

Ñ. �11: 55.

Ñ. �13: 49.

Ñ. �17: 84.

Ñ. �20.1: 8.
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Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ä. Æèâîòîâ

ê.ô.-ì. í., äîöåíò Î.À. Ïûðêîâà


